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~berdeckung eines Eibereiches durch Parallelversehiebung seines 
offenen Kerns 

WI,.HI':LM SOSS zum 60. Geburtstag gewidmet 

Von F. W. L~v~ in Berlin 

Es sei F ein abgeschiossener ebener Eibereieh und F o seia oftener Kern. Dureh 
viermalige Parallelverschiebung yon / ' o  kann man /~  vSllig iiberdecken. Y[it anderen 
Worten: Man kann F in 4 Stiieke zerlegen, die sich in den Kern F o parallel verschie- 
ben lassen. Ist T' ein Parallelogramm, so kann man die Sttiekzahl 4 nicht unter- 
schreitenl). Es soll bewiesen werden, daft in allen anderen F~llen die Sti~ckzahl 3 
ausreicht. 

Zum Beweise geniigt es zu zeigen, dal~ der Rand von F in 3 abgeschlossene B(igen 
P1 P2, P2 Pa, Pz P1 zerlegt werden kann, I~ings denen kein Paar paralleler Stiitz- 
geraden y o n / '  vorkommt. Ist n~mlich 0 ~ F o, so liefern die 3 Strecken OPi die 
gesuehte Zerlegung. I s t / ~  ein n-Eck und bezeichnet man den Zuwachs des Stiitz- 

winkels an der / - ten Eeke mit -~- ai, so ist 

(1) a l + . . .  + a ~ 4 ,  0 < a ~ < 2  

und man hat (1) unter Aufrechterhaltung der zyklisehen Ordnung in drei Teilsummen 

A l = a i + l  §  +%,  A2-=%+t + ' "  +a,, ,  A~-----a,,~+l + " "  +ai  

(2) o < & < 2 ,  j =  1,2,3 

zu zerlegen. F i i r n  = 3 ist A i -~ a s. F i i r n  ---- 4 bedarf nur der Fall a~ ---- 1 + a, 
a 2 - ~ l - - ? ,  a a = l + f l ,  a 4 = 1 - ( ~ ;  a, fl, 7 , 5 : > 0 ;  a + f l = ? + 5  der ErSr- 
terung. Ist a > 5, so ist fl <: 7 und a 1 + (a~ + an) + a a ist die gewtinsehte Zerlegung; 
entsprechend (a 4 + a~) + a2 + an, ftir :r ~ (l, fl :> 7. Dagegen gibt es keine L6sung 
des Problems fiir a ~ fl = 7 = 5, d. h. 'ftir das Parallelogramm. Ist n > 4, so gibt 
es entweder 3 Zahlen a~. ~ 1 und dann ist jede Aufteflung, die diese Zahlen trennt, 
eine LSsung, oder es kommt ein Paar zyklisch benachbarter a i ~ 1 vor, das zu- 
Sammengefal]t werden kann, und Wiederholung des Verfahrens ftihrt zu einer Zer- 
legung yon .(1) in Teilsummen 

(3) 4--=A l + A 2 + A 3 §  0 ~ A  k ~ 2 `  
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Die Reduktion von 4 auf 3 Teilsummen effolgt naeh dem obigen Verfahren, aul]er, 
w e n n  

(4) A1 = Aa -~ 1 + oc, A~ ----- A4 ---- 1 - -  ~ ,  0 g a < 1 . 

Da aber mindestens ein Ak mehr als einen Summanden a i enthi~lt und die Un- 
gleiehungen 

( l - -m) H- ~/~(1 H-m) < 2, (1 -Fro) H- 1/~(1-~,) < 2n H- m 

gelten, kann man dureh Ver~nderung der Zusammenfassung der a~ den Sonder- 
fall (4) aussehliel]en. Hat F n Eeken und m krumme BSgen, so kann man dutch 
Zerlegung der B6gen n + m > 4 erhalten und F wie ein (n§  behandeln, 

yg 
indem man den Zuwaehs des Stiitzwinkels liings jed~n Bogens fli mit 2 ai bezeichnet 

und zuletzt nStigenfalls die Punkte Pi so versehiebt, dab sic nicht auf Ecken fallen, 
aber (2) erhalten bleibt. Hat F unendlieh viele Eeken, so sind diese abz/~hlbar. 
Man kann daher den Rand von /"  in endlieh viele abgesehlossene Stiicke zerlegen, 
deren Endpunkte keine Eeken sind und 1/~ngs denen der St~itzwinkel um weniger 
als ~ zunimmt. Dadurch wird dieser Fall auf den vorigen zuriiekgefiihrt und die Be- 
hauptung ist so allgemein bewiesen. 

Die Methode l/flit sich nieht auf Eibereiehe der Dimension N > 2 ausdehnen. Da 
aber der Vollkegel der Richtungen des N-Raumes sich in N -k 1 konvexe abgesehlos- 
sene Kegel ohne entgegengesetzte Richtungenpaare zerlegen 1/il]t, ergibt sigh durch 
DualitEt, dab Eibereichen, deren Oberfl~chenpunkte nur je eine Sttitzebene haben, 
die Stiiekzahl N q-1 zukommt. 

Eingegangen am 16. 3. 1955 


