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Eber das LawN~Rsdle Ellipsoid und sein Analogon 
unter den einem EikSrper einbeschriebenen Ellipsoiden 

Von LUDWIG DANZER*) in Oberwolfach, DETLEF LAUGWITZ 
und HANFRIED LESZ in Miinchen 

Isb ~ eine beschr/inkte Punktmenge in einem endliehdin~nsionalen reellen affinen 
Raum, deren konvexe Halle ,9(Dl) einen Innenpunkt  besitzt, so kann man mit 
K. L6WNER nach einem (abgeschlossenen) Ellipsoid fragen, das DR enthalt und unter 
allen derartigen Ellipsoiden minimales Volumen besitzt. Wir zeigen in 1., dab dieses 
L6wNJsRsche Ellipsoid zu vorgegebener Menge DI eindeutig bestimmt ist, und dab 
Gleiches air  das volumengrStlte Ellipsoid gilt, das sieh einer beschr/inkten, konvexen 
Menge Sji einbeschreiben lal3t. Ein solcher Eindeutigkeitsbeweis ist in roller All- 
gemeinheit bisher wohl noeh nicht verSffentlicht worden. It.  BUS~MAZeN [3] gibt 
einen Beweis dafiir, dab unter allen Ellipsoiden, die DI umbesehrieben sind und einen 
vorgegebenen Mittelpunkt haben, genau eines yon minimalem Volumen ist. F. BEH- 
R ~ D  [,1 ] hat  far Mengen in der affinen Ebene die Existenz und Eindeutigkeit beider 
Ellipsen bewiesen. K. LEICHTW~ISS hat im Freiburger Mathematischen Seminar 1954 
einen Beweis far die Eindeutigkeit des L6wNm~schen Ellipsoids im ~n (bei freiem 
Mittelpunkt) vorgetragen. 

Beide Ellipsoide sind offenbar affininvariant mit der Menge ~ verbunden. -- In 
2. geben wir einige geometrische Anwendungen. 

1. Existenz und Eindeutigkeit des L~wN,msehen l~llipsoids. 
Satz 1. Es sei ~J~ eine abgeschlosssne, beschrdnkte Menge im n-dimensionalen a/finen 

Raum, deren konvexe Hiille .6 ( ~ )  einen Innenpunkt besitze. Dann gibt es unter den ~ 
umbeschriebenen Ellipsoiden genau eines von minimalem Volumen. 

Beweis .  Offenbar genfigt es, den Fall zu betrachten, dab ~ eine konvexe, kom- 
pakte Menge ist. 

a) E x i s t e n z b e w e i s .  Die Gleichung eines umbeschriebenen Ellipsoids sei 

~ l ~ ( z ~  - ~ )  ( x ~  - . ~ )  = 1 

Nun genagt es, Ellipsoide zu betrachten, deren Mittelpunkte in einer geniigend grol3en 
Kugel liegen, und die  eine hinreichend kleine Kugel enthalten. Aus der letzteren 
Eigenschaft folgt, dab die Zahlen aik, aus der ersteren, dab die ml sgmtlich in be- 
sehri~nkten Bereichen variieren. Damit ergibt sieh die Existenz eines volumen- 
kleinsten umbeschriebenen Ellipsoids nach dem H~ufungsstellensatz. 

*) Die Anregung zu meinem Teil an dieser Arbeit  empfing ich im Rahmen  eines Forschungs- 
stipendiums. Ich mSchtc daher der Deutschen Forschungsgemeinschaft  auch an  die~qer Stelle 
meincn Dank aussprechen. LUDWIG DANZER. 
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b) E i n d e u t i g k e i t s b e w e i s  be i  v o r g e g e b e n e m  M i t t e l p u n k t .  Wir wollen zu- 
niichst den einfachen Spezialfall erledigen, dal] unter den umbeschriebenen Ellip- 
soiden mib vorgegebenem Mittelpunkt eines mi t  minimalem Volumen best immt wer- 
den soll. Nach It .  BUSW~A~N [3, p. 90] kann m~n in diesem FMle so vorgehen: 
Giibe es mit  diesem Mittelpunkt zwei umbeschriebene Ellipsoide minimMen Volu- 
mens, dargestellt etwa durch die Gleichungen F ( x )  = 0 beziehungsweise G(x) = 0, 

SO wiirde 2 [F (x) -~ G (x)] = 0 ebenfMls ein umbeschriebenes Ellipsoid mit  demselben 

Mittelpunkt, aber kleinerem Volumen darstellen, woraus sich ein Widerspruch erg/~be. 

c) E i n d e u t i g k e i b s b e w e i s  im  M l g e m e i n e n  Fa l l .  Wir nehmen wieder an, es 
giibe zwei Ellipsoide von kMnstem Volumen V, die der Menge ~J~ umbeschrieben 
seien, und wiihlen das Koordinatensystem im affinen l~aum so, dab sich die beiden 
Ellipsoide darstellen lassen dutch: 

F ( x )  = ~ f  (z~ - m l )  ~ + . . .  + (x~ - m , , ) ~  - 1 = O ,  

X ~ X n 
G ( x )  = ae f  ~ + "'" q -  _.-55_, - -  1 = 0 

a ~ a n 

mit al  a~ . . .  an = I wegen der Volumengleichheit. Die Gleichung 

_!_ [F(x) -t- G(x)] = 0 2 

stellt dann ebenfalls ein umbeschriebenes Ellipsoid dar. Diese Gleichung lautet aus- 
fiihrlich : 

(xl -- dl) 2 (xn - dn) 2 A = 0 
b~ ' + ' " + :  b ~  - -  

mit  

und 

o 

1 2 m~ 
A ~ l - - 2  i , , ~ 1  ~=~ +ai" 

2 
bl 2 = - ~  < a~, 

l+a- 7 

letzteres wegen der Ungleichung zwischen arithmetischem und geonmtrischem Mittel. 
Daher ist das Volmnen des neuen Ellipsoids hSchstens 

V.  }/A ~b~. . .  b,  < V.  b~. . .  b,  < V.  l / a 1 . . .  I/a,, = V.  

Gleichheit gilt dabei nur im Falle ml = 0, a~ = 1 ffir Mle i; dalm sind aber die 
beiden Ellipsoide identisoh. 

Damit  ist der Beweis gefiihrt. 

Satz 2. Es sei ~ eine abgeschlossene, beschr~inkte, ko n v exe  Menge mit inneren Punk .  
ten im n-dimensionalen a/finen Raum.  Dann  gibt es unter den ~i~ einbeschriebenen Ellip- 
soiden genau eines yon maximalem Volumen. 

Bewei s .  Der Exis~enzbeweis kann genau wle oben gefiihrt werden. Demnach 
bleibt zu zeigen: Sind ~ und ~' zwei verschiedene n-dimensionale Ellipsoide gleichen 
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Volumen8 V, .9o enthdlt ihre lconvexe Hiille eiz~ Ellipsoid ffr6fleren Volumens. O.B.d.A. 
kSnnen  wit (2 und  (2' darstel len durch 

xl = cos 01 cos 02 . . .  cos 0 n - 1 ,  
X2 ~ COS 01  COS 0'2 . . .  co s  0 n -  2 sin 0 n - 1 ,  

( 1 )  

Xn-1 ~ cos 01 sin 02 ,  
xn = sin 01 

beziehungsweise durch 

Xl = a l  cos 01 ... cos 0n-1 + cl , 
(2) . . . . . . . . . .  

Xn ~ -  an sin 0 i  + cn �9 

(at > 0 ffir i =  l , . . . , n ;  al  a 2 " " a n  = 1; Xl . . . .  ', xn rechtwinkelige kartesisehe 
Koordinaten) .  

Wi t  be t rach ten  die Punk tepaa re  auf  @ und  (2' mi t  gleichen Paramete rwer ten  
'~1 . . . .  , 0 n  1 u n d  bi lden ihre Mi t te lpunkte :  

! + ~ 
xl = a~ cos 01 ... cos ~'n-1 + -~ ,  

(3) . . . . . . . . . .  

I + a .  sin v~l + ~ x n - -  2 Y "  

Die Gleiehungen (3) stellen ein Ellipsoid dar, alas offenbar in  der konvexen  Hfille yon  
(2 u n d  ~ '  liegt. Sein Volumen ist 

V "  1__+ a l ,  1 T__a2 . . . . .  1 + an > V 1./ai l/-h~ 1/~{, = v 
2 2 2 . . . .  ' 

wobei Gleichheit genau fiir al  -~ a2 . . . . .  an --~ 1 auf t r i t t .  I n  diesem Falle gehen 
die Gleichungen (2) nach einer Koord ina ten t rans fo rmat ion  fiber in 

{ x l - ~ c o s 0 1 c o s v ~ . . . c o s 0 n - l + 2 c ,  c > 0 ,  
x~ his xn wie in (1) . 

D a n n  liegt aber das Ellipsoid 

x I ~- (1 -~- c) cos 01 cos 02 ... cos 0n-1 + c ,  
x~ bis xn wie in (1) 

yore Volumen V �9 (1 + c) in der konvexen  ttfille yon ~ und  (2', w.z.b.w. 

2. Anwendungen.  

2.1. Jede Gruppe (~ von A/finitS;ten, die eine o~ene Punktmenge des n-dimensionalen 
a/fineu Raumes  is dem reeUen, dem komplexen oder dem QuaternionenkSrper in  eine 
beschr~inkte Menge i~ber/i~hrt, besitzt einen F ixpunk t .  Wi~hlt man  diesen als Koordinaten. 
ursprung, so liiflt die Gruppe eine PIERMITEsche Form invariant, die sich au] die Normal- 
/orm 

xi Xl + "'" + Xn ~Cn 

bringen ldflt. 
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(~berstreichen bedeutet dabei im reellen Fall die Identit~t,  im komplexen Fall den 
~)bergang zur konjugiert-komplexen Zahl, i m  Quaternionenfall die Anwendung des 
involutorischen Antiautomorphismus i --> - -  i, ] --> - -  ~', k --> - -  k, wobei 1, i, ], /c 
wie fiblich vier Basiselemente des KSrpers fiber dem reellen ZahlkSrper mit  i 2 : ~2 _-- 

k 2 ~ - 1  und i j  ---- - -  j i  ---- k, ... sind.) 
B e w e i s. Von den Ellipsoiden des n- (2 n-, 4 n-) dimensionalen reellen Vektorraumes, 

der yon den Koordinaten (bzw. ihren reellen und imagin~ren Teilen, bzw. yon ihren 
1-, i-, j-, k-Komponenten) gebildet wird, bezeichnen wit diejenigen als zuldssig, die 
sich in der Form 

i . k = l  

= x ,  - F c ,  - F x ,  c ,  - = 0 
i , k = l  i = l  i = l  

mit reellem A, positiv definiter Hv.RMIrl~seher Form ~_~ xt ark ~ und $'(y) < 0 
i , k -  1 

ffir mindestens einen Punkt  y = (y~} darstellen lassen. Diese Definition ist unab- 
h~ngig vom Koordinatensystem. Nach Voraussetzung existiert eine beschr~nkte offene 
Punktmenge ~ ,  die v o n d e r  Gruppe in sich fiberfiihrt wird. Stellen die Gleiehungen 
-~ (x) = 0 und G (x) ---- 0 verschiedene zul~ssige Ellipsoide ~ und ~'  dar, d ie  ~ um- 
schliet]en, so gilt dasselbe ffir die Gleiehung H (x) = F (x) ~- G (x) ~- O. Naeh dem 
in 1. durehgefiihrten Schlul~ hat  dieses Ellipsoid kleineres Volumen als ~, falls 
und ~ '  volumengleich sind. Also gibt es unter allen ~ enthaltenden Ellipsoiden eines 
yon kleinstem Volumen, und dieses ist eindeutig best immt.  Da jede Transformation 
aus | die beschr~nkte Menge ~ in sich iiberfiihrt, sind alle Transformationen aus (~ 
volumentreu. Das volumenkleinste umbeschriebene Ellipsoid wh'd daher von einer 
Transformation aus (~ wieder in ein solehes fibergeffihrt, bleibt also wegen der Ein- 
deutigkeit lest. Wir dih, fen o.B.d.A,  annehmen, der Mittelpunkt dieses Ellipsoids 
sei der Koordinatenursprung O. Als Basisvektoren w~hlen wir n bezfiglich dieses 
Ellipsoids konjugierte Vektoren. Dann n immt  die das Ellipsoid definierende Hv, R- 
~XTgsehe Form die behauptete  Gestalt an, und weft sie mit  dem Ellipsoid unter | 
invariant  ist, ist damit  die Aussage bewiesen. 

Eine Teflaussage dieses Ergebnises ist: 

Jede beschr5nkte Gruppe in einem der genannten Rdume ist (bei geeignetev Koordinaten- 
wahl) homogen und vollsti~ndig reduzibel. 

Denn mi t  einem Unter raum ist auch der zu ihm orthogonale invariant.  

Dieses Ergebnis verallgemeinert und verschgrft  einen frfiheren Satz [4, Satz 1]; 
damals wurde nur der reelle Fall behandelt  und die Homogenit~t,  die bier folgt, 
vorausgesetzt.  

2.2. Eine a/fine Gruppe 6J des reeUen _Raumes yon beschrgnkter Winkelverzerrung ist 
einer ~4"hnllchkeitsgruppe a/fin iiquivalent. (Dabei heil]e (~ yon beschr~inkter Winkel- 
verzerrunq, wenn die Bilder eines nicht verschwindenden Winkels bei Anwendung 
einer Folge yon Gruppenelementen niemals gegen 0 konvergieren.) 

Archiv der Mathema~ik VI I I  15 

oder aueh 
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Bewe i s .  Jeder  Affinif~t 

xt '  = ~ ,  alk  x k  --~ bt 
k 

aus (~ ordnen wir die Affinit~t 

x~" = I det(ack) " ~, ask Xk 
k 

zu. Diese Affinit~ten bilden offenbar eine homogene, volumentreue Gruppe (~'. Die 
Winkelverzerrung ~ndert sich beim l~bergang yon | zu (~' niclit. Wenn sie beschr~nkt 
ist, is$ (,~Y aber eine beschr~nkte Gruppe, l~l~t also nach 2.1. eine definite quadi'atische 
Form invariant. Bringen wir diese auf  die Norm~lform, so ist danach @' eine Dre- 
hungsgruppe und (~ selbst eine _~hnlichkeitsgruppe, wie behauptet.  

Notwendig und hinreichend fiir unbeschrankte Winkelverzerrung ist, dab (~' die 
Einheitskugel in Ellipsoide yon beliebig gro{3em Verh~lthis zwischen grSl]ter und 
kleinster Hauptachse iiberfiihrt. Daim gibt es aber konjugierte Halbmesser, die einen 
beliebig kleinen Winkel einschliel3en, deren Halbstrahlen also aus der Einheitssphgre 
beliebig benachbarte Punkte ausschneiden. Bei projektiver Deutung folgt daraus : 

2.3. Eine Gruppe ~ yon projektiven Trans/ormationen tl, t~ . . . .  des reellen Raumes 
mit der Eigenscha/t, daft zwei konvergente Punkt/olgen {t~ A }, {t~ B} (i = 1 ,2  . . . .  ) 
/i~r A ~ B niemals denselben Grenzpunkt haben, ist Bewegungsgruppe einer elliptischen 
Geometrie. 

Bewe i s .  Ggbe es im (n ~- 1)-dimensionalen Vektorraum der homogenen Koordi- 
naten zu einer Folge t~ ~ ~ einen Winkel ~. mit  lim t~ ~----0, so k6nnte man eine 

i--*co 

Teilfolge auswghlen, fiir die die Schenkel der Winkelfolge gegen einen gemeinsamen 
Grenzstrahl konvergieren, im Widerspruch zur Voraussetzung. (Die Konvergenz im 
projektiven Raum erklgre man dabei dutch die Winkelmetrik der Strahlen durch den 
Ursprung des (n ~- 1)-dimensionalen Koordinatenraumes.) 

Entsprechende S~tze gelten auch hier (analog zu 2.1.) im komplexen, beziehungs- 
weise im Quaternionenraum. 

2.4. Eine abgeschlossene, beschriinlcte Punktmenge ~ ,  die eine transitive Gruppe yon 
A/finiti~ten gestattet, ist eine Teilmenge einer Ellipsoidfii~che. 

Beweis .  O. B. d.A. w~hlen wir die lineare Hfille yon ~)2 als den betrachteten affinen 
Raum. Das L6WNERsche Ellipsoid von ~J~ muB unter der Gruppe invariant  sein. 
D~ hat  wegen der Abgeschlossenheit mindestens einen Punkt  mit  der Oberfl~che des 
Ellipsoids gemeinsam, also liegen wegen der Transitivit~t alle Punkte  yon !9~ auf der 
Oberflgche des Ellipsoids, was zu beweisen war. 

Damit haben wir ohne ]edr Di~erenzierbarkeitsannahme bewiesen, daft die beschriink. 
ten W-Fl~chen Ellipsoide sindl ). 

2.5. Eine beschriinlcte n-dimensionale Punktmenge ~J~, die a/fine Spiegelungen an 
Hyperebenen beliebiger Stellung gestattet, ist Vereiniffungsmenge yon (endlich oder un- 
endlich viden) EUipsoidfldchen (einer Dimension k < n), die konzentrisch und homo- 
thetisch sind. 

~) Wegen des Begriffs der W-Fl~ehen vgl. etwa W. BLASC~tKE, Vor]. fiber Diff.-Geom. 
Bd, II,  w 89. 
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B e w e i s :  Das L S w ~ R s c h e  Ellipsoid yon !)J~ mu~ wieder bei allen Spiegelungen 
lest bleiben; die Spiegelungsachsen miissen daher s~mtlich durch seinen Mittelpunkt 
gehen. Alle Spiegelungsrichtungen mfissen bezfiglich des Ellipsoids konjugiert  zu 
ihren Spiegelungsachsen sein. Das Ellipsoid ist nach geeigneter Basiswahl als Kugel 
mit  Mittelpunkt 0 darstellbar, und die affinen Spiegelungen sind dann gewShlfliehe 
Spiegelungen. Als Spiegelungsaehsen treten alle Ebenen durch 0 auf. Well diese 
Spiegelungen die voile Drehungsgruppe erzeugen, enthglt  ~J~ mit  einem Punkt  P die 
ganze dureh P gehende Kugelfli~che (Mittelpunkt 0). 

2.6. Eine beschrdn]cte Punktmenge ~ ,  die a/fine Spiegelungen in ]eder Richtung ge- 
stattet, ist Vereinigungsmenge ]conzentrischer, homothetischer EUipsoidflSchen. 

Der Beweis entsprieht dem zu 2.5. 
Dies enth~lt den auf H. BRUN~ [2] zuriickgehenden Satz: 
Liegen die Mitten paralleler Sehnen einer Iconvexen Hyperfliiche stets in einer Hyper. 

ebene, so ist die Fliiche ein Ellipsoid. 
2.7. S ta t t  des LSw~ERschen Ellipsoids kann man bei den Beweisen dieses Para-  

graphen auch das grSl~te einbesehriebene Ellipsoid verwenden. - -  Beide Ellipsoide 
braucht  man ffir die folgende einfache Anwendung: 

Gestattet ein EikSrper eine Gruppe yon A/finitaten, die keinen Ra~utpunkt /est 15fit, 
so haben das LOw~E~sche und das grSflte einbe~chriebene Ellipsoid denselben Mittel- 
pun lct. 

Denn die Verbindungslinie verschiedener Mittelpunkte miil3te aus der EikSrper- 
oberfl~che Fixpflnkte der Gruppe ausschneiden. 
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