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Die Integralsatze der affinen Flichentheorie

Von Karr-PETER GROTEMEYER in Gittingen

Nach einer Arbeit von W. ScaerreR?) sind die Integralsitze, die in der Theorie
der konvexen Korper eine ausgezeichnete Ralle spielen, unter Zusatz von Rand-
integralen auch fiir beliebige Flachenstiicke giiltig. Das Ziel dieser Arbeit ist es nun,
zu zeigen, dal sich diese und auch andere Integralformeln in die affine Flichen-
theorie iibertragen lassen. Die gewonnenen Integralformeln lassen sich dazu be-
nutzen, um Aussagen iiber Fragen der Differentialgeometrie im groBen zu machen.
Im zweiten Teil der Arbeit werden die Integralformeln auf Flichen mit fester mitt-
lerer Affinkrimmung angewandt. Dadurch werden einige Aussagen im groBen fiir
diese Klasse von Flichen gewonnen.

Als Hilfsmittel wird die Tensorrechnung benutzt. Dabei bedeutet:
A::zy;  kovariante Ableitung nach der i-ten Variablen,
A::iy,  partielle Ableitung nach der i-ten Variablen.

Falls A ein Skalar ist, fallen die beiden Differentiationsprozesse zusammen, und
wir lassen die Striche weg.

1. Die Grundformeln der affinen FlichentheorieZ?)

Es sei g(«’) der dreimal stetig differenzierbare Ortsvektor eines Flichenstiickes
im dreidimensionalen Raum der Scherungsaffinititen. Setzt man nun

L=t | Ll =1L,
go ist der MafBtensor der Fliche gegeben durch |
0s =25 o] =0
27 |
Auf diesen Tensor beziechen wir die kovariante Differentiation und das ,,Herunter-

und Heraufziehen'* von Indizes.
Der Normalenvektor wird definiert durch:

1
&= [%1/%%1 — @21, 7327 . )
VL Ve

1) Commentarii Mathematici Helvetici Bd. 19, 1946/47,
) W. Brascuke, Vorl, iib. Diffgeom. Bd. 1I, Springer-Verlag, Berlin (1923).
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Fiir den MaBtensor gilt jetzt:

9a = (I;uté §) = (&\k &) . (2)
Der Veltor der Affinnormalen hat folgende Form:
. h=4¢%g =14, 3
und die Rigenschaften:
(W& =1; (p&)=0; (y,£ =0. (3a)
Als Diskriminantentensor bezeichnet man:
W er=0LT): —fe=eui en= V7. (4)
eiter gilt dann
ez-,{; - gt'e gku gm : 8;‘1; eek — (S;'.t . (4&}

Ein Ansatz mit unbestimmten Kocffizienten liefert nach Multiplikation mit ge-
figneten Vektoren wegen (3a):
E Eip = lgxgk] 3 [DE:] = 81’-k 'Ek . (5)
Zwei Symmetrische Tensoren erhalten wir aus
By = (9,28 = — (9,60,
Ape= T 8) = — (Tos.) -
i erfiillt die sogenannte Apolarititsbedingung:
Apg™ =0, (62)
Die Ableitungsgleichungen lauten:
Lo = At 949
Ei”k = Ax’l‘-cse + Bik"t 1 (7)
t)i = Bi‘ege .
Wenn H die mittlere Affinkriimmung und K das affine KriimmungsmaB ist, dann

gilt;

(6)
4

9H=—B* 2K=¢%"B,B,,. (8)
Als affine Stiitzfunktion bezeichnet man:
=—8. )
Nach W. BrAscukE ist dieses auch die Affinentfernung des Ursprungs des
Koordina.tensystems vom Flichenpunkt r(«").
Der Integralsatz von Stokes lautet auf unserem Flichenstiick, wenn C, ein

Stetig ditferenzierbares Vektorfeld im Gebiete @ ist, das von der geschlossenen
Kurve w'(t) begrenzt wird:

[ & Cypdo = royita, (10)
@ o=y durdur.
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2. Die Herleitung der Integralformeln

Als Grundformeln zur Herleitung von Integralsitzen benutzen wir die beiden
folgenden Formeln:
2K &=e"[yn]; 2HE=¢"[y,2]. (11)

Deren Beweis ergibt sich durch Einsetzen der Ableitungsgleichungen:
¥y, =¥ B, B, E=2KE&,
] = Bl é=—BfE=+2HE.
Die Gleichungen (11) lassen sich auch in der Form schreiben:
2K E=eyyl; 2HE=—H [y,

Durch Integration unter Verwendung von (10) ergeben sich die beiden ,,vektori-
ellen Integralformeln':

[[K&do— 4§ iyblar, (1)
[[HeEdo=—3 @ [hi] dt . (11)
Im Falle der Affinminimalflichen (H = 0) liefert (1I) dic Aussage, daB / [yi]de

vom Wege unabhingig ist. Daraus folgt dann bekanntlich die Darstellﬁng einer
Affinminimalfliche durch einen vorgegebenen KFlachenstreifen.
Multiplizieren wir jetzt die Gleichungen (11) mit dem Ortsvektor g, so erhdlt man:

—2Kp= ’Sik(t)t)k&”)ni — e* (19,1, » - (A)
—2 H 0= Eil’(t)glzg);\[ —I_ 8“’(1) Elgz') . (B)
Die Integration 146t dann die Integralformeln entstehen:
[[Kedo=—13dr(yhp)di+ [[Hdo, (I11)
[[Hedo= §r (9i)de+ [[do. (IV)

Noch eine weitere Integralformel erhilt man aus (A), wenn wir dic Gleichung
mit p multiplizieren:
2Ho=¢" {o(9:2)}y + 2 K 0> —£*(99,2) 0,
Aus (7¢) und (5b) folgt nun:
HY] =— B, &,

daher

2H o =¢" {o(hy:0)} + 2K 0 + ¢ ¢ By, 0,(x&) - (©)
Nach (1) und (9) ist

.= — (k).



Vol. 111, 1959 Die Integralsitze der affinen Flichentheorie 41

Wenn B* der an B;, inverse Tensor ist, so gilt B* = K~ ! ¢&* ¢ B,,. Durch Inte-
gration entsteht die Formel aus (C):

[[Hodo=1 $re(indi+ [[{e*+ 3 B o0} Kdo. ()

Es seien jetzt noch zwei schr einfache Integralformeln abgeleitet, diec aus den Glei-
Chungen (5a) und der (durch Ansatz mit unbestimmten Kocffizienten zu beweisen-
den) Formel:
Y & = (£, &,] (D)
Unmittelbar folgen.
(ba) ergibt:
2& =15, und £ =} Eik[g&]\:s )
also
[[&do =t $r [xi] at. (VD)
(D) ergibt: -

Daher erhalten wir fiir den Affinnormalenvektor die Integralformel:

/[ ydo =} <ﬁ¢ [£€] dt . (VID)

Die , vektoriellen Integralsiitze* diirfen natiirlich noch mit konstanten Vektoren
Multipliziert werden. Dabei miissen sich natiirlich dic konstanten Vektoren kontra-
8redient zu den auftretenden vektoriellen Integranden transformieren.

Die vorstehenden Integralformeln haben eine dhnliche Form wie die der cuklidi-
Schen Flachentheorie. An die Stelle des einen Normalencinheitsvektors treten hier
wei Vektoren, die zueinander reziprok polar sind. Die Rolle der Stiitzfunktion
Wird hier von der Affinentfernung o iibernommen.

3. Eine Anwendung der Integralformeln

Es soll der folgende Satz der affinen Flachentheoric im grofien bewiesen werden:

Eine Eifliche mit fester mittlerer Affinkriimmung H ist notwendig eine Affin-
sphiire.

Dieser Sata, der cine Verallgemeinerung des Satzes von H. Lizsmann darstellt,
daB nimlich die Kugel die einzige Eifliche mit fester mittlerer Kriimmung ist,
Stammt von W. BrascrkEe. Er beweist diesen Satz in seinem schon zitierten Lehr-
bueh liber atffine Differentialgeometrie, indem er nachweist, daB die partielle Diffe-
Tentialgleichung

19" Ot Ho=—1
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fiir die affine Stiitzfunktion ¢ als einzige auf der ganzen Eifliche stetige Lisung
nur die Funktion

1
e =—-p +(c§, c=const.

begitzt. Beim Nachweis dieser Tatsache wird von der infinitesimalen Starrheit der
Eiflachen, die ja mit Hilfe von assoziierten Flichen affininvariant formuliert werden
kann, Gebranch gemacht.

Wir benutzen beim Beweis dieses und verwandter Sitze die beiden Integral-
formeln (III) und (IV):

_UPHdO =3 457 (t)fJZ)fzt-Ffngdo ,
[[Heods =1t yim) ae+ [fao.

Die zweite Formel wird mit A multipliziert, und wegen H = const. ergibt die an-
schlieBende Addition beider Formeln:

[[182 —K}odo = §t [x9] - {9+ H i} dt. (@)

Darin ist H2 — K niemals negativ; denn wenn R, und R, die affinen Hauptkriim-
mungsradien sind, so gilt:

2 .
Hz_Kz,}(%,—%—) =0.
1 2

Fiir die geschlossenen Flichen vom Geschlecht Null lautet jetzt die Formel (a):

ff{Hz—K}edO=0- (b)

Liegt nun speziell eine Eifliche vor, so ist die affine Stiitzfunktion nicht identiseh
gleich Null. Legen wir den Ursprung des Koordinatensystems in das Innere der
Eifliche, so hat die Stiitzfunktion?®) stets ein Vorzeichen. Aus der Gleichung (b)
folgt dann aber, da der Integrand nirgends sein Zeichen &ndert, das Verschwinden
von H? — K. Nun ist aber

H? —K =0
kennzeichnend fiir Affinsphiren. Damit ist der Satz von BrLascuke bewiesen.

Die Gleichung (b) gestattet sofort den Bewecis des etwas allgemeineren Satzes:
Eine dreimal stetig differenzierbare, geschlossene Fliche vom Geschlecht Null
mit fester mittlerer Affinkriimmung H wund einer Stitzfunktion, die nirgends
thr Vorzeichen dndert, ist notwendig eine Affinsphire,

3) Zwischen der ,,affinen Stitzfunktion' ¢ und der , MinkowsKischen Stitzfunktion* P besteht
der Zusammenhang:

Q=S_3’V' P;

darin ist S die Gauszsche Kriimmung der Fliche.
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Eine direkte Anwendung des Integralsatzes (a) ist der folgende Satz:
Ein dreimal stetig differenzierbares Flichenstiick mit fester mittlerer Affin-
kriicmmung H wnd einer Stiitzfunktion o, die nirgends in einem von der Kurve
begrenzten Gebiet der Fliche shr Vorzeichen dndert, ist in diesem Gebiet ein
Stiick einer Affinsphire, wenn die Kurve ® aus affinsphirischen Punkten be-
steht, d. h. wenn lings der Kurve
j=—Hi gilt.
Man kann diesen Satz auch so formulieren, daf durch einen affinsphéarischen, ge-
s(’!ﬂossenen Fliachenstreifen nur die Affinsphiren unter allen Flichen mit fester
Tuttlerer Affinkriimmung hindurchgehen.

Der Beweis des Satzes ist nach der Formel (a) sofort gefiihrt. Durch Anwendung
von (a) auf das durch § berandete Flichenstiick erhalten wir wieder nur die Glei-
Chung f f {H? — K} odo =0, aus der die Behauptung folgt.

Wenden wir jetzt noch die Integralformel (IV) auf geschlossene Flichen an, und
bezeichnen wir mit & bzw. H den grofiten bzw. kleinsten Wert, den die Funktion #
duf der Fliche annimmt, so gelten fiir alle geschlossenen, dreimal stetig differenzier-

aren Flichen die ,,isoperimetrischen Ungleichungen‘:
6VH=0 bzw. 8VH=<O0.
Darin bedeutet V das Affinvolumen und O die Affinoberfliche der Flichen:

V=4[[odo; 0= [do.

) Lassen wir unter allen geschlossenen Flachen nur solche zur Konkurrenz zu, die
€ne affine Stiitzfunktion besitzen, die nirgends ihr Vorzeichen indert, so konnen
WIr sagen:

In den Ungleichungen 6 VH = O bzw. 6 V H < O steht das Gleichheitszeichen
dann und nur dann, falls die Fldche eine Affinsphire 1ist,

Der Beweis folgt durch die Integralformel (IV) und des vorangehenden Satzes:
Es gelte etwa

6VH=0, dh [[Hodo=[[do.
Nach (IV) ist dann aber ‘ - '
fngdo:f[do,

ff{H——]_’i_}gdo =0, H—H=0.
Nun dndert die Funktion g nirgends ihr Zeichen. Also ist
H = H = const.
Nach einem der vorangehenden Sitze ist dann die Flache eine Affinsphére.

daher

(Eingegangen am 7. 8. 1951)



