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D i e  I n t e g r a l s a t z e  d e r  a f f i n e n  F l i ~ c h e n t h e o r i e  

Von KARL-PETER OROTEMEYER in GSttingen 

Naeh einer Arbeit yon W. SCHERREn I) sind die Integrals~tze, die in der Theoris 
der konvexen KSrper eine ausgezeiehnete Rolle spislen, unter Zusatz yon Rand- 
integralen auch fiir beliebige Fliichenstticke gultig. Das Ziel dieser Arbeit ist es nun, 
zu zeigen, dal~ sich diese und auch andere Integralformeln in die affine Fl~ehen- 
theorie iibertragen lasses. Die gewonnenen Integralformeln lassen sieh dazu be- 
nutzen, urn Aussagen fiber Fragen der Differentialgeometrie im grol~en zu machen. 
Im zwsiten Teil der Arbeit werden die Integralformeln auf Fl~chen mit fester mitt- 
lerer Affinkrfimmung angewandt. Dadureh werden einige Aussagen im gro~en ftir 
diese Klasse yon Fl~ehen gewonnen. 

A]s Hilfsmittel wird die Tensorreehnung benutzt. Dabei bedeutet: 

A:::I! i kovariants Ableitung nach der /-ten Variables, 

A::: l: partielle Ableitung naeh der /-ten Variables. 

Falls A sin Skalar ist, fallen die beiden Differentiationsprozssse zusammen, und 
wir lasssn die Striche weg. 

1. Die Grundformeln der afflnen Fl~ichentheorie 2) 

Es sei ~(u;) der dreimal stetig differenzierbare Ortsvektor eines Fl~chenstiickes 
im dreidimensionalen Raum der Scherungsaffinitaten. Setzt man nun 

Lik--'--(~'l~a~); I I L i k l l = L ,  

SO ist der Mal~tensor der Flitche gegeben dutch 
L;k �9 Pl 

Auf diesen Tensor beziehen wir die kovariante Differentiation und das ,,Herunter~ 
und Heraulziehen" yon indizes. 

Der Normaleavektor wird definiert dureh: 

. (i) 

1) Commentarii Mathematici Helvetici Bd. 19, 1946/47. 
~) W. BLASCHKE, Vorl. fib. Diffgeom. Bd. ]I, Springer-Veda.g, Berlin (1923). 
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Fitr den MaBtensor gilt jetzt: 

g,k = (~,..k ~) --  (~,,~ $). (2) 

Der Vektor der Affinnormalen hat folgende Form: 

.,~ u ~,k = ~ A~, ~3) 
uad die Eigenschaften: 

( ~ ) = 1 ;  ( ~ , ) = o ;  ( ~ , . ~ ) = o .  (3~)  

Als Diskriminantentensor bezeichnet man: 

~,.k - (~ ~,.~k) ; - -  ~,k = ~k,; ~1~ = j i �9 (4) 
Weiter gilt dann 

e,~ ,~ k,, . = ~.~ (4a) ~ ~ Een ~ Elk 8 ek t, �9 

Ein Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten liefert nach Multiplikation nlit ge- 
eigneten Vektoren wegen (3a): 

E k~ $ ~,.k I~,~A ; [ ~ , . ]  = - -  ,.. ~.  (~) 

Zwei symmetrische Tensoren erhalten wir aus 

~,~ = ( ~ , - i l k * )  = - -  ( q , . ~ k ) ,  

A;k, erfiillt die sogenannte Apol~ritatsbedingung: 

) ik, 9"k = 0.  (6 a) 

Die AbMtungsgleiehungen lauten: 

~ A  e ~il tk ,'k. re "-~ gi)') , 

~,~k = - -  A,.k.% + B,.k$, (7) 

Wean H die mittlere Affinkriimmung und K das affine Kriimmungsma$ ist, dann 
gil t :  

2 H ---- - -  Bk. k ; 2 K = e"%" Bi~ Bk.. (8) 

Als affine Sttitzfunktion bezeichnet man: 

e ----- - -  (g~). (9) 

51ach W. BLASCng~ ist dieses auch die Affinentfernung des Ursprungs des 
Koordinatensystems vom Fl/ichenpunkt ~(u"). 

Der Integralsatz von S , o ~ s  lautet auf unserem Fl/iehenstiick, wenn Ok ein 
Stetig differenzierbares Vektorfeld im GebieteG ist, das yon der gesehlossenen 
Kurve u"(t) begrenzt wird: 

(g) 
dO = ] /  g du l du ~ . 
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~. Die tlerleitung tier Integralformeln 

Als Grundformeln zur Herleitung yon Integra]s~tzen benutzen wir die beiden 
folgenden Formeln: 

2 K $ = ~+~[~,~] ; 2 Y ~ : ~ % ~ , ] .  0 1 )  

Deren Beweis ergibt sich durch Einsetzen der Ableitungsgleichungen: 

eik[t)i t)k] : e 'k Bi  e. Bff" e~, ~ : 2 K $ ,  

,r = ,r Bk.~[~,~, ]  4: = - -  .]~,.k ,~ = + 2 H ~:. 

Die Gleichungcn (11) lassen sich auch in dot Form schrciben: 

2 g $ : ei~'[i) 1)k],.i; 2 I t  $ = - -  ~ix. [I) ~k]. li" 

Dureh Integration unter Verwendung von (10) ergeben sieh die beiden , ,vektori- 
el len In t egra l l o rme ln  " : 

Im Fa]le der Affinmfifimalfl~tchen (H = 0) liefert (II) die Aussage, dab f [t) D] dt 

yore Wege unabhangig ist. l)araus folgt dann bekanntlich die Darstellung einer 
Affinminimalfl~iche dur(..h cinch vorgegebenen Flhchcnstreifen. 

Multiplizieren wir jetzt dic Gleichungen (11) mit dem Ortsvektor ~, so erhalt man: 

- -  2 g 0 : e;k(1) ~ ) i i ;  - -  e"k(I} i)z'~r (A) 

Die Integration ]~iBt dann die Integralformeln entstehen: 

Noeh eine weitere Integmlformel erh~lt man aus (A), wenn wir die, Gleiehung 
mit ~ mul~iplizieren: 

9, H O : e+z' {e(~) t)k~)}~!i -Jr= 2 K O ~ - -  e"~(l) i)~.~) e i .  

Aus (7e) und (5b) folgt rain: 

[1) ~)k] i i  - -  Ere B k  r ~e ; 

daher 
2 H O : e'~ {e(t) t)~)}!l, -ff 2 K O ~ q- e '~ e '~ B~, O,'(~,) �9 (C) 

Nach (1) und (9) ist 
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Wenn ~ik der zu Bik inverse Tensor ist, so gilt .~i~ = K-1  e,k e,~ Bk~. Durch Inte- 
gration entsteht die Formel aus (C): 

1 (v) 

Es seien jetzt noch zwei sehr einf~che Integralformeln abgeleitet, die aus den Glei- 
ehungen (5 a) und der (durch Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten zu beweisen- 
den) Formel: 

unmittelbar folgen. 

(5 a) ergibt: 

(D) ergibt: 

also 
2 $ = g'k[~,.~k ] und $ = ,1.,- gk[$~k]l:,., 

Daher erhalten wir fiir den Affinnormalenvektor die Integr~lformel: 

Die ,,vektoridlen Integralsiitze" diirfen natiirlich noch mit konstanten Vektoren 
~nultipliziert werden. Dabei mtissen sich nattirlich die konstanten Vektoren kontra- 
gredient zu den ~uftretenden vektoriellen Integranden transformieren. 

Die vorstehenden Integralformeln haben eine iihnlic, he Form wie die der euklidi- 
Sehen Fli~ehentheorie. An die Stelle des einen 5Tormaleneinheitsvektors treten hier 
Zwei Vektoren, die zueinander reziprok polar sind. Die Rolle der Stiitzfunk~ion 
wird hier von der Affinentfcrnung e iibernommen. 

3. Eine Anwendung der Integralformeln 

Es soll der folgende Satz der affinen l~liichentheorie im groBen bewiesen werden: 

Eine Eifl~iche rail/ester mittlerer A//inkri~mmung H ist notwendig eine A//in- 
sphSre. 

bieser Satz, der eine Verallgemeinerung des Satzes yon H.LIEnMA•N darstellt, 
dab ni~mlich die Kugel die einzige Eifliiche mit fester mittlerer Krtimmung ist, 
Stararat yon W. BLASCHKE. Er beweist diesen Satz in seinem schon zitierten Lehr- 
buch fiber affine Differentialgeometrie, indem er naehweist, dab die partielle Diffe- 
rentialgleichung 
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fiir die affine Stiitzfunktion e als einzige auf der ganzen Eiflitche stetige Liisung 
nur die Funktion 

1 
= -  H + (C~), C = eonst. 

besitzt. Beim Nachweis dieser Tatsaehe wird vonder  infinitesimalen Starrheit der 
Eifl~chen, die ja mit Hilfe yon assoziierten Fls affininvariant formuliert werden 
kann, Gebrauch gemacht. 

Wir benutzen beim Beweis dieses und verwandter S'htze die beiden Integral- 
formeln (III) und (IV): 

Dis zweite Formel wird mit H multipliziert, und wegen H ~ const, ergibt die an- 
schlieBende Addition beider Formeln: 

Darin ist H ~ - - K  niemals negativ; denn wenn R 1 und Bz die affinen Hauptkriim- 
mungsradien sind, so gilt: 

(1 
H e - K - - 4  ~ \~x ---R~-/ _ . 

Fiir die geschlossenen Flitchen veto Geschlecht Null lautet jetzt die Formel (a): 

ff(H2 --K}eao=O. (b) 

Liegt nun speziell sine Eifl~che vor, so ist die affine Stiitzfunktion nicht identisch 
gleieh Null. Legen wir den Ursprung des Koordinatensystems in das Innere der 
Eifli~che, so hat die Sttitzfunktion ~) stets ein Vorzeichen. Aus tier Gleichung (b) 
folgt dann aber, da der Integrand nirgends sein Zeichen ~ndert, das Verschwinden 
yon H 2 -  K. Nun ist aber 

H e - - K  ~--0 

kennzeichnend ftir Affinsphiiren. Damit ist der Satz von BLASCttKE bewiesen. 

Die Gleichung (b) gestattet sofort den Beweis des etwas allgemeineren Satzes: 

Eine dreimal stetig di//erenzierbare, gescMossene Fltiche vom Geschlecht Null 
mit /ester mittIerer A/[inkriimmung H und einer Sti2tzfunlaion, die nirgends 
ihr Vorzeichen ~indert, ist notwendig eine A//insphdre. 

a) Zwischen der ,,affinen Stiitzfunktlon" Q und der ,,MINKOWSKISChen Stiitzfunktion" P besteht 
der Zusammenhang: 

- - 1  ~ = S  4 . p ;  

darin ist S die GAuszsche Kriimmung de~ Fl~iche. 
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Eine direkte Anwendung des Integralsatzes (a) ist der folgende Satz: 

Ein dreimal stetiff di//erenzierbares Flgchenstis162 mit /ester mittlerer A/fin- 
~iimmunff H und ~iner Sti~tz/unlction ~, die nirgends in einem yon der Kurve 
beffrenzten Gebiet der Fl?iche ihr Vorzeichen ~indert, ist in diesem Gebiet ein 
Stiicl: einer A//insphdre, wenn die Kurve ~ aus a//insphdrischen Punkten be- 
steht, d. h. wenn ldngs der Kurve 

- -  - -  H ~ g i l t .  

Man kann diesen Satz such so formulieren, da~ durch einen affinsphArischen, ge- 
schlossenen F1Aehenstreifen nut die Affinspharen unter allen Fl~ehen mit fester 
mittlerer Affinkriimmung hindurehgehen. 

Der Beweis des Satzes ist nach der Formel (a) sofort gefiihrt. Dureh Anwendung 
yon (a) auf das durch .~ berandete Flachenstiiek erhalten wir wieder nur die Glei- 

Chung f f  {H~ _ K}  Q do = O, aus der die Behauptung folgt-. 

Wenden wir jetzt noeh die Integralformel (IV) auf gesehlossene F1Aehen an, und 
bezeiehnen wit mit H bzw. H den grSfiten bzw. kleinsten Wert, den die Funktion H 
auf der Fl~Lche annimmt, so gelten fiir alle gesehlossenen, dreimal stetig differenzier- 
baren Fl~ehen die ,,isoperimetrischen Ungleiehungen": 

6 V H > _ O  bzw. 6 V H < _ O .  

Darin bedeutet V das Affinvolumen und O die Mfinoberfli~che der Fli~ehen: 

Lassen wir unter allen gesehlossenen Flachen nur solehe zar Konkurrenz zu, die 
eine affine Sttitzfunktion besitzen, die nirgends ihr Vorzeichen andert, so kSnnen 
wir sagen: 

In den Ungleichungen 6 V H ~ 0 bzw. 6 V H ~ 0 steht das Gleiehheitszeichen 
dann und nur dann, falls die FIgche eine A//insphdre ist. 

Der Beweis folgt durch die Integralformel (IV) und des vorangehenden Satzes: 
Es gelte etwa 

6v._=o, 
Naeh (IV) ist dann aber 

f[.o o=ffao, 
daher 

>_0. 

Nun ~ndert die Funktion ~ nirgends ihr Zeichen. Also ist 

H = H --~ const. 

Naeh einem der vorangehenden Si~tze isi dann die Fl~ehe eine Affinsph~re. 

(Eingegangen am 7. 8. 1951) 


