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"Ober  d i e  F I N S L E R - R g ~ u m e  m i t  A i = 0 

\ton AlINe DEICKE in Freiburgi. Br. 

In einenl n-dimensionalen ]?INSLER-Rattlll mit tier L~i,ngenmessung 

s ~- f L(xi,:~ i) dt 

(L positiv homogen 1. Grades in den a~ i) fiihrt man naeh E. (~,ARTAN [1 ] 21l jedem 
Linienelement cinch Grundtensor 

1 g 2  L ~ - 

ein, aul~erdem den Tensor 
l ~ gik 

Ai~z--= 2 ~ t  ' L .  

zlikz ~ 0 kennzeiehnet die RIEI~AI~sehen R~tunle; die R~imne, welche (tit schwii, ehere 
~edingung 

(1)  Ai-..~- Aik k =  Laakilog ]/'g~- 0, g = det (gik) 

er[tillen, werden in der Literatur mehrfaeh als speziel]e Klasse yon FI-~SLEnsehen 
R~unlen aufgefiihrt. Es soil bier gezeigt werden, dal$ diese Rgunte mit dell RIE- 
�9 ~A~-~sehen R~umen identiseh sind, falls iiberall L(x, a~) > 0, die Bogenl~tnge einer 
KUrve also stets positiv ist; auBerdem sell L hinreichend oft differenzierbar sein. 

Die l~cdingung L > 0 bedeutet, dab die Indikatrixflaehe L(xo, a~) = 1 im Tan- 
gentialraum der ab i, der zu einem festen Punkt x o gehSrt, eine gesehlossene Flgehe ist: 
denn es gibt dann il~ jeder Richtung vom Ursprung des Tangentialraumes aus genau 
einen Punkt  mit L-=  1. Aus der Bedingung (1), also aus g = eonst, fiir xi= x~, 
folgt, dal3 die Indikatrix eine Affinsph,~ire ist. Denn die .Fl~,tehe 2. Ordnung inl Tan- 
gentialraum 

(2) gi~(xo, xo) aai oak= 1 
(Oskulierende IndJkatrix) berfihrt die Indikatrix in 2. Ordmulg in dem Punkte, der 
dureh die Riehtung a~ o bestimmt wird; dolt haben daher beide Flgehen denselben Af- 
{inabstand A vom Ursprung, den ma.n definieren kann dutch 

(3) A -- P 
n + l  .... 

1 iK~! 

(> ~ Abstand der Tangentenebene veto Ursprung, K = GAuszsehe Kriimmung.) 
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Bei einer Quadrik im R n mit der Gldehung (2) ist abel" der (konstante) Affinabstand 
veto Ursprung gegeben dureh 

(4) A " t l  _ _  ~,n r-1 1 - -  K = g ' g ' =  det  (.qik) 

wie man leicht nachrechnet. Eirte lndikatrix mit g = eonst, ist also eine Affinsph~re, 
(ta man die eigentlichen Affinspharen als Fl~tehen nlit konstantem Affinabstand yon 
einem festen Punkt definieren kann. 

Man sieht aue, h sofort, dal3 jede geschlossene AffinsphiLre eine Eifl~Lehe nlit fiber- 
all positiver Kriimmung i.st; denn jede gesehlossene Flache hat mindestens einen 
Punkt,  we sie konvex gekriimnlt ist (n~mlieh den Punkt mit nlaximalem Abstand 
veto Ursprung ). 1)oft ist die oskulierende Quadrik ein Ellipsoid, also die quadratische 
Form auf der linken 8eite yon (2) positiv definit (und g > 0). Wegen g = eonst. 
mul~ dann dasselbe fiir alle Punkte der Affinsphfire gelten, da bei einer Anderung der 
Signatm' der quadratisehen Form Nullstellen yon g auftreten miiI~ten. Wir brau- 
('.hen daher nur zu beweisen, dag jede affinsphiirisehe Eiflfiehe im R ,  ein Ellipsoid 
ist; dann folgt sofort, dal3 jeder FI~SLEn-ttaum mit A i ~ 0 und L > 0 ein RIEM~,I~N- 
s(;her Raum ist. ])ieser Satz iiber die affinspharisehen Eiflit(.hen ist far"den R 3 yon 
W. BLASCnKF. ([2], w 74) bewiesen worden; der eine der beiden yon BLASCHKE ge- 
gebenen Beweise laBt sieh auf n Dimensionen verallgemeinern. ])er verallgemeinerte 
Beweis sei hier kurz skizziert. 

F iir eine n-dimensionale Hyperflache ~(u I . . . . .  u ' )  inl Re_! 1 fiihrt BLASCHIIE 
([2], w 65) zunaehst die ])eterminanten 

A i~ = [~;~:~.~k, ~:~, . . . . .  j 

ein und definierg damit einen gegen inhaltstreue Affinit~ten invarianten Fundamen- 
taltensor a~k dureh 

1 

(5) Oil~--~- : i lk"  I ~4 I -n~r~ , 21 = det(Aik ) ; 
R 

O = detGik = A .  A I - '  + ~.  

])as Vorzeiehen hangt yon der Numerierung der Parameter u ~ ab; bei konvexen 
I l~ehen kann man diese stets so wikhlen, dab die quadr.atisehe Grundform positiv 
definit wird, also auch G > 0, A > 0 ist. Es existiert dann aueh der inverse kontra: 
variante Fundamentaltensor O ~k. Sind gik die kovarianten 2. Ableitungen in Bezug 
a,uf den Fundamentaltensor (5), so heif~t 

1 Gi k gik (6) D = r; 

der Affinnormalvektor der Fl~tche ~. Es gelten Ableitungsgleiehungen der Form 

(7) t)i ~-. Bi  k gk . 
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Ftir den Affinabstand gilt 

[t), ~1 . . . . .  ~n] ' 

man reehnet leieht naeh, dal~ dies mit der Definition (3) ttbereinstimmt. Fiir A ~ const. 
findet man mit Hilfe tier Ableitungsgleichungen, dab ~. = .4 ~) ist, die Affin- 

sph~tre ist also zu ihrem Affinnormalenbild homothetiseh ([2], w 76), nnd fiir die 
nlittlere Affinkriimmung 

(9) 

gilt 
n Bkk 

] 
H =  A = c ~  

Ftir das affin-isoperintetrische Problem, d. h. die Aufgabe, die Affinoberflgche 

o :  f . . . f  Vlel ul...dun= f . . f  1 .....  tl]dul . d?/n 

einer Eiflgche mit gegebenem Volumen zu eineni Extrenmm (Maximum) zu machen, 
findet man ganz analog wie beim gewiJhnliehen isoperintetrisehen Problem mit Hilfe 
der Ableitungsgleie.hnngen H = eonst, als notwendige und hinreiehende Bedingung 
das Verschwinden der ersten Variation, jedenfalls unter Voraussetzung hinrei- 
chender Differenzierbarkeit der Flgche und der zulgssigen Variationen (es geniigt, die 
Fl~tehe als viermal und die Variationen als dreimat stetig differenzierbar voraus- 
ZuSetzen). Die gesehlossenen Affinsph~tren sind .da.her Lxtremalflaehen des affin- 
*Soperimetrischen Problems; es bleibt zu beweisen, dal~ uur bei den Ellipsoiden die 
erste Variation versehwindet, diese also die einzigen Extrema!flachen sind. Dies zeigt 
~a~a nach BLASCHKE durch ein Symmetrisierungsverfahren. 

Sei eine Eiflgehe mit H = eonst. In einem beliebigen affinen Koordinaten- 
System im R,+ ~ kann man x 1 . . . . .  x = als Parameter auf @ wghlen, wenn man ~ dutch 
die Sehattengrenze bei Liehteinfall in x~+*-Richtung in eine obere und eine untere 
H~lfte teilt mit den Darstellungen 

a ~ n + l  = _ _  ~ 0 ( g l  . . . . .  g n ) ,  
(11) 

X n + l  = ~ ( Z  1 . . . . .  a~n) ,  

])ie Affinoberfl~tehe l~13t sich naeh (5) und (10) aueh darstellen dureh 

o= f;., f 
Bei der Darstdlung (11) wird 

:t  ik = ( - - 1 )  n+~ ~ik 

Aik = ( - -1)  n ~ik, 

n §  

l,'l A I e ~  . . .  e e .  
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also 

(~ 3) 

A. DEICKI,: ARClt. MATII, 

/ ,+2 
t / det(,/,i,,)) ax, . . .  dx". 

k 

Wegen der Konvexitiit der ] lathe sind die quadratischen ~ormen Pik d x i  deck, 

Pik dxi dx1~ bet der VorzeMwnwahl nach ( l l )  positiv definit, die l)eterminanten 
also positiv. 

Betrachten wir nun die Schar yon Eifl~ichen iN(*9), die gegeben ist durch 

x ' + ' ( o )  = --(1--o)  q~-  by, I 
(14) ~ ' -"(o)  = ( l - - o )  w + % / o_~.__ .9 1, 

so umsehliel~en diese a lle dasselbe Volumen, da x "+1 -Y'~ 1 yon .9 unabhitngig ist. 
Es ist zu zeigen, (lab (lie Affinoberfl/tche 

{n -~- 2 

(1;)) .r = f . . f  ~ l de t  [0-- -~)  q,~ + ov,~k] -+- 
n+2 ) 
+ l'det [ (1--  *9) .p~k + ,b P;k] dx~ . . .  dx" 

st(,ts eine in 0 ~ .9 __% I streng konvexe Funktion ist, also D"(0) < 0,  ausgenonmwn 
den Fall Pik ~ Pik, in dent D(*9)= .Q konstant ist. Wegen D(*9)= ,('2(1--0) haben 
wi t  D ' ( O ) =  ~L) ' (1 )  ; nach dem oben gezdgten gilt wegen H ~ const, fiir (~(0) 

O'(0) = O ' ( 1 )  = 0, 

da die Variation (14) die notwendigen Diffcrenzicrbarkeitsvoraussetzungen erfiillt, 
wie wir wetter unten zeigen werden. ])ann kann aber nicht .O" < 0 in 0 _<_ .9 ~ 1 
sein. Haben wit obige Behauptung bewiesen, so folgt daraus % k - - P i ~ =  0, 
d.h. p - - p  = x "~ l §  ist eine lineare Funktion der xi; die Sehnenmitten 
,_, (a:, ~ 1 q_ x ,  ~ ~) liegen also in einer Ebene. Dies mug fiir jede Schar paralMer Sehne~l 
gelten, da die. Wahl der x" ~ ~-Aehse beliebig ist; diese Eigensehaft dmrakterisiert 
a ber bekanntlich die Ellipsoide. Die Extremalflgehen kSnnen dann also nut Ellip- 
soide seth, wie behauptet wurde. 

Um die strenge Konvexit'at yon D(0) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dag ill 
jodem Punkt, in dem nieht Pik = VJik ist, die Funktion 

n l2  
1(,9) = Vdet [(1 --*9) P,k + ,9 P,k] 

streng konvex ist ftir 0 < 0 <= 1 ; denn es ist nae, h (15) 

0(*9) = f . . f  [/(*9) + 1(.1 d x l  . . d x "  . 

Aus /"(0) =/"(1--0) < 0 fiir Pi~ =~ Pik fo]gt daher O"(vq) < 0 fiir Pik ~ Pik. M a n  

.kann aber bekanntlieh (fiir einen festen Punkt x i) zwei defMte quadratisehe Formen 
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cfik dx  i d x  k, ~vik d x  i d x  k dureh eine geeignete Koordinatentransformation stets b eide 
gleich'zeitig auf die rein quadratische Form bringen; a i u n d  b i seien die Diagonal- 
glieder der so trallsformierten Matrizen ?ik bzw. ~k. Die Funktion 

f /  ' / )  - / ( 0 )  = [ ( 1 - - 0 )  ai + O bi]n-~2 ~ -  [a i - ~ - ~ ( b i - - a i ) ]  ~-+-2 
i=1 i=1 

stiramt dann bis auf einen konstanten positiven Faktor (das Quadrat der Transfor- 
Jaationsdeterminante) mit/(O) iiberein. Wegen der positiven Definitheit der beiden 
quadratisehen Formen ist a i > O, b i :> 0, also auch )-(O) > 0 fiir 0 <__ O _<- I. Dutch 

r logarithmisehe Ableitung folgt mit der Sca~Aazschen Ungleiehung 

1 ~ ,  bi - -  ai - -  
7'= 

i=1 

[ , (  
7 " =  - - ~ §  i : 1  ai i= l  

- -  in +-))-~ ~ + -~ (b i - -  [ < 0 in 0 < ~ < 1 
i= l  

fails nieht b i = a i fiir alle i, also ~ik ---- YJik" Mit /--" ist aueh/" < 0 und damit g2" < 0 
fiir %k g~ ~ik, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Es ist noch der Beweis naehzutragen, dab die Variaiion (14) aueh an der Schatten- 
grenze die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen erftillt. Wir zeigen: 

Ist eine Efflache ~ mit nirgends verschwindender Kriimmung (k + l ) -mal  stetig 
differenzierbar, so sind die variierten Eiflachen (14) k-real stetig differenzierbar 

1). 

l~tir Punkte auBerhalb der Schattengrenze ist dies trivial. In der Umgebung dues 
l~ulfi~tes der Schattengrenze kann man stats die F]i~che dutch eine der n ersten Ko- 
ordinaten als Funktion der anderen darstellen, etwa (bei passender Numerierung) 
dureh 

x l ( x  2 . . . . .  xn+l )  , 

Wohei diese Funktion nach Voraussetzung von der Klasse C k+l ist, d.h.  Sie ist 
(k+ l ) -ma l  stetig differenzierbar. Die Schattengrenze ist gegeben dutch 

(16) o. 
~xn+ 1 

Archly der Mathcmadk. IV. 4 
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;,'-' x~ ~ 0, da sonst die K r i i m m u n g  der Flitche verschwinden wiirde; daher 

ist (16) na('h z "-!~ auflSsbar,  die Schat tengrenze  ist darstel lbar  dutch 

.<,+ ' (x~ . . . . .  x ' ) ,  

wobei x~ ~ 1 yon der Klasse 5 'k in x 2 . . . . .  x nis t .  

]st  y ( x )  eine ]~unkqon der Klasse C k t l  ( k ~ l )  mi t  y ( x o ) =  y ' ( x o ) = 0  , 
y"(xo)  # 0, so ist 

(z) = sign ( x -  Xo) I/y(~) 

yon der Klasse C k in einer Umgebung  von x o. Man zeigt dies e twa dutch Benutzung 
der TAY|.on-Forntel mit  Restglied 

k 

~ r + R(x) ,  R(~o) = n ' ( X o )  = . = n%~:o) = 0 y ( x )  = ~! . .  , 
r~2 

indem mini z in der Fo rm 
k 1 

�9 " ~(x) z(~) = Z ~ , , (Z-~o)  + 

ansetzt  und  die a ,  dutch  Gleichsetzen der Koeff izienten yon ( x - - x o ) " ,  2 ~ ~, ~ k 

in z 2 und y bes t immt .  Fiir  r erhal t  m a n  dann eine quadr~t ische Gleichung, und man 
best~t igt  ]tiGht, dag eine der beiden Wurzeln  der Klasse C k angehSrt  und  die Be- 
dingungen r ~ r ' =  . . .  = r(k-~) = 0 ftir x = x o erfiillt. Die Koeff izienten a,, sind 
yon der F o r m  

H(y,(xo) . . . . .  yO,+ 1)(xo) ) 
a o  ~ - 2t,--3 

]/ r ( Xo) 

wobei H e i n e  ganze rat iona]e  Funk t ion  isr 

Setzen wir nun 

z ( x  2 . . . . .  x "+1) = sign Ix  "+1 - -  x~ +1 ( x  2 . . . .  x ' ) ]  

1/  x ~ ( x ~ , . . . , z ' + ~ ) -  x ~ ( z ~ : . . i , z ~  ~ .o§ (x~ . . . . .  x ' ) )  . . . .  

so sind fiir festes x 2 . . . . .  x"  fiir z als Funk t i on  yon x "+1 die obigen Bedingungen e r -  
ftillt, z ist daher  nach x n+l k-mal  s tet ig differenzierbar,  und  fiir die Ablei tungen an 
der Stelle x~ +1 gilt 

_. ~ ' Z  __ V[ [,[1 ( ~2Xl ~p-]-I X 1 ~ / _~2  xl ~--2J!22~1 
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( ~ x . : ~ ) , , + l  (x  2 . . . . .  zn, x~)+~(.v 2 . . . .  xn)) von der Klasse C k-' '  i l l  .~:2 . . . . .  Xn ist ,  

~ ; ' d ' z  . . . ~  ,T, n - I ' l  gilt digs auch fiir (?x,_l 1~,,, d. h. z ist yon der Klasse C k in  x e, . Wegen 

~z 
~zn+ ~ ~ 0 is t  d a n n  auch  x "~ 1 y o n  der Kh~sse C k in  z, x 2 . . . . .  x ' .  

F i i h r t  m a n  m m  z, :c 2 . . . . .  x"  ~ls neue  Pt~rameter  ein, so M t  dig V a r i a t i o n  (14) 
dig :Form 

~ §  (z, x2 . . . . .  x" ; 0 )  = 

_ _  x n - t  1 ( ~  ,1;2 - - ' 0  . . ~  . 

da z und - - z  demse]ben x~-Wert entsprechen. ])iese Funktion ist von der Klasse 
C~ in  z, x 2 . . . . .  x "  u n d  folglich auch  in  x 2 . . . . .  x"  ~ oder  e inent  a n d e r e n  zul~.ssigen 

P~rame te r sys t em.  
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