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Uber die FinsLEr-Raume mit A; = 0

Von Ar~xo Dricke in Freiburgi. Br.

In ecinem »-dimensionalen FinsLer-Raum mit der Lingenmessung.

8= / Lia', 3 dt

(L positiv homogen 1. Grades in den &) fiihrt man nach E. Carran [1] zu jedem
Linienclement einen Grundtensor

1 e
T =y Gaigsh
o, anferdem den Tensor
4, — 1 @k
ikl 2 gl

44, = 0 kennzeichnet die RiEMANNschen Riume:; die Raume, welche die schwiichere
Bedillgung
& A=dgf=L 5 log Vg =0, g=det(gy)
erfiillen, werden in der Literatur mehrfach als spezielle Klasse von FinsLerschen
Raumen aufgefiihrt. Es soll hier gezeigt werden, daBl diese Riéume mit den Rie-
MaNNschen Riaumen identisch sind, falls iiberall L(z, &) > 0, die Bogenlinge ciner
Kurve also stets positiv ist; aullerdem soll L hinreichend oft differenzierbar sein.
Die Bedingung L > 0 bedeutet, daB die Indikatrixfliche L(x,, #) = 1 im Tan-
Sentialraum der #, der zu einem festen Punkt x, gehort, cine geschlossene Fliche ist:
d_elln es gibt dann in jeder Richtung vom Ursprung des Tangentialraumes aus genau
“Inen Punkt mit L = 1. Aus der Bedingung (1), also aus g = const. fiir 2! = 2,
folgt, daB die Indikatrix cine Affinsphire ist. Denn die Fliche 2. Ordnung im Tan-
gentialraum

@) Gau(oy o) &' 8% = 1
(oskulierende Indikatrix) beriihrt die Indikatrix in 2. Ordnung in dem Punkte, der

d'urch die Richtung #, bestimmt wird; dort haben daher beide I'lichen denselben Af-
finabstand 4 vom Ursprung, den man definieren kann durch

3 P
() A:n-&-l.._
1K

(p= Abstand der Tangentencbene vom Ursprung, K = Gauvszsche Kriimmung.)
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Bei einer Quadrik im R, mit der Gleichung (2) ist aber der (konstante) Affinabstand
vom Ursprung gegeben durch

. prtl 1 .
(4) Ar — = g qg= det (g,-k)‘
wie man leicht nachrechnet. Eine Indikatrix mit g = const. ist also eine Affinsphire,
da man die eigentlichen Affinsphéren als Flachen mit konstantem Affinabstand von
cinem festen Punkt definieren kann.

Man sieht auch sofort, daB jede geschlossene Affinsphire cine Eifliche mit iiber-
all positiver Kriimmung ist; denn jede geschlossene Iflache hat mindestens einen
Punkt, wo sie konvex gekriimmt ist (nimlich den Punkt mit maximalem Abstand
vom Ursprung). Dort ist dic oskulierende Quadrik ein Ellipsoid, also die quadratische
Form auf der linken Seite von (2) positiv definit (und g > 0). Wegen g = const.
muB dann dasselbe fiir alle Punkte der Affinsphére gelten, da bei einer Anderung der
Signatur der quadratischen Form Nullstellen von ¢ aunftreten miiiten. Wir brau-
chen daher nur zu beweisen, dafi jede affinsphérische Eifliche im R, ein Ellipsoid
ist; dann folgt sofort, dal jeder KinsLER-Raum mit 4, = O und L > 0 ein RIEMANN-
scher Raum ist. Dieser Satz iiber die affinsphiirischen Eifliichen ist fiir den R, von
W. Brascuke ([2], § 74) bewiesen worden; der cine der beiden von BLASCHKE ge-
gehenen Beweise 1Bt sich auf » Dimensionen verallgemeinern. Der verallgemeinerte
Beweis sei hier kurz skizziert.

Fiir cine n-dimensionale Hyperflache x(u!, ..., ") im R, filhrt BrAscHKE
([2]). § 65) zunédchst die Determinanten
[ ex cx cx
Ay= pufpak? €l T oy

ein und definiert damit cinen gegen inhaltstrene Affinitdten invarianten Fundamen-
taltensor G, durch
1

) Gy A= | A [Tn2, A= det (4y) ;
) n
G:dPtlez "{A‘_n_*‘z

Das Yorzeichen héngt von der Numerierungb der Parameter »' ab; bei konvexen
Flichen kann man diese stets so wahlen, daf dic quadratische Grundform positiv
definit wird, also auch & > 0, A > 0 1st. Es existiert dann auch der inverse kontra-
variante Fundamentaltensor G*. Sind g, die kovarianten 2. Ableitungen in Bezug
auf den Fundamentaltensor (5), so heifit

1 i
©) h= G
der Affinnormalvektor der Fliche 1. Es gelten Ableitungsgleichungen der Form
(0 b= Bl 1.
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Fiir den Affinabstand gilt
() A= EFvoial,

[l],gl, --wgn]
I{lan rechnet Jeicht nach, daf} dies mit der Definition (3) iibereinstimmt. Fiir A = const.
lindet man mit Hilfe der Ableitungsgleichungen, daB y = Ay ist, dic Affin-
'Sphére ist also zu ihrem Affinnormalenbild homothetisch ([2], § 76), und fiir die
Tittlere Affinkriimmung

(9) H=_—"' B}k
n
gilt

] .
H = 4= const.

Fiir das affin-isoperimetrische Problem, d. h. die Aufgabe, die Affinoberflache

W o= [ [V|¢|aw . a= [ [[y5 . rld .. de

G'iner Eiflache mit gegebenem Volumen zu einem Extremum (Maximum) zu machen,
findet man ganz analog wie beim gewdhnlichen isoperimetrischen Problem mit Hilfe
der Ableitungsgleichungen H = const. als notwendige und hinreichende Bedingung
las Verschwinden der crsten Variation, jedenfalls unter Voraussetzung hinrei-
chender Differenzierbarkeit der Fliche und der zuldssigen Variationen (es geniigt, die

liche als viermal und die Variationen als dreimal stetig differenzierbar voraus-
“usetzen). Die geschlossenen Affinsphiiren sind -daher Extremalflichen des affin-
Soperimetrischen Problems; es bleibt zu beweisen, da nur bei den Ellipsoiden dic
®rste Variation verschwindet, diese also die cinzigen Extremalfiichen sind. Dies zeigt
Man nach Brascuke durch ein Symmetrisierungsverfahren.

€ sei eine Kifliche mit H = const. In einem beliebigen affinen Koordinaten-
*Ystem im R, _, kann man 22, ..., 2" als Parameter auf @ wahlen, wenn man & durch
die Schattengrenze bei Lichteinfall in =" "!-Richtung in eine obere und eine untere
Halfte teilt mit den Darstellungen

= (a2,
1 : @ )
"l = (2l .. .2,
Die Affinoberfliche 146t sich nach (5) und (10) auch darstellen durch
: . n+2
(_12) Q= ff V| Aldut ... du".
Bei der Darstellung (11) wird
A;’k = (“‘UnH ‘Pz"k > _ e
Ap= (=1 ya, <(Pik o axk)
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also

13 e=[.f <‘1

= / .. f (n-ki"nd(‘rtl((pik) + ] det(y;,) ) dx) ... dax" .

Wegen der Konvexitdt der Fliche sind dic quadratischen Formen ¢y, da’ da¥,
Py d2’ dx® hei der Vorzeichenwahl nach (11) positiv definit, die Determinanten
also positiv.

A +nl_| Xl) dat ... da" =

Betrachten wir nun die Schar von Eiflichen €(9), die gegeben ist durch
2" TN = —(1—8) ¢ — Dy
(14) O A Joso=1,
- )= (L—d)p+0p |
so umschlicBen diese alle dasseibe Volumen, da
Fs ist zu zeigen, dafll die Affinoberfliche

1) 20 = [..f (1 aet10—0) gy + 9] +
n+-2

+ Jdet [(1—9) yy + ¥ %’k]) dal | da”
stets eine in 0 = 9 = 1 streng konvexe Funktion ist, also 27(9) < 0, ausgenommen
den Fall @, = vy, in dem () = £ konstant ist. Wegen Q(9) = 2(1—9) haben
wir 2/(0) = —Q'(1) ; nach dem oben gezeigten gilt wegen H = const. fiir €(0)

Q0)y=2'1)=0,
da die Variation (14) die notwendigen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen erfiillt,
wie wir weiter unten zeigen werden. Dann kann aber nicht "< 0in 0 =9 <1
sein. Haben wir obige Behauptung bewiesen, so folgt daraus g, — v, = 0,
dh yp—g=2a""t L 2" ist eine lineare Funktion der 2'; dic Sehnenmitten
I (2" 4 T Jiegen also in ciner Ebene. Dies muB fiir jede Schar paralleler Sehnen
gelten, da die. Wahl der 2"*'-Achse beliebig ist; diese Eigenschaft charakterisiert
aber bekanntlich die KEllipsoide. Die Extremalflichen kénnen dann also nur Ellip-
soide sein, wie behauptet wurde. '

mHl 227 von ¢ unabhingig ist.

Um dic strenge Konvexitit von Q(d) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daf in
jedem Punkt, in dem nicht ¢, = v, ist, die IFunktion

ni2

[(#) = Jdet [(1—9) gy + 0 yy]
streng konvex ist fiir 0 = 9 < 1; denn es ist nach (15)
Q) = f / 9) + f(1—9)] dal .. da" .

Aus [7(9) = "(1—3) < 0 fiir g, =, folgt daher 2°(9) < 0 fiir gy = g Man
Jkann aber bekanntlich (fiir cinen festen Punkt 2%) zwei definite quadratische Formen
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P da’ da* | g, da’ da* durch eine geeignete Koordinatentransformation stets beide
glelGhZ(’ltlg auf die rein quadratische Form bringen; a; und b, seien die Diagonal-
glieder der so transformierten Matrizen @ DIW. vy D1e Funktlon

FO) = [T [(1—0)a; + b o]72 = ]:]1 [a, + O (b,—a,)] it

i=1

Stimmt dann bis auf einen konstanten positiven Faktor (das Quadrat der Transfor-
Mationsdeterminante) mit f(&) iiberein. Wegen der positiven Definitheit der beiden
Quadratischen Formen ist a; > 0,5, >0, also auch f(9) > 0fir 0 < 9 < 1. Durch
logarithmische Ableitung folgt mit der Scawarzschen Ungleichung

T 1 & bhi—ai- \? - bime e
fr= [—nu_l (a.,.+a (b,-—*ai)) <n+2)z (,;ww(br—ai))}f

b — a;
; <9<
(71+2)gz(al+ﬂ(b—a)>'f<0 in 0 9 1
falls nicnt b, = a; fiir alle 4, also g, = . Mit " ist auch /* << 0 und damit Q" < 0
Ur gy 2 P, womit die Behauptung bewiesen ist.

Es ist noch der Beweis nachzutragen, dafl die Variation (14) auch an der Schatten-
gtenze die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen erfiillt. Wir zeigen:

Ist eine Eifliche § mit nirgends verschwindender Kriimmung (% -+1)-mal stetig

” ferenzmrbar so sind die variierten Eiflichen (14) k-mal stetig differenzierbar
> 1)

Fiir Punkte auBerhalb der Sehattengrenze ist dies trivial. In der Umgebung eines

Unktes der Schattengrenze kann man stets die Fliche durch eine der » ersten Ko-

grdlnaten als Funktion der anderen darstellen, etwa (bei passender Numerierung)
urch

xl(xz’ s x’“’l) ,

Vobei diese Tunktion nach Voraussetzung von der Klasse C**' ist, d. h. sie ist
( +1)-mal stetig differenzierbar. Die Schattengrenze ist gegeben durch
PRESE
Archiv der Mathemarik, IV. 4
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o * xt . " : —_ . o
Ig ist (627 1) = (), da sonst die Kriimmung der Fliche verschwinden wiirde; daher
JENRI

ist (16) nach 2" aufloshar, die Schattengrenze ist darstellbar durch
g
A G

t

wobel 237! von der Klasse €% in 22, |, ., 2" ist.

Ist y(x) eine Funktion der Klasse C*'' (k= 1) mit y(x) = y'(x) =0,
y" () == 0, so ist
z(a) = sign (x— 1) ']//y(x\)

von der Klasse C* in einer Umgebung von z,. Man zeigt dies etwa durch Benutzung
der Tavror-Formel mit Restglied

k
240 Ty . ,
y(z) = Z z v(! : (x—m)" + B(2), B(xg) = R'(%)) = ... = Rk(xu) =0,

r=2

indem man z in der Form
k-1

(@)= Y a,(x—a) +r(2)
=1 .

ansetzt und die @, durch Gleichsetzen der Koeffizienten von (x—uzy)", 2 < v < k
in 22 und y bestimmt. Fiir » erhiilt man dann cine quadratische Gleichung, und man
bestitigt leicht, daf eine der beiden Wurzeln der Klasse C* angehirt und die Be-
dingungen r = ' = ., = %"V = 0 fiir x = =, erfiillt. Die Kocffizienten a, sind
von der Iform

g = AW @),y D)

Vy"(i'o)'

2r—3 kl
wobei H eine ganze rationale Funktion ist.

i

Setzen wir nun

z(22, .. .,2" 1) = sign [2" T — 2P (a2, .. 2"

V 351(;2’ o ¢n+1) . xl(xz,' 7’xn, et (a2, | xn))

so sind fiir festes 22, .. ., 2" fiir z als Funktion von »"*! die obigen Bedingungen er-.
fiillt, = ist daher nach 2"*! k-mal stetig differenzierbar, und fiir die Ableitungen an
der Stelle 2% gilt

07z - A _éi’j__ﬂl‘flw ora __%‘i;f
(5x"+1)" . (an“H)z’ vy (8xn+1)v+1 (8:&3"+1)2 xn+1 _ 1
. == z .
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D RS 9 n o .n4-1/7.9 n whk—r 3 2 no:
a (Gant i)t (2%, ...2% af v (22, ..., 2") von der Klasse C in 22, .. .,2" ist,
; . 'z . - . "

gilt dies auch fiir (G Ty d. h. z ist von der Klasse 0% in 22 ..., 2", Wegen
. X
cz

U von der Klasse C% in z, 22, ..., &".

LX}

spns1 =F 0 ist dann auch 2™

Fithrt man nun z, 22, ..., 2" als neuc Parameter cin, so hat die Variation (14)
die Form

P2, L 2" 0) =
=" (a2 2" — O [Tzl L 2"t (a2 L 2],

df;: z und — z demseclben x'-Wert entsprechen. Diese Funktion ist von der Klasse
C* in z, x2, ., 2" und folglich auch in a2, .. ., 2" oder ecinem anderen zuléissigen
D,

b drametersystem.
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