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Verallgemeinerte absolute Geometrien und Lotkerngeometrien

Von Hewmur Karzen in Bonn

In meiner Note ,,Ein Axziomensystem der absoluten Geometrie’ [2]') habe ich
gezeigt, daB alle Geometrien (Gruppen), die dem unten angegebenen Axiomensystem
mit Ausnahme des Axioms la. geniigen, in drei disjunktive Klassen zerfallen und
Zwar: '

1. Die verallgemeinerten elliptischen Geomelrien.

2. Die verallgemeinerten polfreien reguliren Geomelrien.

3. Die Lotkerngeometrien.

Hier sollen nun die Geometrien der Klassen 2. und 3. untersucht werden, besonders
die der 3. Klasse, die Lotkerngeowmetrien. Durch das Axiom la. werden die ellip-
tischen Geometrien®) ausgeschlossen.

Die Grundannahme (Axiomensystem) lautet demmnach?):

Bine Gruppe &, deren Zentrum nur die Identitit ist, habe ein Erzeugendensystem
&, das aus lauter involutorischen Elementen (gekennzeichnet durch kleine lateinische
Buchstaben) besteht und dem folgenden Axiomensystem gendigt:

I. Aus @ + b und abzinv?), abyinv, abzinv folgt xyz € 6.
Ta. Fiir beliebige a, b, ¢ gilt stets abe + 1.

Definition: Ist a + b, so heiflt die Gesamuheit P, aller x & & mit aba inv Biischel.

ab
Il. Es gibt eine Menge B von Biischeln (genannt eigentliche Biischel) mit den Eigen-
schaften:
(I1y) Zu jedem a gibt es mindestens zwei eigentliche Biischel Py + P, mit P, 2 ¢
und P, D a.

(1) Ist P, € B und P, beliebig, so ist P,, (| P,, nicht leer.

ab

1y Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf die Nummern des Literaturverzeichnisses
auf Seite 295,

%) Qhne weitere Zusatzannahmen iber die in I und II angefiihrten Axiome hinaus stchen der
Untersuchung des elliptischen Falles noch erhebliche Schwierigkeiten entgegen. Andererseits wird
der elliptische Fall durch Ilinzunahme eines naturgemiBen weiteren Axioms (vgl. z. B. E. Srer-
Ner [1] § 4 und H. KanzeL [2] § 4) ganz besonders einfach. Aus diesen Griinden ist der elliptische
Tall hier fortgelassen worden.

3) Vgl. K. Sperver [1] §1 und H. Karzen [2].

1) « inv bedeutet fiirr jedes « & @ : a2 =1 aber « + 1.
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Jeder diesem Axiomensystem gentigenden Gruppe wird in bekannter Weise eine
Geometrie zugeordnet, indem man die Elemente aus € als Geraden und die Biischel
als Punkte autfabt. Die Inzidenz zwischen dem Punkt P und der Geraden e wird er-
klirt durch P 3 a. Zwei Geraden a + b heiflen senkrecht, wenn (ad)? = 1 ist. Als
Bewegungsgruppe dieser Geometrie wird die Gruppe der inneren Automorphismen
von & herangezogen, die auf Grund der Zentrumsvoraussetzung (Zentrum = Iden-
titidt) mit & isomorph ist. Die Spiegelung an der Geraden e ist der innere Auto-
morphismus b" = aba. Eigentliche Punkte heiBen alle Bildpunkte von Punkten aus
B beziiglich der Bewegungsgruppe. Die Menge aller eigentlichen Punkte bezeichnen
wir mit B’

Die Geometrien (Gruppen), dic unserem Axiomensystem geniigen, heiien pol-
frei (vgl. hierzu Satz 1 aus dieser Note und [2], Definition 2). Alle diese Geometrien
zerfallen nach [2] Hauptsatz 1 in zwei disjunktive Klassen, die reguliren Geometrien
und die Lotkerngeometrien, Sie sind respektive durch folgende Eigenschaften gekenn-
zeichnet:

1ITa. Keine Gerade a © § inzidiert mit dem Biischel ihrer Lote.

II1h. Jede Gerade a € § inzidiert mit dem Biischel ihrer Lote.

Die Lotbiischel sind stets uncigentlich (fiir den Fall 1Ila. sieche Satz 5 dieser
Note, fiir IITb. [2] Satz 11). Nach [2] Hauptsatz 2 ist Axiom Ia. unter Voraus-
setzung der iibrigen Axiome eine Folge von IIIb,

Fiir diese beiden Klassen von Geometrien wird eine Reihe von TFigenschaften
bewiesen (§ 1) und zwar einige Fixpunktsitze iiber Bewegungen (Satz 2—4) und vor
allem, daf} die Méchtigkeit der eigentlichen Punkte, dic mit eciner Geraden inzidieren,
fiir alle Geraden dieselbe ist (Satz 6).

Als cin Hauptresultat wird in § 2 gezeigt, dal in jeder endlichen, dem Axiomen-
system geniigenden Geometrie die Sitze von Drsarcurs und Pappus-Pascan
gelten (Satz 8) und dafl diesen Geometrien somit Koordinatenkorper zugeordnet
werden kiénnen. Die reguliren endlichen Geometrien erweisen sich dabei als die aus
der absoluten Geometrie bekannten singuldren (cuklidischen) Geometrien. Hingegen
sind die den endlichen Lotkerngeometrien zugeordneten Koordinatenberciche Korper
der Charakteristik 2 (Satz 9).

Der § 3 widmet sich allgemein den Lotkerngeometrien. Als wichtigstes Ergebnis
dieser Note wird hier gezeigt:

Léft sich eine Lotkerngeometrie in eine DESARGUESsche Ebene einbetien, so hat der
zugehirige Koordinatenkorper die Charakteristik 2, ist kommautativ und besitzt ein irre-
duzibles separables Polynom zweiten Grades; umgekehrt lipt sich diber jedem Korper
mit diesen Figenschaften eine Lotkerngeometrie erkliren (Satz13). Man erkennt
hieraus eine gewisse Analogie zu den reguliren Geometrien (vgl. [2] § 5). In beiden
Fallen ist, falls vorhanden, der Koordinatenkdrper kommutativ. Im reguliren Fall

Archiv der Mathematik. VI 20



286 11. KARzEL ARCH. MATH.

existiert mindestens ein Nichtquadrat. Bei den Lotkerngeometrien tritt an dessen
Stelle ein irreduzibles separakles Polynom zweiten Grades.

In § 4 schlieflich werden die in § 3 rechnerisch angegebenen Lotkerngeometrien
axiomatisch gekennzeichnet. Ist namlich in einer Lotkerngcometrie jeder Punkt
P, mit (ab)® + 1 eigentlich, so lilit sich diese Geometrie eindeutig in eine Pappus-
Pascavrsche projektive Ebene einbetten.

1. Eigenschaften der verallgemeinerten absoluten Geometrie

Zu den Axiomen I. und Ia. ist das folgende Axiom iquivalent:
I*, Adus a += b und (abzx)? = (aby)® = (abz)® =1; folgt zy=z€ 6.

Beweis: Wie ersichtlich hat Axiom I*. Axiom I. zur Folge. Aber auch Ta. folgt aus I*. Denn aus
abe = 1 wiirde sich (abc)? = 1 ergeben, Zusammen mit den trivialen Relationen (zba)? == 1 und
(abb)? = 1 besagt dann I*,, daBabe & € wiire, d. h. 1 €& €. 1 ist aber kein involutorisches Flement,

Die Umkehrung ersieht man daraus, daB nach Ta. aus (@b z)? = 1 stets abx inv folgt.

Auf Grund von I*. kinnen wir ein Biischel (Punkt) fiir a + b auch als die Gesami-
heit P, aller x € € mit (abz)® = 1 erklaren.

Satz 1: Es gibt keine Polardreiecke, d. h. es gibt nicht drei verschiedene Geraden
a, b, ¢, die durch keinen gemeinsamen Punkt gehen mit (ab)? = (ac)? = (be)? = 1.

Beweis: Bs ist (abc)? = ab{ca)be = aba(ch)c = ababec = 15), d.h. a,b,¢ miissen doch
durch einen Punkt gehen. Die Bedingungen sind also nicht zu erfiilllen und damit ist Satz 1 bewiesen.

Die Sitze 7, 8 und 11 aus [2] lassen sich wie folgt crginzen:

Satz 2: Hat eine Geradenspiegelung a einen nicht mit a inzidierenden Fixpunkt,
so ist dieser uneigentlich.

Beweis: Ans Satz 11 und Hauptsatz 1 aus [2] erkennt man, dafl in eincr Lotkerngeometric
eine Geradenspiegelung niemals einen nicht mit e inzidierenden Fixpunkt haben kann. Ist also
P, P a Fixpunkt der Spiegelung a, so ist die Geometrie regulir. Nun nehmen wir an: P, mit
B'S P, Pa sei Fixpunkt der Spiegelung a. AuBer P, muf es mindestens einen weiteren eigent-
lichen Punkt P, + P, mit P, P a geben (andernfalls wiiren alle Punkte aus %’ Fixpunkte und,
da jede Gerade mit mindestens zwei Punkten aus B’ inzidiert, alle Geraden Fixgeraden, d. h. a
wiire ein Zentrumselement). Nun wiihle ich eine Gerade b mit P, 2 b, P, D b und fille von P,
das Lot d auf b. Da die Geometrie reguliir ist, gilt P, P d (andernfalls hatten die Lote ¢ und d
von 5% einen gemeinsamen FuBpunkt). Fir die Verbindungsgerade ¢ von Py (& B’l) und P,y gilt:
(ac)? =1 und (bc)? = 1. Letztere Beziechung ergibt sich, da die Spiegelung b die Punkte Py und
Pyq zu Fixpunkten hat. Fiir die drei Geraden a, b, ¢ gilt also: Sie sind verschieden, haben keinen ge-
meinsamen Punkt und stehen zueinander in der Beziehung: (ab)? = (ac)? = (bc)? = 1. Dies ist:
ein Widerspruch zu Satz 1.

5) Hier wird benutzt: Aus (ab)? =1 folgt ab = ba.
%) @ und b stehen aufeinander senkrecht, da & durch den nicht auf a liegenden Fixpunkt P,
von a geht.
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Satz 3: Ist P ein eigentlicher Fixpunkt der Bewegung «. = ab = 1, so folgt P = P,

Angenommen: P+ Pg,. Dann gibt es eine Gerade ¢ = P ([} Pyp. Nach List abc =d € € mit
P, 3 d. Die Spiegelung d = abe hat aber P & B’ zum Fixpunkt. Nach Satz 2 ist also d = ¢ = abc
oder ab = 1 im Widerspruch zu ab =+ 1.

Satz 4: Ist (abc)? + 1, so hat die Bewegung x = abc keinen Fixpunkt in B'.

Hitte abe den Fixpunkt P € B’, so hitte fiir jedes d & P auch die Bewegung abed = ef?)
P zam Fixpunkt. Nach Satz 3 ist aber P = P,y Also ist (efd)? = 1 und damit auch (abc)? = 1 im
Widersproeh zur Voraussetzung.

Auf Grund von Satz 2 1Bt sich Satz 11 aus [2] hier wie folgt formulicren:

Satz 5: Die Qesamiheit der Lote einer Geraden a bildet ein uneigentliches Biischel.

Uber die Mdchtigkeit der eigentlichen Punkte, die mit einer Geraden inzidieren,
gibt der folgende Satz Auskunft:

Satz 6: Die Michtighkeit M, der eigentlichen Punkte, die mit einer Geraden a in-
zidieren, ist fiir alle Geraden dieselbe und gleich der Mdchtigkeit N, des Lotbiischels,
das zu jeder Geraden a gehort.

Wir beweisen znerst: M, = N, fiir alle Geraden a. Nach Satz b gibt es durch jeden eigentlichen
Punkt P, ciner beliebigen Geraden e hachstens ein Lot. Wendet man nun die Spiegelungen, die zn
siimtlichen Loten von a gehéren, auf einen festen eigentlichen Punkt P, von @ an, so erhélt man
lauter verschiedene Bildpunkte aus B, die alle auf a liegen (wéren zwei Bildpunkte, die zu den
Spiegelungen b + ¢ gehoren, gleieh, so hitte die Bewegung be den Punkt Py(+ Py,) zum Fixpunkt.
Dies kann nach Satz 3 nicht méglich sein).

Als niichstes zeigen wir: M, = M,

Wir setzen zuerst (ab)? #+ 1 voraus. Dann fillen wir von allen eigentlichen Punkten, die mit
@ inzidieren, Lote auf b. Diese Lote sind alle verschieden. Es gilt also: M, < N, < M,. Geht man
Wmgekehrt vor, so folgt: My = N, = M,. Also haben wir: My, = Ny = N, = M,.

Ist (ah)? = 1, so gibt es auf @ ein P, & B’ mit P, + Py, und auf b ein P, & B’ mit Py + Py,
Die Verbindungsgerade ¢ von P, und P, kann nach Satz 5 weder auf @ noch auf b senkrecht stchen.
Also sieht man auch hier durch Zwischenschaltung von e: My == M,,.

2. Endliche Geometrien

In diesem Paragraphen setzen wir voraus, dal die Geometrie nur endlich viele
Geraden und damit nur endlich viele Punkte enthilt. Es soll gezeigt werden, daB
Man in diesen Geometrien Koordinatenbereiche einfithren kann, dic Korper sind.
Wiir den reguliren Fall bedeutet das, daB die Geometrie eine absolute singuliire ist.
Wir beweisen zuerst:

Satz 7: In einer endlichen Geometrie inzidiert jede Gerade g mit genaw einem un-
eigentlichen Punkt.

") Jedes Produkt von vier Erzeugenden lifit sich bekanntlich auch als Produkt von zwei
Tzeugenden schreiben. Vgl. hierzu etwa [1] Satz 5.
20%
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Beweis: 1. Die Geometrie set reguldr.

Annakme: g inzidiert mit zwei uneigentlichen Punkten U, # U,. Es gibt mindestens ein ¢ & U,
mit (ag)? + 1; denn auf jeder Geraden ¢ €& U, mit ¢ * g gibt es mindestens zwei verschiedene eigent-
liche Punkte P, P,. Da diese nicht auf g liegen, sind die Verbindungsgeraden von P, U, und P,, U,
verschieden, d.h. mindestens eine der Geraden ist nicht Lot auf g, da die Geometrie reguliir ist. Ebenso
gibt es ein b € U, mit (bg)? + 1. Fillt man von einem eigentlichen Punkt 2 von g die Lote I, und
Iy auf g und b, so ist mindestens eine der Ungleichungen (1,9)2 # 1, (I,5)* =+ 1richtig®). Ist (I,9)2 +1,
so werden von allen ecigentlichen Punkten + P, die mit ¢ inzidieren, die Tote auf 7, gefillt. In P
wird iiberdies das Lot auf [, errichtet?). Alle diese Lote sind versehieden. Thre Anzahl (mit Tinschluf
der Geraden «) ist um eins grifier als die Anzahl der eigentlichen Punkte von g. Dies ist ein Wider-
spruch zu Satz 6,

2. Die Geomelrie set eine Lotkerngeomelrie.

Annatome: Vs gibt aulier dem Lotkern L '%) auf g einen weiteren uneigentlichen Punkt U + L.

Fiir jede Gerade a + ¢ mit U D a gilt: (ag)? + 1 (2] Hauptsatz 1). Nun werden von allen
cigentlichen Punkten von g die Lote anf a gefillt. Die Anzahl der Geraden (Lote) von Z, ist um
mindestens eins grofer als die Anzahl der eigentlichen Punkte von g. Dies ist wiederum ein Wider-
spruch zu Satz 6. :

Nun kiénnen wir unsere Geometrien zu einer projektiven Geometrie erweitern,
indem wir cine uneigentliche (unendlich ferne) Gerade w cinfithren und erkliren:
w inzidiert mit genay allen uneigentlichen Punkien.

Auf Grund von Satz 7 ist dies die einzig mogliche Erweiterung zu einer projektiven
Geometrie.

Satz 8: In der durch Hinzunahme der
g uneigentlichen Geraden w zur projeltiven er-
weiterten endlichen Geometrie gelten die Siftze
von DESARGUES wnd Pappus-Pascar.

FPaosa; Paya; FPoa)

Wir beweisen gleich allgemeiner:

Satz 8a: Lapt sich eine (endliche oder un-
endliche) Geometrie durch Hinzunahme einer
einzigen uneigentlichen Geraden w zu einer
projektiven Geomelrie erweilern, so gill in dieser
projektiven Geometrie der Satz von DESARGUES.

Beweis: Wir setzen zuniichst voraus, daf alle in
der Desarcugsschen Konfiguration (siehe Figur 1)
vorkommenden Geraden eigentlich sind. Nach [1] § 3 und § 4 geniigt es zu zeigen, daB

mindestens eines der drei Punktetripel {P,,i,,?., Py Pyap} (04,8 = (1,2,8), (2,3,1), (3,1,2)

8 Aus (1,9)* = (hg)? = 1 wiirde nimlich (da dic Geometrie regulir und (7,l,9)% = 1 ist)
I, =1, folgen. Da nach Satz 5 die Lote von I, ein Biischel bilden, miiite U, = U, sein,

%) Ein Lot 146t sich errichten! Denn es gibt nach (II,) mindestens ein Q@ + P mit@ & B’ und
9 & Q. Fiillt man von § B 1, das Lot d auf I, und verbindet man P mit Py, so ist die Verbindungs-
gerade das gewiinschte Lot.

19} Mit Lotkern L, wurde in [2] das Biischel aller Lote von ¢, das ja in einer Lotkerngeometric g
gelbst enthilt, bezeichnet.

Fig. 1
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aus lauter eigentlichen Punkten besteht. Ist anf g etwa Pyaj uneigentlich, so ist nach Voraus-

setzung (jede Gerade inzidiert nur mit einem uneigentlichen Punkt) {P,,i,,j, P""Z"y(’ P"L-rt;.} ein
e¢igentliches Punktetripel. Es seien jetat alle Py, qf eigentlich. Ist P“i"j uneigentlich, so ist
nach Voraussetzung entweder héchstens nur PaZ{”{ oder Pa]{a]:_ uneigentlich, d. h. mindestens
¢ines der Tripel {P“i“k’ Pylafs P”i";'}’{P"j“k’ P,,;,,,]:., Puiuz!} besteht aus lauter eigentlichen
Punkten,

Ist eine der Geraden der Konfiguration die Gerade %, so hat man drei wesentliche Fille zu
unterscheiden:
Lu=g, 2.u=g;, 3. u=uaya (2=1,2,8).
Wir beweisen die drei Fille gleich auf einmal, Es soll entweder w =g, w =g, oder u = a,’ sein.

Annahme: Py, Py,

) N . . . o P v
Die Desancusssche Konstruktion wird wic folgt N . i

abgeiindert (s. Figur 2): Man verbinde

A

P,,, und P,, durch g, * g;,

o
4

Py und P, durch @, + a,’,

)

Pyiay und Py, - durch g +g.

Denkt man sich nun g, durch 7, a,’ durch a,’
und g durch 7 ersetzt, so erhiilt man eine ncue
Konfiguration, in der jedenfalls alle vorkommenden
Geraden eigentlich sind. Die Geraden g, a,, a; iiber-
hehmen jetzt die Rolle von g, gy, g4, d. h. sie miissen
durch einen Punkt gehen. Hieraus ergibt sich aber,
flaB sowohlgals auchg mit den Punkten Py , - + Py, -
nzidiert. Dies ist in den Fillen u=g, und v =¢,’
ein Widerspruch zur eindeutigen Verbindbarkeit zweier Punkte (vgl. [2] Satz 2),im Fall u =g
ein Widerspruch zur Voraussctzung. Also gilt immer: Py 0. D gy und damit ist der Satz von
Desarcues vollstindig bewiesen.

Fiir endliche Geometrien gilt damit auch der Satz von Pappus-Pascar. Da
die endlichen Greometrien nur um cine uncigentliche Gerade erweitert worden sind,
sind die reguliren unter diesen zwangsliufig absolute singulire Geometrien. Fiir die
LOtkerngeometrien 148t sich hingegen der folgende Satz aussprechen:

Fig. 2

Satz 9: Jede endliche Lotkerngeometric hat einen Koordinatenbereick, der ein
Korper der Charakteristik 2 ist.

Zum Beweis ist lediglich zu zeigen:

Satz 10: In jeder Lotkerngeometrie ist das FaNo-Awxiom
wicht erfiillt,

Wir betrachten die Spiegelung an einer Geraden a (s. Figur 3),

E*f sel Ly D b,¢c mit b + ¢ und b,¢c + ¢ und P,Db, P, D¢
Mt P, P, € %’ Mit P, und P, werden die Spiegelpunkte von
1und P, beziiglich ¢ bezeichnet. Fiir diese gilt wegen (ab)® =
= (ac)? = 1: P, 0, P,De. Fiir die Verbindungsgeraden d von P;,
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P, und ¢ von P,, P, crgibt sich also: (ade)® = 1 und ebenso fiir die Verbindungsgeraden f von
P,, P, und g von P,, P;: (afg)? = 1. Hieraus erkennen wir: Die Schnittpunkte der Diagonalen
des vollstindigen Vierecks P, P,, P,, P, liegen alle auf einer Geraden a, d. h. das Fano-
Axiom ist nicht erfillt.

3. Korper als Koordinatenbereiche in Lotkerngeometrien

Hier sei entsprechend wie in [2] §5 vorausgesetzt, dall eine Lotkerngeometrie
in eine DESARGUESSche projektive Geometrie einbettbar sei. Es soll untersucht werden,
welche Korper der Charakleristik 21Y) als Koordinatenbereiche diberhaupt in Frage
kommen und wie man Beispiele von Lotkerngecometrien angeben kann.

Zunéchst wird cin Koordinatensystem wic folgt eingefiihrt: Fs werden zwei be-
liebige eigentliche Geraden x; + x,, die einen eigenflichen Schnittpunkt 0 haben,
gewihlt. Der Punkt 0 erhilt die Koordinaten (1, 0, 0), der Lotkern L, (0,1, 0) und
der Lotkern L, (0,0, 1).

Nun bestimmen wir alle tnvolutorischen Projektivititen, die z, punktweise!?)
festlassen und mindestens zwei Geraden aus L, in sich iiberfiihren. (Die zugchorigen
Matrizen der Projcktivititen seien so normiert, daB ay = 1 ist, wenn ay + 0.)

Da (1,0, 0) Fixpunkt ist, gilt: ajy = ay = 0.

Da (0,1, 0) Fixpunkt ist, gilt: ay = a, = 0.

Da (1,1, 0) Fixpunkt ist, gilt: a;; =1.

Da die Bewegung involutorisch ist, gilt: a,, = 1.

Da die Bewegung eine Gerade der Gestalt X, = B3} in sich iiberfithren soll,
folgt: agp = 0.

Setzen wir schliefilich a;, = K, so haben die gesuchten Projektivititen die

Matrizen:
1 00
( 0 1 K ),
0 0 1

wobel K ein belicbiges Korperclement == 0 sein darf. Entsprechend erhélt man fiir
dic Spicgelungen an der x,-Achse die Matrizen:

1 0 0)
(U 1 0).
0 N 1,

11) Nach Satz 10 liBt sich einer Lotkerngeometrie, wenn iiberhaupt, nur ein Korper der
Charakteristik 2 als Koordinatenbereich zuordnen.

12) Bekanhtlich gilt: Lilt cine Projektivitit eine Gerade punktweise fest, so ist der zugehorige
Automorphismus des Koordinatenkorpers der identische. Folglich kinnen wir uns hier auf lincare
Projektivititen beschrinken.

13} Girofe lateinische Buchstaben und kleine lateinische mit doppelten Indizes sollen Kérper-
elemente bezeichnen.
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Bisher hatten wir noch keine Festsetzung iiber den Einheitspunkt getroffen.
Dies holen wir nach, indem wir auf der «,-Achse einem beliebigen eigentlichen Punkt
+ 0 die Koordinaten (1,0, 1) erteilen und verlangen, dafl die Spiegelung an der
2;-Achse diesen Punkt in den Punkt (1,1, 1) iiberfithrt. In diesem Koordinaten-
system hat dann dic Spiegelung an der x;-Achse die Gestalt:

100
01 1
0 01

A

Welche Werte N fiir dic Spiegelungen an der z,-Achse in Frage kommien, wird etwas
spiter angegeben.

Jetzt sollen noch die tnvolutorischen Projektivititen bestimmt werden, die eine
beliebige Gerade a: X, = A X, durch den Nullpunkt in sich itberfithren. Da (1, 0, 0),
(0,1, 4), (1,1, 4) Fixpunkte sind, folgt: @y =ay =0, ap =ayd, a;, =
(@ + 1) 42 und @y, = (@ -+ 1) 4. Da die Projektivititen auch involutorisch sein
sollen, ergibt sich: a,, = Aa,;; A-1. Setzt man a,, = f(4), so nimmt die Matrix
die folgende Gestalt an:

1 agpd gy
( 0 f(4) (1+£(4)) 471
V0 A(L4f(4) Af(4) A ]

Nunmehr liBt sich folgender Satz beweisen:

Satz 11: Liaft sich eine Lotkerngeometrie in eine DESARGUESsche projektive Ebene
einbetten, so liegen alle Lotkerne auf einer Geraden.

Den Beweis erbringen wir, indem wir mit Hilfe von Axiom I zeigen, daB in der obigen
Matrix g, = 0 sein muB. Wenn ay = 0 ist, liegt nimlich L, auf der Geraden (1,0,0) und da
sich jeder Lotkern wmit (1,0, 0) verbinden liBt, liegen alle Lotkerne auf der Geraden (1,0, 0).
Wir multiplizieren die folgenden drei Matrizen:

100 1.0 0 ‘1 a4 oz
(0 1 0) (0 1 1) (0 f (14f(4) 4~ | =
0N 1/ N0 01 0 A(1+f(4)) Af(4) 4

1 ad tge
( 0 f(ii) + A(1+f(4)) (A+fA)) A7+ Af(4) 42 )
0 Nf(A)+(N4+1)A (1 +f(4) NQOA+fA) A+ (N41)Af(4) 4 /.

Die Produktmatrix muB nach Axiom 1 wieder eine Geradenspiegelung b, deren Trigergerade
etine Gleichung der Gestalt X, = BX, hat, reprisentieren, d. h. es mufl b,, = by, B ==y, 4
und by, = a,, sein und folglich 4 = B, wenn @y, + 0. Hieraus folgt: =z, z,a = a oder
% 2; = 1, Das kann aber nicht sein, da 2, *+ =, ist. Also mul} gy, = 0 sein, w, z. b. w.
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Aus der Produktmatrix lassen sich noch weitere Folgerungen ziehen. Da
(2, 2,@)? = 1 oder, was dasselbe ist, z, 2,0 = ax, x,, mul} auch das folgende Matrizen-
produkt diesclbe Produktmatrix ergebend):

J(4) (L+f(4)) A~ 11 10y _
A(+f(4) Af(4) A 0 1 N 1)~
( JA)A4+N) + (14fA) AN f(4) + (14 f(4)) A7 >
AQ+f(A) A+ DN) + Af(4) AN A(1+f(4)) + Af(4) 471
Vergleicht man nun die Koeffizienten der beiden Produktmatrizen, so erhilt
man die folgenden Beziehungen:
Ct F(A) + (1+1(A) A1 — (L4 f(4)) A1+ Af(4] A1 d. h.:
1 f(A) = Af(4) A1 oder:
(1a) [(4) 4 = Af(4)
en: (A (L4+N) + (1 +/(4)) AN = f(d) + A1+ /(1))
J(A) (N4 AN+ 4) = AT N 4 47%)
@) f@) = (4+ A Ny (N4~ N .4)1
eyt AL +/(A) + f(4) = NA+f(4)) A7 + (N +1) /(4) ")
(N+NA-14A)f(4d) =4 4+ NA-
(3) f(4) = (N 4+ NA1 L A) 1 (A4 N A
et A(TH[(A) (T+N) + [(4) N = N{(4) + (N41) A(14-f(4))
AN+SA+Af(A) + [(4) (AN +N) = NA + A + 4[(4) + (N A+ N)f(4)
+ A%f(4)
AN + Af(AY(N+ATN+A)=NA (N4 NA-1LA)f(Ad) A .
Beachtet man (2) und (3), so folgt:
AN + (A2+N) =NA4 + (424 N)
4) AN =NA.
Aus (4) folgt, daBl N dem Zentrum des Koordinatenkérpers angehiren mul.
Dann sind die Darstellungen (2) und (8) identisch. Man erkennt also: Sind die Spie-

gelungen an den Achsen bekannt, so sind die Spiegelungen an ollen Geraden durch 0
eindeutiyg bestimmi, Wir beweisen nun

14y Da alle ag; und a;q fiir 7 += 0 verschwinden, kénnen wir die erste Zeile und Spalte der Matrix
fortlassen.

18) Jlier wird bereits von (1) bzw. (1a) Gebrauch gemacht.
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Satz 12: Der Koordinatenkdrper einer Lotkerngeometrie ist kommutativ.

Beim Beweis bediene ich mich der Methode, die R. KANNENBERG %) bei Korpern der Charak-
teristik + 2 benutzt hat. Man rechnet leicht aus, dafl der Abstand § = X, + 4 X, cines Punktes
mit den Koordinaten (X;,X,) von einer Geraden a: X, = 4 X, bei Spiegelung an a erhalten bleibt.
Sind a, b & 0 zwei Geraden und P + 0 cin Punkt von b, so sind wegen z, ab = baz, xa(P) und
ax, (P) Spiegelpunkte beziiglich b, d. h. der Abstand, den z, @ () von b hat, muf gleich demjenigen
sein, den az, () von b hat. Der Punkt Py:(1,1,B) liegt auf der Geraden b: X, = BX,. Wir
erhalten fir a(P,) die Koordinaten:

(L J(A) + AHPANAT B, AQ+HA) + fA)B) und fiit z, a(Py):
(1, J(4) 4 (1 AN A B 4 AL+ (A) + f(4) B, A1 +F (D) + JA) B).
Fiir x (Py): (1, 14+ B, By und fiir aa, (Py):
(L f(4) (A4 B) + (HJAN A B, A(L41(A4) 1+ B) + J(A) B).

Setzen wir die Koordinaten von xya(Pg) und ax,(P;) in die Abstandsformel § = X, 4 BX, ein,
50 erhalten wir die Beziehung:

AQLF(4) + f(4) B+ Bf(A) + BOLAA) A1 B+ BA+f(A) + BfA)B =
— A(14f(4)) (14 B) + f(4) B + Bf(A) (1 + B) + BO+f(A) A~ B

oder:
®) BAQ+f(4) = A( +(A) B
d.h. Z, = A(1+4f(4)) mub fiir jedes Kérperelement 4 im Zentrum liegen,

Entsprechend erhiillt man, wenn man statt der a-Achse die xp-Achse verwendet:
() N(4/(A)A~1B = B(L+J(ANA'N

d.h. auch (1+4f(d))A-2 legt fiir jedes 4 im Zentrum und somit auch [(1+7(A)A=1]"! =
A(14f(4))-1 Also ist cbenfalls A (14 f(A) " A(1+[(A)) = A2 1) ein Zentrumselement. Sctzt
man fiir f(A4) (3) ein, so folgt:

Zy = A(l4f(4) = AN(N A-1N + )
oder umgeformt:
ANZ, ' =N+ AN 4 4
A*NZ "' = AN + N + A*
A=A4%2,""+ 1+ 43N,

d. h. auch 4 liegt im Zentrum. Da alle Elemente Zentrumselemente sind, ist der Korper kommutativ,
W.z. b, w,

Aus (2) 148t sich noch eine weitere Folgerung ziehen. f(4) ist nimlich nur dann
erklart, wenn fir kein Korperelement A der Ausdruck N 4+ A-' N 4+ A oder
A% 4 A N + N verschwindet, d. h. iiber dem Koordinatenkirper einer Lotkerngeometrie
9ibt es mindestens ein irreduzibles separables Polynom zweiten Grades.

%) Soll demniichst erscheinen.

") Tlier wurde (1a) benutzt.
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Satz 13: Uber einem Korper §, der Charakteristik 2 lift sich dann und nur dann
eine Lotkerngeometrie erkliren, wenn der Kiorper kommutativ ist und ein trreduzibles
separables Polynom zweiten Grades besitzt.

Beweis: Das ,nur dann'* folgt bereits aus den obigen Betrachtungen. Um das ,dann‘* zu be-
weisen, wird eine Lotkerngeometrie wie folgt konstruiert: ,eigentliche Punkte' = alle Tripel der (re-
stalt (1, X,, X,) mit X;, X, € &,; ,,Geraden** = alle lincaren Gleichungen AX, -+ BX, +0 =0
mit 4, B, C € &, und (4, B) + (0,0) und die uneigentliche Gerade Xg = 0.

Geradenspiegelungen'. Tst Y2 4 N* Y + M ein irreduzibles Polynom, so ist auch das Polynom
Y2 M IN*2Y + M- N*2 = Y24 NY + N irreduzibel. Die Spiegelungen an den Geraden
werden wie folgt erklirt:

Fir X, = C: X=X +X,+C
X.* =X,
Fir X, = D: X*=X,

X*=NX,+ X,+ND
Fiir X, + 4X,+C0=0: X* = (N+ N4+ 4) {4+ N4 YK, + 4 'NX,+ 4 NC
X*= (Nt NA 1+ Ay VANX, +(A+NA-HYX,+NC.

Man rechnet leicht nach, dafl die so erklirten Spiegelungen dem Axiom I. geniigen. (Es geniigt
Axiom I, fiir den Punkt 0 zu verifizieren.) Damit ist aber Satz 13 bewiesen,

Die hier angegebenen Lotkerngeometrien wollen wir singulir nennen, da bis
auf die Gerade X, = 0 und die mit ihr inzidierenden Punkte alle anderen Ge-
raden und Punkte eigentlich sind. Eine axiomatische Kennzeichnung dieser
Geometrien soll im nichsten Paragraphen erfolgen. Ob es noch andere Lotkern-
geometrien itber Korpern gibt, ist eine offenc Frage.

4. Axiomatische Kennzeichnung der singuliren Lotkerngeometrien
Definition: Eine Lotkerngeometrie heif3t singuldr, wenn das folgende A xiom erfiillt ist:

IIIW'. Jeder Punkt P,, mit (ab)? == 1 ist eigenilich.

Satz 14: Pine singuliire Lotkerngeometrie lift sich eindeutig zu etner DESARGUES-
schen projektiven Geometrie erweitern.

Beweis: Da mit jeder Geraden nur ein Lotkern inzidiert, sind nach Axiom IITh’. alle itbrigen
Punkte der Geraden eigentlich. Die Geometrie kann deshalb zwangsliufig nur um eine uneigentliche
Gerade u erweitert werden, die mit genau allen Lotkernen inzidiert. Die so erweiterte Geometrie ist
bereits projektiv, wie ersichtlich. Nach Satz 8a gilt in der erweiterten Geometrie der Satz von DEs-
ARGUES. Nach den Ergebnissen von § 3 ist dann auch der Satz von Parpus-Pascar richtig. Mit dem
Beweis von Satz14 ist auch der noch ausstehende Beweis von Hauptsatz 3 aus [2] hinsichtlich ITT1".
erbracht.
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Satz 15: In ciner singuldren Lotkerngeometrie sind bei jeder Bewegung ab mit
ab inv alle Lotkerne Fixpunkte,

Zum Beweise nehmen wir an: L, ist kein Fixpunkt der Bewegung ab. Dann ist aber Poyr + L,
mit ¢’ = abeabd + ¢(l) Fixpunkt, da ab involutorisch ist. P, ist eigentlich; denn P, = ¢ und

P, + L, (Axiom IIIb".), d. h. (¢¢’)? % 1. Nach Satz 3 bedeutet dies P, = P,. Da aber (ab)? =1
ist, gilt auch P, = Py, = L,. Dies ist ein Widerspruch, da L, uneigentlich ist.
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