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Verallgemeinerte absolute Geometrien und Lotkerngeometrien 

VoI1 ][ELMUT KARZEL ill ]{OIUl 

In  meiner :Note ,,Ein A xiomensystem der absoluten Geometrie" [2] 1) habc ich 

gezeigt, da[.~ alle Oeometrien (Gruppen),  die dem unten angegebenen Axiomensys tcm 
mit  Ausnahme des Axioms I s .  geniigen, in drei disjmfl~tive Klassen zerfal]en und 
zwar:  

]. Die veralhjemeinerten elliptischen Geometrien. 
2. Die verallgemeinerten pol/reien reguldren Geomelrien. 
3. Die Lotkerngeometrien. 

Hier sollen nun die G.conw, tri(;n der Kla.ssen 2. und 3. untersucIi t  werden, besonders 

die der 3. Klasse, die Lotkerngeometrien.  Durch d~s Axiom !a.  werden (lie ellip- 
tisehen G OOnletrien 2) ausgeschlossen. 

I)ie Grundannahme (Axiomensystem) laute t  demnach3):  

Eine Gruppe 6~, deren Zentrum nur die Identitdt ist, habe ein Erzeugendensystem 
(~, das aus lauter involutorisehen Elementen (gekennzeiehnet durch kleine lateinisehe 
Buehslaben) hesteht und dem /olgenden Axiomensystem geniigt: 

I. A us a + b und abxinv4) ,  aby inv ,  abz inv  /olgt x y z ~ @ .  

] a. Fiir beliebige a, b, c gilt stets abe 4= 1. 

Def in i t ion :  Ist a . b, so hei[3t die Gesam~heit P,~, aller x E ~ mit ab x inv Biisehel. 

H. Es gibt eine Menge ~ yon Bi~scheln (genannt eigentliche Biischel) mit den Eigen- 
scha[teu : 

(|[1) Zu jedem a gibt es mindestens zwei eigentliehe Bi~sehel P1 @ P2 mit P1 ~ a 
und P,, ~ a. 

(|1.,) Ist 1),b ~ ?~ und P,,d beliebig, go ist P~,b ~ P~d nicht leer. 

i) ])ie Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf die Nummern des Liter~Lturverzeichnisses 
auf Seite 2!}5. 

2) Ohne weitere Zusatzannahmen fiber die in Iund  II angefiihrten Axiome hinaus stehen der 
Untersuchung des elliptischen FMles noch erhebliche 8chwierigkeiten entgegen. Andererseits wird 
tier elliptische Fall durch Hinzun~hme eines naturgem~tl]en weiteren Axioms (vgl. z. 13. E. Senn- 
NEn [1.] w 4 und It. KAt~ZnL [2] w 4) ganz besonders einfaeh. Aus diesen Griinden ist der elliptisehe 
Fall bier fortgelasse.n worden. 

3) Vgl. E. Sl'EnnV:n [1] w 1 und H. KAaZEL [2]. 
a) a inv bedeutet ffir jedes a E (~ : a 2 = 1 aber c~ . 1. 
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Jeder diesem Axiomensystem geniigenden Gruppe wird in bekannter Weise eine 
Geometrie zugeordnet, indem man die Elemente aus @als Geraden und die Bilschel 
als Punkte auffaltt. Die Inzidenz zwisehen dem Punkt P und der Geraden a wird er- 
kl~rt dureh P ~ a. Zwei Geraden a * b heiftell senkreeht, wenn (ab) 2 = 1 ist. Als 
Bewegungsgruppe dieser Geometric wird die r der inneren Automorphismen 
yon | herangezogen, die auf Grund der Zentrumsvoraussetzung (Zentrum = Iden- 
titii.t) mit | isomorph ist. Die Spiegelung an der Geraden a ist der innere Auto- 
morphismus b' = abe. Eigentliche Punkte heiften alle Bildpunkte yon Punkten aus 
?L~ beziiglich der Bewegungsgruppe. Die Menge aller eigentlichen Punkte bezeichnen 
wir mit 93'. 

Die Geometrien (Gruppen), die unserem Axiomensystem geniigen, heiften pol- 
/rei (vgl. hierzu Satz 1 aus dieser Note und [2], Definition 2). Alle diese Geometrien 
zerfallen nach [2] Hauptsatz I in zwei disjunktive Klassen, die regul~iren Geometrien, 
und die Lotkerngeometrien. Sie sind respektive durch folgende Eigensehaften gekenn- 
zeiehnet: 

IIIa. Keine Gerade a E ~ inzidiert mit dem Bii, schel ihrer Lote. 

IIIb. Jede Gerade a E @ inzidiert mit dem Biischel ihrer Lote. 

Die Lotbiischel sind stets uneigentlich (fiir den Fall iIIa.  siehe Satz 5 dieser 
Note, fiir IIIb. [2] Satz 11). ~aeh [2] Hauptsatz 2 ist Axiom Ia. unter Voraus- 
setzung der iibrigen Axiome eine Folge yon IIIb. 

Fiir diese beiden Klassen von Geometrien wird eine ]~eihe yon Eigensehaften 
bewieseu (w 1) und zwar einige Fixpunktsittze fiber Bewegungen (Satz 2--4) und vor 
allem, daft die Miichtigkeit der eigentliehen Punkte, die mit einer Geraden inzidieren, 
f[ir alle Geraden dieselbe ist (Satz 6). 

Als ein Hauptresultat wird in w 2 gezeigt, da/3 in jeder endlicben, dem Axiomen- 
system geniigenden (;eometrie die S~tze yon DESARGUES and PAPPUS-PASCAL 
gelten (Satz 8) und daft diesen Geometrien somit KoordinatenkSrper zugeordnet 
werden kSnnen. Die reguliiren endlichen Geometrien erweisen sieh dabei als die aus 
der absoluten Geometrie bekannten singul~iren (euklidisehen) Geometrien. Hingegen 
sind die den endlichen Lotkerngeometrien zugeordneten Koordinatenbereiche KSrper 
der Charakteristik 2 (Satz 9). 

Der w 3 widmet sieh allgemein den Lotkerngeometrien. Als wichtigstes Ergebnis 
dieser Note wird hier gezeigt: 

Lii/3t sich eine Lotkerngeometrie in eine ])nSAnGUEssehe Ebene einbetlen, so hat der 
zugeh6rige Koordinatenk6rper die Charakteristik 2, ist kommutativ uncl besitzt ein irre- 
duzibles separables Polynom zweiten Grades; umgekehrt l?i[3t sich iiber ]edem KSrper 
mit diesen Eigenscha/ten eine Lotlcer~geometrie erklSren (Satz 33). Man erkennt 
hieraus eine gewisse Analogie zu den regul/iren Geometrien (vgl. [2] w 5). In beiden 
F~llen ist, falls vorhanden, der KoordinatenkSrper kommutativ. Im reguli~ren Fall 
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exist iert  mindestens  ein Nichtquadr~t .  Bei den Lotkerngeometr ien  t r i t t  an  dessen 

Stclle ein irreduzibles sepurables P o l y n o m  zweiten Grades. 

In  w 4 schlie~lich werden die in  w 3 rechnerisch angegebenen Lotkerngeomet r ien  

axiom~tisch gekennzeichnet .  Is t  ni imlich in  einer Lotkerngeometr ie  jeder P u n k t  

P.b mi t  (ab) ~ . 1 eigentlich, so la[~t sich diese G eometrie e indeut ig  in  eine P . e P u s -  

P . s c . L s c h e  projekt ive Ebene  e inbet ten.  

1. Eigenschaften der verallgemeinerten absoluten Geometrie 

Zu den Axiomen I. und  In.  ist das folgende Axiom i~quivaleat: 

I*. A u s  a . b und (abx)  e = (aby )  2 = (abz)  2 -= :[- /olgt x y z E  ~. 

Beweis : Wie ersichtlich h~t Axiom I*. Axiom I. zur Folge. Aber auch In. folgt aus I*. Denn aus 
abc = 1 wiirde sich (abe) e ~ 1 ergeben. Zusammen mit den trivialen Relationen (aba) 2 = 1 und 
(abb) 2 = 1 bcsagt dann I*., dal] abe ~ ~ witre, d. h. 1 E ~ 1 ist ~ber kein involutorisches Element. 

Die Umkehrung ersieht man daraus, daft nach In. aus (abx) 2 = 1 stets abx inv fo]gt. 

Auf Grund yon  I*. kSnnen  wir ein Bi~schel (Punk t )  fiir a .  b auch als die Gesamt- 

heit P.b aller x ~ ~ mi t  (ab x) 2 ~ 1 erkl~ren. 

Satz 1: Es gibt keine Polardreiecke, d .h .  es gibt nicht drei verschiedene Geraden 

a, b, c, die durJ,  einen gemei, s , ,  Punkt  gehe,  mit = (ac)  = ( b r  = 1 .  

Beweis: Es ist (abe) 2 ~ a b ( c a ) b c ~ a b a ( c b ) c = a b a b c c ~ ] ~ ) ,  d.h. a ,b,c  mfissen doeh 
dureh cinch Punkt gehen. Die Bedingungen sind also nicht zu erffillen und damit ist Satz I bewiesen. 

Die Si~tze 7, 8 und  11 aus [2] lassen sich wie folgt crgi~nzcn: 

Satz 2: Hat eine Geradenspiegelung a einen nicht m i t a  inzidierenden Fixpunlct ,  

so ist dieser uneigentlich. 

Beweis : Aus Satz 11 und Hauptsatz 1 ~us [2] erkennt man, d,~l~ in eincr Lotkerngeometrie 
eine Geradenspiegelung niemals einen nicht mit a inzidierenden Fixpunkt Mben kann. Ist also 
P o ~  a Fixpunkt der Spiegelung a, so ist die Geometrie regul~tr. Nun nehmen wir an: Po mit 
~ ~ Po ~ a sei Fixpunkt der Spiege]ung a. Aul~er Po mull es mindestens einen weiteren eigent- 
lichen Punkt P1 * Po mit P1 ~ a geben (andernfalls w~ren nile Punkte aus ~ '  Fixpunkte und~ 
da jede Gerade mit mindestens zwei Punkten aus ~ '  inzidiert, a]le Geraden Fixgeraden, d.h. a 
w~re ein Zentrumselement). Nun w~hle ich eine Gerade b mit Po ~ b, P~ ~ b und f~ille yon P1 
das Lot d ~uf b. D~ die Geometric regular ist, gilt P,b ~ d (~ndernf~lls hittten die Lote a und d 
�9 con b ~ einen gemeinsamen Ful3punkt). Fiir die Verbindungsgerade c yon Po ( ~  ~ ' l )  und Pad gilt: 
(ac) ~ = 1 und (be): = 1. Letztere Beziehung ergibt sich, da die Spiegelung b die Punkte Pound 
Pad ZU Fixpunkten hat. Ffir die drei Geraden a, b, c gilt also: Sie sind verschieden, tmben keinen ge- 
meins~men Punkt und stehen zuein~nder in der Beziehung: (ab) 2 = (ac) 2 ~ (be) ~ ~ 1. Dies ist 
ein Widersprueh ~ zu S~tz 1. 

a) Hier wird benutzt: Aus (ab) ~ = 1 folgt ab = ba. 
~) q und b stehen aufein~nder senkrccht, dab  dureh den nicht ~uf a liegenden Fixpunkt Pa 

yon a geht. 
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Satz 3: Is t  P ein eigentlicher F i x p u n k t  der Bewegung cr ~ ab ~= 1, so/olgt P ~ P,b. 

Angc~ommcn: P =v P~b. Dann gibt es eine Gen~de c = P N Pab" Naeh List a b c = d  E ~ mit 
1>~,~ ~ d. Die Spiegelung d = abe hat abet P E ~ '  zum Fixpunkt. Naeh Satz 2 ist also d = c ~ abe 
odor ab = 1 im Widerspruch zu ab * 1. 

Satz 4: [st  (abe) 2 ~ ~[, so hat die Bewegung ~r -~ abe keinen 2~ixpunkt in  ~ ' .  

H~tte abe den Fixpunkt P E 93', so h~tte fiir jedes d E P aueh die Bewegung abed ~ eft) 
P zmn Fixpunkt. Naeh Satz 3 ist abet P = Pet" Also ist (efd)" ~ 1 und damit aueh (abe) 2 = 1 im 
Widersprueh z,~r Voraussetzung. 

Auf Grund  von Satz 2 l~ti3t sich Satz 11 aus [2] bier wie fo]gt formul ieren:  

Satz 5: Die Gesamtheit der Lote einer Geraden a bildet ein uneigentliches Bi~schel. 

~ b e r  die Mavhtigkeit  der eigent l ichen Punk te ,  die mi t  einer Geraden inzidieren,  

gibt  der folgende Satz Auskunf t :  

Satz 6: .Die Mbichtigkeit M :  der eigentlichen Punkte ,  die mi t  einer Geraden a in- 

zidieren, ist ]iir alle Geraden dieselbe und gleich der Miichtigkeit  N a des Lotbiischels, 

das zu ~eder Geraden a gehSrt. 

Wit b c w e i s e n zuerst: M,t ~ Na fiir alle Geraden a. Naeh Satz 5 gibt es dutch jeden eigentliehen 
P/mkt Po einer beliebigen Geraden a hSchstens ein Lot. Wonder man nun die Spiegelungen, die zu 
s~mtliehen Loten yon a geh6ren, auf einen festen eigentliehen Punkt Po yon a an, so erh/ilt man 
lauter versehiedene Bildpunkte aus 93', die alle aufa  liegen (w~ren zwei Bildpunkte, die zu den 
Spiegelungen b =~ c geh6ren, gleieh, so h~tte die Bewegung bc den Punkt Po(~= Pbc) zum Fixpunkt. 
Dies kann nach Satz 3 nicht mSglieh sein). 

Als n/s zeigen wir: M a  = M b .  

Wir setzen zuerst (ab) 2 =r 1 voraus. Dann f~llen wir yon allen eigentliehen Punkten, die mit 
a inzidieren, Lote auf b. Diese Lore sind alle versehieden. Es gilt also: M a <~ _hrb <~ M b. Geht m~m 
'Imgekehrt vor, so folgt: Mb ~ Na <~ Ma. Also haben wir: M b : .N  b ~ 2V a ~ M a. 

1st (ab) 2 = 1, so gibt es auf a ein P1 ~ ~ '  mit P1 #- P a b  und auf b ein P~ ~ ~3' mit P~ ~- Pub. 
Die Verbindungsgerade c ",,on P~ und Pe kann nach Satz 5 weder aufa noeh auf b scnkreeht stehen. 
Also sieht m~m au('h hier dutch Zwisehensch~Itung yon c: M a == M~. 

2. Endliche Geometrien 

I n  diesem Par~graphen  setzen wir voraus,  dal~ die Geometrie n u r  endlich viele 

Geraden u n d  dami t  nu r  endlich vielc P u n k t e  enth~lt .  Es soll gezeigt werden, dab 

1nan in diescn Gcometr ien Koordinatenbereiche eiafiJhren kann ;  die KSrper sind. 

]~iir den reguliiren .Fall bedeute t  das, d~l~ die Geometric eine absolute singuliire ist. 

~u bcweiscn zucrst :  

Satz 7: I n  einer endlichen Geometrie inzidiert ]ede Gerade g mit  genau einem un- 

eigentlichen Punk t .  

~) Jodes Produkt yon vier Erzeugenden l~l~t sich bekanntlieh auch als 2rodukt yon zwei 
Erzeugenden schreiben. Vgl. hierzu etw~ [1] Satz 5. 

20* 
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B e w e i s : 1. Die Geometric ski regular. 

Annahme: g inzidiert mit zwci uneigontliehen Punkten U 1 4= Ue. Es gibt mindestens ein a (~ U 1 
mit tag) ~ 4= 1 ; denn auf jeder Geraden c (~ U 2 mi tc  * g gibt es mindestens zwei verschiedene eigent- 
llche Punkte Pl, P2. I)a diese nicht auf g liegen, sind die Verbindungsgeraden yon P1, U1 und P2, U~ 
versehieden, d. h. mindestens eine der Geraden ist nicht Lot auf g, da die Geometric regulttr ist. Ebenso 
gibt es ein b ~ U~ mit (bg) 2 ~ 1. Fii:llt man von einem eigentlichen Punkt P yon g (lie Lote l~ und 
lb aufa  und b, so ist mindestens eine der Ungleiehungen (lag) 2 g: ], (/by) ~ :~ 1 riehtigS). ]st (l,g) 2 4= 1, 
se werden yon allen eigentlichen l)unkten g: P, (lie mit g inzidieren, (lie Lore auf I a geF, i llt. ]n P 
wird iiberdies das Let auf I a erriehteO). Alle diese Lore sind versehieden. ]hre Anzahl (mit Einsehlu[.I 
der Ger~Lden a) ist um eins gr6i~er ale (lie Anzahl dcr eigentlichen Punl<te yon g. Dies ist dn  Wider- 
sprueh zu Satz 6. 

2. Die Geometris sei eine Lotkerngeomelrie. 

Annahme: Es gibt aul~er dem Lotkern L~11o) auf g einen wei:teren uneigent]ichen Punkt U ~ Lrj. 

Ffir jede Gerade a r g mit U ~ a gilt: tag) ~ 4= 1 ([2] Hauptsatz 1). Nun werden yon allen 
e/gentlichen Punktcn yon g die Lots auf a gefallt. Die Anzahl der Geraden (Lore) von L a ist mrl 
mindestens eins gr61ier als die Anzahl der eigentlichen Punkte yon 9. Dies ist wie(lerum ein Wider- 
spruch zu Satz 6. 

N u n  k S n n e n  wi r  unscrc  G e o m e t r i e n  zu e iner  pro]ektiven Geometric erweitern, 

i n d c m  w i t  e inc  uneigentliehe (unendlich /erne) Gerade u e inf i ih ren  ~nd  crk] i i ren :  

u inzidiert  m i t  genau allen uneigentliehen Pun~len .  

A u f  G r u n d  y o n  Sa tz  7 i s t  dies dic einzig m~gliehe Erwei terung zu e iner  p r o j e k t i v e n  

Geome t r i c .  

Fig. 1 

vorkommenden Geraden eigentlieh sind. 

S a t z  8:  I n  der durch H i n z u n a h m e  der 

uneigentliehen Geraden u zur pro]ektiven er- 

weiterten endlichen Geometric gelten die Sdtze 

yon ])EsAnGUES und  PAPPuS-PAscAL. 

W i r  bcwc i sen  g le ich  a l l g e m e i n e r :  

Satz 8 a :  Liiflt sich eine (endliehe oder un-  

endliche) Geometric dureh H i n z u n a h m e  einer 

einzigen uneigentl iehen Geraden u zu einer 

projekt iven Geometric erweitern, so gilt in  dieser 

projekt iven Geometric der Satz  yon ])ESARGUES. 

B e w e i s  : Wir setzen zun~tchst voraus, dab alle in 
der DESAnGUEsschen Konfiguration (siehe Figur 1) 

Nach [1] w 3 und w 4 genfigt es zu zeigen, dail 
mindestens eines der drei Punktetripel {P"i"i' P~,}a}, P,k~,~} (i,j,k) = (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) 

8) Aus (l~,g) 2 = (Ibg) ~ = 1 wtirde n~mlieh (da die Geometrie regular und (lalog) 2 = 1 ist) 
l~ = I b folgen. Da nach Satz 5 die Lote yon I a ein Biisehel bihlen, miillte U 1 = U s sein. 

o) Ein Lot ]~l]t sieh erriehten! Denn es gibt naeh (111) mindestens ein Q ~ P mit Q E $ '  und 
g ~ Q �9 F~illt man yon Q }~ lr, (tas Lot d auf 1 a und verbindet man P mit Paa, so ist die Verbindungs- 
gerade das gewiil~sehte Lot. 

~o) Mit Lotkern Lg wurde in [2] das Bfischel ~ller Lore yon .q, das ja in einer Lotkerngeometrie ff 
selbst enthii~lt, bezeiehnet. 
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aus lauter eigentlichen Punkten besteht. ]st auf g etwa P , r  uneigentlieh, so ist nach Voraus- 

setzung (jede Gerade inzidiert nur mit einem uneigentlichen Punkt)(P<ti<~f Pa~a~, Paka~.} ein 

eigentliches Punktetripel. Es scion jctzt alle Pa~,~ eigentlich. Ist Paiai uneigcntlich, so ist 

nach Voraussetzung entwcder hSchstens nur 1 alak oder Puiak uneigentlich, d.h.  mindestens 

eines der Tripel {Paiak, P,ia;., Pa/,}},{Pai%, Pa~a~., Pai,~} besteht aus lauter eigentliehen 

Punkten. 

Ist eine der Geraden der Koniiguration die Geradc u, so hat man drei wesentliche Fb;lle zu 
unterscheiden : 

]. u - - g ,  2. u = g i ,  3. u ~ a i ,  a i' ( i = 1 , 2 , 3 ) .  

Wir beweisen (tie drei Fttlle gleich auf einm~d. Es soil entwcder u = g, u = ga odor u = az' sein. 

Annahrne: Paa~. ~ g3. 

Die DEsARcurssche Konstruktion wird wie folgt 
ubge:~indert (s. Figur 2): Man verbinde 

P.q,~ und Papa2 durch g-3 ~- g3, 

P~t:',~" und Pa~'~,13 durc|l a7 a' 4= a2', 

Pa~a~" und Pajerj dutch -g- * g .  

l)enkt men sich nun ga durch ~:~, a z' dutch ~2' 
und g durch ~-ersetzt ,  so erhii]t man eine neue 
Konfiguration, in der jedenfails alle vorkommcnden 
Geraden eigentlich sind. Die Geraden g, aa, a.( iiber- 
nehmen jetzt die Rolle yon g,, gz, ga, d. h. sic miisscn 
durch einen Punkt  gehen. Hieraus ergibt sieh aber, 
dag sowohl ~ als auehg mit den Punkten Paxat" =t= Papa3" 
inzidiert. Dies ist in den Fi~llen u =ga  und u = a z' 

Fig. 2 

eia Widerspruch zur eindeutigen Verbindbarkeit zweier Punkte (vgl. [2] Satz 2), im F~dl u = ff 
ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt immet: P,2,g.~ff.~ und damit ist der Satz volt 
I)~:SAnCI:ES vollst~ndig bewiescn. 

F t i r  end l iche  G e o m e t r i e n  g i l t  d a m i t  a u c h  der  Sa tz  y o n  PAPPus-PAscxL.  D a  

die end l i chen  Cxeometrien n u r  u m  clue u n e i g c n t l i c h e  Gerade  e rwe i t e r t  w o r d e n  s ind ,  

s ind die regul~tren u n t c r  d iesen  zwangs l~uf ig  abso lu t e  singul.hre Geom e t r i en .  F i i r  die 

L o t k e r n g e o m e t r i e n  l~il~t sich h i n g e g e n  dcr  fo lgende  Sa tz  a u s s p r e c h e n :  

Satz 9:  Jede endliche Lotkerngeometrie hat einen Koordinatenbereich, der ein 
K6rper der Charakteristik 2 ist. 

Z u m  Bowels i s t  ledigl ich  zu zc igcn:  

Sa tz  10:  I n  ]eder Lotkerngeometrie ist das F A r o - A x i o m  
nicht er/iillt. 

Wir betrachten die Spiegehmg an einer Geraden a (s. Figur 3). 
Es sei L a ~ b , c  mit b :~ c und b,c r a und P , ~ b ,  P ~ c  
]nit /)1, P2 ~ ~ ' .  Mit P3 und P4 werden die Spiegelpunkte yon 
P~ und P2 bezfiglich a bezeichnet. Fiir diese gilt wegon (ab)"- = 

(ac) 2 ~ 1 : P~ ~ b, P4 ~ c. Ffir die Verbindungsgeraden d yon/)1, 

5 

b 

2e v 

Fig. 3 
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P~ und e yon P.~, P~ ergibt sich also: (ade) 2 = 1 und ebenso ffir die Verbindungsgeraden f yon 
P~, P4 und g yon P~, P~: (afg) 2 = 1. ttieraus erkcnnen wir: Die Schnittpunkte der DiagonMen 
des vollst~ndigen Vierecks P~, Pv  P.~, P~ liegen alle auf einer Geraden a, d. h. das FANO- 
Axiom ist nicht elffillt. 

3. K~rper als Koordinatenbereiche in Lotkerngeometrien 

Hier sei entspreehend wie in [2] w 5 vorausgesstzt ,  d~l] eine Lotkerngeometrie 
in eine DESAaGUESSche projelctive Geometrie einbettbar sei. Es soll un ts rsucht  werdsn, 
welche K6rper der Charakteristilc 2 11) als Koordinatenbereiche i~berhaupt in Frage 

kommen und wie man Beispiele yon Lotkerngeometr ien  angeben k~nn. 

Zunachst  wird ein Koordinatensystem wie folgt ei~lgeftihrt: Es werden zwei be- 
liebigs eigsntliche Geraden x 1 * x 2, die einen eigenflichen 8chn i t tpunk t  0 haben, 
gew~hlt. Der P u n k t  0 erhiilt die Koordina ten  (1, 0, 0), der Lotkern  L~, (0, 1, 0) und 
der Lo tks rn  L ~  (0, 0, 1). 

~ u n  bes t immen wit  alle involutorischen Pro]ektivitiiten, die x 1 punktweise 12) 
festlasssn und minde~stens zwei Geraden aus L~, in sich iiberfiihrcn. (Die zugshSrigsn 

Matrizen der Projekt ivi t i i ten seien so normiert ,  dal] aoo = I ist, wena  %o ~: 0.) 

D~ (], 0, 0) F ixpunk t  ist, gilt: alo---a20 = 0 .  

Da (0, 1, 0) F i x p u n k t  ist, gilt: a01 = a21-----0. 

Da (l ,  ], 0) F ixpunk t  ist, gilt: a n = 1 .  

Da die Bewegung involutorisch ist, gilt:  a2~ = 1 .  

Da dis Bewegung sine Get&de der Gestal t  X 2 = B~a) in sich iiberfiihrsn soll, 

fo]gt:  a02 = 0. 

Setzen wir Sc]llieBlich a12 ~--K, so haben die gesuchten Pro jek t iv i ta ten  die 
Matrizen:  ( oo) 

0 1 K . 
0 0 1 

wobei K ein beliebiges KSrpere lemsnt  4= 0 sein d~rf. En t spreehsnd  erh~lt man for  
die Spiegelungen an der x2-Achss die Matrizen: 

' 1 o o )  
0 ] 0 . 

, 0  N 1, 

J1) N~ch Satz :10 l/ilJt sich einer Lotkerngeometrie, wenn fiberhaupt, nur ein K6rper der 
Charakteristik 2 als Koordinatenbereich zuordnen. 

~z) Bekangtlich gilt: L/iflt eine Projektivit/tt eine Gen~de punktweise lest, so ist tier zugeh6rige 
Automorphismus des Koordinatenk6rpers der identisehe. Folglich kSnnen wir uns hier auf lineare 
Projektivit/~ten besehr/inken. 

~a) GroBe lateinisehe Buchstaben und kleine lateinische mit doppelten Indizes sollen K6rper- 
elemente bezeichnen. 
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Bisher ha t t en  wir noeh keine Festsetzung iiber den Einhe i t spun~  getroffen. 
Dies helen wir nach, indem wir auf der x2-Achse einem beliebigen eigentlichen Punkt  
* 0 die Koordinaten (1, 0, 1) erteilen und verlangen, daJ] die Spiegelung an der 
xl-Aehse diesen Punkt  in den Punkt  (1, ], 1) iiberftihrt. In diesem Koordinaten- 
system hat  dann die Spiegelung an der x~-Aehse die Gestalt:  

o o) 
0 1 1 
0 0 1, . 

Welche Werte N ftir die Spiegelungen an der x2-Aehse in Frage kommen, wird etwas 
sp~iter angegeben. 

Je tz t  sollen noch die involutorischen Projektiviti~ten bes t immt werden, die eine 
beliebige Gerade a: X 2 ---- A X  1 durch den l~ullpunkt in sieh tiberftihren. Da (1, 0, 0), 

(0,1, A), (1,1, A) Fixpunkte  sind, folgt: alo =a20  : - 0 ,  %2-=ao l  A - l ,  a12 = 

(a~l + 1) A -1 und a21 = (a22 + 1)A. Da die Projektivitii ten aueh involutoriseh sein 
sollen, ergibt sich: a22 = A a l l A  -1. Setzt mau all  = / ( A ) ,  so n immt  die Matrix 
die folgende Gestalt an: 

1 ao2 A ao2 \ 
0 f(A) ( I + f ( A ) ) A  -1} 
0 A ( I + f ( A ) )  Af(A)  A -~ / .  

l~unmehr li~Bt sich folgender Satz beweisen: 

Satz 11: L~[3t sich eine Lotkerngeometrie in eine DESARGUESache pro]ektioe Ebene 

einbetten, so liegen alle Lotkerne au] einer Geraden. 

Den Beweis erbringen wir, indem wir ]nit Hilfe yon Axiom I zeigen, dab in der obigen 
Matrix %2 = 0 sein muB. WenI1 ao~ ---- 0 ist, liegt n~mlich Z a auf der Geraden (1,0, 0) und da 
sich ieder L~tkern nait (1, 0, 0) verbinden li~flt~, liegen alle Lotkerne auf der Geraden (1, 0, 0). 
Wir multiplizieren die folgenden drei Matrizen: 

( oo) ( loo)( laoA ao ) 
0 1 0 0 1 1 0 f(A) ( I + f ( A ) ) A  -1 = 
0 N 1, , 0 0 1 0 A(I+f(.A)) Af(A)  A -~ 

1 an2 A 
0 f(A) + A ( I + f ( A ) )  
0 Nf(A)  + ( N + I )  A ( l+f(A))  

(1 +f(A))  A -1 + Af(A)  A -1 
N( I  +f(A))  A -~ + ( N + I )  Af(A) A -x . 

Die Produktmatrix muB nach Axiom I wieder eine Geradenspiegelung b, deren TrSgergerade 
eine Gleichang der Gestalt X2 = BX1 hat, repr~isentieren, d.h. es muB bo~ = be2 B = ao2 A 
ut~d be2 = ao ~ sein und folglich A = B, wenn ao2 �9 0. Hieraus folgt: x~ xla  = a oder 
x 2 x l = l .  Das kana abet nicht sein, da x~ ~: xz ist. Also muff a o z = 0  sein, w.z.b.w.  
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Aus dcr P r o d u k t m a t r i x  lassen sieh noch weiterc Folgerungen ziehen. Da  

(x~ xla)" - -  1 oder, was dassclbe ist, x 2 x 1 a = a x lx2, m u g  allch das folgende Matr izen-  
p roduk t  dicsclbc P r o d u k t m a t r i x  crgcbcn14): 

A( l+ f (A) )  A.f(A)A -~ ~) 1 N 1 

.f(A) (1 - /N)  + (1-/ . f(A))A-~N f(A) ~- (1-{-f(A))A -~ 
A ( I + f ( A ) ) ( I + N ) +  A f ( A ) A - ' N  A(1-/f(A))-~- A f ( A ) A  -~ ]" 

Vcrgleicht man  nun die Kocff izicntcn dcr beidcn P roduk tma t r i zcn ,  so crh~tlt 
man  (lie folgendcn Bezieh ungen:  

~12 : 

(~) 

(1 a) 

611 : 

/( ,4) -~- (1-~-/(A)) A -1 = (1 @[(A))  A -1 -~- A / ( A ) A  -1 d .h .  : 

/ (A)  -- A / ( A )  A -1 oder:  

](A) A = A / ( A )  

/(,4 ) (1. 2 r- N) -1- (]. -~-/(A)) A -1 N = / ( A  ) -4- A (l + J(A)) 

/ (A)  ( N + A - 1 N + A )  = A -1 N + A 15) 

(2) /(a) = (A -[-A -1 N )  ( ~ ' - ] - A  -1/~'--~-.4) -1 

C22: A(II + / ( A ) )  + ](A) = N ( I + / ( A ) )  A -1 + (N- l -  ] ) / ( A )  15) 

( N + N A - I + A ) / ( A )  = A 4- N A  -1 

(3) / (A)  = ( N + N A - ' + A )  I ( A + N A  -1) 

621: A([ -I-/(A))(] -~.N) ~- [(A) N -- _N/(A) Jr (-N@ 1) A(1-[-/(A)) 

A N  + A + A / (A)  - / / ( A )  ( A N + N )  = N A + A + A / (A)  + (N A + N)](,4) 

+ A2 / (A)  

`4 ~" + `4/(,4) (N + A-1 ;V + A) -- ~ A + (N + ~T A-1 + A) / (A)  A . 

Beac]~t(~t man  (2) und (3), so folgt:  

A2V + (A2+2V) = 2VA + (A~+;V) 

(4) A N = N A .  

Aus (4) folgt, dal3 N dem Zentrum des Koord ina tenkSrpers  angehiircn mul3. 
] )ann sind dic ] )ars tel lungen (2) und (3) identisch. Man e rkennt  also: Sind die Spie- 
gelungen an den Achsen bekannt, so sind die Spiegelungen an allen Geraden dutch 0 

eindeutig bestimmt. Wit  bcwcisen nun 

J4) Da a]le aoi und alo ffir i # 0 verschwinden, kSnnen wir die erste Zeile und Spalte der Matrix 
fortlassen. 

la) ]lier wird bereits yon (1) bzw. (la) Gebraueh gemaeht. 
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Satz 12:  Der Koordinatenk6rper einer Lotkerngeometrie ist kommutativ. 

:Beim Beweis  bediene ich reich der Methode, die R. ]':ANNENBEaG le) bei K6rpern der Charak- 
teristik ~ 2 benutzt hat. M~n rcchnet leicht aus, d~I~ der Abstand 6 = X 2 + A X  1 eines Punktes 
nlit den Koordinaten (X1,X2) vim ciner Gcraden a : X2 = A X 1 bei Spicgelung all a erhMten bleibt. 
Sind a, b E 0 zwei Geraden und P 4- 0 cin Punkt yon b, so sind wegen x 1 ab = bax 1 xla(P ) und 
oxl(P ) Spicgelpunktc bezfiglich b, d. h. der Abstand, den x 1 a(P) yon b hat, mull glcich demjenigen 
sein, den a x l ( P  ) yon b hat. Der Punkt Po: (1,1,B) liegt auf der Geraden b: X 2 ~  B X  v Wir 
erhalten Iiir o(Po) die Koordinaten: 

(1, f(A) + (I +f(A))A -~ B, A(I+](A))  + f(A)B) und ffir x~ a(Po): 

(1, f(A) + (I +f(A))A -~ B + A(I  +f(A)) + f (A)B,  A(I  +f(A))  + ](A)B) . 

Fiir xl(Po): (1, I + B ,  B) und fiir axl(Po): 

(1, .f(A) (1.,],13) + (I +J(A))A -1 B, A(I  +J(A)) (1 + B) + J(A)B) . 

Setzen wir die Koordinaten yon Xlar(Po) und axl(Po)in die Abstandsformcl 6 ~ X 2 + B X  1 ein, 
so erhalten wir (lie Beziehung: 

A ( I + J ( A ) )  + J ( A ) B  + Bf(A) + B(I+f (A))A-X B + BA(1 +f(A)) + Bf (A)B  = 

- A(]+f (A) )  (:1+ B) + f ( A ) B  + Bf(A) (1 A- B) + B ( l + f ( A ) ) A - ~ B  
oiler: 

(5) / / A  (1 + f ( A  )) = A (l + I(A)))?,  

d. h. Z 1 = A (1 +f(A)) mul.~ ffir jedes K6rperelement A i m  Zentrum liegen. 

Entsprechend erh/ilt man, wcnn man start der Xl-AChse die x2-Achse verwendet: 

(6) N ( I + f ( A ) ) A - ~ B  = B ( I + J ( A ) ) A  ~N 

d.h. auch ( I+f (A) )A  -1 liegt fiir jedes ,4 im Zentrum und somit auch [(I+J(A))A-1] -j = 
A (1 +f(A))- l .  Also ist ebenfalls A (1 +](A)) -1 A (1 +f(A)) := A ~ iv) ein Zcntrumselement. Setzt 
man ft irJ(A) (3) ein, so fo]gt: 

Zt = A(I  + f(A)) = A N ( N  + A-aN  + A) -~ 

oder umgeformt,: 

ANZ1-1 = N + A-1N + A 

A2NZ1-1 - -  A N  + N + A" 

A = A'zZ1-1 + i + A % u  -1 , 

d. h. auch A liegt im ZentIum. Da alle Elemente Zentrumseh~mente sind, ist der KSrper komlmltativ, 
w. z. b. w. 

Aus  (2) l/i/3t s ich n o c h  c ine  wc i t e r e  F o l g e r u n g  z iehcn.  / ( A )  i s t  n~imlich n u r  d a n n  

e rk lhr t ,  w c n n  /iir kein K6rperelement A der Ausdruck N + A -a N + A oder 

Ae -~ A N ~- N verschwindet, d. h. iiber dem Koordinatenk,6rper einer Lotkerngeomelrie 

gibt es mindestens ein irreduzibles separables Polgnom zweiten G-fades. 

~6) Soll delnnfichst erscheinen. 

iv) ]lier wurde (:[a) benutzt. 
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Satz 13: {Jber einem K6rper $~2 der Charakteristik 2 15flt sich dann und nur dann 
eine Lotkerngeometrie erkltiren, wenn der K6rper kommutativ ist und ein irreduzibles 

separables Polynom zweiten Grades besitzt. 

Beweis : Das ,,nut dann" folgt bereits aus den obigen Betrachtungen. Um das ,,dann" zu be- 
weisen, wird eine Lotkernffe~metrie wie Jolgt konstruiert: ,,eigentliche Punkte" = alle Tripcl der Ge- 
stalt (1, X1, X~) mit X 1, X 2 E ~2; ,,Geraden" = alle linearen Gleichungen AX1 + BX2 + C = 0 
mit A, B, C E ~ und (A,B) 4: (0,0) und die uneigentliche Gerade X o : 0. 

,,Geradenspiegelungen". Ist y2 q_ At* y + M ein irreduzibles Polynom, so ist auch das Polynom 
y2 _}_ M 1N,2 y W M - 1 N  .2 = Y~ + N Y -]- ~" irreduzibcl. Die Spiegelungen an den Geraden 
werden wie folgt erkliirt: 

F/it X~ = C: XI* = X1 + X2 + C 

X2* = X2 

Fiir X1 = D: XI* = X1 
X2* = A'X1 + X2 + ND 

F f i r X e + A X ~ + C = 0 : X I * : ( N + N A - X + A )  I ( A + N A  t ) X I + A - t N X 2 + A - ~ N C  

Xz* = (N + NA-  ~+ A)-~ ANX~ +(A + NA-~)X2+ ~VC. 

Man rcchnet leicht nach, dal] die so crkl~tr~cn Spiegc]ungen dem Axiom I. genfigen. (Es geniigt 
Axiom I. fiir den Punkt 0 zu verifizieren.) Damit ist aber Satz 13 bewiesen. 

Die hier angegebenen Lotkerngeomet r ien  wollen wir singuli~r nennen ,  da bis 

auf  die Gerade X o = 0 und  die mi t  ihr inzidierenden P u n k t e  alle anderen  Ge- 

raden  und  P u n k t e  eigentlich sind. Eine  axiomatische Kennze ichnung  dieser 

Geometr ien soil im n~tchsten Paragraphen  erfolgen. Ob es noch andere Lotkern-  

geometr ien fiber KSrpern gibt, ist eine offene Frage.  

4. A x i o m a t i s e h e  K e n n z e i e h n u n g  der s i ngu l i i r en  L o t k e r n g e o m e t r i e n  

Def in i t ion :  Eine Lotkerngeometrie heiflt singuliir, wenn das /olgende Axiom er/iillt ist : 

I I I b ' .  Jeder Punlct Pub mit (ab) 2 4:1 ist eigentlich. 

Satz 14: Eine singuldre Lotkerngeometrie Idflt sich eindeutig zu einer DESARGUES- 

schen pro]ektiven Geometrie erweitern. 

Beweis : Da mit jeder Geraden nur ein Lotkern inzidiert, sind nach Axiom I l lb ' .  alle iibfigcn 
Punkte der Geraden eigentlich. Die Geometrie kann deshalb zwangslitufig nur um eine uneigent]iche 
Gerade u erweitart werden, die mit genau allen Lotkernen inzidiert. Die so erweiterte Geometrie ist 
bereits projektiv, wie ersichtlich. Nach Satz 8a gilt in der erweiterten Geometric der Satz yon DEs- 
A aGUES. Nach den Ergebnissen yon w 3 ist dann auch der Satz yon P*PVus-PAsct, L richtig. Mit dem 
Beweis von Satz 14 ist auch der noch ausstehcnde Bcweis von Hauptsatz 3 aus [2] hinsichtlich I II b'. 
erbracht. 
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Satz 15: I n  einer s ingul~ren Lotkerngeometrie s ind  bei ]eder Bewegung  ab m i t  

ab inv  alle Lotkerne F i x p u n k t e .  

Ztlm Beweise nehmen wir an: Zc ist kein Fixpunkt der Bewegungab. ])ann ist aber Poe" :v Le 
mit c" ~ abcab ~: c(l) Fixpunkt, da ab involutorisch ist. Pet" ist eigentlich; denn Pcc" ~ c und 
Pr :~ Lc (Axiom IIIb' .) ,  d. h. (cc') ~ ~: ]. Naeh Satz 3 bedeutet dies Pab ~ Poe'. Da aber (ab) ~ ~ 1 
ist, gilt auch Pcc" ~ Pab ~- La" Dies ist ein Widerspruch, da L a uneigentlieh ist. 
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