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13ber e i n e n  Satz  y o n  G. RmcI-CuRB.STRO u n d  die GAusssche  

K r t i m m u n g  der M i n i m a l f l ~ i c h e n  

Von Max PIlL in Dacca (Pakistan) 

In tier Theorie der Minima lfl~iehen kmmt man ein Ergebnis yon G. l{mc~- 
Ceuuas'r~m in der folgenden Fornntlierung ~): Ist d~ ~ alas Bogmwh'ment einer Minimal- 
fl~i.ehe mid K ihr Kriimmungsma.B, so hat die qnadratisehe i)ifro,'('ntialfo,'tn 

d * * 2 =  I - - K d s ?  

Versehwindendes ]~riimmnngsnmB. Am~h die Umkehrmlg gilt. In dieser Formu- 
lierung kommt die, Einbettung der Minimalflgche nieht znm Ausdruek. Gleiehwohl 
ist sic wesentlich fiir die Allgemeingitltigkeit dos Satzes yon G. IllccI-OutmaSTl~O. 
Bas Problem hii.ngt iiberdles mit der Mi'@M,keit, die Gavsss<:lle Kriimmung K 

der Minimalfli~che in die yon E. S'rut)u zuerst b~mutzte ,,Normalrorm '~ K -= -- 1 2 ,qpz 

zu transformierem zusammmt. ])iesen Zusa,mmmhang wolhm wir zuerst behandehl 
Und dann ein Oegenbeispiel ein<u" Minimalflii.che im euklidisdlen vierdimensionalen 
]{aum R 4 konstruieren, fiir writhe der Satz yon G. R1cci-Cm~uAsTl~o nieht gilt. 

1. E. STUI)YS Normalform der GAvssschen Kriilml!ung 
Sind %, ue isotrope Parameter einer biniiren Metrik ds e, "so gilt: 

(1 )  d82 = ~ (]12('ltl, U2) ~ du2, f i l l  ,(]22 = 0 . 

ttat die (;rauss~ehe Kriinmmng K der Metrik (1) die STUDYS(~]tO Normal form (mid 
das wolhm wit jetzt vor~mssc,tzen), so gilt e): 

(u) 1< = 
:I {s 

&~s (I) und (2) ergibt sieh di<, euklidische bingre Metrik 

(3) &*~ = ]/-- I;  ds 2 = 2 d~q d.,o , 

deren zugehSrige G,csssehe Kriimmmlg K* versehwindet. Nmt sd umgekehrt 

9, * (4) ~,** = . ,  g,~ d ~  du.: = ~ I / -  Z a. ,  e,,~ d,,.,, a*.., = 1 - -  I ;  a, ,  
eiae biniire euklidisehe Metrik und da.her 

1 r lgg m __ 0 (5) K* = - -  ,q%,,, ~-%~,,, . 

' )  Vgl. z. B. W. BLAS(:n,~F., EinffihrtCng in die l)i[ferentialgemnetri~,,  w 72, S. 1"_)4, Berlin 195(}. 
' )  Vgl. 1), w 72, S. 123. 
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])ann rolgt aus (4) 

(6) Jg ~,*,., - Jr I / K t- i g . q .  

und daher nach (5) und (6) 

b 2 I g g'~2 b '2 ' 

&,li.u. 2 =/.ul/fu. 2 (lg ]/ - K -t Ig t.l]e) = O. 

~ I/-SK i i gqv ,= -  Ig/(u,)-  Ig.q(,..,), ( I ' : /  +0)  
1 

(7) I" A- = - 
.f "~.',ql2 

Bis jetzt ha,ben wir keinerM (+ebrau<.h von eine, r Einbettung dor Metrik (1) 
gemaeht. :Nun betraehten wit eine spezielle Realisierung der Metrik (1) auf einer 
Minima,lfl~icho ~(%,,u,~) des mlklidisch('n n-dimensionah'n Raumes R,(n > 3): 

~ ( u . u 2 )  = t ) ( ' . ] )  + ~(u~) ,  ~)'" = ,~" = 0 .  

])ann (whalten wit an Stelle von (7) 

( s )  ]/  - A" = ] " .ft)'g~ ' ,(/12 • I.)' ~ . 

l)a [ und g ni('ht verse hwinden, fiihren wir dutch die Ska.h,ntr~ulsform~tionen 

II. l qll,2 

[ ,o f ,It 
p(u,) = j:l(t) ' q ( ~ " ) =  . : / ( t )  q') <? 

re,u(' isotrol)O Parameterp und q ein un(1 (,rhalten weg(,n 

I ] 
i ] ' - ~  I.)pp' = yp f ,  ,~--==- 8qq = ~)q g 

aus (8) (lie STU]~Vs('tm Normalform din' (;~usssetw]~ K~itnmmng 
] 

])ainit ist gezeigt: 

Der Natz yon (L R[( ( -(,(m L~sr[/o .ist Oquivalent mit get Existe~z geeigneter i,::o" 

troper Parameter au] der Minimal/ldche des Rn, in welchen ihre (;Auss~ch,e Kriim- 

~lrH~,(,l (tie STUD Y,~e]t,e Normal/otto gewinnt. 

]? i i r  n = 3 sind die STu])Y-Vl,:ssm'rs(.h(,n Param(,ter der isotropen K u r v e n  L) 

und 5 Beispiele solcher geeignetor Parameter. Fiir ~ ~ 4 sind die S T U D Y - V E s s I O T "  
s Normalfortn s(.hen Parameter im allgemeinen ungeeignet, mn fiir K die 8TUDYdeho 

ZU gewimu,n. Wit zeigen (lies im folgenden an einem Beisl)id. 

()der" 
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2. G e g e n b e i s p i e l  f i i r  n - -  4 

Wit, bctra 'hten die isotropen Kurve, n 

(10) ~ ' ) - 1 6  6 (u~@}~) ,  2 .  0 ,  <~ =:  0. 6 ( u e A - 3 )  2-"  6 /" 

i =  V - - ] .  

lhre Tangentenvektoren t}' und ~ sind isotrop: 

~.}, / l---u~ l -Fu~ .iq.tl, 0 } ~,)'2 =. O{gt,,1 } 
( 1 1 )  �9 = [ 2 i  '2 ' ' ' 

,~ i o  1+~,,:_-; ,:~.~ ~ ~ /  y' ~ o{u~} 
= 1  ' 2 ' ' i~7-  / '  

Die zweiten Ableitungen t)", ~ sind normiert: 

~)" = {,,:,,q, .%  ,,:, o } .  ~)"~ ~ .... ] { ~ d ,  

])ie ])arameter %, u~ der isotropen Kmvcn (10) sind also STUI)Y-VEssIOTSehe P~ra- 
meter. Gleiehwohl hat die O~t~:sss(.he K]timmung der Ninima.lfl~iehe 

i~t diescn Pa 'ametern nieht die STuDvsehe Normalfonn. Denn in isotropcn Para- 
]netern gilt "~) fiir die (l.AUSSsehe ]{Hinmmng tier I]aehc (12) 

1 (13) ]" = - (t~;~)-= I(t)'~) ( ~ " ~ )  - (~)'~) (~",~)]. 

]qh' die skalartqt Produktc t)'i, t)"~, t)'~-:, t)"~ folgt a,us (11) und (13): 

�9 1 o o 

.(hz = t}' ,~ = 4 [(1 -q- ui) (1 q- u.;) - -  4 ,,.~,%], 

- 1 6 ( u ~ q - u ~ - - u f u ~  .... 1) ---16 1 
(15) K - - [ ( l + u ~ ) ( l + u ~ ) -  4u~u~] a ~- [ ( ] - J - ~ t - f ) ( 1  @~k, '~ ) -~  4 ~ l ? t a ]  -~ = - -  g ; . ,  " 

])ie G ,  usssche K~iimmung(15) der Ninima.lflfiche(]2), obwohl auf STVDY- 
u Parameter bezogen, ist gleiehwohl nicht von tier SwuDvschen :Normal- 
~orm. Wie stcht es mit dem Satz yon G. I~ICcI-CuRBASTRO i~uf der NinimM- 
ll~iche (12)? ]hre Metrik ist dureh 

(t82 = 2 9'12 dUl  du2 = 2 1)' ~ d u  1 d u  2 

a) Vgl. M. PINL, Monatshef te  ffir Mathemat ik  55/3, 189 (1951). 
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(14) ~,:m~,.,,, = t),,~ __ 2 [ . ,~( ]  + ~,:,). - -  2..~.], aa._;~..., = ~)' ~ = _ I...,(1 §  2 ' . d ,  

~q g:~.2 ~ = ul u2 1 , 



;) ( Z  ~'1. I) INI. AI ICl l .  M .v ' i l .  

gcgclien. Wir  llal)(,n di(, M( ' t r ik  

ds *~ 2 I / K gr~ dul d,,., = 2 ,q*z d.~ d..> 

ZIl ])riil'('n in i t  (h'r (Ltusss(.h(,n ]~_rtiltll l l l lng 
l b'-' lg 9]~ 

(1 i~) i c *  - -  
~.~2 ?u i  ~u., " 

Na(,ll (4). (14) und (15) gilt: 

/ /  u T + ' u ~  uTu~ - 1 
( 1 7 )  g*z (1 4 - u ~ ) ( i  + " . ~ 1 - - 4 ' u , u ,  ' 

[ ) o .~ o o o ,) 

lg  g*z - :  2 [ ] g ( u ~ - - u 7 ,  . . . .  .7u7>-- -  1 ) - -  lg(:l  -I- a t - t - u : , - t -  u,7 a 7 - - - 4 . , ~ . o ) ] ,  

lgg]~2 a I u a u..-'_, "~t I 4- u.l u'.-', " 2 u 2 
~'1/, 1 qt / -~- ' t l~ 'U'f 21, 2 ] ] l -  ~ ' /  71 '11'2 -t-  U / U~ 4 H,1#~ 2 

c 1,, ,Clio -2ulu2(U ~ + u.-'. ~l ~t". 1) ('u I -uj 1<;)(2 u 2 - -2U i u21 
/r (u7 + ' u ~  -- ~l. Tu~-  1)2 

(~1.~ +u~ 4-u/u~ 4ulu.'>4- 1)(2ulu,_ -2) ('ua -I- ~xau > -2a2)(2u24-2u~'~ -4Ul! �9 
( i s )  

(1 +'u7 § u7 +u~ .~ - -4  ucu~, 2 

])i(' gmnischte Ablo i tung( lS)  |niiBt(~ mi t  Rii(;ksicht auf (16) id(,ntis('h in uv u~ 
vcrschwindon, worm ~u'f (12) G. RmCI-(~Um~ASTROS Satz gilt. l)as ist aber nicht 

d(,r Fall, d(,nn fiir u 1 - - a ~  = 0 (,rgibt si(,h na('h (17) und (18) 

~" ig git' I = 2 :4=  0 :/*~(0,o) = i + 0, e,,,v,,~ i,~=,..=o 

und dahm" nach (16) 

s  ~ 0 {',.1.u~_}. 

J}amit ist gczcigt" 

Die Min.iraal[liiche (12) de.~ euklidi~chen vie.rdime'~e.ionale.~ Rau~ne.,s mit  den. iso" 

tropen Erzeufenden (10) i,o.t ein Beispiel einer Minimal/liich.e, au[ u,eh:h.er der NatZ 

yon G. I~mC1-CUI~nASTnO nicht gilt ~.nd keine isotropen Parameter  ex..istiere~, i~. 

welchen die,. (nichtversch.u,indendt~) G?,vss~ch.e Kr i immunf f  der Fliiche die STtrl)vsc.he 
Normal]ot to erhiilt. 

In, Falle K = 0 ist trivialerw(qse K* 0.. oine thnl(ehrung ist sinnlos, d~ es 
sich in diesem Falh, um r identis('h v, ' rschwindende quadratis( 'ho 1)iff (~re~tial" 
form handelt ,  l)er Fal l -K = -  k 2 #  0 konsta, nter  n ichtverschwindender  (~.~vss" 
sober Kr thnmung  ist a u f a  lion Minimalfl~('h(,n, a uf wclchen dot Sa~z yon (}. lgtcCt- 

CUIU~ASTnO Kilt, unmiigli('h, l )enn  dann gilt (19) un(l dahor 

o l 
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a lle Komponenten ,qik fallen kons tan t  m~s. ])as fiihrt abet  auf den Widersprueh 
7~ ~ 0. Jn Ra kmm mit andern Methoden die Nichtexistenz reel|er Minimalfliiehen 
konst~ulter nichtverschwindender  (~ALsss(;her Kr i immung gezeigt werden4). Zur 
~ Lntscheldung tics Existenzproblems im a llgemeinen Falle n > 4 scheidet na('h 

Unseren Ergebnissen der Satz yon G. Rm(:~-C.um~As~rno als Ililfsmittel a us. 

1 )arjecling ( 1 limalaya) 

.hmi 1953. 

Eingegangen am 30. 6. 1953 

a) Vgl. M. P~NL, Mmmtstwffe fiir Mathematik 58 (1!)5-1). ]m l)ruck. 
26* 


