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Uber einen Satz von G. Ricc1-CURBASTRO und die Gausssche
Krimmung der Minimalflachen

Von Max Pint in Daecca (Pakistan)

In der Theorie der Minimalftichen kennt man ein Krgebnis von G. Riccr-
Cunrrasrro in der folgenden Formulierung 1): Ist ds? das Bogenelement einer Minimal-
fliche und & ihr KriimmungsmaB. so hat die quadratische Differentialformn

ds¥? = | — K ds?

verschwindendes Kriimmungsmall, Auch die Umkehrung gilt. In dieser Formu-
lierung kommt die Einbettung der Minimalfliche nicht znm Ausdruck. Gleichwohl
Ist gie wesentlich {ir die Allgemeingiiltigkeit des Satzes von G. Riccr-Cursastro.
Das Problem hiingt iiberdies mit der Moglichkeit, die Gavsssche Kriimmung &
1

.
Iz
2u transformieren, zusammen. Diesen Zusammenhang wollen wir zuerst behandeln
Und dann ein Gegenbeispiel einer Minimalfliche im euklidischen vierdimensionalen
Raum R, konstruieren, fiir welche der Satz von G. Ricci-CurBastro nicht gilt.

der Minimalfliche in die von E. Svupy zuerst benutzte ., Normalform™ K = —

L. E. Stunys Normalform der Gavssschen Kriimmung
Sind #q, uy ivotrope Parameter einer bindiren Metrik ds2, so gilt:
(1) ds? == 2 g5 (11, 2p) duiy Aty 1y = o0 = 0.

Hat die (javsssche Kritnumung & der Metrik (1) die Stunysche Normalform (und
das wollen wir jetzt voraussctzen), so gilt?):

2) K—— '
F1a
Aus (1) und (2) ergibt sich die cuklidische bindre Metrile
(8) ' ds*? — ]/.- K ds? = 2 dwuy du, ,
deren zgehirige Gauvsssehe Krilmmung K* verschwindet. Nun sel umgekehrt
4 ds* = 2 g7, duy duy = 2 A'/"* K gy, duy duy, g1y = ]"”““ K gy,
bine bindre cuklidische Metrik und daher

22
1 &lggly
g%y (U Cu,

(5) K* =

Y Vgl 2. B. W, Brascuke, Linfithranz in die Differentialgeometrie, §72, R, 124, Berlin 1850,
B Vel 1), §72, 8,123,
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Dann folgt aus (4)

(6) lggl =lg | — K | lg g1

und daher nach () und (6)

g gty ok
Cufuy  fuy i, (g |~ K +lggg) = 0.
Oder:
g}~ K lggn = —lgfu) g glus). (/g =+ 0)
; . 1
f N = -

Bis jetzt haben wir keinerlei Gebrauch von einer Kinbettung der Metrik (1)
gemacht. Nun betrachten wir eine spezielle Realisierung der Metrik (1) auf eine¥
Minimalflache 1 (u,,%,) des cukiidischen n-dimensionalen Raumes B, (»=38):

¥(ugug) = Ylug) 4 3(u,), 2 =§2=10.

Dann cerhalten wir an Stelle von (7)

o 1
fo o K =
(H) I ]\ fl)ll(]% 3 /12 1)

Da [ und ¢ nicht verschwinden, fithren wir durch die Skalentransformationen

ul) /1[{ q( z) /(/(f

(Y
l) 115)()

neue isotrope Parameter p und ¢ ¢in und erhalten wegen

I .
! e o — —_
W0 = bR =k,
aus (8) die Stunvsche Normaltorm der Gaussschen Kriimmung
(9 k= K = !
’ o = N T

Damit ist gezeigt:

Der Satz von (. Ricct-CUrRBASTRO ist dquivalent mit der Eaistenz geeignetes 780"
- y ) . . Cpiine
troper Parameter auf der Minimalfliche des R, in welchen ilre (iausssche KU
mung dic STUDYsche Normalform gewinnd.

Wir » =13 sind die Sruny-Vessiorschen Parameter der isotropen Kurven U
und 3 Beispiele solcher geeigneter Parameter. Fiir » = 4 sind die Stun y-VESSIOT
schen Parameter im allgemeinen ungeeignet, um fiir & die Stunysche Nor -maltort!
zu gewinnen.  Wir zeigen dies im folgenden an einem Beispiel.
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2. Gegenheispiel fiir n = 4

Wir hetrachten die isotropen Kurven
] o . o oy U Uy , 5 gy LD Uy 5
(10) 1’2{1?("7‘” 3). ’gl(u;Jrs)ff;j'.o}..&:{0. 6‘(1@—?—3).%".'g?(vuz——&)}.

I., — |/"-——‘ J .

Lhre Tangentenvektoren 1)’ und § sind isotrop:
[ 1—aut 14w}

(ay By = TR tug, 0 }, §'2 = 0{u}.
' R 14+ . |- .
’2‘ e {()’ 2 S ’Ir'll‘z N 27‘2} . 52 = 0{%2} .

Die zweiten Ableitungen 7, § sind normiert:
Y o= iy, uy, 6, 03, 972 = —1 {u},
= {0* Us, 7"9 ]”’2} : 52 =1 {u2}'

el

Die Parameter uy, %, der isotropen Kuiven (10) sind also Stunv-Vesstorsche Para-
Weter. (Hleichwohl hat die Gavsssche Kifimmung der Minimalflache

(12 (g u) = Ylu) + 3(uy), 1'2=3i2=0

M diesen Paramnetern nicht die Stupysche Normalform. Denn in isotropen Para-
Metern gilt®) fir die Gavsssche Krilmmung der Fliche (12)

“ > 1 e " r- 7N
(13) K= 3 [(»3) (973) — (v'3) (v"3)] -
Fir die skalaren Produkte Y3, 974, 97, 975 folgt aus (11) wund (13):

R O . 2
g2 =1"% 3= " [(14-u7) (1 H-us) — 4 wgny]

ey PR 2y e re_ 1 2 g
{14) hu.lf =10"3=, [ +uz) — 2u,], é‘“ul.z =9 3=, [e(l+4)— 2y,

L2
[T

s
. — = Uy — 1
( Uy Oty =ty 1,

(15) K- 16 (ui +uj —uiui~1) | — 16 . 1

At ug) - dul T I eg) —dmnf T g
Die Gausssche Kriimmung (15) der Minimalfliche (12), obwohl auf Srtupy-
Vesstorsche Parameter bezogen, ist gleichwohl nicht von der Srupyschen Normal-
form. Wie steht es mit dem Satz von G. Ricci-Curastro auf der Minimal-
fiche (12)? Thre Metrik ist durch

ds? = 2 gy, duy duy, = 29§ du, du,

3 Vgl M. Pine, Monatshefte fiir Mathematik 55/3, 189 (1951).
Archiv der Mathematik, 1V. 26
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gegeben, Wir haben die Metrik
ds*? = 2 l/‘/ - K gy, duy duy = 2 g7y duy diy

zu priffen mit der Gauvssschen Kriimmung

1 “lggt,

v T
(16) K* = g%, ouyou,
Nach (4). (14) und (15) gilt:
¥ 7/ ubduio--wiey -1
(17 glz——yr(IAZuI-')(]—}—u._,) -t

lg gt — i Hg(uF 4wy —uiul—1) — gl 4 wf -+ whuz—Fuju,)]

P )
olg gy, Uy U g -+ ugud - -2u,
Aau,  owddwd - owied 1 1 wuduiduduy duquy’
2 lg g, 2, FRNT Y| \ 2y 2u2 u,)
B2 —Zugug(ui 4wl - wiud ) oy —uy ) (2ug - -2ui u,
duy 0, (w4 uyi - wpui--1)°

18 (i FusFuiud  duguy + 1 2uye- -2)- (1 4 %3 —2u9) (20 A 2uyui 4"'l) .
(18) . (I 4u? 4 uy +uiny—duu,?

Die gemischte Ableitung (18) miite mit Riicksicht auf (16) identisch in g, "2
verschwinden, wenn avf (12) G, Ricai-Cureastros Satz gilt. Das ist aber nicht
der Fall, denn fiir u; = w, = 0 ergibt sich nach (17) und (18)
&g gk,
7E0,0) =i w0, . cfi =2 =0

Uy Oty iu P
1M
und daher nach (16)

K* == 0{ug,uy} .
Damit ist gezeigt:
Die Minimalflicke (12) des euklidischen wierdimensionalen Rawmes mit den iq;
der Sav*

tropen Erzeugenden (10) ist ein Beispiel einer Minimalflache, auf welcher X
in

mon (5. Ricc1-CuRBasTRO nicht gilt und keine isotropen Puarameter existieret ;

. . . - y QD YSCRE
welchen dic (nichtverschuwindende) Gauvsssche Kriimmung der Fliche die STUDY
Normalform erhilt.

a 08
I Falle K = 0 ist trivialerweise K* = 0, eine Unikelrung ist sinnlos. da

sich in diesem Falle um cine identisch verschwindende quadratische l)lff(‘lt’“tl‘l
form handelt. Der Fall K = — k% %= 0 konstanter nichtverschwindender Gavs” -
scher Kritmmung ist auf allen Minimalflichen, auf welehen der Satz von (- Rrctt
Cunrastro gilt, unmoglich. Denn dann gilt (9) und daher

2

g : T 7 1
Ju=1=0, T =13,="0, Ta =1, 3, = ko



Vol. 1V, 1953 Uher einen Natz von (. Ricc1-CURBASTRO 373

alle Komponenten 7, fallen konstant aus. Das fithrt aber auf den Widerspruch
K = 0. In R, kann mit andern Methoden die Nichtexistenz vecller Minimalflichen
konstanter nichtverschwindender CGaussscher Kriimmung gezeigt werden?).  Zur
Entscheidung des Existenzproblems im allgemeinen Fallen =4 scheidet nach
unseren Ergebnissen der Satz von G. Rica-Curpastro als Hilfsmittel aus,

Darjeeling (Himalaya)

Juni 1053,

Eingegangen am 30, 6. 1953

1) Vel M. Pine, Monatshefte Fir Mathematik 38 (1954, Im Druek.
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