
314 aRcm MATtI. 

15ber die maximale Dicke der ebenen Schnitte 
eines konvexen KSrpers x) 

Von LvDwx~ Dn~ZER in Oberwolfaeh 

Her r  Professor St~ss mach te  reich auf  die folgende Frage  au fmerksam:  Man be- 
t raeh te  im ~3 die Gesamthe i t  aller konvexen  KSrper  der Dicke 2) eins. Welches ist 
die un tere  Grenze der  max ima len  Sehni t td icken dieser KSrper ,  und  ffir welehe K6rpe r  
wird sie angenommen  ? 

Sei also .@ ein konvexer  KSrper  im ~3, d seine Dicke und ds die maximale  Dicke ~) 
seiner ebenen Sehnit te.  Wir  wollen an H a n d  eines Beispiels zeigen, dab 

(1) ds < d 

sein kann.  
Vorweg bemerken  wir folgendes: Sei @ eine beliebige Ebene,  fiir die der Schni t t  
= ~ ~ ~ nieh~ leer ausfi~llt; d( |  sei die Dieke yon | und  gl, ge die zugehSrigen 

St i i tzgeraden yon @ in ~. Falls m a n  durch gl und g~ ein P a a r  paralleler St i i tzebenen 
6~1 und  ~ an ~ legen kann,  folgt sofort  

d < Abs tand  (q~l, C$2) < d ( ~ )  < ds. 

Wir  miissen unser Beispiel also so konstruieren,  dal~ 

zu k e i n e m  ebenen Schni t t  @ durch  die zugehSrigen Geraden ffl = gl(@) 
(2) und  g2 = g2(~)  parallele Stf i tzebenen an ~ gelegt werden kSnnen. 

Sei nun  ~0 -~ (~0 n ~ ein Sehni t t  max ima le r  Dicke, und  seien .~1 und .~2 diejenigen 
Stf i tzebenen an ~t ), welehe parallel  zu gl(~0) und  or thogonal  zu (~o sind. D a n n  folgt 
aus (2): 

(3) Abs tand( .~ l ,  .~2) > d(~0)  = ds. 

(4) I s t  auBerdem ~ yon  kons t an te r  Brei~e, 

so gilt d --  Abs tand( .~ l ,  ~2), und  as ergib~ sieh (1) aus (3). Demnaeh  ist (1) eine 
Folge yon (2) und (4). 

Einen K6rper  ~, der zugleieh (2) und  (4) erffillt, e rhal ten  wir dureh  Ab/~nderung 
einer Kugel  ~'0 yore  Durchmesser  d wie folgt: 

Seien M der Mi t te lpunkt  der Kugel ,  sowie P1,  P2 . . . . .  P s  die E e k p u n k t e  eines 
ihr einbesehriebenen Wfirfels. Den P u n k t e n  P~ seien auf  der  Sphi~re kongruente  

1) Diese Arbeit entstand im t%ahmen eines Stipendiums, fiir das ich der Deutschen Forsehungs- 
gemeinschaft auch an dieser Stelle meinen Dank ausspreehen m6chte. 

z) Die Dicke sei defmiert als der minimale Abstand zweier paralleler Stiitzebenen beziehungs- 
weise Sttitzgeraden. 
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Kreise c~ so umbesehrieben, dab jeder yon ihnen die drei ben~ehb~rten gerade be- 
riihrt. In die verbleibenden seehs konkaven Kreisviereeke legen wir noch je einen 
kleinen Kreis cj(~" = 9, 10 . . . . .  14) und zwar exzentriseh, wit in Fig. 1 angegeben 
(Der 3{ittelpunl~t des Vierecks soil im Inneren yon c t liegen, jedoch Pj in keiner der 
Symmet.rieebenen.) und so, dab Mr seehs weitere, unter sieh kongruent, e Kreise er- 
hMten, deren Mittelpunkte Pj wieder antipodiseh liegen. 
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Fig. 1 

Wit betrachten nun ein An~/ipodenpaar Pg, Pie, (1 ~ k, ~' < 14) und ersetzen die 
yon c~ beziehungsweise yon c~, nmschlossenen Kugelkappen durch zwei l:tot~tions- 

fl/~chen, deren Meridianschnitt sich aus Fig. 2 ergibt (AC und A'  C' seien Kreisb6gen 

mit dem Mittelpunkt M1, CD und C'D'  solehe mit, dem Mittelpunkt 312, und die 
ganze Figur soil symmetrisch zu .Pie Pz:, sein.). Dies f/ihren wit f/it alle sieben Paare 
~ntipodischer Kugelkappenpaare durch, wobei es gleichgiiltig ist, wie die Abplat- 
tungen und die Erh6hungen zueinander liegen. 
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Fig. 2 

Der so konstruierte konvexe KSrper .~[ besitzt in jedem seiner Randpunkte genau 
eine Stfitzebene; er ist yon konstanter Breite d, und jeder l ~ n d p u n k t  ist Endpunkt  
gen~u eines Durclunessers. Ein Durohmesser von ,~t', der M enth/~lt, ist entweder 
zugleieh Durchmesser von .q0 oder er liegt auf eine~ der Geraden -Pie Pie,. 
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Nehmen wir nun an, es gelte (1) bezfiglich ,~[ n i c h t ,  also mi t  Rficksicht auf  (4) 

(5) d~ = d .  

Wit  wollen dies zum Widerspruch fiihren. Zun~chst  wiirde folgen, es gibt  einen 
cbenen Schnit t  ~. = (~ n ~ der Dicke d, das hei[~t nach (4) : der kons tan ten  B r e i t e  d. 

enthielte also mit  jedem seiner Randpunk te  den zugehSrigen Durchmesser  yon .~. 
Folglich liege der R a n d  v o n @  gewi[t nicht  ganz in e i n e r  dec besonders konstruier ten 
Kappen  yon ,~t~, und | bes~i3e mindestens einen R a n d p u n k t  a u f d e r  unabgei~nderten 
Kugel ;  das heii~t nach dem oben Gesagtcn:  ~ geht  du tch  M. - -  Nehmen  wir weiter 
an, es sei R e i n  l~andpunkt  yon @ im Inneren  eines der Kreise c~, abet  nicht  der- 
jenige auf  M P k .  Der zu R gehSrige Durchmesser  von ,~[ schneider dann  PkPk ,  in 
einem von M verschiedenen Punkt .  (~ enth~lt  also yon P~Pk,  zwei verschiedene 
Punk te  und folglich die ganze Achse. Schliel~lich wfirde damit  aus (5) folgen: Es gibt 
eine Ebene, die M enthi~lt und keinen der Kreise c~ exzentrisch schneidet. - -  Eine 
solche Ebene existiert aber nicht, denn die einzigen Ebenen,  die diese Forderungen 
beziiglich cl bis cs erffillen, sind die neunSymmetr ieebenen  des Wiirfels, und jede von 
diesen schneidet nach Kons t ruk t ion  zwei, beziehungsweise vier der iibrigen Kreise 
exzentrisch. 

Dami t  ist (1) bewiesen; das heil~t, es gibt im ~j~3 ]convexe KSrper, deren eigene Didce 
.qrSfier ist als die maximale Dicke ihrer ebenen Schnitte. 

Eingcgangen am 20.6. 1957 


