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Zur Wachstumsordnung der Losungen
einer Klasse nichtlinearer Differentialgleichungen

Herrn HerrmurE KNESER zum 80. Geburtstag gewidmet

Von Haxs ScauBarRT und Hans WitTicH in Karlsruhe

1. In verschiedenen Arbeiten [1], [2], [3], und Darstellungen [4] wurde die Wert-
verteilung der eindeutigen analytischen Ldsungen einer nichtlinearen Differential-
gleichung w" = P{z, w), wobei P{z, w) ein Polynom in w = w(z) und z bedeutet,
untersucht. Bekanntlich 1) sind dann nur die folgenden Fiille:

(1) w' = 6w?+a(z), a(@@) = d¢+ 412
und
(2) w' = 2wd +bR)w+ C, b(z)= By -+ Bz

mdoglich, wenn gefordert wird, daB die Losungen der nichtlinearen Differentialgleichung
w' = P(z, w) eindeutige analytische Funktionen sein sollen.
Die Aussagen iiber die Wertverteilung der Losungen von (1) und (2) konnten in

den oben genannten Arbeiten nur zum Teil auch unter der Annahme einer unend-
—log T (r, w)

lichen?) Wachstumsordnung®) 4 = lim Togr  gowonnen werden, wihrend vor
?=00

allem die Ergebnisse fiber die verzweigten Werte der Lésungen nur unter der ein-
schriinkenden Bedingung endlicher Wachstumsordnung A ) bewiesen werden konnten.
Um diese endliche Wachstumsordnung in allen Fillen der Differentialgleichungen (1)
und (2) voraussetzen zu kénnen, muBte auf eine Arbeit von BouTroux [5] zuriick-
gegriffen werden®), in der die genannten Differentialgleichungen fiir 4; +0, By +0
asymptotisch integriert werden.

Sollen nun Aussagen iiber die Ldsungen einer Differentialgleichung moglichst ohne
eine — auch nur asymptotische — Integration gewonnen werden und wird die ge-
gebene Differentialgleichung als das die (Losungs-)Funktion definierende Element
betrachtet, so ist dieser Hinweis auf dic BouTrRoUXsche Arbeit nicht ganz befriedigend.
Ohne die Ergebnisse von BouTROUX zu benutzen, soll daher im folgenden der nach-
stehende Satz bewiesen werden:

Satz. Die Lisungen von (1) und (2) besitzen eine endliche Wachstumsordnung A, die
der Ungleichung A < 3 gendigt.

1) Siche etwa [1].

2} Siehe etwa [2].

3) Die Bezeichnungsweise folgt R. Nevavvinnas Lehrbuch: Eindeutige analytische Funktionen.
Berlin 1953.

4) Siehe etwa [2] und [3].

5) Siehe etwa [4], Seite 80.
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2, Um die Schreibarbeit etwas zu erleichtern und ohne — wie sich aus dem fol-
genden ergibt — die allgemeine Giiltigkeit des Beweises zu beeintrichtigen, konnen
wir die Konstanten in (1) und (2) spezialisieren. Statt dieser Differentialgleichungen
betrachten wir daher

(B1) w' =6u? —6, (E) w' =2w34 w4,
bzw.
(P1) w'=6w" —6z, (Pg) w' =2udtaw+C.

Die Bezeichnung soll andeuten®), daf sich (1) und (2) fiir 4; = B; = 0 mit Hilfe
elliptischer Funktionen und deren Ausartungen integrieren lassen, wihrend fiir
Ay +0, By +07) die beiden ersten Painlevéschen Differentialgleichungen entstehen.

Beachten wir nun, dafl nach der geometrischen Deutung der Charakteristik 7'(r, w)
von SHIMIZU und AHLFORSS)

r
- ® |’} 9
T(r,w)-{—O(l)_O/ & mit A@) = ff(leP df, %)
gilt, so ergibt sich wegen
o [®
(3) l_le”_l fir £=0,1,2,3,4
der behauptete Satz fiir die Losungen von (E;) und (Ep) sehr einfach auf folgende
Weisel?):
Wir multiplizieren (E;) bzw. (Eg) mit «#' und integrieren dann ausgehend von
einem Punkt zq, der dem Regularititsgebiet der Losungen angehdren soll, lings eines

polstellenfreien Weges in der z-Ebene. Aus (E;) bzw. (Eg) werden damit die Be-
ziehungen:

(E1) w?=4wd — 12w+ C1 (C1 = w'2(z0) — 4w3(20) + 12w(z0)),

bzw.

(E3) w2 = w! 4 w2+ 20w + Cp (Ca = w'2(25) — w(zg) — w2(zp) — 2Cw(20)),
woraus vermoge (3) fiir die Losungen von (E;) und (Eg)

(4)
folgt.
Nach Sammizv und AHLFORS ist also

/f( +|w|z)zé’d@)dsv§K0r2

und es gilt: Die Losungen von (1) und (2) haben fiir Ay = By = 0 eine endliche Wachs-
tumsordnung, die der Ungleichung 2 < 2 geniigt. Sollte in dieser Ungleichung fiir eine
Lésung der genannten Differentialgleichungen das Gleichheitszeichen richtig sein, so

I

T jupp =Ko=>

0) Siehe etwa [3] und [1].

7) Siehe etwa [1] und [3].

8) Siehe etwa [4], Seite 13 u. f.

9) df, bedeutet hier das Flidchenelement in der z-Ebene,
10) Siehe auch [1] und [4].
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gilt zusitzlich, daf diese Losungen hochstens vom Mitteltypus!l) der Ordnung 1=2
sein konnen.

3. Fiir die Losungen von (P1) und (P3) werden wir den folgenden Satz beweisen:

Die Wachstumsordnung A der durch (P1) und (P2) definierten Painlevéschen Trans-
zendenten ist héchstens gleich drei. Ist sie gleich dret, so sind die Lésungen hochstens
vom Normaltypus dieser Wachstumsordnung.

Zuniichst erhalten wir auf die gleiche Art wie in Abschnitt 2 aus (P;) bzw. (Pg)
die Gleichungen

(P1) w? = 4wd — 122w + 12F, + Cs
bzw,
(Py’) w?2= wt+z2w?420w—Fy4 Cy.

Dabei sind ('3 und 4 Integrationskonstante und fir Fy bzw. Fy gilt, wenn w; (z)
bzw. wa(z) die Losungen von (P1) bzaw. (P3) bezeichnen,

(51) mm:pﬂwa (52)  Fale Mﬂc

Die hier auftretenden Integrale F; (z) und F3(z) sind wegen des Polstellenverhaltens
der betrachteten Funktionenl?) wegunabhingig. Nach (3) und der geometrischen
Deutung der Charakteristik 7' (r, w) erhalten wir damit zunichst vermdge (P1) bzw.
(Pp) fiir I =1, 2:

(6:) Ter,w) < K19+ ﬂﬁlwwwﬁw(m<m.

Wir miissen demnach noch zeigen, dal es zwei (endliche) Konstante K;" und K’
gibt, fiir die mit I = 1,2

2n 7
F ,
(71) Il=/( (T‘_i_l—liz—ilz—)égdg)dqiélﬁ 73
0 [

gilt.
Zuniachst betrachten wir I; und schreiben

L= jn(fr(lllzﬂlzw@d@)d"’_ fh . 9)dp.
0

Den hier auftretenden Integranden I1*(r, ¢) werden wir nun auf einem Strahl
@ = @0 (0 < go < 27) der z-Ebene abschiitzen. Hierzu definieren wir Ly (¢, o) durch

F, {oeies
(7 o) _f a L- lzf){j(gezqgog|2)2 e= /Ll (e, @o) de

und konstruieren fiir Li (o, go) eine obere Schranke Lia(g). Liegt nun auf dem
Strahl ¢ = o ein Pol von w; (z) und damit auch ein solcher von F(z), so gilt in

1y fim —T(:—;w)

12) 'Siehe etwa [1] und [2].

= % < o bedeutet ,,Mittel- oder auch ,,Normaltypus®,
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den Umgebungen dieser Stellen pei sicher, da wy(z) Doppelpole und F; (2) einfache
Polstellen besitzt!?)

(81) o | w1 (pei™)

> | F1(pe™)] .
AuBerhalb dieser Polumgebungen ist aber die Funktion
Pile) = | Firlee™)| —o |wilee™)|

stetig, wir sparen daher neben den mdglichen Polumgebungen auf dem Strahl ¢ =g
noch die Strecken aus, auf denen @; () < 0 oder m. a. W. (8;) gilt. Fiir diese Strecken
und die Polumgebungen erhalten wir nach (3)

(91) Li(p, @o) < 0% = Li2(p) .

Fiir diese zuniichst nur in gewissen Teilen des Strahls @ = g¢ definierte obere
Schranke Lis(p) von L (p, go) gilt demnach

Ly, (Q) _ 2L 2 (0)
(10;) =2 =T,

Diese Differentialungleichung werden wir aber fiir eine entsprechend zu definierende
obere Schranke in jedem Punkt des betrachteten Strahls bestitigen konnen und damit
den behaupteten Satz beweisen. Da nidmlich auf den restlichen Intervallen des
Strahls ¢ = @o P1(0) = 0, d. h.

(11y) | Filge™)| = ¢ |wi(ge™)|

gilt, setzen wir dort wegen

F ipo
LI(Q,(PO): I(Qew)lg

(1 + |2y (0 eiwe)[2)2
Li2(o) = ¢ | F1(gei™)| .
Mit Fy(2) = uy + vy, F1'(2) = wi(2),

= o |F1(oem)|

d _ds s e+ vmp Jut 40t iy + 7
g§|F1|—@V%2+vz ]/u2+v2§14) Vu2+v;——]/ + vy =

|21

gilt nun weiter:

dLm (o)

7o = |Fi(pe')| + gd | F1(oe™)| < |Fi(pe™)| + o |wi| £ (nach (11y))

<|Fi| + |Fy| =2|F| :E%ﬂv@).
Damit erhalten wir zusammen mit (10;) und giiltig fiir alle g des Strahles ¢ = go

(12,) Lo, po) < Inaolg),  “13l®) < 2mld),

Wir kénnen also I1*(p, go) folgendermaflen abschitzen:

Iy*(r, @o) /+f<K11+fL12 1=<g0<9)
13y Siehe etwa [1] und [2].
14) Nach der Schwarzschen Ungleichung.
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und aus (12;) folgt durch Integration der Differentialungleichung L;s(g) =< Kijp?
und damit (7,), denn die Integration nach ¢ verdndert hdchstens den konstanten
Faktor der oberen Schranke von I,

Zum Beweis von (7z) miissen wir lediglich (81) durch

(82) o |w2(0e®™)| > | Fa(ge™)|

bzw. @, (g) durch ‘ ‘
B (o) = | Falpe®)| — o |we(ge™)|

ersetzen und beachten, daB | Fg'| = |we?] gilt. (92), (102), (113) und (125) folgen
dann fiir ein Ly ganz analog.
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