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Z u r  W a d m t u m s o r d n u n g  d e r  L t i s u n g e n  
e i n e r  K l a s s e  n i c h t l i n e a r e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  

Herrn HELLMUT~r KN~SER zum 60. Geburtstag gewidmet 

Von HANs SeHUBART und HANS WITTICH in Karlsruhe 

1. In  verschiedenen Arbeiten [1], [2], [3], und Darstellungen [4] wurde die Wert-  
verteilung der eindeutigen analytisehen LSsungen einer nichtlinearen DifferentiM- 
gleichung w" = P (z, w), wobei P (z, w) ein Polynom in w = w (z) und z bedeutet,  
untersucht. Bekanntlich 1) sind dann nur die folgenden F/~lle: 

(1) w" = 6w 2 + a(z) ,  a(z) = Ao ~- A l z  
und 
(2) w" = 2 w  a + b ( z )  w + C ,  b ( z ) =  B o + B l z  

m6glich, wenn gefordert wird, dab die LSsungen der nichtlinearen Differentialgleichung 
w " =  P(z, w) eindeutige analytische Funktionen sein sollen. 

Die Aussagen fiber die Wertverteilung der LSsungen yon (1) und (2) konnten in 
den oben genannten Arbeiten nut  zum Teil aueh unter der Annahme einer unend- 

lichen 2) Wachstumsordnung s) 2 = lira log T (r, w) ~=~ log r gewonnen werden, w/~hrend vor 

allem die Ergebnisse fiber die verzweigten Werte tier LSsungen nur unter  der ein- 
schriinkenden Bedingung endlicher Wachstumsordnung it 4) bewiesen werden konnten. 
Urn diese endliehe Waehstumsordnung in allen Fallen der Differentialgleiehungen (1) 
und (2) voraussetzen zu kSnnen, muBte auf  eine Arbeit von ]~OUTROUX [5] zurfick- 
gegriffen werden~), in der die genannten Differentialgleichungen ffir A1 * 0, B1 # 0 
asymptotisch integriert werden. 

Sollen nun Aussagen fiber die L6sungen einer Differentialgleichung mSglichst ohne 
eine - -  auch nur asymptotische - -  Integrat ion gewonnen werden und wird die ge- 
gebene Differentialgleichung Ms das die (L5sungs-)Funktion definierende Element  
betrachtet  , so ist dieser I-linweis auf  die Bou~Rouxsche Arbeit nicht ganz befriedigend. 
Ohne die Ergebnisse yon BOUTaOUX zu benutzen, soll daher im folgenden der naeh- 
stehende Satz bewiesen werden: 

Satz. Die LSsungen yon (1) und (2) besitzen eine endliche Wachstumsordnung it, die 
der Ungleichung i < 3 geniigt. 

1) Siehe etwa [I]. 
2) Siehe etwa [2]. 
a) Die Bezeichnungsweise folgt I~. NIg~rAlqLINNAS Lehrbueh- Eindeutige analytische Funktionen. 

Berlin 1953. 
4) Siehe etwa [2] und [3]. 
5) Siehe etwa [4], Seite 80. 
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2. Um die Schreibarbeit etwas zu erleichtern und ohne --  wie sich aus dem fol- 
genden ergibt --  die allgemeine Gfiltigkeit des Beweises zu beeintrgchtigen, kSnnen 
wir die Konstanten in (1) und (2) spezialisieren. Star t  dieser Differentialgleichungen 
betrachten wir daher 

(El) w " = 6 w  2 - 6  , (E2) w"----2w s +  w + C ,  
bzw. 

(PD w " = 6 w " - - 6 z ,  (Ps) w " = 2 w a + z w + C .  

Die Bezeichnung soll andeuten6), dab sich (1) und (2) fiir A1 ---- B1 = 0 mit  Hilfe 
elliptischer Funktionen und deren Ausartungen integrieren lassen, wghrend fiir 
A1 * 0, B1 4 0 ~) die beiden ersten Painlev4schen Differentialgleichungen entstehen. 

Beachten wir nun, dab nach der geometrischen Deutung der Charakteristik T(r, w) 
yon SHI~Izv und A~LrORS s) 

T 

T ( r , w ) + O ( 1 ) =  dt mit A ( r ) - - - - -  ( l _ ~ ] , ) , c q z  
o 

gilt, so ergibt sich wegen 

{w{~ < 1  ffir k = 0 , 1 , 2 , 3  4 ( 3 )  ( , ~ : i ~ [ ~ ) ~  = , 

der behauptete Satz ffir die LSsungen yon (El) und (E2) sehr einfach auf folgende 
WeiselO) : 

Wir multiplizieren (El) bzw. (E2) mit  w' und integrieren dann ausgehend yon 
einem Punkt  z0, der dem Regularitgtsgebiet der LSsungen angehSren soll, lgngs eines 
polstellenfreien Weges in der z-Ebene. Aus (El) bzw. (E2) werden damit  die Be- 
ziehungen: 

(El) w '2 ~ 4w 3 - -  12w q- C1 (C1 = w'~(zo) - -  4W3(Z0) -}- 12W(Z0)), 
bzw. 
(E~) w'~ = w 4 + w e + 2 Cw + C2 (C2 = w'~ (zo) - -  w 4 (zo) - -  w 2 (zo) - -  2 Cw (zo)) , 
woraus vermSge (3) ffir die L6sungen yon (El) und (E2) 

I w ?  <~ K0 < c o  (4) (1 + IwD~ 
folgt. 
Nach SHImZV und AHLFO~S ist also 

2~t r 

f f((, '<' + { w l ' ) '  d e ) d q ~  Kor2 
0 0 

und es gilt: Die L6sungen yon (1) und (2) haben /iir A1 = B t  = 0 eine endliche Wachs- 
tumsordnung, die der Ungleichung ~ ~_ 2 geniigt. Sollte in dieser Ungleichung ffir eine 
LSsung der genannten DifferentiMgleichungen das Gleichheitszeichen richtig sein, so 

6) Siehe etwa [3] und [1]. 
7) Siehe etwa [1] und [3]. 
s) Siehe etwa [4], Seite 13 u. f. 
o) d/z bedeutet hier das Fl/ichenelement in der z-Ebene. 

10) Siehe auch [1] und [4]. 
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gilt zus~tzlich, dab diese LSsungen h5chstens yore Mitteltypus 11) der Ordnung ~t ---- 2 
sein k6nnen. 

3. Ffir die L5sungen yon (P1) und (P2) werden wir den folgenden Satz beweisen: 
.Die Wachstumsordnung • der durch (P1) und (P2) definierten Painlev&chen Trans- 

zendenten ist hSchstens gleich drei. Ist  sie gleich drei, so sind die LSsungen h6chstens 
vom Normaltypus dieser Wachstumsordnung. 

Zun~chst erhalten wit auf die gleiche Art wie in Abschnitt 2 aus (P1) bzw. (Pu) 
die Gleichungen 

(PI') w'2 --_ 4 w  a -- 12zw -~ 12F1 -{- Ca 
b z w ,  
(P2') w'2 = w4 + zw2 + 2 Cw ~ F2 + C4.  

Dabei sind Ca und Ca Integrationskonstante und f(ir F1 bzw. F2 gilt, wenn wl (z) 
bzw. w~(z) die LSsungen yon (P1) bzw. (P2) bezeichnen, 

z z 

(51) /~ l (Z)  = f W l ( $ ) g ~ ,  (52) F 2 ( Z )  ~ - - f w 2 2 ( ~ )  d ~ .  
2: o Za 

Die hier auftretenden Integrale F1 (z) und F2 (z) sind wegen des Polstellenverhaltens 
der betrachteten Funktionen 12) wegunabh~ngig. Nach (3) und der geometrischen 
Deutung der Charakteristik T (r, w) erhMten wir damit  zungchst vermSge (PI) bzw. 
(PZ) for 1 ---- l ,  2: 

1 2 ,  , levi  

Wir mtissen demnaeh noeh zeigen, daft es zwei (endliehe) Konstante K t '  und -K2' 
gibt, fiir die mlt I = 1,2 

2~ r 

[F~l Qd~)d~<=Kl'r3 
(7z) I~= f ( f  ~t +lwz[~)~ 

0 0 

g i l t .  

Zungchst betrachten wir I1 und schreiben 
2~ ~ 2~ 

I1= f (f(1 +,w,l~ede) d~= f,e(%~)#. 
O 0 0 

Den hier auftretenden Integranden I i*( r ,  ~o) werden wir nun auf einem Strahl 
= ~a (0 ~ ~oo < 2 az) der z-Ebene abschgtzen. Hierzu definieren wir L ,  (Q, ~o) durch 

r T 

I i* (r ,  q~o) ~ (1 +/wl (ee i~o) ]=)= a~ ---- 
0 0 

und konstruieren ffir L,(~, ~oo) eine obere Schranke L~=(~). Liegt nun auf dem 
Strahl q~ = ~o0 ein Pol yon wl (z) und damit auch ein solcher yon i~  (z), so gilt in 

n )  1~m T ( r , w )  . ,, ~ ,, r=~ r~ -- ~ <: ~ becteutet ,,Ml~tel - oder auch ,,Normaltypus . 

12) Siehe etw~ [1] und [2]. 
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den Umgebungen  dieser Stellen e ei,r~ sicher, da  Wl(Z) Doppelpole  und  F I  (z) einfache 
Polstellen besi tz t  la) 

(81) 0 [ wl (0eir176 [ > [ -t~l (e eiq~')[ �9 

Aui]erhalb dieser Po lumgebungen  ist aber  die Funk t ion  

stetig, wit  sparen daher  neben den m6glichen Po lumgebungen  auf  dem Strah]  ~o = ~vo 
noch die Strecken aus, au f  denen ~ ]  (e) < 0 oder m. a. W. (81) gilt. Ffir diese St recken 
und  die Po lumgebungen  erhal ten  wir nach  (3) 

(91) L l ( e ,  cfo) < e 2 = L l ~ ( e )  �9 

Fiir  diese zun~chst  nur  in gewissen Teilen des S t r  ahls ~o----q~o definierte obere 
Schranke Llu (~) yon L1 (e, ~oo) gilt  demnach  

dL12 (0) ~ 2 e  ~ 2 L 1 ~  (0) 
(101) do 0 " 

Diese Differentialungleichung werden wir aber  ffir eine en tsprechend zu definierende 
obere Schranke  in jedem P u n k t  des be t r ach te t en  Strahls  best~,tigen kSnnen und  dami t  
den behauptet .en Satz beweisen. Da  niimlich au f  den rest l ichen In te rva l len  des 
Strahls  q9 : ~vo ~51 (e) > 0, d. h. 

gilt, setzen wir dor t  wegen 
[ F1 (0 eir176 [ 0 

L1 (e, ~oo) = (1 + Iw,_ (o ~~ ~ -~ e [~1 (e81~o) ] 

L l ~ ( e )  = e l F l ( e ~ ' ) l  �9 

Mit F l  (Z) -~ Ul -k  iv1, F I '  (z) = w l  (z), 

ddqlF 1 ] = do4"~ ~ -- '2  l/u~ ~- v = ~uo+vV~_v ~t~:~V-v~ _'~ 14)Vu~v~Vu'~+v~_ V~ % = , . :  = Iwll 

gilt nun  welter:  

dLI~(O) e ~ IF.:,-(e,~':~')} ~ }Fl(e~'~'~~ + e Iwll ~ (nach (]11)) § 
d O - -  _ 

IF l l  + IF l l  - -  2 IF l l  - -  2L  (o) 

D a m i t  erhal ten  wir zu sammen  mi t  (101) und gfiltig ffir alle Q des Strahles qo - -  ~oo 

(121) L I (~ ,  ~oo) ~ L12(e) dLl2(e) ~ 2L~2(0) 
- -  ' d e  - -  0 

Wir kSnnen also I1"  (Q, eflo) folgendermaBen absch~tzen:  

~1*( ~', ~0) =f+f<= K;~ + f L ~ ( e ) d E  (~ ~_ go < e) 
0 ~o ~o 

la) Siehc etwa [1] und [2]. 
~4) Nach der Schwarzschen Ungleichung. 
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und aus (121) folgt durch In tegra t ion  der Differentialungleichung L12(9) ~ K ~ Q  2 
und  dami t  (71), denn  die In tegra t ion  nach r ver/~ndert hSchstens den kons tan ten  
Fak to r  der oberen Schranke yon  I1. 

Zum Beweis von  (72) mfissen wir lediglich (81) du tch  

bzw. ~b 1 (~) du tch  

ersetzen und  beachten,  da2 IF~. ' ] - - - ]w~ 2] gilt. (9z), (]0~), ( l l e ) u n d  (122)folgen 
dann  ffir ein L2~ ganz ~nalog. 
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