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Q u a t e r n / i r e  q u a d r a t i s c h e  F o r m e n  

u n d  d i e  RIEMANNSChe V e r m u t u n g  f t i r  d i e  K o n g r u e n z z e t a f u n k t i o n  

Herrn Professor ALEXANDER OSTROWSKI zum 60. Geburtstag gewidmet 

Von MARTIN EICHLER in Miinster 

Einleitmlg 

Es bedeute F(xi) eine quaterniire positiv definite quadratische Form mit ganzen 
rationalen Koeffizienten ohne gemeinsamen Teiler > 1. Die Determinante des Koef- 
fizientenschemas sei /). Die Thetafunktion 

(1) 0F(z ) = ~ e2"'~F(xP = ~, aF(n ) e 2~'"~ 
X i =  ~ 11=0  

ist dann eine Modulfunktion - -2- ton Grades zu einer dutch 

[abl  = 1 ,  c - - 0  mod Q Icdl 
definierten Kongruenzuntergruppe @(Q) der Modulgruppe zur Stufe Q, d. h. es besteht 
die Funktionalgleichung 

.(2) aF \ c ~  // : Z(a) (cv-t-d) 2 'aF(v ) 

mit 

In Q gehen nur die Primteiler yon D auf, und diese aueh wirklieh. Neben 63(Q) wird 
im folgenden noeh die Untergruppe ~}t@) yore Index 2 oder 1 eine Rolle spielen, 
welehe dureh die Bedingung z ( a ) =  1 in (~}(Q~ herausgehoben wird. Bekanntlieh 
besteht eine Zerlegung 

(3) oF( ) = + 

wobei 

n ~ O  n : O  

eine F~ISENSTEII~roihe und eine Spitzenform zur Gruppe (~ (Q) bezeicimen. Die Anzahl 
der Darstellungen einer natiirlichen Zahl n durch die Form F i s t  mithin 

(4) aF(n) = ~F(n) + ~F(n). 
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Das Hauptglied eF(n) in (4) ist die mittlere Darstellungsanzahl yon n dureh Formen 
des durch F definierten Gesehlechts, es wird nach dem SiEcELschen Hauptsatz 
aus der analytisehen Theorie der quadratisehen Formen bereebnet. Ist (n,D)= 1, 
so gilt mit einer yon n unabhangigen Konstanten c F 

Ft~r das Fehlerglied wollen wir hier die Abseh~tzung 

(6) I I < 

herleiten, dabei bedeute ~ eine beliebig kleine positive GrS~e und ~F(e) eine 
Konstante, die nur von F u n d  e abh~ngt. Fiir Primzahlen p gilt sogar 

Zum Beweise betraehten wir einen gewissen KSrper K yon Modulfunktionen zur 
Gruppe | dessert Konstantenk6rper der rationale Zahlkfrper k ist, sowie den 
KSrper K, der aus K dureh algebraischen Abschlulli des Konstantenkiirpers entsteht. 
K ist eine Erweiterung 2-ten Grades des KSrpers K 1 aller in K enthaltenen und 
bei der grSl~eren Gruppe 65(Q) invarianten Modulfunktionen, und V bezeiehne das 
vonder Identiti~t versehiedene Element der GALomgruppe yon K/K v (Die inkon- 
sequente Benutzung des Index 1 erfolgt aus Grtinden der Bequemlichkeit, der K5rper 
K 1 ist nur zur Definition des Automorphismus ~? erforderlich und wird hie wieder 
vorkommen.) Bei der Reduktion yon K modulo einer Primzahl io entsteht ein KSrper 
K(p), dessen Konstantenk(irper der PrimktJrper der Charakteristik p ist; hierbei sind 
mSglieherweise endlieh viele pals unzulassig auszuschliel3en, was bei geeigneter Wahl 
von YF (e), ;oF keine Einsehriinkungen in (6a), (6) bedingt. Die HFcrcr.schen Operatoren 
T, [5] definieren Multiplikatoren ~ von K" in sieh, und aueh der eben erw~hnte Auto- 
morphismus V ist ein soleher. Sic erzeugen einen Unterring ~)-/~o in dem Ring ~ aller 
Multip]ikatoren yon K in sieh, und ~J~o erf~hrt bei der Reduktion yon K rood p eine 
isomorphe Abbildung auf einen Tell ~o(P) des Multiplikatorenringes ~ (p )  yon K(p) 
in sieh, dabei bedeutet K(p) se]bstversti~ndlieh den dureh a]gebraisehen Absehluf~ 
des Konstantenk~irpers entstehenden Funktionenkiirper. Die Bilder yon ~7, z~ in 
~J~o(P) mSgen mit ~7(P), ~(P) bezeichnet werden. Ferner bedeute z~(p) den dutch 
gliedweise Potenzierung mit p definierten Multiplikator von K(p), und endlich der 
Stern den Rosxwlschen Antiautomorphismus in ~ bzw. ~(p) .  Mit diesen Be- 
zeichnungen gilt jetzt 

(7) = + 

wenn 1) bine Quadratzah! ist, also speziell: 

(7a) ~p(p) = ~r(p) + x(p)*. 

Diese Behauptungen werden in den beiden ersten Paragraphen begrtindet. 
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Die RmMA~schc Vcrmutung fiir die Zctafunktion des K6rpers K(p) lhgt sich 
in Form der Gleichung 

(8) I ~,(P) I = I / p  

ffir die Eigcnwcrte ~i(P) des Operators ~(lo) aussprechen; aus ~o  ~ D~o(l)) und (8) 
folgcn dann bicht die Unglcichungen (6a) und (6) (w 3). 

Fortan sei D eine Quadratzahl, so da~ also (7a) gilt. Das System dcr zu den Spit- 
zenformen zur Gruppe 63(Q) gehSrigen DmIcnL~Treihen besitzt dann nach H~cgE 
[5] eine EcL~asche Produktentwicklung, deren Faktoren die g-reihigcn Matrizen 

(9) Zp(s) ----- (]g--Tp/~-s s i~ ~DI--2s) -1 

sind; ]gist die g-reihige Einheitsmatrix. Zieht man die bekannte Gleiehung 

(lO) = 

heran, und beachtet man die Isomorphic der Abbildungen Tp-~ ~p-+ vp(p), so 
fo]gt aus (Ta) ftir die Detcrminantc yon (9) die Gleichung 

(12) [ I : 

wobei N die Norm in einem gewissen noch n~iher zu pri~zisierenden Sinne bedeutet. 
Andererseits ist die Zetafunktion yon K(p): 

L(p -s) __ N((I--n(~)P-s)(I--n(P)*p-')) 
(12) r = (i__ _,)(1__p~_; ) -- (l __p_,) (1__p~_,) 

Aus (11) und (12) folgt also: reduziert man K modulo fast allen Primzahlen p und 
bildet das Produkt fiber die Zetafunktionen der KSrper K(p), so entsteht im wesent- 
lichen die Determinante der HECr:Eschen Matrix-Zetafunktion zu den Spitzen- 
formen - -2 - ten  Grades yon K. Genauer: 

1 (13) H ~2(8)r~"~ ~iSi ~i8" ])p~/ Jlg-- Tp~-$ -~ lg ~l-2s !-1, p 
wobei das Aquivabnzzeic, hen andeutet, dab auf beiden Seiten mSglicherweise end- 
lich viele Faktoren auszulassen sind; ~(s) ist die RIEMA~schc Zetafunktion. Die 
linke Seite ist demnach clue meromorphe Funktion und geniigt ciner Funktional- 
gleichung mit gewissen Gammafaktoren. vom gclitufigen Typ. Damit ist ftir den Fall 
des KSrpers K cine zuerst Yon H. I4Ass~ ge';iuBertc Vermutung bewiesen. Die ersten 
Ergebnisse in dieser Richtung stammen yon A. WElL [10] (K-= k(x,y)  mit ax" -4- 
by  n ~ 1) und M. DEum~G [4] (K ---- elliptische Funktioncnk6rpcr mi t  singularen 
:~Ioduln]. 
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1. Der Kiirper der Moduliunktionen 

Wir brauchen im folgenden einen KSrper K.von solchen bei (Sh(Q)invarianten 
l~'Todulfunktionen fiber dem KSrper k der rationalen Zahlen, deren Foum~,nentwick- 
lungen rationale Koeffizienten haben, wobei die l%nner Potenzprodukte yon end- 
lieh vMen Primzahlen sind. l~Iit zwei Funktionen haben offenbar ihre Summe, Dif- 
fcrenz, Produkt und Quotient diese Eigenschaft. K li~13t sich dann in tier Weise K = 
k(x,y) erzeugen, wobei eine absolut irreduzible GMchung F ( x , y ) =  0 mit ganzen 
rationalen Koeffizienten besteht. Wit erzeugen K aus geeigneten Quotienten yon 
Thetafunktionen, insbesondere tgp(z), und E~sENSTrl~reihen, wobei wir ausdrticklich 
darauf achten mtissen, dal~ nicht alle Funktionen yon K schon bei | invariant 
sind, falls /)  nicht eine Quadratzahl ist. lV[it v~F@) und gewissen Funktionen ~v(r) 
yon K sind dann weitere ganze Modulformen q(:~) v~F(T) vom Grade - -2  gegeben, 
welehe ebenfalls Founlrnentwicklungen der eben genannten Art besitzen. Das gilt 
insbesondere fiir eine Basis Si(T )der  Schar der Spitzenformen. 

Es ist fiir das Folgende nicht erforderlich zu wissen, in welchem VerMltnis der konstruierte K6rper 
K bzw. K zu dem K6rper aller bei | invari~mten Modulfunktionen steht. Es bMbt also die 
Frage often, ob es Modulfunktionen zn dieser Gruppe gibe, die sieh nicht als rationale Funl~tionen 
yon solehen darstellen lassen, welche rationalzahlige und sogar ,,fast" ganzzahlige FounlERent- 
wieklungen besitzen. Es bleibt ferner uner6rtert, ob es mehrere K6rper der genannten Art gibt; diese 
wiirden dann a lle in einem umfassendsten enthalten sein. 

lVIodulfunktionen zur Gruppe | lassen sich stets als Summen yon zwei 
I~unktionen sehreiben, welehe das folgende Transformationsgesetz erfiillen: 

(14) x \c~+--d] g(a) x(v) fiir a b ~ |  und mit z (a) -=  I oder = 
e d  

und zwar ist ftir die erste z(a) = 1, fiir die zweite x(a) - (sofern tiberhaupt 

(~(Q) ~ | d. h. I ) ~  Quadratzahl ist). Entspreehendes gilt far l~lodulformen. 

Das Gesehleeht yon K sei g. Einer Basis der Sehar der Differentiale 1. Gattung 
yon K entsprechen dann .q linear unabh~ngige Spitzentormen Si('~ ). Offenbar kann 
man sic so w~hlen, dag ein Teil yon ihnen die Funktionalgleiehung (9,) mit z(a) = 1, 

der andere mit X ( a ) =  ( a ~ )erftillt. Die ]tECKEsehen Operatoren T,,  an deren Defi- 
\ / 

nition im Falle einer zu D teilerfremden Primzahl n = p wit hier erinnern miissen, 
nehmen a , f  diesen Multiplikator )/(a) Bezug; sic ftihren i~Iodulformen in solehe des 
gleiehen Multiplikators iiber. Wiehtig ist fiir uns indessen nut, dag sic die ganze 
8ehar der Spitzenformen invariant lassen: 

• ' ( ' ;9  
Die rechts stehenden 5Iatrizen (tik(p)) wollen wir mit dem gleiehen Buchstaben T r 
bezeiehnen. 
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Jetzt schr~nken wir den Bereich der fortan zuli~ssigen Primzahlen p ein: p soll 
nicht in den Nenncrn der FoumEakoeffizienten der S/(v) vorkommen. Dadurch 
werden hSehstens endlieh viele p ausgesehlossen. Reduziert man diese FoumEakoef- 
fizienten modp, so entstehen formale Potenzreihen in e ~'i~ mit Koeffizienten aus 
dem RestklassenkSrper k(p) yon k rood p. Wir verlangen weiter, dalli auch diese for- 
malen Potenzreihen linear unabhitngig sind. Das erfordert den Ausschlug yon hSch- 
stens endlich vielen weiteren p. 

Der KSrper K besteht seiner Erzeugung gem~g aus Quotienten yon Funktionen 
mit fiir p ganzen FoumEnentwieklungen. Es gibt demnach zu jeder Funktion x(~) 
aus K eine Potenz yon p so, dag p'x(v) eine p-ganze ]~ovniEaentwicklung hat. Ordnet 
man ]eder solehen Funktion ihre formale FoumERentwickhmg in k(p) zu, so entsteht 
ein KSrper K(p) yon ]?unktionen mit k(p) als KonstantenkSrper. K(p) kann anderer- 
seits aueh so erkl~rt werden: Es liege eine Erzeugung K = k(x,y) mit F(x ,y )= 0 
vor, wobei F ganze rationale Koeffizienten hat und absolut irreduzibel ist. Bis auf 
endlieh viele Ausnahmen ist F(x, y) aueh in ]c(p) absolut irreduzibel [3], man setze 
dann K(p) = k(p) (x, y) mit F(x, y) =_ 0 rood p. Wir benutzen zuni~chst diese zweite 
Erk]~rung yon K(p), obwohl sie den Naehteil hat, auf eine willkiirliclle Erzeugung 
Bezug zu nehmen. Andererseits kann man im gMehen Zuge einsehen [3], dag .K(p) 
fiir fast alle p dasselbe Geschleeht g wie K hat; nur solche p kommen in Betracht. 
Naehtr~iglieh ist leicht festzuste]]en, da6 fiir die zuge]assenen p beide Erklarungen 
dasse]be liefern. 

Aufler den bier den p auferlegten Bedingungcn wcrden wit endlich in w 3 p ~ 2 g vonnlssetzen 
miissen. Ob alle diese Einschrs wirldich erforderlich sind, bleibt eine offene Frage. Natfirlich 
wird m~m vennuten, dal~ lcdiglich (lie Primteiler yon D auszuschliegen sind. 

Es ist noch eine Bemerkung fiber die Tp anzuschliel~en, die wit gemiiI~ (15) als 
g-reihige Matrizen auffassen. Sic erzeugen einen komnmtativen halbeinfaehen Ring, 
lassen sich also simultan auf Hauptachsen transformieren. Dabei werden die Si(~ ) 
g]eiehzeitig in g andere Spitzenformen 

(16)  ti( ) = (1) = l ,  
n - - I  

transformiert, die Eigcnfunktionen der T~. Hierbei sind die Entwieklungskoeffizien- 
ten ~i(P) gera(le die Eigenwerte der Matrix Tp [5]. Aus der linearen Unabh~ngig- 
keit der t,(~) geht dann hervor, da6 der durch die Tp erzeugte Ring den Rang g hat. 

Aus (15) und den Voraussetzungen iiber p folgt weiterhin, dag dic T z fiir jedes 
zulfissige p p-ganze Koeffizienten tik (1) haben und aueh rood p genommen einen 
Ring vom Rang g erzeugen. 
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2. Der Multiplikatorenring 
Die Multiplikatoren (fiir das Folgende vgl. [1, 2]) eines algebraisehen Funktionen- 

kfrpers bilden einen Ring von Endomorphismen der Klassengruppe 0-ten Grades; 
ihre erzeugenden Elemente sind die fo]genderma~en definierten Primmultipli- 
katoren ~: -K~ sei ein mit ~: isomorpher UnterkSrper einer endlieh algebraisehen Er- 
weiterung ~:' von K, so dal3 K" das Kompositum K K ist. Eine Klasse C aus K werde 
nach K~ isomorph tibertragen (C-+ C,) und die Norm 

gebildet. Diese Definition gilt ebenso ffir K(p). Die ~ erzeugen einen Ring ~)~ (ira 
Falle yon h:) bzw. ~ (p )  (ira Falle von K (p)), beide Ringe sind halbeinfach und haben 
die Charakteristik 0 (ftir den letzteren s. [11, S. 59], bzw. [12, S. 142]). Der KSrper 
K ~' kann auch als der RestklassenkSrper des ,,Ringkompositums" KIK 2 zweier mit 
R isomorpher und untereinander algebraiseh unabhiingiger KSrper K1, K 2 modulo 
einem Primideal ~E yon K1K 2 verstanden werden [2, S. 32]. Das dem Multiplikator 
z zugeordnete Primideal ~ ist durch ~ nicht eindeutig, sondern nur als Idealklasse 
festgelegt, wi~hrend offenbar v dutch ~E eindeutig bcstimmt wird. Die Zuordnung 
eines Multiplikators v zu einem beliebigen ganzen Ideal ~ = ~:~ ~2 �9 .. ohne mehr- 
fache Primfaktoren gesehieht fo]gendermai~en: Der Restklassenring K~K 2 rood 
(abgekiirzt: K1K2(~)) ist die direkte Summe der Restklassenringe KIK2(~i) , und 
die formale l~bertragung der Definition lautet (C1, C 2 ~ Bilder yon C in K1, K~): 

v f~rl  + v ~ + . .  �9 

i 
Tretcn in ~; Primteiler rnehrfach auf, so werden die vi rechts noch lnit diesen Vielfachheiten 

multipliziert; das kommt fiir das Folgende aber nicht in Betracht.. 

Im Falle des KSrpers X" bekommt man auf Grund des AnELsehen Theorems und 
des JAcomschen Umkehrsatzes eine treue Darstellung von ~ im Raume der Werte 
der An~ischen Integrale modulo deren Perioden (diese Darstellung hat den Grad 2 g), 
oder auch eine ebenfalls treue Darstellung g-ten Grades im Raume der Differentiale 
[1], [2] 1. Gattung. Diese letztere schreibt sich so: 
(17) S~(z) dr  = SpurK~/~((Si(z)dv)~), 

wobei man natiirlich nicht die Variable ~ mit dem Multiplikator z verwechseln daft. 
Multiplikatoren ~, die sich bereits ffir K (d. h. als ]deale in K~ K~) definieren lassen, erhalten 

hiernach eine Darstelhmg, deren Koeffizicnten in k liegen. 

Es sei xi(v ) eine Funktion aus K, we]ehe sieh gegeniiber | in einer dot 
beiden Arten (14) verhiilt. Es handelt sich zuni~chst um die Aufgabe, die zu 

x , . .  (~)bezgl.p. K konjugierten Funktionen zu ermitteln. Se i . . (~ ) r  ein beliebiges 

~: ' ~(Q) ,  also mit z(a) 1. dann li~t]t sieh ein "(ab ") Llement aus = ' c d ~6J(Q) bekanntlich 

eindeutig so bestimmen, da]~ eine der folgenden p + 1 Gleichungen besteht: 

b 1 ; )  ( a  �9 1 r ) n ,  i t r==-0,  . p - - l o d e r = ( ~ ) ,  ( : , ) ( o  , 
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und man erkennt z(a) = i in jedem derp ersten F~tlle, dagegen z ( a )  = Z (P)  im letzten. 

Daraus folgt, dal~ bei Anwendung aller Substitutionen ~' ~ | x 1 -p 
t•+r\ die Funktionen xl~ p )  mit r = 0 . . . . .  p - -  1 und Z(P) xl(PZ) entstehen, und dal3' 

(') diese dureh die ~ permutiert werden. Daher genfigt x~ = x 1 p in K = K1. 
7 - 

einer irreduziblen Gleiehung /(x2) = 0 vom Grade p § 1. ])as Letztere gilt aber 
ersiehtlieh aueh far die Summe yon zwei Funktionen xt(z) mit versehiedenen 
l~lultiplikatoren z(a). Die Gesamtheit der so erhaltenen Gleiehungen /(x.,)= 0 
erzeugen dann tin Primideal 3~p in K 1 K 2 und folglieh aueh in K 1 K~. Die Ausftihrung 
yon (17) far den dureh dieses ~p definierten Multiplikator ~p liefert nun gerade dig 
Formel (15), sofern man voraussetzt, dag Si(~ ) eine Modulform vom Multiplikator 
z(a) ist. 

Hierauf sollen die T l (l soll entweder p oder eine zu p teilerfremde Primzahl 
skin) auf den KSrper K(p) iibertragen werden. 

:~1(T) = E ~ ( " )  e2ninr 
n - - 0  

genfige einer der Funktiona|gleichungen (14) und habe rationale p-ganze Koeffi- 
zienten ~=(n). Mit einer zu k(p) zu adjungierenden primitiven/-ten Einheitswurzel 

/ .2~iql 2~i~ 
und einer \e l ) =  e ~ geniigenden ReehengrSl~e e t bilden wir die formalen 
Ausdrticke 

(18) z } = , . ,  

wobei wir gleichzeitig die ~(n) durch ihre Reste rood p ersetzen. Ihre elementar- 
symmetrischen Funktionen stimmen mit den formalen rood p genommenen FocmEn- 

reihen der entsprechenden Bildungen aus K tiberein. Speziell ist also x., = xlt-i L) 

LSsung der Kongruenz/(x2) =- 0 rood p, wo / die oben erklarte Bedeutung hat. Die 
Gesamtheit dieser [ definiert dann auch in Kl(p ) K2(p ) sowie in K~ (p) Kz(p) ein Ideal 
~:l(P) und damit einen Mu|tiplikator zl(P) yon K(p). 

Diese Abbildung vl--~zt(P) ist offenbar ein Homomorphismus des dutch die 
�9 ~ erzeugten Teilringes ~ o  yon ~Jl auf einen Teil ~o(P) des Multiplikatorenringes 
!I)~(p). Es wird behauptet, dal~ es sogar ein Isomorphismus ist. In w 1 war festgestellt 
worden, dal~ ~ halbeinfach ist, und dal~ ~ ( p )  die Charakteristik 0 hat. Die Abbil- 
dung ~ o - >  ~o(P) ist dann und nut dann isomorph, wenn hierbei kein direkter 
Summand yon ~o  auf 0 abgebildet wird, d. h. wenn ~o(P) denselben Rang wie ~ o  
hat. Dai3 dieses in der Tat zutrifft, folgt sofort aus der Matrixdarstellung (15) von 
~o, wenn man nut weil~, dal~ (15) gleichzeitig eine Darstellung yon ~o(P) liefert, 
indem man fiir die Si@ ) ihre formalen Potenzreihen mod p einsetzt: Es war ja ge- 
Zeigt worden, dal~ der durch die T~ erzeugte Ring (yon dem feststeht, d~l~ er mit 

Archly der Mathematik. V. 9.24 
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No isomorph ist) den Rang g hat. Unter den gemachten Voraussetzungen fiber die 
zuliissigen p war ferner bewiesenworden, dai3 die ~/'t aueh mod p genommen gem~lll (15) 
einen Ring veto Rang g erzeugen. Es bleibt also fibrig, in (15) auch die Darstellung 
yon F2o(p) im Raume der Differentiale 1. Gattung zu erkennen [2, S. 27], ebenso wie 
es sich im Falle des KSrpers K verh~lt. 

Die Differentiale in K(p) erkl~rt man einfach durch formales Differenzieren 
der FoumERreihen. Demnach erweisen sich die Bildungen S/(T) dT als Differentiale. 
l)a K(p) dasselbe Geschlecht g wie K hat, haben die ihnen zugeordneten ])ivisoren 
den Grad 2(g--1). Bei Restbildung mod p kann der Grad des Zahlers des einem 
5'i(z) dz zugeordneten Divisors offenbar nicht grti~er werden. Daher bleiben die S;(v) dv 
bei Restbildung rood p ganz, d.h. sie entsprechen auch rood p den Differentialen 
1.Gattung, und (].5) stimmt wiederum mit (].7) i~berein. 

Wichtig ist besonders der Multiplikator zp(p). Eine beliebige Funktion xl(v ) aus 
K sei vorgelegt, sic sei in eine Summe von zwei (14) genfigenden Funktionen x~(v), 
x~'(z) zerlegt, welcbe zu verschiedenen Multiplikatoren )~(a) gehSren. Ans (18) ent- 

nimmt man genau wie im klassischen Falle [9, S. 255] unter Benutzung yon ( ~ ) --= 

0 rood p fiir k =~ 0, p sowie der Tatsache, dal] die elementarsymmetrischen Funktionen 
der p-ten Einheitswurzeln und Ibis  auf die letztc durch p teilbar sind, da6 die fol- 
gende Kongruenz in einer Unbestimmten x 2 besteht: 

(]9) i(~2) = ( X 2 -  (Xl (p3$) -~- ,~(p) Xl(P't')) ) H X2--Xl  ~-- 
r=l  

--= (x 2 - - (x;  (z) + Z (P) x~ (v))P) (x~ - -  x~ (z)) rood p. 

Die linke Seite yon (19) erzeugt das/deal ~p in KIK2, wenn Xl(Z) nile Funktionen 
aus K 1 durchlAuft. Hiernach zerf~llt ~p bei Reduktion rood p in ein Produkt aus 
zwei teilerfremden Primfaktoren ~ "  und ~2>, erzeugt dureh alle x 2 - -  (x~ + X(P)x~) p 
bzw. x ~ -  x 1. blaeh der eingangs gemaehten Feststeilung tiber die Summe zweier 
Multip]ikatoren ist also zp(p) die Summe der zu ~ )  und ~z) geh6rigen Multiplika- 
toren; ersichtlieh sind diese die bereits in der Einleitung besehriebenen. Damit ist 
(7) bewiesen. 

3. Der Ansehlul~ an die Riv MA~sche Vermutung 

Falls g ---- 1 ist, wurde bekanntlieh yon H. HASSE gezeigt: die Eigenwerte zri(p), 
yon zr(p) sind die Nullstellen des Polynoms 

L 1 /(Z) : z2g K<p)(~ ), 
we LKiDI durch (12) definiert ist, und i]~r absoluter Betrag hat den Wert (8). Ftir be= 
liebiges g bewies dasselbe A. WmL [11, S. 70--72]. Allerdings bleibt zuni~chst ffir 
g > 1 noch often, ob ein h-facher Eigenwert yon ~(p) auch h-faehe Nullste]le voa 
/(z) ist. 
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Aus (7) und (9) sowie ~2 ___ 1 (bzw. ~ (p)2 = i )  einerseits, (8) andererseits folgt, 

da~ die Eigenwerte yon vp(p) absolut ~ 2 ] /p  sind. Wegcn der Isomorphic dot 
Abbildungen Tp->  ~p-~ ~p(p) sind die Eigenwerte T;(p) yon Tp ebcnso groin. 
Wic bereits oben festgestellt wurde, sind die v;(p) identisch mit den p-ten Ent- 
wicklungskoeffizienten der Spitzenformen ti(v) in (16). Die in (3) auftretende Spitzen- 
form S~(v) ist eine Linearkombination der t~(v), somit folgt (6a) aus (8). Zum Beweise 
yon (6) sei n ~ p~' p~' . . .  tin Potenzprodukt aus zulassigen Primzahlen. Ftir die 
Entwicklungskoeffizienten der Funktionen (16) gelten dann die Formcln [5]: 

~(n)  = ~(p~,) ~;(pD . . . .  ~,(p~ = ~i(p ~ ~(p)  - z(v) ~ ~,(p~ �9 

Nach (8) und (10) ist dann also 

I ~,(p~ I ~ f~ p~ ,  

wo/,  die a-to Zahl der Fmo~hccischen Folge/o ~ 1,/x ~ 1,/~ ~ 2, . . .  ist. Dcmnaeh 
hat man 

1. L 

1 ~ ( ~ )  ] --</o,/o~ . . .  (p?' p~' . . . )~  =</~, +o=~ ... ~- ' .  

Die Fo]gc/a w~chst langsamer als e ~ mit beliebigem ~ > 0, also gilt von einem ge- 

wisscn nab :  I v~.(n) I g n~ +~, und das ergibt (6). 

Zum Bcweise der letzten Bchauptung (13) bzw. 

(20) LK(m (P-') = I lg - -  Tp p : '  + lg p ' -2 '  I 

unter Voraussetzung yon (7a) sttitzen wit uns auf dic folgenden Sfitze yon A. W•m 
[12, S. 128 (Corr. 3), S. 136--138]: Es scil eine beliebige zu p teilcrfremde Primzahl 
und ~t (bzw. ~z(P)) die Gruppe der Klassen 0-ten Grades yon ~: (bzw. K(p)), dcren 
Exponent cine Potenz yon 1 ist. ~z(~l(P)) ist isomorph mit dem direkten Produkt 
yon 2 g Gruppcn, deren jcdc mit der Additionsgruppe der/-adisehen Zahlen rood 1 iso- 
morph ist. Die Elemcnte #(#(p)) yon ~ ( ~ ( p ) )  erfahren in ~l(~l(P)) eine treue Dar- 
stellung dutch 2 g-reihige g~nzzahlige 1-adische Matrizen MI(#) (Ml (# (p))). (Eigent- 
lich miil~te auch noch M l das Symbol p tragen oder nicht; Mil~verst~ndnisse sind ~ber 
nicht mSglich, wenn die Argumentc # und #(p) yon M l unterschieden werden.) 
Das charaktcristische Polynom yon Mt(n(p)) hat abcr sogar ganzc rationale Koef- 
fizicnten und ist gerade der Zahler der Zctafunktion yon K(p): 

(21) LK(p ) (p-s) = I M,(1 - -  z(p) p-S) I" 

Da der Antiautomorphismus * offenbar ohne Einllul~ auf die Determinante yon M l 
ist, folgt hieraus und ~us (7a) 

(21a) L~(~)(P -s) -~ I M,((1 - -  a(p) p-S) (1 - -  ~(p)* p- ' ) )  I ~- 

= I ~ , ( 1  - ~(p )  p - '  + p ~ - b  I. 
24* 
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Wir wollen nun 

(22) I M , ( I - -~ (~ )  p- '  + ~-~' )  l = I M , ( I - - ~  p- '  + ~'-~') I 

beweisen und mi~ssen dazu die Determinanten der Darstellungen in ~t und ~t(P) 
des dutch rp bzw. rp(79) erzeugten Ringes vergleichen. Der KSrpcr R entsteht aus K 
durch sukzessive endlich a]gebraische Erweiterung k-+k ' - -+ k"--+. . ,  des Kon- 
stantenkSrpers. Nimmt man in diesen KSrpern eine Folge von ineinander und in p 
aufgehenden Primidealen p', p", . . . .  und reduziert man Kk' mod p' usw., so ent- 
stehen endliehe Konstantenerweiterungel~ K(~)k'(p') usw. yon K(p), welehe in 
ihrer Gesamtheit K(79) ausseh~pfen. Jede Klasse C aus ~t gehSrt bereits einem der 
Ktirper Kk' usw. an und geht bei Reduktion dieses KSrpers mod p' in eine Klasse 
C(79) von .K(p) k'(p') tiber [3, S. 648]. Es liegt ersiehtlich ein Homomorphismus von~l 
in ~t(~) vor. Wit behaupten, dal~ unter der Voraussetzung l > Max (g -}- 1, 2(g--l)) ,  
~o > 2 g jede Klasse C ~= 1 aus ~t auf eine Klasse C(79) ~ 1 aus ~t(79) abgebildet 

wird (was ohne die Voraussetzung C tn ---- 1 gewil3 nieht allgemein zutrifft), verschieben 
den Beweis aber auf den Sehlul]. Hiernaeh geht nun eine Basis yon ~l in eine Basis 
von ~t(P) fiber. Ferner iibertr~gt sieh die Wirkung von vp auf ~l in isomorpher 
Weise auf ~1(79). Daher sind bei geeigneter Basiswahl die Matrizen M1(%) und 
Mt(r,,(p)) identiseh, und (22) ist bewiesen. 

Die Determinante Mt(/~ ) fiir einen Multiplikator/~ von h" ist andererseits gleieh 
der Anzahl der Klassen C 0-ten Grades von K, welche die Gleiehung C u ---- 1 befriedigen 
(es wird ]etzt nieht mehr C ~ ~l gefordert t) [12, S. 43 prop. 9) und S. 136 (th. 36)]. 
Naeh dem ABELSehen Theorem und dem JAcomschen Umkehrsatz ist diese Anzahl 
gleieh der Determinante der Darstellung yon /~ im (2 g-dimensionalen) Raum der 
Werte der ABELSchen Integrale 1. Gattung rood. den Perioden, oder aueh gleieh 
dem Quadrat der Darstellung von/~ im (g-dimensionalen) Raum der Differentiale 
1. Gattung. Aus (2If) und (22) folgt nun (20). 

Zum Sehlu~ bleibt noch der folgende Hilfssatz zu beweisen: Der dureh Re- 
duktion von K rood p entstehende KSrper K(p) habe das gleiehe Geschlecht g wie K. 
Es sei p > 2g und 1 eine natiirliehe Zahl > Max (g-}-l, 2(g--l)).  Das Bild C(p) 
in/t'(~) einer Divisorenklasse C yon K" vom Expon.enten l ist nicht die Einheitsklasse. 
- -  Aus [7, 8] geht hervor, dal~ bis auf endlieh viele Ausnahmen zu einem Primdivisor 
o (~o) yon K (p) vom Grade 1 kein Element existiert, dessen Nenner o (p)h mit 1 _< h _< g 
ist, sofern man p > 2 g voraussetzt; die Ausnahmen sind die W~i~RsvaAsspunkte 
v0n K (79). Es sei o ein Primdivisor 1. Grades von ~', der bei der Abbildung ~: -+ K (p) 
(d. h. Kk'-+K(p) k'(p') ffir endliehe Konstantenerweiterungen k') nieht in einen 
W~I~nsTaxsspunkt von K (/9) iibergeht. In C gibt es einen Repr~isentanten 

(23 )  ~ =-  P " " ~  ...... 1 < h < g p~ ~= o ,  
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dabei sind die Pi gewisse Primdivisoren 1. Grades. Sie gehSren ebenso wie a bereits 
einer endlichen Konstantenerweiterung K/c' an. Es sei 1, y~, . . . ,  y,, m i t m  ~-- I h - -  g 
eine Basis der ganzen Mu]tipla von o -hl .  (Die Dimension der K]asse {o hI} ergibt 
sich naeh dem RI~MANN-ROCHSChen Satz aus der Voraussetzung I :> 2(g--1).)  
Voraussetzungsgem~l~ ist 0 ~ ~ y ein Hauptdivisor, er ]~il~t sich in der Gestalt 

(24) Y ~ ao + ~ .  ai Yi 

mit a i ~  k' schreiben. Wir bilden nun die Ableitungen y ( ~ ) :  d~y nach einer an 
�9 d t  ~ 

allen Stellen E ortsuniformisierenden p'-ganzen Funktion t, und zwar in dem yon 
H. Hnss~ und F. K. SCHMn)T [6] angegebenen Sinne, so dab spi~ter die entstehenden 
Gleichungen auch als Kongruenzen verstanden und verwertet werden diirfen. Aus 
(23), (24) ergibt sieh das folgende Gleichungssystem fiir die konstanten Reste yl.~ ) 
yon y~) rood Pk: 

m 
(25) ~ ,  a i ( Y i k  - -  Y i l )  ~ -  O, 

i--I i=l 

Die Matrix dieses Gleiehungssystems 

(26) 

hat m 

~_~ ,~ ,(;0 0 ( k : ]  . . . .  ,h,  ~ 1 ,  . . . , / - - 1 ) .  

Y12 - -  Yn Ylh YlI ~11 - -  y l o  

(1) a~(l-- 1) ~(1) 
Ym2 - -  Y m l  Y m h  - -  Y m l  Y m l  .~ml ,Ym2 

Zeilen und m + g - -  1 Spalten, es ist also 

�9 y 7") 
( l -D 

,Ymh 

niehttriviaI lSsbar, falls 
ihr Rang ~ m - -  1 ist. Der Rang von (26) ist nieht < m - -  1, denn sonst kSnnte 
man durch eine lineare Substitution auf die Yi erreiehen, dal~ die beiden ersten 
Zeilen verschwinden. Dann wiiren die Funktionen Yl - -  Yl~ und Y2 - -  Y2~ im Zi~hler 
durch (Pl . . .  Ph) ! teilbar, und man kSnnte aus ihnen eine nieht versehwindende 
Funktion linear kombinieren, deren NennerhSehstens o hl- 1 ist. Das ist ein Widerspruch. 

Da (26) den Rang m - - 1  hat, kann man dureh geeignete lineare Transformation 
der Yi mit Koeffizienten in k' erreichen, da~ die Yik - -  Yil, YI~ ) ganz sind, und dai~ 
ihre Reste (Yig - -  Yil) (P), .Vik" (~) (P) mod einem Primteiler p' yon P in k' eine Matrix 
(26) veto Rang m - -  1 ergeben. Es gibt weiterhin ein nichttriviales LSsungssystem 
ai(p) yon (25) mit dieser Matrix in dem Restk]assenkSrper F(p') .  Die ersten der 
Gleichungen (25) haben zur Fo]ge, da6 es in k' Grii~en ao(p) , Yik(P) mit Yik(P) - -  Y i i  (P )  

~- (Y ik - -Y i l )  (P), ao(P) ~- Z a i (p)y ik (p  ) : 0 (lc : 1 . . . .  , h) gibt. Wir definieren 
nun in K(p) / r  Divisoren 

Pk(P) gr. gem. Teller des Z~hlers (~) �9 <~) = aller (Yi (P) - -  (P)) 

( i :  ] . . . .  ,m;).~--- 0, . . . , l - - 1 ) .  
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Sic sind tei lerfremd, denn h~ttten p~(p), p~,(p) einen gemeinsamen Toiler :4: 1, so 
(~) o,~) In (26) waren also ware im Restklassenkt i rper  k ' (p ' )  Yik - -  Y i l  = Yik" - -  Y i l ,  :Tik - ~  ~'ik'. 

I Spal tenpaare  e inander  gleich, und  dannware  der Rang  hiichstens m + g - -  l < m - -  1, 
im Widerspruch  zu unserer Annahme.  Wegen der Ver tauschbarke i t  der doppel ten  

Res tb i ldung rood Pk und rood p '  [3, S. 650] sind die Pk(P) dutch die Bilder der Pk 
in K ( p )  te i lbar ;  wir werden gleich sehen, da~ sie mi t  ihnen sogar identisch sind. 
Jedenfalls  sind al]e so definierten Pk(P) =~ l.  Das E lemen t  y ( p )  -~  a o ( p )  -[- X a i ( p ) y i ( p )  

ist dureh (p~(p) . . .  p^(p))l tei lbar,  sein Nenner  ist hSchstens o (p)hl. Folglich sind die 
Pk(P) Pr imdivisoren  1. Grades und  die Bilder der :Pk. Sehliel~lich ist das Bild t)(p) 
~, (P)'" "Ph (P) 

o]p)a von t) kein I t aup td iv i sor ,  da o(p) nach  Vorausse tzung kein WEIER- 

STnASSpunkt ist. 
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