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Quaternire quadratische Formen
und die Riemannsche Vermutung fiir die Kongruenzzetafunktion

Herrn Professor ALExanpERr Ostrowskl zum 60. Geburtstag gewidmet
Von MartiN FicHLER in Miinster

Einleitung

Es bedeute F(x;) eine quaternire positiv definite quadratische Form mit ganzen
rationalen Koeffizienten ohne gemeinsamen Teiler > 1. Die Determinante des Koef-
fizientenschemas sei D. Die Thetafunktion

+-00 . o0 .
(1) ﬁF(T) — e2mrF(x,-) — Z “F(n) gZninT
Xj=—00 n=0
ist dann eine Modulfunktion — 2-ter Grades zu einer durch
a bl
iiﬂzl,czﬂmwQ

definierten Kongruenzuntergruppe & (Q) der Modulgruppe zur Stufe @, d. h. es besteht
die Funktionalgleichung

@ 05 (2257) = 2(@) v+ 02 05(2)
mit ‘
(2a) w0 = (7).

In @ gehen nur die Primteiler von D auf, und diese auch wirklich. Neben (@) wird
im folgenden noch die Untergruppe &,(¢) vom Index 2 oder 1 eine Rolle spielen,
welche durch die Bedingung y(a) =1 in ®(@) herausgchoben wird. Bekanntlich
besteht cine Zerlegung

(3) Op(7) = Ep(t) + Sp(1)
wobei

o

Bp(e) = 3 ex) 7, 8p(5) = 3 ap(w)

n=0
eine Kisensteinreihe und eine Spitzenform zur Gruppe ®(Q) bezeichnen. Die Anzahl
der Darstellungen einer natiirlichen Zahl » durch die Form F ist mithin

(4) ap(n) = gx(n) + op(n).
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Das Hauptglied ez(n) in (4) ist die mittlere Darstellungsanzahl von » durch Formen
des durch F definierten Geschlechts, es wird nach dem Sieceischen Hauptsatz
aus der analytischen Theorie der quadratischen Formen berechnet. Ist (n, D) = 1,
0 gilt mit einer von » unabhangigen Konstanten ¢

(b) sp(n):anZ<lt))t—].
i/n
Fiir das Fehlerglied wollen wir hier die Abschitzung
(6) | op(n) | <ya(e) n*™"

herleiten, dabei bedeute ¢ cine belichig kleine positive Grille und yp(g) eine
Konstante, die nur von F und ¢ abhingt. Fiir Primzahlen p gilt sogar

(62) |og(n) | <yep?.

Zum Beweise betrachten wir einen gewissen Korper K von Modulfunktionen zur
Gruppe &,(@), dessen Konstantenkdrper der rationale Zahlkorper £ ist, sowie den
Kérper K, der aus K durch algebraischen AbsehluBl des Konstantenkérpers entsteht.
K ist eine Erweiterung 2-ten Grades des Korpers K, aller in K enthaltenen und
bei der griBeren Gruppe ¢3(@) invarianten Modulfunktionen, und # bezeichne das
von der Tdentitit verschiedene Element der Gavorsgruppe von K/K,. (Die inkon-
sequente Benutzung des Index 1 erfolgt aus Griinden der Bequemlichkeit, der Korper
K, ist nur zur Definition des Automorphismus % erforderlich und wird nic wieder
vorkommen.) Bei der Reduktion von K modulo einer Primzahl p entsteht ein Korper
K (p), dessen Konstantenkorper der Primkirper der Charakteristik p ist; hierbei sind
moglicherweise endlich viele p als unzulissig auszuschlieBen, was bei geeigneter Wahl
von yg (&), yr keine Einschrankungen in (6a), (6) bedingt. Die Heckeschen Operatoren
T, [5] definieren Multiplikatoren 7, von X in sich, und auch der eben erwiihnte Auto-
morphismus # ist ein solcher. Sie crzeugen cinen Unterring %, in dem Ring I aller
Multiplikatoren von K in sich, und M, erfahrt bei der Reduktion von K mod p eine
isomorphe Abbildung auf einen Teil I, (p) des Multiplikatorenringes 3% (p) von K (p)
in sich, dabei bedeutet K (p) selbstverstindlich den durch algebraischen Abschluf
des Konstantenkorpers entstehenden Funktionenkérper. Die Bilder von #, 7, in
Wy (p) mogen mit #(p), 7,(p) bezeichnet werden. Ferner bedeute =(p) den durch
gliedweise Potenzierung mit p definierten Multiplikator von K (p), und endlich der
Stern den Rosatischen Antiautomorphismus in M bzw. M(p). Mit diesen Be-
zeichnungen gilt jetzt

() 7,(p) = n(p):~ 2P a(p) 4 n(p)*;
wenn D eine Quadratzah! ist, also speziell:
(7a) 7,(p) = n(p) + n(p)*.

Diese Behauptungen werden in den beiden ersten Paragraphen begriindet.
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Die Riemanssche Vermutung fiir die Zetalunktion des Korpers K(p) 1aBt sich
in Form der Gleichung

(8) |7(®) | =V »p

fiir die Eigenwerte a;(p) des Operators n(p) aussprechen; aus M, == My(p) und (8)
folgen dann leicht die Ungleichungen (6a) und (6) (§ 3).

Fortan sei D eine Quadratzahl, so dafl alse (7a) gilt. Das System der zu den Spit-
zenformen zur Gruppe &(Q) gehdrigen Dirrcurerreihen besitzt dann nach Heckr
[6] eine Eurersche Produktentwicklung, deren Faktoren die g-reihigen Matrizen

9) Zy(s)=(1g—T,p *+1,p' " %)}
sind; 1, ist die g-reihige Einheitsmatrix. Zieht man die bekannte Gleichung
(10) n(p) m(p)* = p

heran, und beachtet man die Isomorphie der Abbildungen 7', -z, —1,(p), so
folgt aus (7a) fiir die Determinante von (9) dic Gleichung

(11) [Z,(s) | 7! = N((1—=(p) p~°) (1—=(p)*»™")),

wobei N die Norm in einem gewissen noch naher zu prizisierenden Sinne bedeutet.
Andererseits ist die Zetafunktion von K(p):

_ LT _NA—n(p)p™) A —n(p)*p~")
(12) S (5) = 1—p= A —p') (1—p~H(L—p' ™% ’

Aus (11) und (12) folgt also: reduziert man K modulo fast allen Primzahlen p und
bildet das Produkt iiber die Zetafunktionen der Kérper K (p), so entsteht im wesent-
lichen die Determinante der Heckmschen Matrix-Zetafunktion zu den Spitzen-
formen — 2-ten Grades von K. Genauer:

1 1 —s 1—25 | —1

(13) Il o~ it —n LI Le =T ™+ L2170

wobei das Aquivalenzzeichen andeutet, daf auf beiden Seiten méglicherweise end-
lich viele Faktoren auszulassen sind; ¢(s) ist dic Riemannsche Zetafunktion. Die
linke Seite ist demnach eine meromorphe Funktion und geniigt ciner Funktional-
gleichung mit gewissen Gammafaktoren vom geldufigen Typ. Damit ist fiir den Fall
des Korpers K eine zuerst von H. Hasse geduBerte Vermutung bewiesen. Die ersten
Ergebnisse in dieser Richtung stammen von A. WewL [10] (K = k(=,y) mit aa™ +
by" = 1) und M. Drurineg {4] (K = elliptische Funktionenkérper mit. singuliiren
Moduln).



35H8 MARTIN EICHLER ARCI. MATH.

1. Der Korper der Modulfunktionen

Wir brauchen im folgenden einen Korper K-von solchen bei &, (@) invarianten
Modulfunktionen iiber dem Kérper & der rationalen Zahlen, deren Fourierentwick-
lungen rationale Koeffizienten haben, wobei die Nenner Potenzprodukte von end-
lich vielen Primzahlen sind. Mit zwei Funktionen haben offenbar ihre Summe, Dif-
ferenz, Produkt und Quotient diese Eigenschaft. K 148t sich dann in der Weise K =
k(z,y) crzeugen, wobei eine absolut irreduzible Gleichung F(x,y) = 0 mit ganzen
rationalen Koeffizienten besteht, Wir erzeugen K aus geeigneten Quotienten von
Thetafunktionen, insbesondere 9¢(z), und Eisensteinreihen, wobei wir ausdriicklich
darauf achten miissen, da nicht alle Funktionen von K schon bei (@) invariant
sind, falls D nicht eine Quadratzahl ist. Mit #z(r) und gewissen Funktionen ¢(z)
von K sind dann weitere ganze Modulformen ¢(z) #z(7) vom Grade —2 gegeben,
welche ebenfalls Fourierentwicklungen der chen genannten Art besitzen. Das gilt
inshesondere fiir eine Basis S;(7) der Schar der Spitzeniormen.

Ksist fiir das Folgende nicht erforderlich zn wissen, in welchem Verhaltnis der konstruierte Korper
K bzw. K zu dem Korper aller bei &,(Q) invarianten Modulfunktionen steht. Es bleibt also die
Frage offen, ob es Madulfunktionen zu dieser Gruppe gibt, die sich nicht als rationale Funktionen
von solchen darstellen lassen, welche rationalzahlige und sogar ,fast* ganzzahlige Founierent-
wicklungen besitzen. Es bleibt ferner unerortert, ob es mehrere Kérper der genannten Art gibt; diese
wiirden dann alle in einem umfassendsten enthalten sein.

Modulfunktionen zur Gruppe ,(Q) lassen sich stets als Summen von zwei
Funktionen schreiben, welche das folgende Transformationsgesetz erfiillen:

(14) = <‘;§ j:f;) — y(a) 2(2) tiir (j Z) € ®(Q), und mit z(a) = 1 oder — (f)
und zwar ist fiir die erste y(a) = 1, fiir die zweite y(a) = (?) (sofern iiberhaupt
® @) =+ (@), d. h. D 4 Quadratzahl ist). Entsprechendes gilt fiir Modulformen.

Das Geschlecht von X sei g. Einer Basis der Schar der Differentiale 1. Gattung
von K entsprechen danm ¢ linear unabhangige Spitzenformen 8,(z). Offenbar kann
man sie so wihlen, daf ein Teil von ihnen die Funktionalgleichung (2) mit y(a) = 1,
der andere mit y(e) = f) erfiillt. Die HEckEschen Operatoren 7', an deren Defi-
nition im Falle einer zu D teilerfremden Primzahl » = p wir hier erinnern miissen,
nehmen auf diesen Multiplikator y () Bezug: sie fithren Modulformen in solche des
gleichen Multiplikators iiber. Wichtig ist fiir uns indessen nur, daB sic die ganze
Schar der Spitzenformen invariant lassen:

- = ! 1 v T+7r y %‘ v
(1) S T,= > S8 (7)) 2 p S = 3t ) Si(o)-
rmod p =
Die rechts stehenden Matrizen (¢, (p)) wollen wir mit dem gleichen Buchstaben 7,
bezeichnen.
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Jetzt schrinken wir den Bereich der fortan zuldssigen Primzahlen p ein: p soll
nicht in den Nennern der Fourierkoeffizienten der S;(r) vorkommen. Dadurch
werden hochstens endlich viele » ausgeschlossen. Reduziert man diese Fourizrkoef-
fizienten mod p, so entstehen formale Potenzreihen in € mit Koeffizienten aus
dem Restklassenkérper k(p) von & mod p. Wir verlangen weiter, dafl auch diese for-
malen Potenzreihen linear unabhingig sind. Das erfordert den Aussehluf von hich-
stens endlich vielen weiteren p.

Der Korper K besteht seiner Erzeugung gemi aus Quotienten von Funktionen
mit fiir p ganzen Fourierentwicklungen. Es gibt demnach zu jeder Funktion z(z)
aus K eine Potenz von p so, da p"z(7) eine p-ganze Fourierentwicklung hat. Ordnet
man jeder solchen Funktion ihre formale Fourierentwicklung in %(p) zu, so entsteht
ein Korper K (p) von Funktionen mit k(p) als Konstantenkérper. K (p) kann anderer-
seits auch so erklart werden: Es liege eine Erzeugung K = k(z,y) mit F(x,y) =0
vor, wobei F ganze rationale Koeffizienten hat und absolut irreduzibel ist. Bis auf
endlich viele Ausnahmen ist F(z,y) auch in k(p) absolut irreduzibel [3], man setze
dann K (p) = k(p) (z,y) mit F(z,y) = 0 mod p. Wir benutzen zunichst diese zweite
Erklirung von K (p), obwohl sie den Nachteil hat, auf eine willkiirliche Erzeugung
Bezug zu nehmen. Andererseits kann man im gleichen Zuge cinsehen [3], daB & (p)
fiir fast alle p dasselbe Geschlecht ¢ wie K hat; nur solche p kommen in Betracht.
Nachtriiglich ist leicht festzustellen, daB fiir die zugelassenen p beide Erklarungen
dasselbe liefern.

Aufier den hier den p auferlegten Bedingungen werden wir endlich in § 3 p > 2 ¢ voraussetzen
miissen. Ob alle diese Kinschrankungen wirklich erforderlich sind, bleibt eine offene Frage. Natiirlich
wird man vermuten, daf§ lediglich die Primteiler von D auszuschlieBen sind.

Es ist noch cine Bemerkung iiber die 7', anzuschlicBen, die wir gemiB (15) als
g-reihige Matrizen auffassen. Sie erzeugen einen kommutativen halbeinfachen Ring,
lassen sich also simultan auf Hauptachsen transformieren. Dabei werden die 8;(z)
gleichzeitig in g andere Spitzenformen

[se)

(16) t(r) = Z T, (n) & 7 (1) = 1,

n—1
transformiert, die Kigenfunktionen der 7,. Hierbei sind die Entwicklungskoeffizien-
ten 7,(p) gerade die Eigenwerte der Matrix 7', [5]. Aus der linearen Unabhingig-
keit der ¢,(7) geht dann hervor, daB der durch die 7', erzeugte Ring den Rang g hat.

Aus (15) und den Voraussetzungen iiber p folgt weiterhin, dal die T, fiir jedes
zuléssige p p-ganze Koeffizienten ty (/) haben und auch mod p genommen einen
Ring vom Rang g erzeugen.
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2. Der Multiplikatorenring

Die Multiplikatoren (fiir das Folgende vgl. [1, 2]) eines algebraischen Funktionen-
kérpers bilden einen Ring von Endomorphismen der Klassengruppe 0-ten Grades;
ihre erzeugenden Elemente sind die folgendermalien definierten Primmultipli-
katoren 7: K sei cin mit K isomorpher Unterkérper einer endlich algebraischen Er-
weiterung K’ von K, so daB K’ das Kompositum K K _ ist. Eine Klasse € aus K werde
nach K_ isomorph iibertragen (C — C.) und die Norm

C"=N KK,/R(CT)

gebildet. Diese Definition gilt ebenso fiir K (p). Die 7 erzeugen einen Ring 9% (im
Falle von K) bzw. M (p) (im Falle von K (p)), beide Ringe sind halbeinfach und haben
die Charakteristik O (fiir den letzteren s. [11, S. 59], bzw. [12, S. 142]). Der Korper
K’ kann auch als der Restklassenkorper des ,,Ringkompositums* K, K, zweier mit
K isomorpher und untereinander algebraiseh unabhangiger Korper K;, K, modulo
cinem Primideal & von K, K, verstanden werden [2, S. 32]. Das dem Multiplikator
7 zugeordnete Primideal  ist durch = nicht cindeutig, sondern nur als Idealklasse
festgelegt, wihrend offenbar v durch ¥ cindeutig bestimmt wird. Die Zuordnung
eines Multiplikators v zu einem beliebigen ganzen Ideal ¥ = ¥, &, ... ohne mehr-
fache Primfaktoren geschieht folgendermaBen: Der Restklassenring K,K, mod ¥
(abgekiirzt: K K,(T)) ist die direkte Summe der Restklassenringe K,K,(Z;), und
die formale Ubertragung der Definition lautet (€, ¢, = Bilder von C in K,, K,):

O = Ng gk, (Co) H Ne ki (o) = O T2

Treten in § Primteiler mehrfach auf, so werden die 7; rechts noch mit diesen Vielfachheiten
multipliziert; das kommt fiir das Folgende aber nicht in Betracht. .

Im Falle des Kérpers K bekommt man auf Grund des Asgrschen Theorems und
des Jacosischen Umkehrsatzes eine treue Darstellung von IR im Raume der Werte
der ABeLschen Integrale modulo deren Perioden (diese Darstellung hat den Grad 2 g),
oder auch eine ebenfalls treue Darstellung g-ten Grades im Raume der Differentiale
{1], [2] 1. Gattung. Diese letztere schreibt sich so:

(17) S7(1) dr = Spurgge x(S,(r)dv),),
wobei man natiirlich nicht die Variable v mit dem Multiplikator © verwechseln darf.

Multiplikatoren 7, die sich bereits fiir K (d. h. als Ideale in K, K,) definieren lassen, erhalten
hiernach eine Darstellung, deren Koeffizienten in k liegen.

Es sei () eine Funktion aus X, welche sich gegeniiber &(Q) in einer der
beiden Arten (14) verhidlt. Es handelt sich zunidchst um die Aufgabe, dic zu

a fi
v o

Element aus &, (@), also mit y(«) = 1, dann 1af3t sich ein ( ) € $(@) bekanntlich
cindeutig so bestimmen, daB cine der folgenden p -+ 1 Glelchungcn besteht:

[ I B G Y A L S ]

xl(p) hezgl. K konjugierten Funktionen zu ermitteln. Sei ( ) ein beliebiges
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und man erkennt y{a) = 1 in jedem der p ersten Fiille, dagegen y(a) = x(p)im letzten.

Daraus folgt, daB bei Anwendung aller Substitutionen (“ 4 ) € ¢.(@) auf x1<;)

y 4
die Funktionen xl(? :r) mitr =20, ...,p — 1 und x(p) 2, (pt) entstehen, und daB-

@ fi
y 0
einer irreduziblen Gleichung f(z,) = 0 vom Grade p + 1. Das Letztere gilt aber
ersichtlich auch fiir die Summe von zwei Funktionen z,(r) mit verschiedenen
Multiplikatoren y(a). Die Gesamtheit der so erhaltenen Gleichungen f(z,)= 0
erzeugen dann ein Primideal ¥, in K, K, und folglich auch in K, K,. Die Ausfiihrung
von (17) fiir den durch dieses &, definierten Multiplikator 7, liefert nun gerade die
Formel (15), sofern man voraussetzt, da S;(r) eine Modulform vom Multiplikator
%(a) ist.

Hierauf sollen dic 7', (I soll entweder p oder eine zu p teilerfremde Primzahl

sein) auf den Korper K (p) iibertragen werden.

iEl(‘L') — i 5(7’1) e‘zninr

n=0

dicse durch die ( ) permutiert werden. Daher geniigt z, = xl( ;) in K=K,

geniige einer der Funktionalgleichungen (14) und habe rationale p-ganze Koeffi-
zienten £(n). Mit einer zu 4(p) zu adjungierenden primitiven I-ten Einheitswurzel {

2niz\ ! Zrir
und einer (e ! ): ¢ geniigenden RechengroBe e ! bilden wir die formalen

Ausdriicke
2nir

(18) xl(f‘ll”‘) _ RZ] £(n) Crn(e' 1 >n’ 2Dz, (17) = 2(1) ,‘2, £ (n)(e2mm7),

wobei wir gleichzeitig die &(n) durch ihre Reste mod p ersetzen. Ihre elementar-
symmetrischen Funktionen stimmen mit den formalen mod p genommenen FoURIER-
reihen der entsprechenden Bildungen aus K iiberein. Speziell ist also z, = xl(;)
Losung der Kongruenz f(x,) = 0 mod p, wo f die oben erklirte Bedeutung hat. Die

Gesamtheit dieser f definiert dann auch in K, (p) K,(p) sowie in K (p) K,(p) ein ldeal
Z,(p) und damit einen Multiplikator 7,(p) von K (p).

Diese Abbildung 7, — 7,(p) ist offenbar cin Homomorphismus des durch die
7, erzeugten Teilringes M, von M auf einen Teil M,(p) des Multiplikatorenringes
M(p). Es wird behauptet, daf es sogar ein Isomorphismus ist. In § 1 war festgestellt
worden, daf I halbeinfach ist, und daf M (p) dic Charakteristik 0 hat. Die Abbil-
dung M, — M, (p) ist dann und nur dann isomorph, wenn hierbei kein dirckter
Summand von 9%, auf 0 abgebildet wird, d. h. wenn 9,(p) denselben Rang wie 3,
hat. DaB dieses in der Tat zutrifft, folgt sofort aus der Matrixdarstellung (15) von
M,, wenn man nur weiB, daB (15) gleichzeitig eine Darstellung von i, (p) liefert,
indem man fiir die S,(r) ihre formalen Potenzreihen mod p einsetzt: Es war ja ge-
zeigt worden, daB der durch die 7, erzeugte Ring (von dem feststeht, daB er mit

Archiv der Mathematik, V. 24
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I, isomorph ist) den Rang g hat. Unter den gemachten Voraussetzungen iiber die
zuléissigen p war ferner bewiesen'worden, dafl die 7', auch mod p genommen gemiB (15)
einen Ring vom Rangg erzeugen. Es bleibt also iibrig, in (15) auch dic Darstellung
von M, (p) im Raume der Differentiale 1. Gattung zu erkennen |2, S. 27], ebense wie
es sich im Tralle des Korpers K verhilt.

Die Differentiale in K (p) erklirt man cinfach durch formales Differenzieren
der Fourierrcihen. Demnach erweisen sich die Bildungen 8,(7) dv als Differentiale.
Da K (p) dasselbe Geschlecht g wie K hat, haben die ihnen zugeordneten Divisoren
den Grad 2(g—1). Bei Restbildung mod p kann der Grad des Zéhlers des einem
8;(7) dr zugeordneten Divisors offenbar nicht grofier werden. Daher bleiben die S;(7) dr
bei Restbildung mod p ganz, d. h. sie entsprechen auch mod p den Differentialen
1.Gattung, und (15) stimmt wiederum mit (17) éberein,

Wichtig ist besonders der Multiplikator 7,(p). Eine beliebige Funktion z,(v) aus
K sei vorgelegt, sie sei in eine Summe von zwei (14) geniigenden Funktionen z; (7),
z](r) zerlegt, welche zu verschiedenen Multiplikatoren y(a) gehéren. Aus (18) ent-

nimmt man genau wie im klassischen Falle [9, 8. 255] unter Benutzung von ( i ) =
0 mod pfiir k== 0, p sowie der Tatsache, daB die elementarsymmetrischen Funktionen
der p-ten Einheitswurzeln und 1 bis auf die letzte durch p teilbar sind, daB die fol-
gende Kongruenz in einer Unbestimmten «, besteht:

19)  f(@) = (2 —(w/(p7) + x(p) = (p7))) ﬁ (’”2“”51 (127)) =

r=1

= (23— (2;(7) + 2(p) %/ (2))") (2§ — 2,(z)) mod p.
Die linke Seite von (19) erzeugt das Ideal T, in K;K,, wenn z,(z) alle Funktionen
aus K, durchliuft. Hicrnach zerfallt ¥, bei Reduktion mod p in ein Produkt aus
zwei teilerfremden Primfaktoren TV und TP, erzeugt durch alle z, — (2] + x(p)=7)?
bzw. 2§ — x,. Nach der eingangs gemachten Feststellung itber die Summe zweier
Multiplikatoren ist also 7,(p) die Summe der zu T\” und I gehorigen Multiplika-
toren; ersichtlich sind diese die bereits in der Einleitung beschriebenen. Damit ist.
(7) bewiesen.

3. Der Ansehluf an die Riemannsehe Vermutung

Falls ¢ = 1 ist, wurde bekanntlich von H. Hasse gezeigt: die Eigenwerte z;(p)
von 7(p) sind die Nullstellen des Polynoms

f(z) = 2% me(‘;') ;

wo Lg, durch (12) definiert ist, und ihr absoluter Betrag hat den Wert (8). Fiir be-
liebiges g bewies dasselbe A. WeiL [11, 8. 70—72]. Allerdings bleibt zunichst fiir
g > 1 noch offen, ob ein A-facher Eigenwert von =(p) auch h-fache Nullstelle von

f(z) ist.
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Aus (7) und (9) sowie %% = 1 (bzw. 5 (p)? = 1) einerseits, (8) andererseits folgt,
da die Eigenwerte von ,(p) absolut < 2 Vp sind. Wegen der Isomorphic der
Abbildungen 7, - 7, - 7,(p) sind die Eigenwerte 7;,(p) von T, ebenso grof.
Wie bereits oben festgestellt wurde, sind die 7;(p) identisch mit den p-ten Ent-
wicklungskoeffizienten der Spitzenformen¢,(r) in (16). Die in (8) auftretende Spitzen-
form Sz (7) ist eine Linearkombination der¢;(v), somit folgt (6a) aus (8). Zum Beweise
von (6) sei » = p{* p§* ... ein Potenzprodukt aus zuldssigen Primzahlen. Fiir die
Entwicklungskoeffizienten der Funktionen (16) gelten dann die Formeln (5]:

7;(n) = 7(p}) T.(0%) - - ., w(@*TY) = 7,(0%) n(p) — x(P) 7. (7).
Nach (8) und (10) ist dann also
I Ti(pa) l é fa pg 1

wo f, die a-te Zahl der Fisonaccischen Folge f, = 1,f, = 1, f, = 2, ... ist. Demnach
hat man ’

¥ 5
1 Ti(n) ] g fa, fa, et (p'il pg: ' ')H g fa,+a2+... no.
Die Folge f, wichst langsamer als ¢™ mit beliebigem £ > 0, also gilt von einem ge-
wissen n ab: | 7;(n) | < n2*°, und das ergibt (6).

Zum Beweisc der letzten Behauptung (13) bzw.

(20) Ly @) = {1, — T, p7" + 1,p' ™|

unter Voraussetzung von (7a) stiitzen wir uns auf die folgenden Sitze von A. WEIL
[12, S. 128 (Corr. 3), S. 136—138]: Es sei I eine beliebige zu p teilerfremde Primzahl
und @, (bzw. €,(»)) die Gruppe der Klassen 0-ten Grades von K (bzw. K (p)), deren
Exponent eine Potenz von  ist. €,(€,(p)) ist isomorph mit dem direkten Produkt
von 2 g Gruppen, deren jede mit der Additionsgruppe der I-adischen Zahlen mod 1 iso-
morph ist. Die Elemente u(u(p)) von IM(M(p)) erfahren in €,(€,(p)) eine treue Dar-
stellung durch 2 g-reihige ganzzahlige I-adische Matrizen M,(u) (M,(u(p))). (Eigent-
lich miifite auch noch M, das Symbol p tragen oder nicht; MiBverstindnisse sind aber
nicht moglich, wenn die Argumente x und g(p) von M, unterschieden werden.)
Das charakteristische Polynom von M,(n(p)) hat aber sogar ganze rationale Koef-
fizienten und ist gerade der Zihler der Zetafunktion von K (p):

(21) L (p7) = | M, — () p) |

Da der Antiautomorphismus * offenbar ohne EinfluB auf die Determinante von M,
ist, folgt hicraus und aus (7a)

(21a) L™ = | (1 —n(p) p~) 1 —a(p)*p™)) | =

= | M, —7@)p~" +2"7) |
24*
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Wir wollen nun
(22) | My (17, () ™ 4 p' %) | = | My(1—7, p~* + p' %) |

beweisen und miissen dazu die Determinanten der Darstellungen in €, und &,;(p)
des durch 7, bzw. 7,(p) erzeugten Ringes vergleichen. Der Korper K entsteht aus K
durch sukzessive endlich algebraische Erweiterung & — & — %" —--- des Kon-
stantenkorpers. Nimmt man in diesen Korpern eine Folge von ineinander und in ¢
aufgehenden Primidealen p’, p”, ..., und reduziert man K% mod p’ usw., so ent-
stehen endliche Konstantenerweiterungen K (p)%'(p’) usw. von K(p), welche in
ihrer Gesamtheit X (p) ausschopfen. Jede Klasse O aus @, gehort bereits cinem der
Koérper K%' usw. an und geht bei Reduktion dieses Korpers mod p’ in cine Klasse
C(p) von K (p) &’ (p’) iiber [3, 8. 648]. Es liegt crsichtlich ein Homomorphismus von &,
in §;(p) vor. Wir behaupten, da unter der Voraussetzung? > Max (¢ 11, 2(gy—1)),
p>2g jede Klasse C == 1 aus €, auf cine Klasse C(p) =& 1 aus €;(p) abgebildet
wird (was ohne die Voraussetzung ' = 1 gewiB nicht allgemein zutrifft), verschieben
den Beweis aber auf den SchluB. Hiernach geht nun eine Basis von €, in eine Basis
von §,(p) iiber. Ferner iibertrigt sich die Wirkung von z, auf €, in isomorpher
Weise auf €,(p). Daher sind bei geeigneter Basiswahl die Matrizen M,(7,) und
M, (r,(p)) identisch, und (22) ist bewiesen.

Die Determinante M,(u) fiir einen Multiplikator x von K ist andererseits gleich
der Anzahl der Klassen C 0-ten Grades von K, welche die Gleichung C* = 1 befriedigen
(es wird jetzt nicht mehr C €€, gefordert!) [12, S. 43 prop. 9) und S. 136 (th. 36)].
Nach dem AseLschen Theorem und dem Jacomischen Umkehrsatz ist diese Anzahl
gleich der Determinante der Darstellung von u im (2 g-dimensionailen) Raum der
Werte der ABeLschen Integrale 1. Gattung mod. den Perioden, oder auch gleich
dem Quadrat der Darstellung von x# im (g-dimensionalen) Raum der Differentiale
1. Gattung. Aus (21a) und (22) folgt nun (20).

Zum SchluB bleibt noch der folgende Hilfssatz zu beweisen: Der durch Re-
duktion von K mod p entstehende Korper K (p) habe das gleiche Geschlecht g wie X.
Es sei p > 2¢ und I cine natiirliche Zahl > Max (g +1, 2(g—1)). Das Bild C(p)
in K (p) einer Divisorenklasse C von K vom Exponenten I ist nicht die Einheitsklasse.
— Aus [7, 8] geht hervor, daB bis auf endlich viele Ausnahmen zu einem Primdivisor
o(p) von K (p) vom Grade 1 kein Element existiert, dessen Nenner o(p)h mtlshsyg
ist, sofern man p > 2 g voraussetzt; die Ausnahmen sind die WeiersTRAsspunkte
von K (p). Es sei 0 cin Primdivisor 1. Grades von &, der bei der Abbildung X — K (p)
(d. h. K¥ — K(p) &' (p’) fiir endliche Konstantenerweitcrungen %’) nicht in einen
WeiersTrasspunkt von X (p) iibergeht. In C gibt es einen Reprisentanten

(23) p= "5, 1sh=g, kko,
0
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dabei sind die p; gewisse Primdivisoren 1. Grades. Sie gehdren ebenso wie o bereits
einer endlichen Konstantenerweiterung K%' an. Esseil, y, ..., y, mitm =1k —g
eine Basis der ganzen Multipla von 0~ . (Die Dimension der Klasse {o"} ergibt
sich nach dem RiEMANN- Rocnschen Satz aus der Voraussetzung I > 2(g—1).)
VoraussetzungsgemiB ist ' =~ y ein Hauptdivisor, er 1aBt sich in der Gestalt

(24) y=a0+Za,-y,~
=1

. . . . . d* .
mit a; €&’ schreiben. Wir bilden nun die Ableitungen y P = dtf nach einer an

allen Stellen p; ortsuniformisierenden p’-ganzen Funktion ¢, und zwar in dem von
H. Hasse und F. K. Scumint [6] angegebenen Sinne, so daf} spiter die entstehenden
Gleichungen auch als Kongruenzen verstanden und verwertet werden diirfen, Aus
(23), (24) crgibt sich das folgende Gleichungssystem fiir die konstanten Reste y
von ¥ mod p,:

m
(26) > a;(yy — y) =0, Zay:y:o (k=1,..,h A=1,...,1-—-1).
i=1

Die Matrix dieses Gleichungssystems

Yi2 —¥n | Y — Yn i y(111 Dyt wi Y
(26) o

: (1) (1 1) (1)‘
Yme — Ym1 « Ymh — Ym1 Ym1l - Ym1  Ymz -

hat m Zeilen und m + g — 1 Spalten, es ist also nichttrivial losbar, falls
ihr Rang < m — 1 ist. Der Rang von (26) ist nicht < m — 1, denn sonst kinnte
man durch eine lineare Substitution auf die y; erreichen, dafl die beiden ersten
Zeilen verschwinden. Dann wiren die Funktionen y, — y,; und y, — yy; im Zéhler
durch (p; ... p,) teilbar, und man konnte aus ihnen eine nicht verschwindende
Funktion linear kombinieren, deren Nenner hochstens o ~* ist. Das ist ein Widerspruch.

'11
Yon

Da (26) den Rang m—1 hat, kann man durch geeignete lineare Transformation
der y; mit Koeffizienten in &’ erreichen, daB8 die y, — v;, % ganz sind, und daB
ihre Reste (y; — v:) (P), ¥ (p) mod einem Primteiler p’ von p in &' eine Matrix
(26) vom Rang m — 1 crgeben. Es gibt weiterhin ein nichttriviales Losungssystem
a;(p) von (25) mit dieser Matrix in dem Restklassenkorper %'(p’). Die ersten der
Gleichungen (25) haben zur Folge, daB es in &’ GréBen a,(p), ,,(p) mit y,(p) — v, (9)
= (Yu—Yn) (@), ao(®) + X a;(p)yu(®)=0 (=1, ..., h) gibt. Wir definieren
nun in K(p) k' (p’) Divisoren

Py (p) = gr. gem. Teiler des Zahlers aller (v (p) — ¥ (p))
(Z=1,...,m;Ai=0,...,l—1).
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Sie sind teilerfremd, denn hétten p,(p), by (p) einen gemeinsamen Teiler 4= 1, so
wiire im Restklassenkérper &'(p") ¥4 — ¥ = Yaw — Yin» Y% == ¥, In (26) wiiren also
1 Spaltenpaare einander gleich,und dannwire der Rang hichstensm g —1 <m—1,
im Widerspruch zu unserer Annahme. Wegen der Vertauschbarkeit der doppelten
Restbildung mod p, und mod p’ [3, 8. 650] sind die p,(p) durch die Bilder der p,
in K (p) teilbar; wir werden gleich sehen, daB sie mit ihnen sogar identisch sind.
Jedenfalls sind alle so definierten p,(p) = 1. Das Element y (p) = a,(p) + X a;(p)y;(p)
ist durch (p,(p) ... p(p)) teilbar, sein Nenner ist hochstens o(p)*. Folglich sind die
Py (p) Primdivisoren 1. Grades und die Bilder der p,. SchlieBlich ist das Bild y(p) =
Pi(®) - pp(p)
o(p)"
sTRASspunkt ist.

von 1) kein Hauptdivisor, da o(p) nach Voraussetzung kein WEIER-

Literaturverzeichnis
[1] M. Deuring, Arithmetische Theorie der Korrspondensen algebraischer Funktionenkérper I.
J. reine angew. Math. 177, 161—191 (1937).
[2] M. Deuring, dasselbe IT, ebenda 183, 25—36 (1940).

[8] M. Deurinc, Reduktion algebraischer Funktionenkérper nach Primdivisoren des Konstanten-
kdrpers. Math. 7. 47, 643654 (1941).

[4] M. Deuring, Die Zetafunktion einer algebraischen Kurve vom Geschlechte eins. Nachr. Akad.
Wiss. Gattingen, Math.-Phys. Kl. Ila, 1953, S. 85—94.

[56] E. Heck®, Uber Modulfunktionen und die Dirichletschen Reihen mit Eulerscher Produktent-
wicklung I, II. Math. Ann. 114, 1—28, 316—351 (1937).

[6] H. Hasse und F. K. Scumint, Noch eine Begriindung der Theorie der héheren Differential-
quotienten in einem algebraischen Funktionenkorper einer Unbestimmten. J. reine angew.
Math. 177, 2156—237 (1937).

[7] F. K. Scumipt, Die Wronskische Determinante in belicbigen differenzierbaren Funktionen-
korpern. Math. Z. 45, 62—74 (1939).

[8] F. K. Scumint, Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionenkorper. Math. Z. 45,
75—96 (1939).

[9] H. WeBER, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen. Braunschweig 1891.

[10] A. WeiL, Jacobi Sums as “‘GroBencharaktere‘, Trans. Amer. Math. Soc. 73, 487—495 (1952).

{11] A. WEiL, Sur les courbes algébriques et les variétés qui s’en déduisent. Actual. Sci. Industr.
1041, Paris 1948,

[12] A. WL, Variétés abdliennes et courbes algébriques. Actual. Sci. Industr. 1064, Paris 1948.

Ringegangen am 21. 11. 1963



