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L'objet de cet article est de d6montrer que certaines propri6t6s d'un processus 
stochastique sont pr6serv6es par restriction de la famille de tribus fi la filtra- 
tion naturelle du processus. Le r6sultat principal dit que toute semimartingale 
reste une semimartingale pour sa filtration naturelle, mais pour 6tablir cela 
nous traitons le cas des quasimartingales, et des martingales locales born6es 
darts L 1. 

1. Quasimartingales 

D'une fagon g6n6rale, nous adoptons le langage et les notations du cours de 
P.A. Meyer [2] sur les int6grales stochastiques. (f2, ~,, IP) d6signe un espace 
probabilis6 complet, muni d'une f i l tration (4)t>=0 (ou famille croissante de tribus), 
satisfaisant aux conditions habituelles. Nous appelons sousfiltration de (4)  
toute filtration (fgt)t :> o, satisfaisant aux conditions habituelles, et telle que fgt c 4 .  
Ainsi, si X d6signe un processus continu A droite adapt6 /t (4),  la f i l tration 
natureIle de X, c'est/~ dire la famille des tribus J (Xs ,  s<  t), rendue continue/t  
droite et augment6e de tousles  ensembles IP-n6gligeables de ~,  est une sous 
filtration de (4)- 

D~finition 1.1. Soit X =  (Xr)t>=o un processus stochastique continu d droite et adapt~ 
d la f i l tration (4 ) .  On dit que X est une quasimartingale (retativement d (4 ) )  si 

n--1 

Var (X) = sup ~ E [[X~, - IE [Xt,+114,] [] + E [IX,. 13 (1) 
i=0 

est f ini,  le sup dtant pris sur l'ensemble des suites f inies 0 = t o < t I < ... < t, < oe. 

La d6finition 1.1 permet d'6tablir sans difficult6 le th6or6me suivant: 

Th6or~me 1.2. Soit X une quasimartingale pour la f i l tration (4 ) ,  adapt& d u n e  
sousfiltration (fgt). Alors X est aussi une quasimartingale pour (~t). 
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D~monstration. Comme X est adapt6/t (~,), on a 

[ IX , ,  - m I X , ,  +, I~r 3 I] = ~ [ , I ~  I X , ,  - X , ,  +, l { r  I] 

= m  [Ira [X,,-X,,+,I~,I~,,]I] 
<_- m [ira [ x , , - x , , + , l ~ , , ]  i] 

car les op6rateurs IE [. I~qt] diminuent la norme dans L 1. Donc la variation de X 
par rapport / t  (~t) est inf6rieure ~t la variation de X par rapport / t  (~),  qui est finie. 

Toute surmartingale born6e dans L 1, en particulier toute surmartingale posi- 
tive, est une quasimartingale, ainsi que la diff6rence de deux surmartingales 
positives. La r6ciproque est donn6e dans le th6or6me suivant qui pr6cise la d6- 
composition de Rao [-4] d'une quasimartingale, en montrant sous quelle con- 
dition on a l'unicit6. 

Th6or~me 1.3. Le processus X est une quasimartingale si et seulement s'il existe 
deux surmartingales positives X '  et X "  telles que X = X ' - X " .  Dans ce cas on peut 
choisir X '  et X"  telIes que V a r ( X l = V a r ( X ' ) +  Var (X")  et la d~composition est 
aIors unique. 

DOmonstration. Soit S: t < to < q < . .  < t, < oo une subdivision finie de l'intervalle 
It, + oo [. Les variables al6atoires 

q ' ( s ) = m  (x,,-~IX,,+,lG3) § + x  +l tn 
i=O 

n--1 4 1  v;' (s): m[ S=o(X,,- m + l 

croissent lorsqu'on raffine la subdivision S et leur int6grale reste born6e, elles 
admettent donc une limite dans L 1 le long de l'ensemble ordonn6 des subdivisions 
de [t, oc[-. Appelons Ut et G" ces limites. On v4rifie ais6ment que si s=< t, alors 
IE [Ut' [O%] < Us' et IE [Ut" [O%] < U'. Donc U' et U" sont des surmartingales, et 

t t  admettent le long des rationnels des limites ~t droite X; = G'+, X~'= G+- On peut 
montrer (voir le lemme 1, p. 423 de [-5]) que la fonction rw-~IE [Ut'] est continue 
droite, de sorte que X' est une modification de U', et de m6me X" est une modi- 
fication de U", mais nous n'aurons pas besoin de ce r6sultat ici. 

Nous avons Xt= G' (S)-  Ut"(S) pour toute subdivision finie S, d'ofiXt= G ' -  G", 
et par continuit6 /t droite X t = X ; - X ~ ' .  D'autre part, Var(X) est la limite de 
IEIU~S)+ Us le long de l'ensemble ordonn6 des subdivisions finies de 
[ 0 , + o e [ ;  on a donc Var (X)=IE[U[~+U6 ' ]>IEIX 'o+Xg]  (lemme de Fatou), 
c'est /t dire Vat (X) >__ Var (X') + Vat (X'). L'in6galit6 inverse 6tant 6vidente, on 
a l'6galit4 de l'6nonc6. 

Montrons maintenant l'unicit6 de cette d6composition. Soit X = X  1 - X  2, 
o6 X 1 et X 2 sont des surmartingales positives. Si s < t  on a 

(IE I X  s - X ,  I O%] ) + = (lie [X~ - X, ~ [ O%] - m [X~ - X, = I O%]) + _-< m [X~ - X; I o%] 

car X 1 et X 2 sont des surmartingales. On en d4duit sans peine que Ut'< X~ (donc 
aussi X; < X  1 par continuit6 ~ droite) et que IE [G ' -G ' IO%] <IE [X~-X~[  ~], 
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de sorte que X a -  U', et doric X 1 -  X', est une surmartingale positive. I1 en est 
de marne pour X z - x  ''. Alors la relation V a r ( X ) = V a r ( X ~ ) + V a r ( X  2) s'6crit 
1E [X;  +X~]  =IE[X01 +X02], et entraine que les deux surmartingales positives 
X ~ -  X' et X 2 - X "  sont nulles/~ l'instant 0, donc identiquement nulles. 

D6finition 1.4. On appelle changement de temps un processus (Tt)~o, continu d 
droite et croissant, tel que pour tout t % soit un temps d'arr~t de (~)  p.s. fini. 

Si (z~) est un changement de temps et X une surmartingale positive, le tb6or6me 
d'arr6t de Doob nous dit que le processus (X~) est une surmartingale pour la 
filtration ( ~ ) .  On a donc le corollaire suivant: 

Corollaire 1.5. Si (Tt) est un changement de temps et X une quasimartingale pour Ia 
filtration (~),  alors (X~) est encore une quasimartingale pour la filtration (~,). 

D'autre part, grfice f la d6composition d' l to-Watanabe d'une surmartingale 
positive, nous obtenons un autre corollaire du th6or6me 1.3: 

Corollaire 1.6. Si X est une quasimartingale, alors X =  M + A off A est un processus 
prdvisible ~ variation intOgrable, et M est une martingale locale. 

Nous verrons darts un instant que M est born6e dans L ~. 

2. Martingales locales 

Une martingale locale X pour une filtration (~)  n'est pas en g6n6ral une mar- 
tingale locale pour sa filtration naturelle. Le lemme suivant d6montr6 dans [3] 
nous fournira ais6ment un contre-exemple dans le cas discret (et celui-ci peut 
atre consid6r6 comme un cas particulier du cas continu). 

Lemme 2.1. Soit ( X , ) , ~  un processus adaptd d u n e  suite croissante de tribus 
(~).~N. Les propri~tds suivantes sont dquivalentes 

1) X est une martingale locale. 

2) Pour tout n on a IEKIX.+ll I~]<oo p.s. et I E [ X , + I I ~ ] = X  ..  

Contre-exemple. Prenons [ ?=N;  IP{2n} = l P { 2 n +  1} = 1/n2; ~o = {{2n, 2 n +  1}, 
nEN}, ~ =•(N);  X 0 =0, Xl(2n)= - X ~ ( 2 n +  1)=n. 

On a IE[IXII I~o]<Oo p.s., IE[-XIIYo]=0=Xo,  mais on a IE[IXII[Y(Xo) ] 
= + o9 p.s. La martingale locale (Xo,)(1) n'est donc pas une martingale locale 
pour sa filtration naturelle. 

Nous allons indiquer maintenant une classe de martingales locales qui con- 
servent cette propri6t6 par rapport /~ leur filtration naturelle. Pour cela, nous 
aurons besoin de rappeler le th6or4me de Kazamaki [1] sur la d6composition 
de Krickeberg des martingales locales, et d'6tablir un rdsultat auxiliaire sur les 
quasimartingales. 

Rappelons qu'un temps d'arr6t r6duit une martingale locale M si le processus 
(Mt^TI{T>O}) est une martingale uniformdment inthgrable. Lorsque M o est 
inthgrable - ce sera le cas dans cet article - on peut supprimer l'indicatrice 
I~r> o}. 
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Ddfinition 2.2. Soit X un processus adapt6 gt (~)  et continu ~ droite. On pose 
IlXlh =aMplE [IXrl], r parcourant l'ensembIe des temps d'arr~t finis de la famille 

T 

(4) .  On dit que X est born6 dans L 1 si IIXlh < oo. 

Par exemple, toute surmartingale positive est born6e dans L 1, donc toute 
quasimartingale est born6e dans L 1. Dans l'6nonc6 du corollaire 1.6, par exemple, 
X est born6e dans L ~ comme diff6rence de deux surmartingales positives, A 
comme processus fl variation int6grable, et donc M est une martingale locale 
bornhe dans L 1. 

Th6or~me 2.3 (Kazamaki). Soit M une martingale locale. Alors [IM]]l = suplE [[Xr,[], 
n 

pour toute suite croissante (7",) de temps d'arrdt r6duisant M e t  tendant vers + oo. 
Si M est born& dans L 1, il existe deux martingales locales positives M 1 et M 2 

telles que M = M  1 - M  2 et que [[M[J 1 = I[M 1[11 + I[MZH1 �9 Cette d6composition est 
unique. 

Nous arrivons fl un r6sultat simple, mais tr6s utile: 

Th6or6me 2.4. 1) Une martingale locale M est une quasimartingale si et seulement 
si NMIl <oo. 

2) Darts ce cas, M est aussi une martingale locale pour sa filtration naturelle, 
et plus gdndralement pour toute sousfiltration (fit) gl laquelle elle est adapt6e. 

DOmonstration. 1) Si M est une quasimartingale, alors d'apr6s le th6or6me 1.3, M 
est la diff6rence de deux surmartingales positives, donc IIMlla < ~ .  R6ciproque- 
ment, si M est une martingale locale born6e dans L 1, M est d'apr6s le th6or6me 2.3 
la diff6rence de deux martingales locales positives. Celles ci sont en particulier 
des surmartingales positives, et M est une quasimartingale. 

2) Soit T,=inf{t:  [Mt[>n}; T~ est un temps d'arr& de la filtration (~t), et la 
martingale locale arr&6e M r" est donc adapt6e fl (fqt). Elle est d'autre part domin6e 
par n+lMr[,  qui est int6grable puisque M est bornde dans L1; c'est donc une 
martingale uniform6ment int6grable par rapport fl la famille (Wt). Mais toute 
martingale uniform6ment int6grable de (4)  adapt6e fl ((~) est une martingale 
pour (f~t), et on en d6duit que M est une martingale locale de la filtration (f~), 
r6duite par les temps d'arr& T,. 

Nous allons 6noncer maintenant une condition n6cessaire et suffisante 
(malheureusement peu maniable) pour qu'une martingale locale M de la filtra- 
tion (~), adapt6e fl une sousfiltration (Nt), soit une martingale locale de (N0- 
Nous nous appuierons pour cela sur le th6or6me 3.1 que nous d6montrerons 
plus loin, suivant lequel M est une semimartingale de (fqt), et sur le crit6re suivant: 

Lemme 2.5. Soit X une semimartingale nulIe en O, Pour que X soit une semimar- 
tingale sp6ciale, il faut et il suffit que le processus croissant 3/* = supXs soit locale- 
merit intdgrable. ~<=t 

Ddmonstration. Si X est sp6ciale et nulle en 0, X admet une d6composition 
X=  M +  A, off A est fl variation localement int6grable et M est une martingale 
locale nulle en 0. I1 suffit de d6montrer que (M*) est localement int6grable. Or si T 
est un temps d'arr& qui r6duit fortement M ([2], p. 294, 7 et 8), M* est une 
variable al6atoire int6grable. La r6ciproque, compte tenu de ce qui vient d'&re 
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dit pour les martingales locales, se ram6ne ~t l'6nonc6 suivant: si A est un pro- 
cessus ~ variation finie, nul en 0, et si le processus croissant (A*) est localement 
int6grable, alors A est localement int6grable. Consid6rons des temps d'arr6t 

} R, croissant vers +oo et tels que E [ A ] J < o e .  Posons S~=inf : ]dA~l>n,  

et T~=R, /xS , .  Alors ]AAT~[<2A]. est int6grable, et ~ IdA~l est major6 par 
n + ]AAT. ], donc int6grable, o 

Th6or6me 2.6. Soit M une martingale locale pour la filtration (~) ,  adaptOe g~ 
une sousfiItration (Nt). Pour que M soit une martingale locale pour ((~t), il faut et 
il suffit que par rapport gl (Nt) M soit une semimartingale spdciale. 

DOmonstration. La condition est 6videmment n6cessaire, montrons qu'elle est 
suffisante. Nous pouvons supposer que M o =0. M ~tant une semimartingale 
sp6ciale pour (N), le lemme 2.5 entraine l'existence d'une suite croissante de 
temps d'arr6t T~ de la famille (Nt), tendant vers + 0% et telle que IE [ M * ]  < + oo. 
Le processus arr~t6 M T~ est alors/l la fois adapt6/~ (Nt), et une martingale uni- 
form6ment int6grable pour la famille (~). C'est donc une martingale uniform6- 
ment int6grable pour (~), et M elle marne est une martingale locale pour cette 
filtration. 

3. Semimartingales. Integrales stochastiques 

Le but principal de ce paragraphe est la d6monstration du th6or6me suivant: 

Th6or~me 3.1. Soit X une semimartingale pour la filtration (~t), adaptde ~ une 
sousfiltration (Nt). Alors X est une semimartingale par rapport gt (Nt). 

La ddmonstration comporte plusieurs 6tapes. On se ram6ne d'abord au cas 
o6 X o = 0, puis au cas d'une semimartingale/t sauts born6s par 1 : 

Lemme3.2. Le processus Vt= ~ dXsI~lax~t>=l } est d variation finie sur tout 
O < s < t  

intervalle fini, adaptO dt la filtration (~t), et le processus Yt = X t - V t  est une semi- 
martingale pour la filtration (o%), adaptOe ~ ((~t), nulle en 0 et ~ sauts bombs par 1. 

Ce lemme est 6vident: V n'a qu'un nombre fini de sauts sur tout intervalle 
fini, puisque les trajectoires de X sont continues h droite et pourvues de limites 
~t gauche. I1 suffira de prouver que Y est une semimartingale par rapport ~ (fit). 
Le lecteur remarquera que, m~me si au d6part (fit) 6tait la filtration naturelle de X, 
ce n'est plus en g6n6ral la filtration naturelle de Y. 

La semimartingale Y ~ sauts born6s par 1 est sp6ciale, d'apr6s Yceurp [-6] 
(aussi [2], p. 310). Elle admet donc une d6composition canonique Y = M + A ,  
o6 M est une martingale locale nulle en 0, A un processus fi variation finie pr6- 
visible (par rapport fi (~)) nul en 0, et cette d6composition est unique. 

Lemme 3.3. Avec les notations ci-dessus, il existe une suite croissante de temps 
d'arr6t T~ de la filtration (~), tendant vers + oo, et telle que pour tout n la mar- 
tingale locale (Mr^ T.,) appartienne ~ 2/f ~. 
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D~monstration. Nous allons montrer d'abord que IE[[A,A]T ]~IE[[Y, Y]T] 
pour tout temps d'arrat T. Quitte ~t remplacer Yet  A par les processus arratds 
A r et yr ,  on peut se ramener /t montrer que IE[[A,A]oo]<-_IE[[Y, Y ] j .  Puis, 
quitte ~t arr6ter de nouveau Yet  A ~t des temps d'arr~t convenables, on peut se 
ramener au cas off A est ~ variation int6grable, M uniform6ment int6grable. On 
a alors pour tout temps d'arr6t pr6visible S de la filtration (~t) 

A A s = IE [ A Ys I o~s _ ] 

et par cons6quent IE [AA~] <113 [A Ys2]. Appliquons alors ce r6sultat/t une suite 
de temps prdvisibles (S,), admettant des graphes disjoints et 6puisant les sauts 
de A. I1 vient que 

IE [[A,A]oo] =113 [ ~ A A 2 ]  <IE [~A Ys2 ] _<IE [[Y, Y]oo]. 
n n 

Le r6sultat auxiliaire cherch6 est 6tabli, passons fi l'6nonc6 proprement dit. 
Le processus croissant [Y, IT] est adapt6 ~ la famille (Nt), et a des sauts born6s 

par 1. I1 existe donc des temps d'arrat (T,) de la famille (~), tendant vers + oo en 
croissant, et tels que [Y, Y]r,  soit intdgrable (marne born6e, si on le d6sire). 
D'apr6s l'in6galit6 ci-dessus, [A, A]r.  est aussi int6grable. En vertu de la relation 

[M, M] 1/2 < [Y, y]1/2 + [A, A] 1/2 

on a 113 [[M, M]~/2] < o% et cela signifie que la martingale locale (Mr ^ r,) appar- 
tient ~ ~ .  Ici, en vertu de l'in6galit6 [M, M] < 2 ([Y, Y] + [A, A]), elle est m~me 
born6e dans L 2. 

Remarque. Le raisonnement montre mieux: supposons que [I1, Y]r. soit born6e, 
et pour simplifer les notations ramenons nous au cas o/1 [Y, Y]~o est born6e, 
par arr~t/~ T,. Alors un raisonnement tout analogue h celui qui a 6t6 fait plus haut 
montre que 113 [[A, A] ~ - [A, A]s ] ~s] __< IE [[ Y, Y] co - [ Y, Y]sl~s] est born6 pour 
tout temps d'arr6t S. Ensuite, nous avons [ M , M ] ~ - [ M , M ] s < = 2 ( [ Y , Y ] ~  
- [ Y , Y ] s + [ A , A ] o o - [ A , A ] s ) ,  de sorte que le processus croissant [ M , M ]  
engendre un potentiel born6. Comme d'autre part les sauts de Ye t  de A sont 
born6s par 1, les sauts de M sont born6s par 2, et on voit que M appartient /t 
NJg(9. Autrement dit, en revenant aux premi6res notations, il existe des temps 
d'arr~t T, de la famille (~t) tels que la martingale arr~t6e (M t ̂  r.) appartienne /t 
NJg(9. 

Lemme 3.4. Soit Y = M  + A une semimartingale, off M appartient g~ ~t ~1 et A est 
un processus gt variation finie sur [0, + oo] tout entier. II existe alors une loi 
~quivalente g~ IP, telle que Y admette la d~composition Y =  M'  + A' off M'  est une 
martingale pour la loi Q appartenant gt ~ ,  et A' est un processus gt variation int~- 
grable pour la loi ~ .  

DOmonstration. D6signons par N une variable al6atoire born6e, strictement posi- 
oo 

tive, d'int6grale 1 pour la loi ~ et telle que N. ~ [dAs[ soit IP-int6grablel; soit 
0 

1 P a r  exemple  N = U/IE [ U ] ,  off U = 1/1 + ~]dAs[ 
o 
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(Nt) la martingale IE [Nl~3,  et soit I1~ = N .  IP. Utilisons le th6or6me 24, p. 377 de 
[2]: M 6tant une martingale locale pour IP, le processus M' = M - B  est une 
martingale locale pour Q, ot~ 

- i d [M, N3s 
Bt - o Ns 

Nous posons alors A' = A  +B, et il nous faut montrer que A' est/t variation int6- 
grable (non pr6visible en g6n6ral) pour Q, et que M' appartient/l  ~(~. 

Comme M est dans Z, ~ et N born6e, la variation du processus Kt = [M, N1  
est int6grable pour 1P (in6galit6 de Fefferman 2, [23, p. 337), et on a 

oo 

�9 

oo oo 

ce qui signifie encore que ~ [dBs] est Q-int6grable. Comme ~]dAsl est II)-int6grable 
0 o 

par la d6finition de N, le r6sultat concernant A' est 6tabli. 
Nous avons ensuite [m', m ' 3 ~  2 ~ [m, m 3 ~  2 1/2 + [B, B]oo ; [M, M]o~ est le 

marne pour 1P et pour Q, puisque c'est la limite en probabilit6 de sommes de la 
forme M 2 +~(Mt,+l-M~,)2; comme il est 1P-int6grable, il est aussi Q-intdgrable 

i oe 
puisque Nes t  born6e. D'autre part, on a [B, B]~ 2 = (Z  AB2~) 1/2 <•  lABs[ < ~ [dBs], 

s s 0 

qui est Q-int6grable comme on l'a vu plus haut. Donc M' appartient bien/t jr 

D&nonstration du th~or~me 3.1. I1 nous suffit (lemme 3.2) de d6montrer que le 
processus Y= X - V  est une semimartingale par rapport / t  (fit). Consid6rons la 
d6composition Y = M + A  et les temps d'arrat T, de la famille ((r fournis par le 
lemme 3.3, et posons S ,=  T,/x n. La martingale arr~tde M r" appartient /t ~ 1  
d'apr6s le lemme 3.3, et il en est de marne de M s" par arr6t; le processus arr~t6 
A s" a une variation totale finie, donc nous pouvons appliquer le lemme 3.4 
YS"= MS"+ A s". I1 existe donc une loi Q, 6quivalente ~IP, telle que YS" soit une 
quasimartingale pour la loi Q, et la fltration (~). Comme Y est adapt6e & (fit) 
et S, un temps d'arr6t de (fit), le th6or6me 1.2 entrMne que YS" est une quasi- 
martingale pour la loi ~ ,  et la filtration (fit), doric une semimartingale pour Q, 
et (fit), et enfin (la notion de semimartingale 6rant invariante lorsqu'on remplace 
une loi par une loi 6quivalente: [-2], th. 23, p. 377), Ys" est une semimartingale 
pour IP et pour la filtration (fit). Enfin, comme les S, sont des temps d'arr6t de 
(fit), Y elle m~me est une semimartingale pour la loi IP et la filtration (fit)- 

Remarque 3.5. Supposons que X soit une semimartingale pour la filtration (~t), 
admettant une d6composition canonique X = M + A pour cette filtration (M mar- 
tingale locale, A pr6visible/t variation finie). Alors X peut ~tre adapt6e ~ une 
sousfiltration (~t) sans que M e t  A l e  soient. Construisons un contre exemple 
dans le cas discret: Q=  [-0, 1] muni de la mesure de Lebesgue 1P; ~o est la tribu 

2 Dans  le cas concret qui nous occupe, M et N sont born6es dans L 2, et on peut donc invoquer 
l'in6galit6 moins profonde de Kuni ta -Watanabe  
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engendr6e par l'intervalle [0,�88 f~o est la tribu triviale, et Xo =0;  ~ est la tribu 
bor61ienne, ~j est la tribu engendr6e par [0, 1/2[ et X 1 =IEo, 1/2I. Alors la d6com- 
position de X est donn6e par Ao=0, A1--IE[Xllo~o], M = X - A ,  et on voit que 
A~ n'est pas fg~-mesurable. 

Th6or~me 3.6. Soit (Nt) une sousfiltration de (o~), et soient X et H respectivement 
une semimartingale pour (~#t), et un processus prdvisible localement bornd pour (~#t). 
Alors l'intOgrale stochastique de H par rapport gt X selon (4)  est la m~me que 
l'intdgrale stochastique selon (Nt). 

Ddmonstration. On se ram6ne aussit6t, par arrat /t des temps d'arrat de (~), au 
cas off H est born6. La proposition 6tant 6vidente pour les processus pr6visibles 
616mentaires de la filtration (fqt), pour lesquels on peut 6crire explicitement l'int6- 
grale stochastique, le th6or6me des classes monotones nous ram6ne ~ la v6rifica- 
tion de la propri6t6 suivante: soit (H") une suite croissante de processus pr6visibles 
de la famille (f~t), uniform6ment born6e en valeurs absolue, et soit H sa limite. 
Supposons que l'on ait H". X = H " ~ X  pour tout n; alors on a H & X = H ~  X. 

Or cette propri6t6 est 6vidente, car il est bien connu que (H". X)t converge en 
probabilit6 vers (H. X), pour tout t fini, selon la filtration (~t) comme selon la 
filtration (4). 

Remarque 2.7. C.Dol6ans-Dade vient d'6tablir dans [7] un th6or6me d'existence 
et d'unicit6 pour des 6quations int6grales stochastiques du type: 

t 

X, (oo) = H, (oo) + ~ f (co, s, X,_ (oo)) dM~ (co) (2) 
0 

off l'inconnue X est un processus adapt6/t (4)  a trajectoires c/~dl/tg., et les donn6es 
H, M , f  sont respectivement: un processus adapt6/t  (J~)/t trajectoires c~dl/tg.; 
une semimartingale pour (4) ;  enfm une fonction f(o), s, x) sur f2 x IR+ x IR satis- 
faisant/t une condition de Lipschitz en x, une condition de continuit6/t gauche 
en s, et fi la condition d'6tre adapt6e/t fit pour (s, x) fix6s. Donnons nous main- 
tenant une sousfiltration (~t), et supposons que H e t  M soient adapt6s ~t (f#~), 
et f ( . ,  s, x) adapt6e ~t ~s pour (s, x) fix6s. Peut on affirmer que la solution X est 
adapt6e ~t la sousfiltration (f#~)? 

Bien entendu, cela peut se d6montrer en suivant pas ~t pas la construction de 
Dol6ans-Dade, mais c'est aussi une cons6quence imm6diate des r6sultats de ce 
travail. En effet, le th6or6me 3.1 nous permet d'affirmer que M est une semi- 
martingale par rapport / t  (Nt), de sorte que le th6or6me de Dol6ans-Dade s'ap- 
plique darts la sousfiltration, et nous fournit un processus ()rt) adapt6/t (f9~), tel que 

t 

R t =14,+ ~f( . ,  s, Jfs-) dMs 
0 

les int6grales stochastiques 6tant prises au sens de la filtration (Nt). Mais d'apr6s 
le th6or6me (3.6), ces int6grales stochastiques coincident avec les int6grales au sens 
de (fit), de sorte que X satisfait ~ (2). Comme la solution de (2) dans la filtration 
(fit) est unique, nous avons Jf = X, et X est lui m6me adapt6 ~t la sousfiltration. 
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