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Sur les fonctions de pluralit6 

Z.  M O S Z N E R  

Rksumb. On donne une forme de la solution #n~ra}e de l'6quation fonctionnelle conditionnelle 

f~x)f(y) # 0 ~ f (x  + y) =f(x)f(y), 

oft f :  R+  ~ R % ,  pour n = 2 et n arbitraire. On caract6rise aussi des solutions continues, de plus on 
r&out un probl6me du F. S. Roberts et un probl6me de prolongement, en faisant une remarque au sujet 
des solutions homog6nes. 

M. Fred S. Rober t s  a formul6 le probldme ([5] Problem !) de donner  toutes ies 
fonctions f :  R + :  = [0, oe["\{_0}--,R~ pour  iesquelles 

f ( x ) f ( y )  # 0 =: , f (x  + y) = f ( x ) f ( y ) ,  ( l )  

off 0 , = ( 0  . . . . .  0) e R "  et pour  x = ( x l  . . . . .  x . )  et y = ( y j  . . . . .  Yn) on a 
x + y  = (xl + y l  . . . . .  xn + Y D  et x y  = (x~yj . . . . .  x.y~). 

Une fonction remplissante (1) est dite une fonction de pluralit6 (g6n6ralis6e [3] 
p. 308) et elle joue un r61e impor tan t  dans la th6orie du choix ( [ 4 ] - - d a n s  ce travail 
la condi t ion (1) est nomm6e  "'c-consistency"). Cette fonction a 6t~ aussi le th6me 
d 'une  session spSciale pendant  le 29 ~me sympos ium sur des 6quations fonctionnelles 

en Wolfville ([3] p. 308). 

I. L e e a s n = 2  

Nous  avons le 

AMS (1991) subject classification: 39B40. 

Manuscript received March 2, 1992 and, in final form, June 25, 1993. 
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THI~ORI~ME 1. La fonction f: R2+ -+ R 2 remplit la condition (1) si et seulement si 
f (x ,  y) = (~  (x, y), f2 (x, y)) et 

fl(x,  y) = {~ xp[al(x) + az(y)] 

f2(x, y) = {eo xp[as(x) + a4(y)] 

si (x, y) ~ Z1, 
si (x, y) ~ Z~ ,=Rz+ \Z , ,  (2) 

si (x, y) ~ Z2, 
si (x, y) ~ Z'2,=R2+ \Z2, (3) 

Dbmonstration de "seulement si". Posons Zi ,= {(x, y) ~ R 2 :f .(x,  y) # 0} pour 
i = 1, 2. La condition (1) a la forme 

If, (x,, y, )f, (x2, Y2)[ + [f2(x,, y, )f2 (x2, y:)l ~ 0 (9) 

a pour  cons6quence 

[I] ~ f l  (x, + x2, y,  + y2) = f ,  (x, ,  y, )fl (x2, Yz) (lO) 

et 

f2(xl + x2, y, + Y2) =f2(x t ,  yl)f2(x2, Y2). (11) 

Si (xL,Yl), (X2, Y2) ~ Zl, doncf l (x l ,Yl)  ¢ 0 #fl(x2,Y2) et de lfi d'apr6s [I] on a 
f l ( x l + x z ,  y l+y2)  #0 ,  donc ( x l , y l ) + ( x 2 , y 2 ) e Z l ,  d'ofi (4) a lieu. De m6me 
mani6re nous avons (5). 

Soit (xl,y~) eZ]  et (x2,y2) eZz ,  donc fl(xs,y~) = 0  et f2(x2, Y2) #0.  I1 en 
r+sulte que fz(x~, y~) # O, d'ofl d'apr6s [I] on a fl  (x~ + x2, y~ + Y2) = 0 et de l~t (6) 
a lieu. De la m~me mani6re nous avons (7). 

satisfaisants aux conditions 

Z1 + Zi c Z1, (4) 

z2 + z2 c z2, (5) 

Z] + Z2 c Z],  (6) 

Z~ + Z, m Z~, (7) 

z ,  u z2 = R~ .  (8) 

o~ al, az, a3, a4 ". R ---r R sont des fonctions additives et Z~ et Zz sont des ensembles 
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La relation (8) a lieu puisque f(x, y) ~ (0, 0) pour chaque (x, y) de Rz+. 
Nous d6montrerons dans la suite que 

(x, y) e Z1 ~ Yn e N: -1 (x, y) ~ Zi.  
n 

Supposons, pour la d6monstration "ad absurdum", qu'il existe un (x, y) de 
Z1 et un n de N tels que (l/n)(x,y)~Z~. Puisque fl((1/n)(x, y)) =O, on a 
f2( l/n)(x, y)) v~ O, donc d'apr6s [I], 

f~ ( ! ( x , y ) )=O=f~( !  (x ,y ) ) f l ( ! (x ,y ) ) .  

En outre, puisque fz(( 2/n)(x, y)) ~ 0 et f2((2/n)(x, y)) v ~ 0 on a d'apr6s [I] 

f~(~(x,y))  = 0  =f l ( ! ( x , y ) ) f~ ( !  (x, y)) .  

Similairement nous constatons que fl(x, y) =fl((n/n)(x, y)) = 0, donc la contradic- 
tion avec (x, y ) ~  ZI. Nous avons donc d'apr6s (4) la conclusion: Z1 forme un 
presque-c6ne sur Q (c. 5.. d., un c6ne sur le corps Q des nombres rationnels sans le 
point (0, 0)). 

De m~me nous constatons que Z2 forme un presque-c6ne sur Q. 
La fonctionf~ considgr6e sur Zi est positive, donc d'apr6s [I] la fonction In f sur 

Z; est additive et de lfi homog6ne sur Q. I1 est de m~me si nous prolongeons cette 
fonction au point (0, 0), en posant sa valeur fi ce point 6gale fi 0. On peut prolonger 
cette fonction ~t la fonction additive sur R 2 tout entier ([2] Th. 2 p. 86 ou [1] Th. 
5 p. 88), d'ofi nous avons les formes (2) et (3) pour les fonctions f~ etf2.  

Dbmonstration de "si".  Pour v6rifier [I] pour les fonctionsf~ etfz de la forme (2) 
et (3) il suffit consid6rer d'apr6s (8) les cas suivants: (xl ,yl) ,  (x2,y2)e 
(ZI c~Z2) u(Z1 c~Z'z) u(Z2nZ~), donc les cas 

1) (x~,yl) ~ZI~Z2 et (x2, y2) eZlC~Z2, 
2) ( x l , Y l )  6 ZI ~ Z "  2 et (x2, y2) ~ ZI ~Z2, 
3) (x l ,y l )  ~Z2nZ'I et (x2,y2) eZIC~Z2, 
4) (x l ,y l )  eZ1c~Z2 et (x2, yz) eZlnZ'2, 
5) (Xl,yl) ~ ZlnZ" 2 et (x2,yz) ~ Z~nZ'2, 
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6) (Xl,yl) ~Z2cnZ~ et (x2,y2) ~ZlcnZ'2,  
7) (Xl,yl) ~ ZI ~ Z2  et (x2, y2) ~ Z2c~Z~, 

8) (xl ,y~) e Zl nZ'2 et (x2,Y2) E Z 2 f ) Z I ,  

9) (xl,  y~) ~ Zz~Z'~ et (x2, y2) e Z2c~Z'~. 

Puisque la condition [I] est sym6trique par rapport aux (x~, y~) et (x2, Yz) les cas 
4), 7), 8) s'6tablissent aux cas 2), 3), 6) convenablement. 

Dans le cas 1), la v6rification de [I] est 6vidente. Dans le cas 2), l'6quation (10) 
est v6rifi6e evidemment et pour (11) nous avons 

f2(x, ,  y, )f2(x2, Yz) = 0 ' f2(x2, Y2) = 0 = f2(xl + x2, Yl + Y~), 

puisque (xl + x2, Yl +Y2) e Z ;  d'apr6s (7). 
Dans le cas 3), l'+quation (11) est v6rifi6e 6videmment et pour (10) nous avons 

f ,  (x,, y,)f~ (xz, Y2) = 0 -f~ (x2, Y2) = 0 =f~ (x, + x2, Yl + Y2), 

puisque (xl + x2, y~ +Yz) ~Z]  d'apr6s (6). 
Dans le cas 5), l'6quation (10) est v6rifi~e et pour (11) on a 

fz(x~, Yl)f2(x2, Y2) = O. 0 = 0 =f2(x,  + x2, Yl + Y2), 

puisque (Xl + x 2 , y l  + Y z ) ~  Z~, d'apr6s (7). 
Dans le cas 6), f l ( x l , Y l ) =  0 et f2 (x2 ,Y2)= 0, d'ofi [I] a lieu, puisque l'an- 

t6c6dent (9) de l'implication [I] est fausse darts ce cas. 
Dans le cas 9), l 'equation (11) est v6rifi6e 6videmment et pour (10) nous avons 

f l  (x, ,  y, )f, (x2, Y2) = O . 0 = 0 =fl  (xl + x2, y, + Yz), 

puisque (xl + x2, Yl + Y2) ~ Z'~ d'apr6s (6). [] 

REMARQUES. (i) I1 y a beaucoup d'ensembles Z1 et Z2 remplissants les condi- 
tions (4)-(8). Par exemple, il suffit d6composer R2+ aux ensembles remplissants (4) 
et (5) et disjoints. Nous avons cette situation si nous prenons un 616ment (a, b) de 
la base de Hamel de R:  et pour Z~ prenons l'ensemble de ces 616ments de R~+ qui 
ont des coefficients positifs (ou non-n6gatifs) aupr6s " a "  dans le d6veloppement de 
ces 616ments par rapport a cette base de Hamel, en posant en m~me temps 
Z2 = R~+ \Z~. Nous pouvons aussi prendre comme Z~ et Z2 les ensembles dans le 
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dessin, en ajoutant  la demi-droite (d) ~ l 'ensemble Z~ ou ~ l 'ensemble Z2 ou ~t tous 

les deux ensembles en mSme temps (dans ce dernier cas, Z~ et Z2 ne sont pas 
disjoints, mais ils remplissent les conditions (4) - (8) ) .  

(ii) Remarquons  qu 'on  peut remplacer les conditions ( 4 ) - ( 8 )  par  les condit ions 

suivantes. 

L'ensemble Z~ est un presque-c6ne, pour  lequel Z]  forme aussi un presque- 

c6ne, Z2 est un presque-c6ne tel que Z2 = Z ] ,  pour  lequel Z2 forme aussi un 
presque-c6ne et les conditions suivantes sont remplies: 

( Z , c ~ Z 2 ) + Z ] c Z ' ~  et ( Z ~ c ~ Z 2 ) + Z ~ c Z ' 2 .  

II. L e  cas  off n e s t  arbitraire  

Nous  avons dans ce cas le 

TH~OREME 2. Soit f = (f~ . . . .  , f , ) ,  o~t fv ; R"+ ~ R+, et dksignons par 

Z . . . .  {(xl . . . . .  x , )  ~ R~_: f v ( x l , . . . ,  xn) ~ 0}, v = 1 . . . . .  n, 

i = (il . . . . .  in), j = ( j ,  . . . . .  .~), i, . . . . .  i,,j~ . . . . .  L ~ {0, 1}, 

~i = (iljl  . . . . .  i~.~), E I , =  E, E°:= R"+ \ E  pour un ensemble E c R~+ . 

La  fonction f remplit (1) si et seulement si 

f v (x ,  . . . . .  x , )  = { ;  xp[a~'(x~) + " " " + av"(x")] p o u r  x ~ Z v ,  
(12) 

pour x ~ R~+ \Zv ,  

off av~ . . . .  , avn : R ~ R (v = 1 . . . . .  n) sont desfonctions additives et des ensembles Zv 

remplissent les conditions suivantes: 

Z l  k.J. . .k,.) Z n = R ~ _ ,  (13) 
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Vi, j: ij # 0 =~ t 

. . .  z',- + z',,',  zy.. 
(14) 

Dbmonstration de "si".  Supposons q u e f ( x ) f ( y )  4: 0, d'ofi il existe un k tel que 
f , (x) f~(y)v~O, donc x, y e Z ~ = Z ~ .  Soient i e t j  tels que x s Z ' ~ ' n . . . r ~ Z ~  et 
y e Z J ~ n . . . n Z i ,  ". Nous avons i ~ = j ~ = l ,  donc /j-~_0, d 'ou  d'apr6s (14) 

iv Jr iv Iv x + y e Z~l~J'c~. . .r~Z ~j"_" , donc x + y e Z ,  , x e Z, ,  y e Z~ p o u r v = l , . . . , n .  Si 
i j ~ = O  on a f v ( x + y ) = O  et i , = 0  ou j~ = 0 ,  donc f ~ ( x ) = 0  ou f ~ ( y ) = 0 ,  d'ofi 

f~(x + y )  =f , (x) fv(y) .  Si i~L -~ 0 on a i, =j~ = 1, alors f~(x + y )  =f~(x)f~(y) a lieu 
d'apr6s (12). La condition (13) implique q u e f d o n n e e  par (12) n'est pas id6ntique- 
ment 0, donc elle a ses valeurs dans R~_. 

Dbmonstration de "seulement si". La fonction f rempl issante  (1) ne peut pas ~tre 
identiquement 0, d 'oh (13). Supposons que (14) n'ait pas lieu, donc ils existeraient 
i, j tels que i j ¢ O  et z tel que z ~ Z i ~ ' n . . . n Z ~ + Z { ' n . . . n Z  j" et 
z ¢ Zi~ 'j' r~. . .  n Z'2 j". On a z = x + y, ou x ~ Z'~' n .  -- n Z~" et y ~ Z~' n . - .  r~ Z~". 
Puisque il existe un k tel que ikjx ¢ O, on a f t ( x )  ¢ 0 ¢f~(y) ,  d 'o fa f (x ) f (y )  ~ O. De 
plus il existe un l tel que z ¢ ZI~JL Si ith = 0 on a f ( z )  = f l ( x  + y )  ¢ 0  = f t ( x ) f ( y ) ,  
donc (1) n 'a  pas lieu. Si i t ~ 0 ,  d 'ou i l = j t = l ,  on a f r ( z ) = f t ( x + y ) = O ¢  
fr(x)f~(y), donc dans ce cas (1) n 'a  pas lieu nonplus. 

Remarquons que pour  chaque a ~ R ~  et pour  chaque k e {1 . . . . .  n} il existe un 
i~(a) tel que a e Z~ ~ ) .  Si x, y ~ Z, ,  alors i~(x) = I = i~(y), d'o~i d'apr~s (14) 

x + y  ~ Z;l~tx) n .  • • n Z ~  (~) + Z ~ ( Y ) n  . . -  rhZ~,  " (y )  

Z ~ " ~ ) " ( Y )  n . . . n Z ~  (~)"c-") ~ Z ~  ~x)'~(~) = Z , .  

Chaque Z,  est donc ferm6 par  rapport  it l 'addition, d'ofi nous recevons la forme 
(12) pour la fonction f par  un raisonnement analogue gi cel dans la d6monstration 
du th6or~me 1. [] 

Pour n donn6 concr&ement, en consid6rant toutes les possibilit6s concernantes 
/ e t  j, nous trouvons (14) comme les conditions pour  les ensembles Zv. Dans le cas 
n = 2, en prenant en consid6ration la sym&rie de la condition (14) par rapport  ~ i 
et j ,  nous obtenons les conditions suivantes: 

Z~ n Z2 + Z~ n Z:  c Z~ n Z2, Z,  n Z2 + Z~ ~ Z-~ ~ Z~ m Z~, 

Z ~ n Z 2 + Z ~ n Z 2 c Z ~ n Z z ,  Z ~ n Z ' 2 + Z n n Z ' 2 c Z ~ n Z ' 2 ,  

Z'n ~ Z 2  + Z~ n Z 2  c Z~ n Z 2 .  
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Ces conditions sont  moins claires que les conclusions (4 ) - (7 ) .  Pour  n = 3 nous 

obtenons par  cette m6thode 22 conditions. 
M. F. S. Roberts  a pos6 aussi le probl6me ([5] Problem 2) de caract6riser toutes 

les fonctions f :  RT~ ~ 0 ( n )  qui remplissent (1), off 0(n) est l 'ensemble de tous les 

616merits de R ~ dont  les coordonn6es sont 6gaux ~i 0 ou I + • 

Remarquons  que ces fonctions sont caract6ris6es par le th6or6me 1 (pour  n = 2) 

dans le cas av(X) = 0 et par  le th6or6me 2 dans le cas a~,(x) = O. 
Nous  avons aussi le 

THI~ORI~ME 3. La fonction f remplissante (1) est continue seulement si Z~ = ~ ou 
- -  n . . . i n Z~ -- R + pour chaque v = 1, , ne t  il existe un # tel que Z~ - R +. 

Dbmonstration. Les ensembles Z,  sont  ouverts, donc  ils ne peuvent  pas &re 

disjoints, puisque nous avons (13) et R ~  est connexe. Ils existent donc deux des Zv, 

soit Z~ et Z2, qui ne sont pas disjoints. Par cons6quence, il existe un point  

p ~ Z~ n Z2 et puisque Z~ n Z 2 est ouvert,  il existe un entourage E de ce point  tel 

que E c Z1 n Z2. 
Remarquons  que si q ~ Z" = R%\Z~ pour un v = 1 . . . . .  n, alors (l/m)q ~Z'~ 

pour  chaque m ~ N. En effet soit f~((1/m)q) ~ 0 ;  alors fv((2/m)q) = 
fv((1/m)q)f~((1/m)q) ~ 0  et par  suite f~((3/m)q)=f~((l/m)q)f~((2/m)q)4~0, etc., 

donc f~(q) # 0, ce qui est une contradict ion avec q e Z~. 

Nous  allons d6montrer  que si q ~ Z~, alors (1/m)q ~ Z, pour  chaque m ~ N. En 

effet Sifv((1/m)q) = 0, il doit exister un/~ tel quef~((1/m)q) ~ 0  et de 1~ 

f ~ , ( 2 q )  = f ~ ( l q ) f u ( l q ) ~ O  et f v ( 2 q )  = f v ( l q ) f ~ ( l q )  =0. 

I1 en r6sulte que 

{3q'~ f ( l  2 
f "km ] =  " \ m q ) f ~ ( 2 q )  # 0  et f ~ ( 3 q )  =f~(lq)fv(mq)=O'km 

etc., d 'ofi  fv(q) = 0, ce qui est en contradict ion avec q ~ Zv. 

Supposons  maintenant  qu'il existe un q ~ Z]  n Z 2 ,  alors (i/m)q ~ Z] nZz  pour  

chaque m e N .  En prenant  m suftisamment grand nous aurions p+(1 /m)q~  
E c Z ~ n Z 2 ,  d'ofi  p a r p  ~Z,  nZ2 on afz(p)f2((1/m)q) ~ 0  et de lfi 
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Cette contradiction nous montre que Z] ~ Z 2  = ~b, d'ofl Z2 c Z~. De mSme 
mani6re nous pouvons d6montrer que Z~ c Z2, donc Zl = Z2 si Zj  et Z2 ne sont pas 
disjoints. 

Supposons qu'il existe u n / l  tel que ~ :~ Z ,  # R ~ .  II doit exister au moins un 
Zv tel que Zv ~ Z , ,  puisque nous avons (13). La somme des Z, qui sont diff6rents 
de Z ,  forme un ensemble ouvert qui avec l 'ensemble ouvert Z , ,  disjoint de cette 

somme, donne R~_ tout entier, ce qui est impossible, puisque R~_ est connexe. 
Nous avons donc Z~ = ~ ou Z~ = R?+ pour  chaque v = 1 . . . . .  n. D'aprbs (13) 

au moins un Z~ doit &re ~gal fi R~_. [] 

Remarquons que si la fonction f remplissante (1) est continue alors les fonctions 
a~,a(xa), 0¢, fl = 1 . . . . .  n, doivent &re additives et continues. 

Remarquons enfin que la fonction de pluralit6 peut &re mesurable, n '&ant pas 
en m6me temps continue. En effet p.ex. pour  n = 2 il suffit prendre pour  Z~ et Z2 

les presque-c6nes comme dans le dessin (mais tels que Z~ ~ ~ ~ Z2) et les fonctions 

al, a2, a3, a4 continues (et additives) dans les formules (2) et (3). 

I lL  Le probl~me du F. S. Roberts 

M. Fred S. Roberts a pos6 ([5] Problem 3) le probl~me suivant: 

- est-ce que chaque fonction f :  R~_ ~ 0(n) remplissante (1) et les conditions 

off n e s t  une permutation arbitraire de 1 . . . . .  n, et 

f ( e i )  = ei, 

(15) 

(16) 

off ei = (0 . . . . .  0, 1, 0 . . . . .  0) avec 1 h la position " i " ,  doit satisfaire la condition 
(indicator plurality function [2]) 

f (xl . . . .  , xn) = 1 ,~  x; ~> xj pour  chaque j = 1 . . . . .  n. 

La r6ponse fi cette question est n~gative. Et voilfi un exemple pour n = 2. Un 
exemple pour n arbitraire est donn6 ind6pendamment par S. Z. Rosenbaum dans 

[6]. 
Soit B la base de Hamel de l'espace vectoriel R sur le corps Q des nombres 

rationnels, telle que 1 e B e t  d6signons par r(x), pour x dans R, le coefficient aupr& 
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de 1 dans le d6veloppement de x dans la base B. Posons 

E,,={a > 0 :  r(a) > 0}, 

E2 .'= {a > 0: r(a) <- 0}, 

D,  ,= {(x~, x2) ~ R2+ ' x2 = x, + a} si a ~ E, ,  

D~ .'= ((x~, x2) ~ R2+ " x2 = x~ - a} si a ~ E2, 

D o : =  {(x,,  x2) ~ R~+ • x~ = x, }, 

f l  si (xl ,  x2) ~ ~ D~ =.. Z, 
f , ( x , ,  x : )  = °~  ' ~ ' ~  

si (x~ x2) ~ R 2 \ Z = : Z I ,  

01 si (x~,x2) ~ R2+\(ZwDo), 
f2(x~,x2) = si (x~, x2) ~ Z w D o = , Z  2. 

Pour  d6montrer  q u e f  = (f~ ,f2) remplit (1) il suflit de montrer  que les ensembles 

Z~ et Z 2 satisfont aux conditions (4 ) - (8 ) .  Soient (x~, x2), (Y~,Y2) dans Z~, done  

(Xl, X2), (Yl,  Y2) ~ Z. Si X 1 < X2, donc x2 - xj > 0 et puisque x2 = x~ + (x2 - xl)  et 
( x j , x 2 ) ¢ Z ,  alors r ( x 2 - x j ) < O .  Si x ~ > x 2 ,  done X l - X 2 > 0  et puisque 

x 2 = x l - ( X l - X 2 )  et ( X l , X 2 ) ¢ Z ,  alors r ( x l - x z ) > O ,  d'ofi  r ( x z - x~ )< O.  Si 
x~ = x2, on a r (x2-  Xl) = 0. Nous  avons la m~me situation pour  la paire (Y~,Y2). 
Puisque x2 + Y2 = xl + Yl + [(x2 - xl) + (Y2 - Yl)] et r((x2 -- xl)  + (Y2 -- Yl)) = 
r (x2- -x l )+r(y2- -y l )>-O,  done ( x l + y l , x 2 + Y 2 ) ¢ D .  pour chaque a de 
E~. Si x~>x2 ou y l>y2  on a r ( x ~ - x 2 ) > O  ou r ( y~ -y2 )>O,  done  

r((Xl -- X2) d- (Yl - Y2)) = r(xl - x2) + r(yj - Y2) > 0, d'ofi d 'apr6s x2 + Y2 = 
x l + y l - [ ( x l - x 2 )  + ( Y l - Y 2 ) ]  la paire (xl +y l , x2+Y2)CD~ pour  chaque a de 

E 2. Si xl ~< x2 et Yl ~< Y2, alors (xl - x2) + (Yl - Y2) ~< 0, d'ofi (xl + Yl, x2 + Y2) ¢ Da 
pour  chaque a de E2. Nous  avons done d6montr6 (4). 

Soient (Xl, x2), (Yl,Y2) ~Z2. Si (Xl, x2) ~Do,  done xl =x2 ,  et si (Y,, Y2)e Do, 
done Yl =Y2, alors xl +Yl  = x2 +Y2, d'ofi  (Xl +Yl,  x2 +Y2) ~ Do = Z2. Si (x~, x2) 
Do et (y l ,y2)eDa pour  un a de E~wE2, alors xz+y2=x~ + Y l + ( Y z - Y l )  ou  

x 2 + Y 2 = x l + y ~ - ( y j - Y z ) ,  d'ofi ( x l + y l , x 2 + Y 2 )  eD~ pour  un a de EIwE2. 
Nous avons la m6me situation pour  (y~, Y2)e Do. Supposons que (x~, x 2 ) e  Da 

pour  un a de El et (Y~,Y2)eDb pour  un b de El.  Nous  avons r (x2- -x~)>0 et 

r(yz - - y l )  > 0, d 'ofi  r((x~ - x~) + (Y2 -Y~))  > 0, alors (x~ +y~, Xz +Y2) e D~ pour  
un c de El.  Nous  avons  la m6me situation si a, b ~ E2. Soit (x~, x2) e D~ pour  un 
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a de El et (y~, Y2) e Db pour  un b de E2 et consid6rons les cas suivants: 

(i) (x2 -- xl) + (Y2 -- Yl) > 0 ,  
(ii) (x2--x~) +(Y2 - Y l )  < 0 ,  

(iii) (x2 -- Xl) +(Y2 --Yl)  = 0. 

Dans  le cas (i), puisque nous avons r ( x 2 - x , ) > 0  et r ( y l - Y z )  < 0 ,  la paire 

(xl + Y l , x 2 + Y 2 ) E D c  pour  un c dans El .  Dans  le cas (ii) on a x 2 + y 2 =  
xl +Yl  --[(xl  - -x2)  + ( Y l  -Y2)]  et de 1~ (x~ + y l , x 2 + y 2 )  ~Dc pour  un c dans E2. 
Dans  le cas (iii) x2 + Y2 = xl + Yl, d 'ofi  (Xl + Yl, x2 + Y2) ~ Do c Z2, c.q.f.d. La  
condit ion (5) est done d6montr6e. 

Pour  d6montrer  (6) remarquons  que Z]  = Z 2 \ D o ,  donc  (6) a la forme 
(Zz\Do) + Z2 c Z2\Do. Pour  d6montrer  cela, il suitit d 'apr6s (5) mont re r  que si 

(Xl ,  X2) E Z2\D 0 et (Yl, Y2) e Z2, alors (xl + Yl, x2 + Y2) ¢ Do. Supposons pour  la 
d6monstra t ion "ad absu rdum"  que (xl + Yl, x2 + Y2) ~ D o ,  donc x2 + Y2 = xl + Yl, 
d 'ofi  avec Xl # x2, on a aussi Yl # Y2- Si X 1 < X 2 et y~ < Y2 ou x~ > x2 et Yl > Y2 nous 
avons une contradict ion.  Soit x I <x2 et Yl > Y : ,  d'ofi avec (x~, x 2 ) ~  Z2 et 

x z = x t + ( x 2 - x ~ )  on a r(x2--Xl)>O et ~ cause de ( y l , y z ) ~ Z 2  et y 2 =  
Y l - - ( Y l - - Y 2 )  on a r(y~--Y2) < O, donc r ( x2 -X l )  # r ( y ~ - Y 2 ) ,  contrairement  
x2 - -  Xl = Yl - -  Y2. Dans  le cas x~ > x2 et Yl < Y2 nous avons une situation analogue. 
La  d6monstra t ion de (6) est donc  achev6e. 

l~tant que Z~ -- Zl\Do, l ' inclusion (7) prende la forme (Zl\Do) + Zl ~ Zl\Do, il 
suffit donc  d6montrer  d 'apr6s (4) que si (xl, x 2 ) ~  Zl\Do et (Yl ,Y2)e  ZI ,  alors 

(Xl + Y l ,  X2 + Y2) ~ Do-  Supposons que x2 +Y2 = xl +Yl ,  d'ofi par  Xl # x2, on a 
aussi y~ #.1;2. S i x  I < x 2 et Yl < Y 2 0 U  X 1 > X 2 e t  Yl > Y2 n o u s  avons une contradic- 
tion. Soit x l < x 2  et y j>y2 .  Puisque x 2 = x j + ( x 2 - x l )  et ( x ~ , x 2 ) ¢ Z  donc 

r ( x 2 - x l )  <0 et puisque y 2 = y l - ( y l - Y 2 )  et ( Y ~ , Y 2 ) 6 Z  on a r ( y l - y 2 ) > O ,  
nous avons une contradict ion avec x2 - x~ = Yl - Y2. Dans  le cas Xl > x2 et y~ < Y2 
nous avons la situation analogue. La d6monstra t ion de (7) est donc termin6e. 

La relation (8) a lieu puisque Z l u Z 2  = (R2+\Z )u (ZwDo)  = R2+. 
La relation (15) a la forme suivante dans le c a s n  = 2: 

/l(Xl, X2) -~-/2(X2, Xl), (18) 

6quivalente fi la condit ion 

(xl, x2) e Zl ~ (x:, x~) ~ Z2. (19) 

Si (xl,  x2) e Z1, alors (xl,  x2) ¢ Z. Consid6rons los cas 

( i )  x t  = x2 ,  ( i i )  x l  < x2 ,  ( i i i )  X 1 > X 2 .  
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Ad (i). (x2, x l )  ~ Do c Z2. 

Ad (ii). Puisque X 2 = X  I " ~ - ( X 2 - - X l )  , alors r(x2-x~)<<-0 et de I~i, d 'apr6s  
x~ = x2 - (x2 - x , ) ,  o n  a (x2,  x ,  ) ~ Z c Z2 .  

Ad (iii). Puisque x2 = X l - ( x l - x 2 ) ,  done r ( x l - x 2 )  > 0 et de l~i, d 'apr6s  

x~ = x2 + (x~ - x2), on a (x2, x~) ~ Z = Z2. 
Inversement ,  si (xl ,  xz) e Z2 nous avons dans  le cas (i) (x2, xl) ~ Do c Zi.  Dans  

le cas (ii) pusique (xl,  x2) e Z et car  x2 = xj + (x2 - x~), on a que r(x2 - x~) > O, 
d'ofl xl = x z -  (x2 - x l )  et de l~i (x2, x j )  ¢ Z,  alors (xz, xl ) e Z i .  Dans  le cas (iii) le 
ra isonnement  est analogue.  Nous  avons  done (19). 

La condit ion (16) a lieu puisque (1 ,0 )  e Z1 (0 = 1 - 1) et (0, i) e Z2 ( 1 = 1 + O) 
et la condit ion (17) n 'est  pas  remplie puisque, p.ex., f~(rc, 0 ) = 0 4 :  1, puisque 
(r~, 0) e Z (0 = rc - ( 0 -  1 + r0). 

On peut d6finir la fonction f dans l 'exemple aussi comme  il suit: 

f l (x~,x2)  = ~'0 si x~ < x2 et r(x  2 - -  X~) > 0 0 U  X I > X 2 et r (x2-  xt)  > 0, 

U en outre  sur R2+, 

f z ( x l ' x 2 ) = { 1 0  enSiXz<x2etr(x2-x~)>0°uXJoutresurR%. > - x 2 e t r ( x 2 - x l ) > O '  

Remarquons  que la d6finition premi6re de la fonction f poss6de une simple 
interpr6tat ion g6om6trique par  les droites. 

Remarquons  aussi que pou r  n = 2 il suffit ajouter  aux conditions (1), (15) et 

(16) la condit ion 

Ya>O: f l ( a , O ) = l  ou Vb>O: f 2 ( O , b ) = l  (20) 

pour  avoi r  pour  la fonct ion f :  R2+ ~ 0(2) l '6quivalence (17). 
En effet supposons  q u e f j  (a, 0) = 1 pour  chaque a positif. D 'apr6s  (18), puisque 

f(R2+) c 0 ( 2 ) ,  nous avons que f j (x ,  x) = 1, d'ofi, d 'apr6s (1), f l ( x , y )  = 1 pou r  

x > y. I1 en r6sulte d 'apr6s  (18) quef2(x ,  y) = 1 pour  x < y. Puisquef~(0,  1) = 0, on 
a (0, 1) e Z~ et de lfi (0, r) ~ Z~ pour  chaque r posit if  rationnel. I I e n  r6sulte d 'apr6s  

(6) que f l  (x, y) = 0 p o u r  x < y. D 'apr6s  (18), eela nous donne (17). 

La d6monst ra t ion  dans le deuxi6me cas dans (20) est analogue. 
La question suivante se pose: pour  n arbi traire la supposi t ion compl6mentai re  

analogue ~i (20) suffit-elle pour  avoir  (17)? 
R e m a r q u o n s  que des autres condit ions compl6mentaires  suffisantes (avec (1), 

(15) et (16)) pour  avoir  (17) sont donn6es dans [2]. 
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IV. Probl6me du prolongement 

L'6qua t ion  (1) est une condi t ion  li6e avec le probl~me du choix. Dang le 

probl~me original  du choix [4] ta fonct ion f ( x l  . . . . .  x~) est d6finie sur l ' ensemble  

z - , =  {(x, . . . . .  x . )  ~ (N~,{0 l )n :  xl  + - ,  • + x , ,  # 0 }  

et x~ + •. • + xn est la somme des voix donn6es.  Cet te  somme est born6e darts la 

prat ique,  p a r  exemple pa r  un nombre  c. I1 se pose done  l ' id6e de remplaeer  

l '6quat ion  condi t ionnel le  (1) p a r  l '6quat ion  

X l + ' " + x , + y ~ + . . . + y , , < c  et f ( x ) f ( y ) # O _ ~ f ( x + y ) = f ( x ) f ( y )  (21) 

et le p robl6me se pose de caract6r iser  les so lu t ions  de cette 6quat ion.  Ce probl6me 

est resolu pa r  un th6or6me au sujet du  pro longement :  

THI~ORI~ME 4. C h a q u e f o n c t i o n f :  E : =  {(xl . . . . .  x , )  ~ R +  : xl + "  • " + x ,  < c} --* 

R"+ , qui est une solution de (21) peut  gtre prolongke uniquement gl une solution de (1). 

Dbmonstration. D6finissons pou r  x, y ~ R~_ la re la t ion 0 de la mani6re  suivante:  

x~y  ¢¢, 3q ~ Q: y = qx, 

o6 qx  = q(x~ . . . . .  x , )  = (qxj . . . . .  qx ,) .  Cette  re la t ion est une 6quivalence. Pour  

chaque  C ~ RL/Q il existe au moins  un po in t  r(C) = (r~ . . . .  , r , )  tel que r(C) ~ C et 

rl + '  • • + r ,  < c, puisque pour  chaque  x ~ C on a ( l / m ) x  ~ C (rn ~ N )  et ( 1/m)x ~0_ 

s i m  ~ oc. F ixons  pou r  chaque  C ~ R n +/~ un po in t  r(C) de cette mani$re  et posons  

r(x) = r( C) p o u r x ~ C ¢ R "  +/~. 

Posons  enfin 

m m 
F(x)  = f ( r ( x ) )  "/p pour  x = - -  r(x), o6 - -  ~ Q, (22) 

p p 

06 z"/p = (zl . . . . .  z . ) " / p  = (z7/p . . . . .  z."/~). 

Nous  al lons d6mont re r  que F est un p ro longemen t  de f et que F rempl i t  (1). 
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Soit x e E et x = (m/p)r(x), off (m/p) ~ Q. On peut  d6montrer  pa r  induct ion pa r  
r a ppo r t  ~t rn que 

f (mlr(x))=f~pr(X)) m . 

I1 en r6sulte aussi  que 

f(r(x)) = f(p l r(x) ) = f~p r(X) )" , 

d 'of i  

f~_~r(x))=f(r(x)) 1/~ 

N o u s  avons donc  d 'apr6s  (22) 

=f(pr(X))=f(r(x))m/P=F(x) pour  x ~  E. (23) f(x) 

R e m a r q u o n s  que 

F(kX)=F(x)'/k pour  chaque  x dans  R~_ et k dans  N. (24) 

En effet soit  x = (m/p)r(x), done  p a r  (22), 

r(x) = f(r(x)) "/p 

et puisque 

1 m 
x = r ( x )  

o n  a 

F( l x )  =f(r(x)) m/kp, 
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d'ofl (24). Soient x, y~R"+. II existe au moins un k dans N tel que (1/k)x+ 
(1/k)y ~ E. Supposons que F(x)F(y) ~ O, d'ofl F(X) l/kF(y) 1/k ~ O. Nous avons en 
consequence de (23) et (24) 

f ( k x )  = F ( l x )  = F(x) 1/k et f ( k Y )  = F(y)l/k, 

d'ofl 

donc d'apr~s (21) 

I1 en r6sulte par (23) que 

1 1 

d'ofl, d'apr~s (24), 

F(x + y)1/k = F(x)likE(y)~/k, 

donc 

F(x  + y) = F(x)F(y) ,  

c.q.f.d. 
Ce prolongement est unique puisque si F* est aussi un prolongement, alors pour 

x = (m/p)r(x) on a d'apr6s (22) et (1) 

F*(x) = F * ( m r ( x ) ) =  g*(r(x))mJP=f(r(x))m/p=F(x). [] 
\ P  ,I 

COROLLAIRE. On peut obtenir chaque solution de (21)par le rbtrbcissement d'une 
solution de (1) ~ l'ensemble E. 
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C o m p r e n o n s  par  un entourage de _0 l 'ensemble de la forme R ~  ~ G, off G est un 
ensemble ouvert  darts R" et _0 ~ G. II r&ulte de la d6monstra t ion du th6or~me 4 que 
nos consid6rations au sujet de l'unicit~ du pro longement  ne d~pendent pas du choix 
de c (le nombre  qui borne la somme  x~ + - - . + x , ) ,  donc la solution de (1) est 
d&ermin6e par  ses valeurs dans un entourage arbi t raire  de 0, c. fi d., les deux 
solutions de (1) 6gaux sur un entourage de _0 sont id6ntique sur R +  tout  entier. Ce 
r6sultat mont re  que la g6n6ralisation des consid6rations au sujet du choix du cas des 
nombres  entiers au cas des nombres  r&ls (voir  [2]) n 'est  pas bonne puisque le 
r6sultat des choix pour  une popula t ion  minuscule d&erminerai t  le r6sultat des choix 
pour  toute la populat ion.  

V. Cas de l'homog~n~it~ 

Dans  [3] et [4], et aussi dans une note en prepara t ion  de MM.  G. L. Fort i  et L. 
Paganoni  au sujet des fonctions de p'luralit6, on consid6re les solutions de (1) qui 
satisfont fi la condi t ion d 'homog6n6it6 

f ( r x )  = f ( x )  (25) 

pour  chaque x ~ R~+ et r > 0, en supposan t  de plus que les valeurs d e f s o n t  dans 
l 'ensemble 0(n). Remarquons  que du th6or6me 2 nous avons le 

COROLLAIRE. Chaque solution de (1) remplissante (25) pour un r ~ 1 pos i t i f  et 

rationnel et chaque x clans R~+, doit avoir ses valeurs dans O(n). 

Dkmonstration. Nous  voyons  de (12) que si une solution f de (1) remplit  (25) 
pour  un r alors x e Zv entraine rx ~ Z~. I1 en r6sulte d 'apr6s (12) et (25) pour  

x ~ Zv que 

exp[avl (rx l )  +" • • + a~,(rXn)] = exp[avl (xl)  + "  ' + a~., (x,)], 

d'ofl, a ~  &ant  additives et r &ant  rationnel,  

r[a~,(x,) + " .  + av,(x,)] = av , (x , )  + " "  + a~,(x,)  

e t d e l f i ,  v u q u e r ¢ l ,  o n a  

a v l ( x l ) + ' " + a ~ , ( x n )  = O. 
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N o u s  obtenons  donc  de (12)  que fv(x) = 1, c.q.f.d. 
On peut donner aussi une drmonstrat ion  directe (sans recours au throrrme 2). 

Puisque f(x) ~ O_ en consrquence  de (1) nous constatons  que f((m/p)x) =f(x) m/p, 
donc  si f((m/p)x) = f ( x ) ,  on a f ( x )  =f(x) m/p. I1 en rrsulte que f~(x)  =fv(x) m/p pour 
chaque v = 1 . . . . .  n et si m/p -¢ 1 nous a v o n s f v ( x )  = 0 ou fv(x)  = 1, c.q.f.d. 

La question se pose  si le corollaire est vrai pour r irrationnel? 
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