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Relations de d~pendance entre les ~quations fonctionnelles de Cauchy 

JEAN DHOMBRES 

Dddid avec  nos  me i l l eurs  v o e u x  ~ M o n s i e u r  le P r o f e s s e u r  O t t o  H a u p t  ~ l 'occas ion de  son  

cen tena i re  

R~sum~ 

Afin d'examiner les relations entre les diff6rentes 6quations de Cauchy, nous r6solvons, sans aucune 
hypoth6se de r6gularit6, l'6quation fonctionnelle 

a f ( xy )  + b f ( x ) f ( y )  + c f i x  + y) + d (f(x) + f(y))  = 0, 

pour des fonctionsf, d6finies sur un anneau unif/~re divisible par deux et prenant leurs valeurs dans un corps, 
Les coefficients a, b, c, et d appartiennent au centre de ce corps. Entre autres applications, nous en d6duisons 
qu'une seule 6quation, fi savoir 

f ( xy )  + f ( x  + y) = f ( x ) f ( y )  + f (x )  + f(y),  

caract6rise les endomorphismes des corps dont la caract6ristique est diff6rente de 2. En introduisant la 
notion d'6quations fonctionnelles 6trang6res et d'6quations fonctionneUes fortement 6trang6res, nous 
concluons fi l'ind6pendance, au sens de cette notion, des 6quations classiques de Cauchy. 

Summary 

In order to study the inter-relations between the four Cauchy functional equations, we solve the 
functional equation 

a f ( xy )  + b f ( x ) f ( y )  + c f ( x  + y) + d ( f(x)  + f(y))  = O. 

The function f is defined over a ring which is divisible by 2 and which possesses a unit, while the 
values of f a r e  in a(skew)-field. The constants a, b, c and d belong to this field and commute with all 
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elements of the s-field. No regularity assumption is made on f Among other applications, we show that 
the single equation 

f(xy) +f(x +y) =f(x)f(y) +f(x) +fly), 

is enough to characterize field endormophisms in fields of characteristic different from 2. We introduce the 
notion of alien functional equations and that of strongly alien functional equations, to conclude that for 
such notions, Cauchy equations are indeed largely independent. 

Introduction 

Dans  son c616bre Cours d'analyse algObrique de 1821, Cauchy r6solut, sous 

l 'hypoth6se de continuit6, quatre 6quations fonctionnelles qui portent  d6sormais son 

nom I-1], ~ savoir: 

f ( x  + y) - ( f (x )  + f ly))  = 0, que nous notons  C l ( f )  = 0, 

f ( x y )  - J ( x ) f ( y )  = 0, que nous notons  C2(f)  = 0, 

f ( x  + y) - f ( x ) f ( y )  = 0, que nous notons  Ca( f )  = 0, 

(1) 

(2) 

(3) 

et 

f ( x y )  - ( f ( x )  + f (y) )  = 0, que nous notons  C4( f )  = 0. (4) 

Pour  f : • - - - ,  R, l '6quation (1) est l '6quation qualifi6e d '6quat ion additive de 

Cauchy.  Elle est satisfaite par les fonctions lin+aires f ( x )  = ax, pour  une constante 
r6elle a. L '6quat ion (2) est l '6quation des puissances car les solutions continues sont 

des puissances de x. L '6quat ion (3) est l '6quation exponentielle de Cauchy et pour  
f i ]  0, oo [= l~+  ~ R. L'~quation (4) est l '6quation logari thmique de Cauchy. Sans 

hypoth6se de r6gularit6 surf ,  et moyennan t  l 'axiome du choix, ces 6quations poss6dent 

d 'autres  solutions que celles mentionn6es ([2] ou [5]). 
No t re  propos, dans ce travail, est d 'examiner les relations de d6pendance entre les 

quatre 6quations fonctionnelles de Cauchy. Evidemment,  la conclusion varie selon ce 
que nous  entendons par une relation de d6pendance. Aussi nous allons introduire 

plusieurs fa~ons de mesurer cette ind6pendance. Outre  ces diff6rentes notions, la 

nature des espaces de d6part et des espaces d'arriv6e des fonctions f j o u e  un r61e 

certain. Nous  nous  proposons  alors d ' imposer des hypoth6ses de nature alg6brique sur 

ces espaces, en 6vitant de faire des hypoth6ses de r6gularit6 sur la fonction i n c o n n u e f  
puisque nous savons combien de faibles hypotheses de r6gularit6 limitent les solutions 

des 6quations de Cauchy. 
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Premier exemple. Afin de pr6ciser notre propos, commenqons par un premier 
exemple bfiti ~ partir de r6sultats classiques, dont  nous aurons d'ailleurs besoin par la 
suite. Depuis Darboux au moins, on sait que les seules fonctions num6riques 
satisfaisant simultan6ment (1) et (2), pour tous x et y de R, sont la fonction 
identiquement nulle et la fonction identit6 sur R (Cf. [2] et [3]). Autrement dit, les 
6quations (1) et (2) n'ont en commun que des solutions triviales, en d6signant par cette 
expression des constantes ou l'identit6. On peut alors convenir de qualifier la propri6t6 
pr6c6dente en disant que les 6quations (1) et (2) sont s-ind6pendantes sur R selon la 
d~finition suivante. 

Dt~FINITION 1. Les 6quations (0 et (j), pour  i, j = 1, 2, 3 ou 4 (i # j )  sont 
s-ind6pendantes sur X, Y si les seules solutions communes f: X ~ Y ~ (0 et (j) sont 
f = 0 o u f ( x ) -  x. 

Par contre, il existe une fonction f:C---, C, non triviale, et qui satisfait 
simultan6ment (1) et (2) pour tous x et y de C (Cf. [2], [4]). Les 6quations (1) et (2), ne 
sont donc pas s-ind6pendantes sur C. 

Une question naturelle d'alg6bre, que nous ne regarderons pas ici, consiste 
caract6riser les anneaux A, voire les corps K, pour  lesquels les 6quations (1) et (2) sont 
s-ind6pendantes sur A (ou K) dire (Au lieu de dire s-ind6pendantes sur A, A, on se 
contente de dire s-ind6pendantes sur A). 

On v6rifie sans peine les r6sultats suivants: 

Les 6quations (2) et (3) sont s-ind6pendantes sur un anneau, 
Les 6quations (1) et (3) sont s-ind6pendantes sur un anneau, 
Les 6quations (1) et (4) sont s-ind6pendantes sur R÷, R, c'est-~t-dire pour des 

fonctions f :  R + ---, R. 

Les 6quations (1) et (4) sont a fortiori s-ind6pendantes sur R ou C. Mais (4), pour 
f :  R ---, R, n'a que la solution f = 0, d'ofi notre restriction volontaire ~. R ÷. 

Les 6quations (2) et (4) sont s-ind6pendantes sur • ÷, R, c'est-~t-dire pour f :  R÷ 
----, R. Elles sont afor t ior i  s-ind6pendantes sur R ou C. 

C'est sur une notion moins brutale d'ind6pendance que nous allons porter notre 
attention. 

1. Equations 6trang6res 

Convenons d'une d6finition, 6tant entendu que lorsque nous parlons d'une 
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6quation fonctionnelle telle que (1), pour f :X---~ Y, nous supposons cette 6quation 
v6rifi6e pour tous x et y dans X. Nous noterons aussi E l'6quation E ( f )  = O. 

DI~FINITION 2. Soient E a ( f ) =  0 et E2(f)= 0 deux 6quations fonctionnelles 
portant  sur une fonction f :X - - - ,  Y off X et Y sont des ensembles non vides. Les 
6quations E1 et E 2 sont 6trang6res relativement h X et Y, si toute solution f :  X ~ Y de 

E~(f) + f 2 ( f )  = 0, (5) 

est solution du syst6me 

< e , ( f )  = 0 
Ez(f) 0. (6) 

Lorsqu'il n'y a pas de risque de confusion, on notera E 1 _1_ E 2 le cas off les deux 
6quations fonctionnelles E~ et E2 sont 6trang6res. 

On rappelle qu'un anneau (A, + ,  .) est (uniquement) divisible par deux si pour tout 
x de A il existe un (unique) y de A tel que 2y = x. On notera 1 l'unit6 d'un anneau 
unif~re. Notre  premier r6sultat 6nonce un cas int6ressant d'6quations 6trang~res. Nous 
le g6n6raliserons ult6rieurement. 

PROPOSITION 3. Soit  X un anneau unifbre divisible par 2 et Y un anneau unifdre tel que 

les deux propriOtds suivantes soient satisfaites: 

(i) y3 = y et y e Y impliquent y = + l, ou y = - 1 ,  ou y = 0 ,  

(ii) y2 = 0 et y ~ Y impliquent y = O. 

Les  dquations fonctionnelles C1 et C2 sont OtrangOres relativement gt X et Y. 

Une autre fagon d'6noncer la proposition 3, quelque peu 6tonnante, est de dire 

que la seule 6quation fonctionnelle.  

f ( x  + y)  + f ( x y )  = f ( x )  + f ( y )  + f ( x ) f ( y )  (x,y e X), (7) 

caract6rise les endomorphismes entre les anneaux Xet  Y ayant les propri6t6s d6crites 
la proposition 3. Par  d6finition, un endomorphisme d'anneaux satisfait les deux 

6quations suivantes pour tous x, y de X 

f f ( x  + v) = f ( x )  + f ( y ) ,  
(xy)  = f ( x ) f ( y ) .  

Ddmonstration de la proposition 3. Supposons que f : X - - ~  Y soit solution de 

r6quation (7). Faisons d 'abord x = 0, puis y = 0 dans (7), pour d6duire, 
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f ( x ) f ( 0 )  = f (O) f ( x )  = 0. (8) 

P o s o n s  g(x)  = f ( x )  -- f(O).  G r a c e  ~ (7) et (8), on  c o n s t a t e  q u e  g:X---, Y sat isfa i t  

6 g a l e m e n t  (7) avec  en o u t r e  g(0) = 0. 

P o s o n s  a = g(1) et fa i sons  y = 1 d a n s  (7), de  so r t e  que  

g(x + 1) = (g(x) + l ) a .  (9) 

Si l ' on  fai t  x = 1 d a n s  (7) et  que  l ' on  c o m p a r e  avec  (9), on  a 

ag(x) = g(x)a. (10) 

Si l ' on  fa i t  y = - 1 d a n s  (7) e t  que  l ' on  mu l t i p l i e  h d r o i t e  p a r  a en  t e n a n t  c o m p t e  de  

g(x) = (g(x - 1) + 1) a, d6du i t e  de  (9), e t  de  ( g ( -  1) + 1)a = 0, on  o b t i e n t  p o u r  t ou t  

x de  X, g ( - x ) a  = - g ( x ) ,  que  n o u s  6c r ivons  p l u t 6 t  sous  la  f o r m e  

o(x)a = - o ( - x ) .  (11) 

N o u s  en d + d u i s o n s  auss i tS t  

g(x)a 2 = g(x), (12) 

et  en  pa r t i eu l i e r  avec  x = 1, 

a3  .= a .  

G r f i c e / t  l ' h y p o t h 6 s e  (i) fai te  su r  Y, o n  a soi t  a = 0, so i t  a = 1, soi t  enf in  a = - 1. 

P a r  a i l leurs ,  grfice fi l ' hypo th~se  (ii)  e t f ( 0 )  2 = 0 d 6 du i t e  de  (8), o n  a f ( 0 )  = 0 et  d o n c  

f = g .  

~) L o r s q u e  a = 0, d ' a p r 6 s  (12), g = 0 et  d o n c f  = 0. C ' e s t  u n  cas t r6s pa r t i cu l i e r  

d ' e n d o m o r p h i s m e  d ' a n n e a u x .  

fl) L o r s q u e  a = 1, l ' 6 q u a t i o n  (11) f o u rn i t  f ( x )  = - f ( - x ) .  C h a n g e o n s  y e n  - y  

d a n s  (7) e t  a d d i t i o n n o n s  ~ l ' 6 q u a t i o n  (7). I1 v ient  

f ( x  + y)  + f ( x  - y)  = 2f (x) .  
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Faisons  x = y dans  cette 6quation, et utilisons f (0 )  = 0, 

f (2x )  = 2f(x). 

Soit encore la relation fonctionneUe, 

f ( x  + y) + f ( x  - y) = f(2x) .  

Soient u et v deux 616ments quelconques de X. GrS.ce/t la divisibilit6 par  2 de X, il 

existe au moins  un couple (x, y), avec x et y dans X, tel que x + y = u et x - y = v. 

O n  d6duit pour  tous u, v de X, 

f ( u )  + f ( v )  = f ( u  + v). 

Repor tan t  dans (7) avec x = u et y = v, on a 

f ( u ) f ( v )  = f(uv). 

Ainsi f est un  homomorphisme  d 'anneaux.  

Y) Enfin, lorsque a = - 1, la relation (11) fournit  g(x) = g ( - x ) .  Changeant  y e n  

- y  dans (7) et soustrayant  ~t (7), on obt ient  en tenant  compte de f = g la relation 

fonctionnelle,  

f ( x  + y)  = f ( x  - y). 

Puisque Xes t  divisible par  deux, on d6duit q u e f e s t  une constante,  qui ne peut &re 

que nulle car f (0 )  = 0. C'est encore un  endomorphisme d ' anneaux  et nous  en avons 

ainsi termin6 avec la d6monst ra t ion  de la proposi t ion 3. 

REMARQUE. Nous  n 'avons  pas utilis6 au cours de la d6monst ra t ion  toute la 

structure alg6brique suppos6e sur X et Yet l 'on pourrai t  d iminuer  ces hypoth6ses tout  

en conservant  la conclusion de la proposi t ion 3. 
D o n n o n s  une applicat ion int6ressante de la proposi t ion 3/l des espaces fonctionnels.  

PROPOSITION 4. Soit  Z un espace topologique fi la fois  compact et connexe et CR( Z )  

l'algkbre de Banach de toutes les fonctions continues r~elles d~finies sur Z et munie de la 

norme uniforme. Une application P: CR( Z )  ~ CR( Z),  non identiquement nulle, satisfait 

p ( f  + g) + p ( f g  ) = p f  + pg + p ( f ) P ( g )  Or,, g e CR(Z)),  (13) 

si et seulement s'il existe une fonction continue ~k: Z ~ Z et 
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Pf(z) = f(~O(z)), (z ~ Z). (14) 

Dkmonstration. Appliquons la proposition 3 avec X = Y = CR(Z) puisque 
C~(Z) a l e s  propri6t6s (i) et (ii) grace ~ la connexit6 de Z. Par  suite, pour t o u s f e t  

# dans CR(Z ), on a simultan6ment 

(15) 

En particulier, e ( f 2 )  = (pf )2  Ainsi l 'image par P d'une fonction non n6gative 
sur Z e s t  6galement non n6gative. De (16) 6galement, on d6duit P(1) 2 = P(1) et 
par connexit6 on d6duit P ( 1 ) =  (0) ou P ( 1 ) =  1 en notant  1 la fonction 

identiquement 6gale h 1 sur Z et 0 la fonction identiquement nulle. Le cas P(1) = 0 
donne Pf=  0 grace h (16). Mais par hypoth6se l 'application P n'est pas 
identiquement nulle. On a donc P (1) = 1. Pour  a dans • et z o dans Z, on pose la 
fonction ~o selon 

Nous avons d~jh dit (cf. [2"1) qu 'on d~duisait du syst6me de ces deux 
6quations ridentit6 ¢p(a)= a~0(1) pour  tout a de R. Cette identit6 fournit 

e (a l )  = aP(1) = a 1. 

De m~me, soit f ~  CR(Z) et posons pour  a e R et Zo e Z, ~,(a) = P(af)(zo). Avec 

f = 1, ~(a) = ~ (a ) (=  a). 
On dispose encore une fois de l '6quation additive de Cauchy pour  la fonction ~. 

Puisquefes t  continue, et Z compact,  il existe un nombre r6el bet  b + af >i 0 pour  tout 
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a appartenant/t  un intervalle non d6g6n6r6 convenable de R. Aussi, ~(a) /> 
intervalle. 

On en d6duit (Cf. [2], [5]) que ~b(a) = a~b(1), c'est-~-dire 

- b sur cet 

P(af) = aP( f )  (a ~ g~; f ~  CR(Z)). 

L'application P: CR(Z)---. CR(Z) est lin6aire. Cet op6rateur lin6aire est d'ailleurs 
continu. En effet, P e s t  un op6rateur monotone sur CR(Z) puisqu'il transforme une 
fonction non n6gative de CR(Z ) en une fonction non n6gative. De -- Ilfll 1 <~ f ~< Ilfll 1 
off Ilfll = ~ l f (~ ) l ,  on d6duit aussit6t la majoration prouvant la continuit6 de P, 

IPf(z)l • tlfll. 

I1 est alors facile (cf. par exemple [2], chap. 10 ou [6]) d'en d6duire la forme (14) 
pour P, off ~ : Z ~ Zes t  une application continue. R6ciproquement, un op6rateur de 
la forme (14) satisfait 6videmment l'6quation (13). 

REMARQUES. 
1) La proposition 4 ne subsisterait pas si/t la place de CR(Z) on mettait C(Z), 

l'alg~bre des fonctions continues ~i valeurs complexes. 
2) Si l'on omet l'hypoth~se que P n'est pas identiquement nul dans la proposition 

4, on 6crit ~ la place de (14), pour tout z de Z 

Pf(z)  = f ( ~  (z))P(1)(z), (17) 

et 

P(1)(z) = P(1)2(z). (18) 

Dans ce cas, la forme (17)jointe/t (18), fournit la solution g6n6rale de (13), m~me 
lorsque Z est r6union finie d'espaces compacts connexes disjoints. Le passage ~i un 
compact Z quelconque provient d'une modification possible de la proposition 3. Cette 
modification revient/t faire porter une condition sur la fonction inconnuefau  lieu de la 

faire porter sur l'anneau Y. 

THI~ORI~ME 5. Soit X un anneau unifkre div&ible par 2 et Y un anneau unifdre. Soit 

f:  X---* Y pour laquelle nous supposons f(O) = O. 
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Dans ces conditions, la fonct ion f est solution de 

f ( x  + y) + f ( x y )  = j~x)  + f l y )  + f i x ) f  (y) (x, y ~ X),  

si et seulement si, on a simultandment pour tous x, y de X 

f ( x  + y)  = f ( x )  + f ( y )  

(xy)  f ( x ) f ( y ) .  

On peut convenir d'6noncer ce th+or6me 5 en disant que les 6quations C~ et C2 sont 
6trang6res dans la classe des fonctions f :  X ~ Y nulles ~ l'origine (avec les propri6t6s 
dites sur X et Y). 

Ddmonstration. Le raisonnement effectu6 pour la d6monstration de la proposition 3 
reste valable, avec les conditions du th6or6me 5, jusqu'~ r6tablissement de la relation 
(12). Remarquons qu'avec les notations de la d6monstration de cette proposition 3, 
puisque f (0)  = 0, nous avons f = 9. 

Changeons y en - y  dans (7) et additionnons h (7) pr6alablement multipli6e 
droite par a en utilisant (11). I1 vient: 

f ( x  - y) - j ~ - x  - y)  = f ( x )  - f ( - x ) .  (19) 

Posons h(x)  = f ( x )  - f l - x )  et remarquons grace ~ (11) que 

h(x)  = f ( x ) ( a  + 1). 

La relation (19) devient 

h(x)  = f ( x  - y) - f ( -  x - y). 

En particulier, faisant y = - x ,  et utilisant f (0 )  = 0, on a: 

h(x)  = f(2x) .  (20) 

Utilisons (11) gl nouveau pour d6duire 

( f ( x )  + f ( - - x ) ) ( a  + 1) = O. 
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Addi t ionnons  (7) fi l '6quation (7) dans laquelle on a chang6 y e n  - y  et mult ipl ions 
le r6sultat par  (a + 1) en tenant compte  de (19) et de (11). I1 vient 

( f ( x  + y) + f ( x  -- y))(a + 1) = 2f(x)(a + 1). 

En particulier avec y = x, 

f (2x)(a + 1) = 2f(x)(a + 1). 

D'ot~ en utilisant la fonction h, 

h(x + y) + h(x - y) = h(2x). 

C o m m e  lors de la d6monst ra t ion  du th6or6me 3, puisque X est divisible par  2, on 

d6duit 

h(x) + h(y) = h(x + y) (x, y ~ X). 

Grace  ~t (20), il vient 

f ( 2 x )  + f ( 2 y )  = f ( 2x  + 2y) (x,y ~ X). 

C o m m e  X est divisible par  2, on obtient l 'additivit6 de f ,  et grace fi (7), la 
multiplicativit6 de f,  ce qui termine la preuve du th6or6me 5. 

REMARQUES. 
1) Le th6or6me 5 resterait valable si au lieu de faire f ( 0 ) =  0 on supposai t  

l 'existence d 'un Xo de X tel que f (xo) soit inversible fi gauche dans Y. Cette 
derni6re hypoth6se,  grace ~ (8), fournirait  aussit6t f (0 )  = 0. 

La conclusion du th6or6me 5 subsisterait de m~me si Y n'6tait pas unif6re, 
condi t ion de remplacer  l 'hypoth6se que nous venons de faire par  la suivante: il existe x 0 

dans  X et f (xo)y = 0 pour  y e Y implique y = 0. 
2) Lorsque  Y est un corps, la propri6t6 f (0 )  = 0 est toujours  satisfaite pour  une 

solution f : X - ~  Y de (7). Pa r  suite, r6quat ion fonctionnelle (7) caract6rise les 

endomorph i smes  d ' a n n e a u x f :  X - *  Y o~ X est un anneau  divisible par  2 et Y un 
corps. En particulier, cette ~quation (7) caract~rise les endomorphismes des corps 

dont la caract~ristique est diff(rente de 2. 
3) Si l 'on ne supposai t  p a s f ( 0 )  = 0, ni l 'hypoth6se faite fi la p remi&e remarque,  ni 

m~me Y unif6re, mais  en gardant  les hypoth6ses sur X, on d6duirait  tout  de 
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m~me qu'une solution f :  X---* Y de (7) satisfait, outre (8), le syst6me des deux 
6quations fonctionnelles suivantes 

f ( x  + y) = f ( x )  + f ( y )  -- f(O), 
(xy) f ( x ) f ( y )  + f(O). 

Le th6or6me 5 est adapt6 pour g6n6raliser la proposition 4 selon la proposition 6. 

PROPOSITION 6. Soit Z un espace compact et CR( Z)  l'alg~bre de Banach de toutes les 
fonctions continues rOelles d~finies sur Z et munie de la norme uniforme. Une application 
P: CR( Z ) ~ CR( Z ) satisfait (13) si et seulement s'il existe ~k: Z---* Z continue et 

Pf(z) = Z(z)f(~b(z)) (z e Z),  (21) 

off ~ est la fonction caractOristique d'un sous-ensemble gl la fois ouvert et fermd de Z. 

Ddmonstration. Un op6rateur de la forme (21), avec les propri6t6s d6crites de 0 et 
X satisfait (13). R6ciproquement, si P satisfait (13), on a P(0) = 0 d'apr6s (8). On 
dispose donc de (15) et (16) d'apr6s le th6or6me 5. En particulier P(1)2 = p(1) et ainsi 
P(1) = Z, une fonction caract6ristique et continue, donc la fonction caract6ristique 
d'un sous-ensemble Z' la fois ouvert et ferm6 dans Z. 

Comme pour la d6monstration de la proposition 4, on montre que P es t  lin6aire, 
continue et multiplicatif. Par  suite, P/(z) = f(q~(z)) pour tout z de Z '  oft ~o: Z '  ---* Zes t  
continue. Lorsque z n'appartient pas fi Z ' ,  Pf(z)  = 0. Prolongeant par le th6or6me 
d 'Urysohn ~0 ~ tout  Z en une fonction continue 0:Z---* Z on obtient la forme (21). 

La d6finition des 6quations fonctionnelles 6trang6res rec61e une difficult6 
s6mantique en ce sens que E t ( f ) =  0 et - E x ( f ) =  0 sont deux 6quations 
fonctionnelles ayant les m~mes ensembles de solutions, si l'on utilise des fonctions 
valeurs r6elles par exemple. Pourtant, E t et E2 peuvent ~tre 6trang6res sans que - E t  
et E 2 le soient. On le constate en v6rifiant que sur un corps K de caract6ristique 
diff6rente de 2, la fonction constante f ( x )  = 2 est solution de 

f ( x )  + f ( y )  + f ( xy )  = f ( x  + y) + f ( x ) f ( y )  (x, y ~ K), 

mais n'est pas un homomorphisme de corps. Ainsi C1 3_C2 mais l'on n'a pas 

- C 1  3_ C2. 
Toutefois, la situation pr6c6dente n'est pas 61oign6e du cas des 6quations 6trang6res. 
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Convenons  d 'une nouvelle d6finition pour  laquelle nous conservons les notat ions 
de la d~finition 2. 

DI~FINITION 7. Deux 6quations fonctionnelles E a ( f ) =  0 et E2(f)= 0 sont 
faiblement 6trang6res relativement fi X et Ylorsque toute fonc t ionf :  X ~ Y qui est une 
solution non constante de (5) est solution du syst6me (6). 

Cette d6finition est justifi6e par le r6sultat suivant. 

THI~ORI~ME 8. Soit X un anneau unifdre divisible par 2 et Y un corps. Les 

Oquations +_ C1 et + C 2 sont faiblement ktranokres relativement h X et Y. 

DOmonstration. Le th6or6me 5 (cf. remarque 2 suivant ce th6or+me) prouve que C1 

et C2 sont 6trang6res relativement ~i X et Y. Du coup - C ~  et - C 2  sont 6galement 
6trang6res. I1 nous suffit de prouver  que - C ~  et C2 sont faiblement &rang6res pour  

terminer la preuve du th6or6me 8. I1 s'agit donc de r6soudre l '6quation fonctionnelle 

suivante p o u r f : X - - *  Y, 

f ( x )  + f ( y )  + f ( x y )  = f ( x  + y) + f ( x ) f ( y )  (x, y ~ X), (22) 

ou plus pr6cis6ment d 'en chercher les solutions non constantes et de montrer  qu'elles 

satisfont le syst~me (6). 
Avec y = 0, on d6duit de (22) l'6galit6 (2 - J ( x ) ) f ( O )  = 0. S i f (0 )  # 0, c'est q u e f  

est une fonction constante ~gale ~i 2. Supposons d6sormais f (0 )  = 0 et posons b = 

f(1) .  Avec x remplac6 par x - 1 et y = 1 dans (22), on d6duit 

f ( x )  = f ( x  - 1)(2 - b) + b. 

O n  ne peut avoir  b = 2 car alors f serait une constante 6gale ~ b, et comme 

f ( 0 )  = 0, on  aurait  l'6galit6 contradictoire b = 0. Par  suite (2 - b) -1 existe dans le 

corps Y et 

f ( x  - 1) = ( f ( x )  - b)(2 - b) -1. (23) 

Faisons y = - 1 dans (22) et utilisons (23) pour  d6duire 

f ( x )  = f ( - x ) ( b  - 2). 
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Changeons y e n  - y  dans (22), multiplions ~ droite par  (2 - b) et ajoutons h (22) 
pour obtenir 

f (x)(3  -- b) = f ( x  + y)  + f ( x  - y)(2 - b). (24) 

En particulier, faisant x = y dans (24) et utilisant f (0 )  = 0, on a 

f(x)(3 - b) = f(2x).  (25) 

D'o/~, tenant compte de (24) et de (25), on obtient la relation fonctionnelle, 

f (2x )  = f ( x  + y) - - f ( y  - x). (26) 

P o u r t o u s u ,  v d e X ,  i l e x i s t e x e t y d a n s X t e l s q u e x  + y =  u + v e t y - x  = v 
puisque X est divisible par  2. 

On a ainsi 

f ( u )  = f ( u  + v) -- f (v )  (u, v ~ At). 

La fonction f est additive sur X et, d'apr6s (22), 6galement multiplicative. 
Ce qui termine la d6monstration du th6or6me 8. 

REMARQUE. La conclusion du th6or6me 8 est encore valable en supposant 

seulement que Y, au lieu d'etre un corps, est un anneau unif6re, mais en a joutant f (0)  = 
0. I1 suffit en effet d'appliquer le th6or6me 5 et d 'am6nager la preuve ci-dessus du 
th6or6me 8 en ne passant pas par  (23). On trouve de m~me (24), etc. 

COROLLAIRE 9. Les seules solutions f :  R ---* R de (22) pour tous x, y de R son t , f  (x) = 

x, f ( x )  = O, et f ( x )  = 2. 

Les  seules solutions f :  R ~ R de (7) pour tous x, y, de R sont, f (x) = x et f (x) =- O. 

On peut g6n6raliser le th6or6me 8 de la fa~on suivante. 

TH~ORI~ME 10. Soit X un anneau unifOre divisible par 2 et Y un corps commutat i f  

Soient k et I deux ~lOments non nuls du corps Y. 

1) Les kquations kCt  et 1C2 sont faiblement  ~trangOres relativement it X et Y. 

2) Les ~quations kCt  et  ICz sont ~tranobres relativement it X et Y, si et seulement si, 
k = l .  

Le th~or6me 10 est une cons6quence d'un th~or~me g6n6ral (Th6or~me 11) qui 
m~le les quatre 6quations fonctionnelles de Cauchy. Remarquons toutefois que 
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puisque nous nous plaqons sur un ensemble X poss6dant un z6ro, la quatri6me 
6quation C,  n'intervient pas vraiment, comme nous l'avions remarqu6 d6s 
l'introduction. 

THt~ORI~ME 1 1. Soit X un anneau unifdre divisible par 2 et Y un corps. Soient a, b, c et 
d, quatre kldments du centre de Y. Le tableau suivant, fi partir des valeurs de ces quatre 
dl~ments, fournit toutes les solutions f:  X ~ Y de l'Oquation fonctionnelle 

af(xy) + b f (x ) f (y )  + cf(x + y) + d ( f ( x )  + f (y ) )  = O. (27) 

" f = B  /;--° 
(a - c)b -1 - b-iaH 

f = - c b - l E  
"f = b-la(1 - M)  
f = 0  

f : ( c - a ) b  -1 

- b - l a H  

f = b - l d ( E -  1) 

_ b - l a M  

+ d # O  a # O  

+ d # O  ( # O ~ a  

o / b  # 0 = 0 

a + d =  \ b = O  = 0  

a # O  

d # O  
b:#  = 0  

c = d = O  f =  

c + d = 0  j # O  f = 0  

° a + d # O  = 0  f = A  

= d = 0  f = 0  

= O/l:#O-- f = e  
a + d =  # 0  

= d = 0 ' f  arbitraire  

Dans le tableau, A ddsigne une solution quelconque de C1 (A : X ~ Y); 

M ddsigne une solution quelconque de C2 (M: X---~ II); 
E d~signe une solution quelconque de C3 (E: X ~ Y); 
H dksigne une solution quelconque de C1 et C2 ( H : X  --, Y). 
Enfin e est un OlOment quelconque de Y tandis que Bes t  un dl~ment de Y seulement 

assujetti h satisfaire (a + bB + c + 2d)B = O. 
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DOmonstration du thkorkme 10 gl partir du th~orbme 11: Commenqons par le r6sultat 

1). L'6quation kCt  + IC2 = 0 est l '6quation (27) avec a = / ,  et b = -1;  c = k et 
d = - k .  Le corps Yest  commuta t i fe t  c + d = a + b = 0, ainsi que b # 0, a # 0, 
c # 0, d ~ 0 puisque k # 0, 1 # 0. On lit dans le tableau que fe s t  un endomorphisme 
d 'anneaux 0c=  H )  ou que f =  ( l - k ) l - t =  1 -  k1-1. Ainsi kC1 et IC2 sont 

faiblement 6trang6res. En outre, kC~ I IC 2 si et seulement si k = / .  

La d6monstration du th6or6me 11 est un peu longue et nous lui consacrons un 
paragraphe. Avant de la donner, fournissons quelques cons6quences de ce th6or6me 
11, quant ~i notre propos d'ind6pendance sur les 6quations fonctionnelles de Cauchy. 
Ce th6or6me montre l 'ind6pendance au sens des 6quations 6trang6res des trois 
6quations C1, C2 et C a. De fa~on sp6cifique, on a la proposition 12, qu'il est facile de 
v6rifier avec le tableau pr6c6dent et un peu de calculs. 

PROPOSITION 12. Soit  X un anneau unifbre divisible par 2 et Y un corps de 

caract&istique diff~rente de 2. Les  Oquations C 1, C 2 et C 3 sont deux gz deux Otrano&es. 

Enon~ons une autre cons6quence du th6or6me 11 dans le cas de l'axe r6el. 

PROPOSITION 13. Les seules f :  R--~ R qui sont solutions de 

f ( x  + y )  + f ( x )  + f ( y )  = f ( x y )  + f ( x ) f ( y )  (28) 

sont f ( x )  = O; f ( x )  - 2 et f ( x )  =-2 -- x. 

PROPOSITION 14. Soient a, b deux nombres rdets non nuls et c un nombre rgel. La 

fonction f ( x )  - x est l'unique fonction non constante f :  R--* ff~ solution de 

b ( f ( x y )  - f ( x ) f ( y ) )  + a ( f ( x  + y)  - f ( x )  - f ( y ) )  = c (29) 

D~monstration. Faisons y = 0 dans (29) 

b f (x ) f (O)  = (b - a)f(O) -- c. 

Puisque b # 0, sif(O) # O, f e s t  une constante, ce qui est refus& Par  cons6quent, 
f ( O ) = O  et du coup c = O .  On est donc ramen6 au th6or~me 10 et aux 

endomorphismes de R, consid6r6 comme un anneau. 
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2. D ~ m o n s t r a t i o n  du th~or~me 11 

Le corps Y n'est pas suppos6 commutat i f  mais a, b, c et d commuten t  avec tous les  

616ments du corps et en particulier entre eux. La d6monst ra t ion  du th6or~me 11 est en 

deux 6tapes. Dans  la premi+re 6tape, suivant  les valeurs de f (0 )  et de f (1) ,  on obt ient  

toutes les solutions de l '6quation fonctionnelle (27). Dans  la deuxi6me 6tape, on 

regroupe les r6sultats suivant  les valeurs des coefficients a, b, c et d de fa~on/t dresser le 

tableau du th6or+me 11. 

lore dtape. I1 y a beaucoup de cas fi consid6rer qui se divisent en alternatives 

incompatibles.  Nous  utilisons un  rep6rage par 6criture lexicographique en suites de 1 

et de 2. 

1. bf(O) + c + d ~ 0 f o u r n i t f  = B avec (a + bB + c + 2d)B = 0 en faisant x = 

0 dans l '6quat ion (27). 

2. bf(O) + c + d = 0 fournit  (a + d)f(O) = 0 
2.1 . f (0)  = 0 fournit  c + d = 0 

2.1.1. d = c = 0. Avec x = 1 dans (27), on a (a + bf(1)) f (y)  = 0 
2.1.1.1. a + bf(1) # 0 fournit  f = 0 qui est effectivement solution. 

2.1.1.2. a + bf(1) = 0 se subdivise encore en 

2.1.1.2.1. b = 0 condui t  ~ a = 0 et d o n c f e s t  arbitraire. 

2.1.1.2.2. b ~ 0 avec f (1 )  = - b-Xa fournit  f ( x ) f ( y )  = f (1) f (xy) .  
2.1.1.2.2.1. f (1 )  ~ 0 permet d 'avoir  f (1 )  -1 f ( x )  comme fonction multiplicative et 

donc f ( x )  = - b - l a  M(x)  avec les nota t ions  du th6or6me 11. (c'est 

dire; M:X--*  Y; M(xy)  = M(x)M(y)  pour  tous x, y de X). 

2.1.1.2.2.2.f(1) = 0 condui t  h f  = 0. 

2.1.2. d # 0 et c ¢ 0. Avec a'  = d-Xa et b' = d-~b, on a l '6quat ion 

a' f(xy)  + b ' f ( x ) f ( y )  = f ( x  + y) - ( f ( x )  + f (y)) .  

Faisan t  x = 1, on  d6duit avec C = a' + b3C(1) + 1 

f ( y  + 1) = f (1 )  + Cf(y). 

(30) 

(31) 

C o m m e f ( 0 )  = 0, on a auss i f (1 )  = - C f ( - 1 ) .  On fait alors x = - 1  dans (30) 

et on  remplace y par  x - 1 dans (31). I1 vient 

C a ' f ( - x )  = (1 - C -  C b ' f ( - 1 ) ) f ( x ) .  
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D e  (30), on d6duit b' ( f ( 1 ) f ( x )  - f ( x ) f ( l ) )  = 0. Puisque  a '  et b '  sont dans le 

centre de Y, on calcule que C commute  avec f ( x )  pour  tout  x. D+s lors 

a ' C f ( - x )  = - a ' f ( x ) .  

2.1.2.1. a ~ 0 permet d'6crire (32) sous la forme 

C f ( - x )  = --f(x).  

Faisant y = - - 1  dans (30), et tenant compte de (33) et des 
commutativit6,  on a 

f ( x  + y) + Cf(x  - y) = (C + 1)f(x) .  

Multipliant par C et tenant compte  de c a f ( x )  = f (x ) ,  on a aussi 

Cf(x  + y) + f ( x  - y) = (C + 1)f(x) .  

En additionnant les deux derni~res 6quations, il vient 

(C  + 1)( f (x  + y) + f ( x  - y) - 2f(x))  = 0. 

En soustrayant les deux m~mes 6quations, il vient 

(C  - 1 ) ( f ( x  + y) - f ( x  - y)) = O. 

2.1.2.1.1. C = 1. Reportant dans (34), on a 

f ( x  + y) + f ( x  - y)  = 2f(x).  

Mais f(0)  = 0(2.1.), donc avec x = y dans cette +quation, on d6duit 

f ( 2 x )  = 2f(x).  

Reportant dans (34) 

f ( x  + y) + f ( x - - y ) = f ( 2 x ) .  

(32) 

(33) 

relations de 

(34) 

(35) 

(36) 
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C o m m e  X est divis ible  pa r  2, ceci signifie que  C a ( f )  = 0. Grace  fi (30) et 2.1.2.1. 

f (xy)  = - a '-l  b ' f  (x) f (y). 

F i n a l e m e n t , f ( x )  = - b - l a H ( x )  ofa H est u n  e n d o m o r p h i s m e  d ' a n n e a u x .  O n  v6rifie 

q u ' u n e  telle f onc t i on  est b ien  so lu t ion  de (27) avec les c o n d i t i o n s  de 2.1.2.1.1. 

2.1.2.1.2. C # 1. L ' 6 q u a t i o n  (35) fourni t ,  pu i sque  X e s t  divis ible  pa r  deux,  q u e f e s t  

une  cons tan te .  

2.1.2.2. a = 0. L ' 6 q u a t i o n  (27) dev ien t  

b ' f ( x ) f ( y )  = f ( x  + y) - f ( x )  - f ( y ) .  

O n  pose F(x)  = b ' f ( x )  et G(x) = F(x)  + 1 et on  v6rifie G(x + y) = G(x)G(y) .  

Aussi  b ' f ( x )  = E(x)  - 1. 

2.1.2.2.1. b = 0 fourn i t  f = A, qu i  est une  solut ion.  

2.1.2.2.2. b 4 : 0  f o u r n i t f ( x )  = b- ld  [E(x)  - 1)], qui  est effectivement une  so lu t ion .  

2 .2 . f (0 )  4 : 0  fourn i t  a + d = 0 et avec x = 1 dans  (27) on  a (a - b f ( O ) ) f ( y  + 1) 

= a f (1 )  - b f ( 1 ) f ( y ) .  

2.2.1. a = bf(O) fourn i t  c = 0. 

2.2.1.1. a = 0 fourn i t  b = 0, j o i n t  fi c = 0 et d = 0 (2.2.). 

Aussi  tou te  fonc t ion  f :  X---~ Y est, dans  ces cond i t ions ,  so lu t ion  de (27). 

2.2.1.2. a :/: 0 fourn i t  b :~ 0 (2.2.1.). O n  v6rifie a lors  que  1 -  a-Xbf(x)  est 

mul t ip l ica t ive .  Soit  f ( x )  = b-la[1 - M(x)] .  Cet te  fonc t ion  est so lu t ion  de (27). 

2.2.2. a ~ bf(O). 

2.2.2.1. b = 0 fourn i t  a :~ 0 et f = B. 

2.2.2.2. b 4: 0. L ' 6 q u a t i o n  (27) d o n n e  
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f ( x  + y)  = (bf(O) - a ) - l ( a ( f ( x y )  - f ( x )  - f ( y ) )  + b f ( x ) f ( y ) ) .  (37) 

O n  en d6dui t  

f ( x )  = (bf(O) - a ) - l ( b f ( x  - 1) - a ) f (1 ) .  (38) 

O n  ne peut  donc  pas  avo i r  f ( 1 )  = 0 p u i s q u e f ( 0 )  # 0 (2.2.). 

Si l 'on fait y = - 1 d a n s  ( 3 7 ) ,  et que l 'on t ient  compte  de (38), et de 

b ( f ( O ) f ( x )  - f ( x ) f ( O ) )  = O, 

on calcule 

a f ( - x )  = f ( x ) ( a b  -1 - f ( O ) ) a f ( 1 )  -1 + a( ( f (O)  - b - l a ) f ( 1 )  -~ + 1)f(0). 

2.2.2.2.1. a # 0. 

O n  6crit l '6quat ion  pr6c6dente selon 

f ( - - x )  = C f ( x )  + D, (39) 

en n o t a n t  que f ( x )  c o m m u t e  avec C et D. P a r  i t6rat ion,  

(1 --  C 2 ) f ( x )  = C D  + D. 

O n  util ise (37) avec - y e t  on t ient compte  de (39) pou r  ob ten i r  

(bf(O) - a ) ( f ( x  - y)  - C f ( x  + y))  = (a (C - 1) + b h ) f ( x ) .  

P o u r  une fois, nous  al lons d is t inguer  t rois  cas au  lieu de deux, selon que C = 1, 

C =  - 1  o u C  2 # 1. 

2.2.2.2.1.1. C = 1 fourni t  certes 2D = 0. Mai s  C = (ab -1 - f ( 0 ) f ( 1 )  - t  et de 

C = 1 on  d6dui t  a = b [ f ( 1 )  + f ( 0 ) ] .  D ' o 6  

D = [ ( f ( 0 )  - b - l a ) f ( 1 )  - t  + 1I f (0 )  = 0, 

i nd6pendammen t  de la caract6r is t ique du  corps  Y. D ' o ~  f ( x  - y )  = f ( x  + y). 
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C o m m e  X est divisible pa r  2, la fonction f est donc  cons tan te  ( f  = B). 

2.2.2.2.1.2. C = - 1 fournit  avec un 616ment L de Y, 

f ( x  - y )  + f ( x  + y )  = L f ( x ) .  

Mais  on a n6cessairement L = 2 en r emarquan t  q u e f ( 0 )  ¢ 0 et faisant y = 0. En 
par t icul ier  

f ( 0 )  + f ( 2 x )  = 2f(x). 

D ' o f i f ( x )  = f ( 0 )  + A ( x )  ofa A :X---* Y satisfait C1. En outre,  b f (O)  + e - a = 0 

provien t  de 2.2. et 2. P a r  ailleurs, C = - 1  (2.2.2.2.1.2.) fournit  a = ( f (0 )  - f ( 1 ) ) b .  

Soit  f ( 0 )  = (a  - e )b  -1 et f (1 )  = - c b  -1. En repor tan t  f ( x )  = f (O)  + A ( x )  dans  (37), 
avec ces condi t ions ,  on t rouve f inalement 

f ( x )  = (a  - c )b  -1 - a b - l H ( x ) .  

off H est un endomorph i sme  d 'anneaux.  On  v+rifie qu 'une telle fonct ion satisfait  
effectivement (27). 

2.2.2.2.1.3. C 2 ~- 1 fournit  une f o n c t i o n f c o n s t a n t e  ( f  = B). 

2.2.2.2.2. a = 0 fournit  apr~s un calcul 

f ( x )  = - -  cb-X E ( x ) .  

O n  v6rifie qu' i l  s 'agit  bien d 'une  solut ion de (27). 

2 ~ m e  ~tape .  I1 convient  de regrouper  tous les  r6sultats pr6c6dents en ne faisant plus 

por te r  que des condi t ions  sur les quat re  616ments a, b, c, et d de fa~on ~t 6tablir  le 

t ab leau  du  th6or6me 11. Cette col la t ion est quelque peu fastidieuse et, pou r  raccourcir ,  

nous  ne donne rons  qu 'un  seul exemple. Supposons  c + d = 0, b ~ 0, c # 0, d ~ 0 et 

a = 0. Le cas 1 donne  f =  B a v e c  B = b - l d .  Le cas 2 avec c + d = 0, b # 0 impose  

f ( 0 )  = 0, donc  2.1. Puisque c # 0 et d # 0, on doi t  avoir  2.1.2. et puisque a = 0, on 

doi t  avo i r  2.1.2.2. Come  b ~ 0, on a 2.1.2.2.2, s o i t f ( x )  = b - l d ( E ( x )  - 1) off E e s t  une 
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exponentielle. Mais f = - b - l d  c o r r e s p o n d  ~ E = 0. On regroupe donc toutes les 
solutions f sous la forme unique f = b- ld (E  - 1), etc. 

3. U n e  a u t r e  f o r m e  d ' ind~pendance  

Une forme plus forte d'ind6pendance est sugg6r6e en prenant l'analogue de Pexider 
de la condition qui d6finit les 6quations 6trang6res (cf. [2], 1-5] et [7] pour l'6quation 
de Pexider). Convenons d'une terminologie, tout en gardant les notations de la 
d6finition 2. 

DI~FINITION 15. Deux 6quations fonctionnelles E1 et E2 sont fortement 6trang6res 
relativement fi X et Y lorsque tout couple de fonctions f ,  g de X dans Y, solution de 

E~(f) + E2(g) = 0, (40) 

~ Ex(f)  = 0 
E2(g) O. (41) 

satisfait aussi le syst+me d'6quations fonctionnelles. 

On dispose d'un r6sultat d'existence explicite d'6quations fortement 6trang6res, du 
moins en supposant une certaine r6gularit6 quant fi l'une des deux fonctions en jeu. De 
fa¢on pr6cise, on a la proposition 16. 

PROPOSITION 16. Avec  X = Y = R, les ~quations aC1 et bC2, lorsque a et b sont 

des nombres rOels non nuls, sont f o r t emen t  ~trangOres dans la classe des couples de 

fonct ions  ( f ,  g) pour  lesquels g est  continue en I e t  vaut 1 en 1. 

Cette proposition est une cons6quence du r6sultat descriptif suivant qui g6n6ralise 
la proposition 3 du moins dans le cas off Y est un corps. 

TH~OR~.~,n~ 17. Soit X un anneau unif ire divisible par 2 et Y un corps de 

caractOristique diffkrente de 2. Soient  a et  b deux klkments non nuls de Y. Toutes les 

solutions f ,  g : X ~ Y de 

a [ f ( x  + y) -- f ( x )  -- f (y ) ]  + b[o(xy)  - g(x)g(y)]  = 0 (x, y ~ X ) ,  (42) 

telles que 

g(1) = l, (43) 
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sont donndes par l'une des deux formes  suivantes: 

1) f est solution de C a pour tous x, y de X; g est solution de C 2 pour tous x, y de X (et 
g(1) = 1). 

2) g est solution de Ca, g(1) = l, et g satisfait en outre 

g(xy)  -- g(x)g(y)  = g(yx)  - O(Y)g(x) 

Pour f on a 

(x, y e X). (44) 

f ( x )  = A(x)  + ½a-ab[g(x) 2 - g(x2)] (x e X), 

off A :X- - - .  Y est une solution de Ca pour tous x, y de X. 

Ddmonstration de la proposition 16 ~ partir du thdorbme 17. Pour  f, g:[~ --* •, nous 

devons r6soudre (42) avec g(1) = 1 et g continue en 1. D'apr6s le premier cas du 

th6or6me 17, on a bien C x ( f ) =  C 2 ( g ) =  0. D'apr6s le deuxi6me cas, puisque 

Ca(g) = 0 et puisque g est continue en 1, c'est que g est de la forme g(x) = cx  pour  tout  
x de R o3 c est un 616ment de R. Mais g(1) = 1 fournit c = 1. En particulier, on  a 
C2(g) = 0. Pour  suite, g(x 2) = g(x) 2 et la f onc t i on fdonn6e  par le th6or6me 17, dans 

ce second cas, vaut A, c'est fi dire est une solution de Ca. On  a bien C a ( f )  = C2(g) = 0. 

REMARQUE. Sans changer  le r6sultat de la proposit ion 16, on pourrai t  imposer d 'autres 

condit ions de r6gularit6 sur g, voire m~me s u r f  au lieu de g. 

DOmonstration du th~orkme 17. Echangeons d 'abord  x et y dans (42) et retranchons le 

r6sultat obtenu de (42). I1 vient 

g(xy)  - - g ( x ) g ( y )  = g(yx)  - - g ( y ) g ( x )  (x, y e X ) .  

~) Si g(0) # 0, l 'equation (42) avec y = 0 indique que g est constante, c'est ~, dire 

g = 1 dans le cas pr6sent. En particulier, C2(g) = 0 et de (42) on d6duit 

Ca (J) = 0. Soit le premier cas du th6or6me 17. 

fl) Si g(0) = 0, l '6quation (42) fournit f (0)  = 0. En faisant y = 1 darts (42) et 

tenant  compte  de (43), on a 

f ( x  + 1) = f ( x )  + f(1).  
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Par r6currence, on dispose pour tout x de X, et tout entier relatif n, de la relation, 

f ( x  + n) = f ( x )  + f (n ) .  

L'6quation (42) donne aussitSt 

g(nx) = g(n)g(x). 

A v e c n =  - 1 ,  o n a  

0 ( - x )  = g ( -  1)g(x). 

En particulier, puisque l'on a (43), 

g ( - -  1) 2 = 1. 

(45) 

Comme Y est un corps, on n'a plus que les deux possibilit6s g ( - 1 )  = - 1  et 
g ( - 1 )  = +1. 

ler cas: g (  - 1) = 1. On d~duit de ( 4 5 )  l a  parit6 de la fonction g. Changeons alors y 

en - y  dans (42) et retranchons d (42) .  I1 vient 

f ( x  + y) + f ( - - y )  = f ( x  -- y)  + f ( v ) .  (46) 

Avec x = y dans (46) et puisque f (0 )  = 0, on dispose de 

f (2x)  + f ( - - x )  = f ( x ) .  

Changeons x en - x  dans l'6quation pr~c6dente et ajoutons ~i l'6quation 
pr6c6dente, pour avoir 

f (2x)  + f ( - 2 x )  = O. 

Puisque X est divisible par 2, on d6duit q u e f e s t  impaire. L'6quation (46) donne 

f ( x  + y)  = f ( x  -- y) + 2f(y). 

Echangeons les rSles de x et de y dans l'6quation pr~e6dente et ajoutons 
l'6quation pr6c6dente en tenant compte du fait que f est impaire 
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2 f ( x  + y) = 2f(x)  + 2f(y).  

Puisque Y est un corps de caract6ristique diff6rente de 2, on d6duit C l ( f )  = 0 et, 
grace ~ (42), C2(0) = 0. On  dispose done encore du premier  cas du th6or~me 1. 

2Ome cas: 0 ( -  1) = - 1. O n  d6duit de (45) que 0 est impaire. Changeons  x en - x et 
y e n  - y  dans  (42) et soustrayons ~ (42). II vient la relation fonetionnelle, 

f ( -  x - y)  - f (  - x)  - f ( -  y)  = f ( x  + y) - f ( x )  - f ( y ) .  (47) 

Changeons  x en - x  dans (42) et addi t ionnons ~ (42). I1 vient 

f ( - x  + y)  + f ( x  + y) = f ( x )  + f ( - x )  + 2f(y).  (48) 

Posons  F(x)  = f ( x )  + f ( - x )  et H(x)  = f ( x )  - f ( - x ) .  L'6quat ion (47) fournit  

H ( x  + y)  = H(x)  + H(y)  (x, y ~ X). (49) 

Changeons  y e n  - y  dans (48) et addi t ionnons fi (48). I1 vient 

F(x  + y)  + F(x  -- y) = 2F(x) + 2 r (y )  (x, y e X). (50) 

Cette 6quat ion (50) souvent  appel6e 6quation quadrat ique ([2]. [8], [9], [ 10], [ 11 ]) 
a sous les condit ions du th6or+me 17, une solution g6n6rale de la forme 

F(x)  = S(x,  x) (x e X), (51) 

o(a S : X  x X--~ Y est une fonction sym6trique et biadditive (of. par  exemple [2] ou 
[11]). Revenant  ~i l '6quation (42), on d6duit apr6s caleul, en tenant  compte  de (49), et 

de ee que l 'on peut  diviser par  deux dans Y, 

aS(x ,  y) + b[o(xy)  -~9(x)o(Y)]  = 0. (52) 

Remplagons  x pa r  x + z dans (52) afin de faire jouer  l 'additivit6 de S par  r appor t  

la premi6re variable. II vient 

0 = O(xy + zy) - 9(x + z)o(y)  - 9(xy)  + 9(x)o(y)  - O(zy) + O(z)o(y). 

Posons  D(x,  z) = O(x + z) - 9(x) - 9(z), ce qui permet  une 6criture ramass6e 

de l '6quat ion pr6e6dente selon 
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D(xy,  zy) = D(x, z)o(y). (53) 

Rempla~;ons y par  yy'  dans (53) o5 y e t  y '  sont deux 616ments arbitraires de X. I1 
vient en appliquant  (53) deux fois, et pour  tous x, z, y, y '  de X, 

D(x,  z )[g(yy ' )  - g(Y)O(Y')] = O. (54) 

S'il existe x et z de X tels que D(x, z) ¢ 0, c'est que g satisfait C2(g) = 0. Du  coup, 
C , ( f )  = 0 et on  obtient encore le premier cas du th6or6me 17. 

Pa r  contre, si D(x, z) = 0 pour  tous x et z de X, on a CI(g) = 0. En reportant  la 

valeur de S(x ,  y) d6duite de (52), il vient 

F(x)  = a-Xb[g(x) z - g(x2)]. 

D ' o d  

2f(x)  = H(x)  + a- tb[o(x)  z - g(x2)]. 

En divisant par 2, et tenant  compte  de (44), on obtient  ainsi la deuxi6me forme du 

th6ordme 17. 

O n  v6rifie ais6ment que les formes g6n6rales 1) et 2) fournissent bien des solutions 

de (42), ce qui termine la d6monst ra t ion du th6ordme 17. 

R E M A R Q U E S  

1) I1 est plus suggestif et quelque peu surprenant  de retenir que sous les condit ions 

du th6or6me 17, pour  une solution (f, g) de l '6quation fonctionnelle (42), on a 

toujours C1(0) = 0 ou C2(0) = 0, c 'est ~, dire radditivit6 ou la multiplicativit6 

de 9- 
2) Lorsque X et Y sont commutatifs,  on  peut omettre  la condit ion (44) ce qui 

donne une description explicite de toutes  les solutions de (42). 

3) Lorsque a = + 1 et b = _+ 1, la conclusion du th6or6me 17 subsiste lorsque l 'on 

diminue les hypoth6ses faites sur Yen supposant  seulement que Yest un anneau 

unif6re sans diviseur de O et uniquement  divisible par  2. 

Si l 'on garde les conditions sur X mais  l 'on suppose seulement que Y est un 

anneau unif6re tel que x 2 = 1 et x e Yimplique x = + 1, alors toute solution de 

(42) avec a = + 1, b = _+ 1, satisfait 

[g(x + y) -- g(x) -- g(y)][O(zt) - g(z)g(t)] = 0, (55) 
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et 

2 [g (x  + y)  - g(x)  -- g ( y ) ] [ f ( z  + t) - f ( z )  - - f ( t ) ]  = O, (56) 

4) 
pour  tous x, y, z et t de X. 

Le th6or+me 17 cesse d'etre vrai si, en gardant  toutes les autres hypoth6ses,  on 
omet  g(1) = 1. Ainsi si H:  X - - ,  Yest un h o m o m o r p h i s m e  d 'anneaux,  si Xes t  un 
anneau,  si Y est un anneau commuta t i f  uniquement  divisible par  3, le couple 
(f,  g) d6fini par: 

f ( x )  = ] a - l b ( H ( x ) )  3 

g(x) H ( x ) [ H ( x )  + 1], 

5) 

est solut ion de (42). Mais cette solution n'est pas en g6n6ral de l 'une des formes 
d6crites dans le th6or6me 17. D'ailleurs on a g ( 1 ) =  H ( 1 ) [ H ( 1 ) +  1] et 
g(1) = 2 si H n'est  pas identiquement nul. Nous  donnerons  dans un autre 
travail  la solution g6n6rale de l '6quation fonctionnelle a C~( f )  + b C2(g) = 0. 
O n  peut imaginer  bien d 'autres  formes de d6pendance entre les 6quations 
fonctionnelles Ci (i = 1, 2, 3 et 4) que la s-ind6pendance, ou que cette propri&6 
des 6quations faiblement ou fortement  6trang6res. En lien direct avec les 
6quat ions conditionnelles, nous 6tudierons ailleurs la m-ind6pendance,  c'est ~i 

dire le cas off 

E l ( f ) E 2 ( f )  = 0 

implique E l ( f ) =  0 ou E z ( f ) =  0. L 'ana logue  de Pexider est l '6quation 

fonctionnelle E l ( f ) E 2 ( g )  = O. 
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