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1. Einleitung

Man hat schon verschiedentlich festgestellt, daB man durch Erzeugung von
pulsierenden Strémungen in elastischen Leitungen einen sehr beachtlichen For-
dereffekt bewirken kann, obwohl an keiner Stelle Ventile oder Klappen angebracht
worden sind. Nimmt man sich beispielsweise einen Schlauch in Form eines Kreis-
ringes—seine eine Hilfte bestehe aus einem sehr starren und die andere Hilfte aus
einem relativ weichen Kunststoff—, so ergibt sich bei periodischem Zusammendriicken
eine Stromung in tangentialer Richtung durch den Kreisring [ 1], bei der eine betracht-
liche Geschwindigkeit erreicht wird (Fig. 1). Der Grund fiir diesen Stromungsvorgang
liegt in der Hauptsache in den unterschiedlichen elastischen Eigenschaften der
Werkstoffe.

Dieses Phinomen wurde von Liebau [2] zur Erklarung des Arbeitens eines
klappendefekten Herzens herangezogen. Die Aortenklappen eines dlteren Menschen
konnen so stark verkalkt sein, daB3 sie fast unbeweglich sind. Dennoch bleiben solche
Patienten lebensfiahig. Auch hier sollen wieder die elastischen Eigenschaften der
verschiedenen Partien des gesamten Herzens die Forderung auf einen normalen
Zustand zuriickfilhren. Ebenfalls soll mit diesem Effekt der hohe Druckabfall in den
Arteriolen des menschlichen Koérpers gedeutet werden. Um Klarheit iiber diese”
Vorginge zu erhalten, wurden von v. Bredow [3] experimentelle Untersuchungen
durchgefiihrt.

AN elastisch
Figure 1

Schlauchsystem mit verschiedenen Werkstoffen
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Fiir die theoretische Behandlung dieses Phdnomens ist es notwendig, eine nicht-
lineare Theorie anzusetzen. Es ist bekannt, daB bei einer periodischen Anfangs-
verteilung eine lineare Differentialgleichung kein Férdervolumen ergeben kann. Die
Flissigkeitsteilchen schwingen lediglich um ihre Ruhelage. Erst durch die nicht-
linearen Terme dndern sich die Wellenlédnge und die Amplitude der Anfangsverteilung,
so daB sich die Teilchen von ihrem urspriinglichen Ort entfernen.

In dieser Arbeit wird daher eine nichtlineare Theorie zur Berechnung dieses
Pumpmechanismus verwendet. Die nichtlinearen Differentialgleichungen der Stré-
mungsmechanik werden durch einfache Bezichungen der Elastomechanik erginzt.
Um die Rechnungen nicht zu uniibersichtlich werden zu lassen, sollen fiir das Fluid
und den Wandwerkstoff bestimmte Voraussetzungen getroffen werden. Experimen-
telle Ergebnisse werden schlieBlich zum Vergleich mit den theoretischen Resultaten
herangezogen.

2. Die Grundgleichungen

Bevor das Gleichungssystem aufgeschrieben wird, miissen zunichst einige
Annahmen getroffen werden. Man betrachtet den Vorgang als eindimensional und
instationdr, und das Fluid sei inkompressibel. Der Schlauch wird als diinnwandig
angesetzt, so daBl man die tangentiale Spannung als konstant iiber den Querschnitt der
Schlauchwand ansehen darf. Weiterhin wird ein lineares Stoffgesetz verwendet.
Relaxationseffekte einerseits und eventuell auftretende Axialspannungen im Schlauch
andererseits werden nicht beriicksichtigt.

Unter diesen Annahmen ergeben sich fiir die Kontinuititsgleichung und die
Bewegungsgleichung [siehe etwa [4]]:
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Dabei bedeuten A der Stromungsquerschnitt, W die Stromungsgeschwindigkeit, p die
Dichte des Fluids, p der Druck und p, der Reibungsdruck, x und ¢ sind die Lingen-
und die Zeitkoordinate. Fiir eindimensionale, laminare Stromung wird hiufig der
Reibungsterm durch den Ansatz nach Hagen-Poiseuille ausgedriickt:
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wist die dynamische Zahigkeit der Fliissigkeit, D, der Durchmesser des unverformten
Schlauches. Obwohl Gl. (2.2) nur fiir stationire Stromung abgeleitet wird, soll sie
hier auch fiir instationire Vorginge als giiltig angenommen werden.
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Figure 2
Schlauchmodell.

Zur Vervollstindigung des Gleichungssystems (2.1) mul} noch eine Bezichung
p = p(A) hinzugefiigt werden. In der Wand des Schlauches tritt eine Tangential-
spannung o, auf, die sich unter den oben aufgefithrten Annahmen bestimmen 148t zu
(Fig. 2):

D,
o, =5, (P = Pa)s (2.3)

wobel s die konstante Wandstérke und p, der variable AuBlendruck sein soll. Mit dem
Hookeschen Gesetz kann auf den jeweiligen Durchmesser D geschlossen werden:
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FEist der Elastizitatsmodul der GefiBwand. Fiithrt man den Leitungsquerschnitt 4 auf
den Durchmesser D und mit Gl. (2.3) und GI. (2.4) auf den Druck zuriick, so erhilt
man:
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Eingesetzt in GL (2.1a) ergibt schlieBlich
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Zusammen mit Gl. (2.1b) liegt ein nichtlineares partielles Differentialgleichungs-
sytem vor, das zur Beschreibung der Strémungsvorginge in elastischen Leitungen
herangezogen wird. Es handelt sich dabei um ein System vom hyperbolischen Typus.

Verschiedentlich wird der Durchmesser in Gl. (2.3) nicht konstant gehalten,
wodurch sich ein anderes Gleichungssystem ergibt und die Wellen sich erst nach ciner
langeren Laufzeit aufsteilen.



126 H. J. Rath und 1. Teipel ZAMP

3. Experimenteller Aufbau

Um den Fordereffekt experimentell za untersuchen, wurde von v. Bredow [3]
eine Versuchseinrichtung aufgebaut, bei der zwei mit Wasser gefiillte Glasgefdlle
durch einen elastischen Schlauch verbunden wurden (Fig. 3). Im Ruhezustand war der
Wasserspiegel in beiden Behiltern gleich grol. An der Stelle x; wird nun ein zeitlich
periodischer AuBendruck p, aufgebracht. Es tritt eine Forderung ein, obgleich die
Verbindung von Gefd8 zu Schiauch ohne Klappen konstruiert ist. Bei den umfang-
reichen Versuchen ergibt sich die Frequenz von p, als diec HaupteinfluBgréie. Je nach
threm Wert stellt sich eine Férderung vom linken Gefa in das rechte oder umgekehrt
ein. Man kann ohne Schwierigkeit erreichen, daB, ausgehend von der Ruhehshe H
des Wasserspiegels, ein Gefi3 mehr oder weniger vollstdndig leer gepumpt wird.
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Versuchsaufbau. }

Der hier beschriebene Stromungsvorgang soll nun mit den im zweiten Abschnitt
angegebenen Gleichungen theoretisch behandelt werden. Dabei ist véllig klar, dal3
man nur eine qualitative Ubereinstimmung erwarten kann, da die Voraussetzungen
fiir Theorie und Experiment doch sehr verschieden sind. Einmal sind die elastischen
Eigenschaften der Versuchsleitung nicht durch das einfache Gesetz GI. (2.4) darstell-
bar. Zum anderen wird der Schlauch im Experiment so stark zusammengedriickt,
daB ein mehrdimensionaler Strémungsvorgang entsteht. Zur Simulation des Aufien-
druckes wird fiir die Theorie angenommen, daB im Bereich zwischen 0,2 < x// < 0,4
gelten soll:

2
puX. 1) — po = [CQ +Ci3 *iq, (s) }inmr. (3.1)

Py ist der konstante AuBlendruck in den Bereichen x// < 0,2 und x/l > 0,4, x und /
sind GroBen, die der Fig. 3 direkt entnommen werden kénnen. Cy, C; und C, sind
Konstanten, die aus der gewiinschten Druckverteilung bestimmt werden kénnen,



Vol. 29, 1978 Der Fordereffekt in ventillosen, elastischen Leitungen 127

und o ist die Kreisfrequenz der Erregung. Ein solcher Ansatz scheint im Hinblick auf
die Versuchsdurchfiihrung gerechtfertigt zu sein.

4. Das Berechnungsverfahren

Es ist zweckmiBig, bei dem urspriinglichen Gleichungssytem anstelle vom
Druck mit der Wellenfortpflanzungsgeschwindigkeit a zu rechnen, da die Abhidngig-
keitsgebiete der Differenzenverfahren sehr stark mit @ zusammenhéngen. Aus der
Druckverteilung ergibt sich
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Trigt man diese Beziehung in die Gleichungen (2.1b) und (2.6) ein und ersetzt p,
durch Gl. (3.1), so erhdlt man
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Durch Einfiihren von dimensionslosen KenngrofBen in die Gleichungen (4.2a)
und (4.2b) ergeben sich gewisse Ahnlichkeitskennzahlen, von denen nur die Strouhal-
zahl Str hier als wichtigste Kennzahl aufgefiihrt werden soll:

Str = ol (4.3)

4o
Hierbei sei a, die sogenannte Moens- Korteweggeschwindigkeit, die sich aus GI. (4.1)
mit p = p, ermitteln 1aBt:
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Da das zu untersuchende Stromungsfeld sehr komplex ist, wurde eine Lsung
dieses Systemes auf numerischem Wege gesucht. Wie schon erwihnt, handelt es sich
dabei um ein System vom hyperbotischen Typus. Es liegt daher nahe, ein Charak-
teristikenverfahren zu verwenden. Jedoch zeigte sich schon nach kurzer Rechnung,
daB} der Programmaufwand so grof3 und uniibersichtlich wurde, so daf} zu einfachen
Differenzenverfahren mit Rechteckgittern iibergegangen wurde.

Aus der Vielfalt der bekannten Differenzenverfahren wurde das Verfahren 2.
Ordnung von MacCormack [5] ausgewihlt. Diese Methode wird verschiedentlich
in der einschldgigen Literatur [6] als die genaueste bei vorgegebenem Aufwand
bezeichnet. Sie arbeitet mit Zwischenschritten. In Fig. 4 hat man den entsprechenden
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Rechenstern dargestellt. Fiir den ersten Schritt werden die folgenden Differenzen-
approximationen benutzt:
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Figure 4 Figure 5
Allgemeiner Differenzenschritt. Randschritt.

In dieser Phase wird f aus der zeitlichen Ableitung ermittelt. Nachdem man alle
diese Zwischenwerte auf der Linie n + 1 berechnet hat, wird der zweite Schritt des
Differenzenverfahrens durchgefiihrt:
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Hieraus kann der endgiiltige Wert fiir fj”+1 bestimmt werden. Man beachte, daB} fiir
die ortlichen Ableitungen keine symmetrischen Differenzenquotienten verwendet
wurden. Was die numerische Stabilitit dieser Methode angeht, so kann man zeigen,
daB die charakteristischen Richtungen des Ausgangsgleichungssystemes die entschei-
denden Aussagen liefern. Der neu zu berechnende Punkt /"' muB innerhalb des
EinfluBgebietes der Punkte mit den Werten f;* ; und /", ; liegen.

An den Rindern miissen die einzelnen Schritte leicht abgedndert werden, da man
z.B. den Punkt (j,n + 1) aus Fig. 4, wenn er auf dem Rand lage, nicht berechnen
konnte. Es soll hier die Methode von Stoker [7] verwendet werden, die eine Inter-
polation mit Hilfe des Charakteristikenverfahrens benutzt. Diejenige Charakteristik,
die vom Stromungsfeld herkommt und den Randpunkt trifft, wird zuriickverfolgt bis
hin zur letzten bereits ermittelten Zeitlinie (Fig. 5). Dadurch kann die dazugehérende
Gleichung angegeben werden. Hinzuzufigen ist noch der Randwert selbst, so dal}
damit der Stromungszustand vollstindig bestimmt ist.



Vol. 29, 1978 Der Fordereffekt in ventillosen, elastischen Leitungen 129

5. Die Randbedingungen

Fiir die Rechnung wird angesetzt, dall zu Beginn des Vorganges in beiden
GefdBen in Fig. 3 die gleiche Anfangshéhe A herrsche. Wihrend des Pumpvorganges
verschieben sich diese Hohen dann, wodurch sich auch die Randbedingungen dndern.
Die Vorgehensweise soll hier nur fiir den linken Rand gezeigt werden, da fiir die rechte
Seite analoge Beziechungen gelten.

Als Randbedingung werden fiir den linken Behélter die instationdre Bernoullische
Gleichung und die Kontinuititsgleichung angesetzt:

p p il
sign (W)CAW? + Aw? + ) w2 4 ;‘? +gh, —J s (5.1)
o

AWy = AW = f(1). (5.2)

Der Index 0 kennzeichnet die GréBen an der Wasseroberfliche — p, entspricht somit
dem duBeren Luftdruck —, wihrend 4, die momentane Hohe des linken Wasser-
spiegels angibt (Fig. 3). 5, sei die Stromfadenkoordinate und g die Erdbeschleunigung.
Die Querschnitte 4, des Behdlters und A4 des Schlauches am Einlauf sind konstant.
Der Verlustfaktor { beschreibt die Einlauf- und Umlenkverluste jeweils an dem
Behiltereinlauf. Hierzu ist zu bemerken, daB beispielsweise bei einheitlicher Stro-
mung in positive x-Richtung (Fig. 3) am linken Rand ein Druckverlust infolge
Querschnittsverengung und am rechten Rand ein Verlust aufgrund einer Querschnitts-
erweiterung vom Schlauch zum Behélter auftritt. Der Verlustfaktor { kann auch
unterschiedliche Werte annchmen, je nachdem, welche Art einer unstetigen Quer-
schnittsverinderung vorliegt. In [3] wurde jedoch nachgewiesen, dall diese Un-
symmetrie nur eine sehr geringe Forderung bewirkt. Insofern kann der Verlustfaktor
{ fiir beide Behilter als gleich grofl angesehen werden. Je nach der Strémungsrichtung
kann der Verlustterm in Gl. (5.1) ein unterschiedliches Vorzeichen haben. Dieses wird
durch die Signum-Funktion beriicksichtigt.

Der EinfluB der einzelnen Verluste an den Réndern ist also nicht wesentlich fiir
die Pumpleistung. Im einleitenden Kapitel wurde bereits darauf hingewiesen, daB man
fiir eine Kombination von unterschiedlich elastischen Schlduchen — der Grenzfall
des teilweise starren Rohres ist mit eingeschlossen — auch einen Fordereffekt erhilt.
Theoretisch resultiert dieses aus den jeweiligen Laufzeiten der Wellen in den GefaB3-
wandungen, da die Wellenfortpflanzungsgeschwindigkeit auch eine Funktion des
Elastizititsmoduls der Wand ist (Gl. (4.1)). Durch Einsetzen von W, aus Gl. (5.2) in
Gl. (5.1) steht fir den linken Rand eine Gleichung fiir die beiden Unbekannten W
und p zur Verfiigung. Fine weitere Beziehung liefert das Stromungsfeld im Schlauch,
indem — wie im Kapitel 4 beschrieben — die jeweilige Randcharakteristik beriick-
sichtigt wird. Eine ausfithrliche Darstellung des numerischen Verfahrens ist in [§]
gegeben worden.
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6. Die Ergebnisse

Um einen direkten Vergleich mit den Experimenten durchfiihren zu kénnen,
wurden fiir dic Rechnungen folgende spezielle Angaben verwendet: /= 1,8 m,
p =998 kg/m?, u=10"3kg/ms und sE/pD, = 143 m?/s®. Die Erregerstelle lag
immer zwischen 0,2 < x/I < 0,4.

A
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Figure 6

Verlauf der Férderhohe iiber der Zeit.

Fiir diese Werte ist der Verlauf der Forderhdhe in Abhingigkeit von der Zeit
in Fig. 6 dargestelit worden. Wie aus Fig. 3 bereits frither zu erkennen war, bezeichnet
man mit Ak den Unterschied zwischen den Fliissigkeitsspiegeln der beiden Gefédfe.
Ein positives Ah bedeutet dabei, daB eine Forderung von (I) nach (II) (Fig. 3) statt-
findet. Setzt man ferner { = 0,5, C, = —5,5bar, C, = 41,1 barund C, = —68,6 bar,
so erhilt man die Kurven in Fig. 6. Wie man sieht, ist der Einfluf3 der Strouhalzah] Str
entsprechend Gl. (4.3) erheblich. Es tritt eine Umkehrung der Forderrichtung auf. Bei
den asymptotischen Zustinden handelt es sich um Mittelwerte, denen eine Schwin-
gung mit der Frequenz der AuBendruckerregung liberlagert ist. Da deren Amplitude
sehr klein ist—sie betragt ca. 3%, des asymptotischen Endwertes der Férderhohe—,
wurde sie in Fig. 6 nicht eingezeichnet.

Eine Ubersicht iiber die Abhingigkeit von Str fiir die asymptotische Férderhdhe
ist in Fig. 7 und Fig. 8 dargestellt worden. Als Parameter wurden C,, C, und C,,
bezichungsweise { variiert. Ist der Druckberg relativ gering (C, = —2,204 bar, C, =
16,5 bar, C, = —27,4 bar), so findet zunéchst kaum eine merkliche Férderung statt.
Die Trigheitsglieder in den Grundgleichungen spielen eine untergeordnete Rolle.
Lediglich die Verluste an den Einldufen liefern wegen ihrer Nichtlinearitit einen
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Abhingigkeit der Férderhohe von der Frequenz (schwacher Aulendruck).
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Abhingigkeit der Forderh6he von der Frequenz (mittlerer AuBendruck).

Beitrag zu Ah. Mit Steigerung der Frequenz, etwa bei @w = 29(1/s)—es entspricht
einem Wert von Str = 4,38 — tritt eine Entleerung des GefdBes (II) ein. Der Einflul
von { ist von untergeordneter Bedeutung. Dieses Minimum ist sehr steil, so dal
kleine Abweichungen von Str die ganze Forderwirkung zunichte machen. Bei
Str ~ 10 ergibt sich ein weiteres Minimum, dessen Frequenzbreite erheblich von den
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ersten beiden Extremwerten der Forderhshe abweicht. Wie man sieht, erhilt man bei
der gewihlten AuBendruckverteilung fiir die Werte des Frequenzparameters Str > 4
nur noch negative Forderhdhen.

Steigert man die Werte von C, und C, wie in Fig. 8 getan, so erhilt man
ausgeprigte Extrema. Zunéchst ereignet sich wenig, bis man etwa Str ~ 2,2 erreicht.
Sowohl fiir { = 0 als auch fiir { # 0 findet eine Entleerung des GefaBes (I) statt.
Dieser Wert wird auch durch Versuche bestétigt. Fiir { = 0,5 und { = 1,6 wird dieses
Maximum verbreitert. Der weitere Verlauf der Kurven unterscheidet sich nicht sehr
viel von denjenigen in Fig. 7. Allerdings ist die Breite des Minimums bei Str ~ 9 fiir
{=0,5und { = 1,6 groBer als in Fig. 7. Die Haupteinflulgréfe ist dann wohl die
Strouhalzahl Str. Als weitere Parameter wurde die Linge des Schlauches variiert. Mit
abnehmender Schlauchlinge verschieben sich die Wechsel der Forderrichtung zu
héheren Frequenzen hin. Die Forderhohenmaxima selbst blieben konstant. Hin-
sichtlich des Einflusses des Ortes x, der Erregungsstelle ergab sich, daB bei periodischer
Kontraktion in der geometrischen Mitte des Schlauches keine Forderung stattfand,
sondern die beiden Wasserspiegel nur kieine Schwankungsbewegungen um .ihre
Ausgangshéhe ausfiihrten.

Desweiteren wurde noch der EinfluBl der Reibung untersucht. Bei Reibungsfrei-
heit traten bei geringem AuBendruck groBe Schwankungen der Forderhohe mit der
Zeit auf. Jedoch blieben die Mittelwerte der FérderhShe nahezu konstant, wihrend
die Frequenz dieser langsamen Schwingung fast identisch war mit der Eigenfrequenz
einer schwingenden Fliissigkeit in einem entsprechenden U-Rohr.

Beim Vergleich der Resultate mit experimentellen Untersuchungen mul3 darauf
hingewiesen werden, daB dort als Erregermechanismus exzentrisch gelagerte Nocken
zur Schlauchkontraktion benutzt wurden, wobei die Nockenform groBen Einflufl auf
den Verlauf der Férderhdhe hatte. Man hat es in Wirklichkeit auch nicht mit einem
rein elastischen Schlauch zu tun, sondern es sind aufgrund der Viskoelastizitit auch
gewisse Hystereseeigenschaften vorhanden. Insofern ist ein Vergleich mit [3] nur
bedingt moéglich, zumal die gewihlte AuBendruckverteilung nur annahernd mit der im
Experiment benutzten iibereinstimmt. Jedoch kann bei einem Vergleich festgestelit
werden, dafl die Férderrichtung richtig wiedergegeben wird. Das erste groBere
Forderhohenmaximum wurde bei Str ~ 2,2 berechnet, wihrend es in [3] bei etwa
Str ~ 2,3 ermittelt wurde. Ein weiterer Extremwert ist nach den Rechnungen bei
Str ~ 4.4 anzutreffen. Die Experimente liefern Str ~ 4,7. Aus den oben aufgefiihrten
Griinden kann selbstverstindlich nicht erwartet werden, da3 die Forderkennlinien in
allen Einzelheiten iibercinstimmen.
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Zusammenfassung

Man hat schon mehrfach durch Versuche zeigen k&nnen, daB sich ein Fordereffekt in elastischen
Leitungen ohne Ventile einstellt, wenn man den Querschnitt der Leitung periodisch verdndert. In dieser
Arbeit wird ein mathematisches Modell zur theoretischen Behandlung entwickelt. Mit Hilfe eines Differen-
zenverfahrens hat man die Gleichungen fiir ein eindimensionales, reibungsfreies Kontinuum geldst. Als
Ergebnis werden Fordercharakteristiken diskutiert.

Summary

Several experiments have shown, that there is a pumping effect in elastic tubes without valves if the
cross section is changed periodically. In this paper a mathematical model for this flow problem has been
developed. The equations for such a one-dimensional model have been solved by a numerical method.
Finally one has discussed characteristic phenomena of this pipefiow.
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