Sull’esistenza di autovalori per un problema
al contorno non lineare (*).

GrovANNA CErRAMI (Palermo)

Summary. - In this paper the existence of infinitely many eigenvalues for the non linear boundary
value problem

{ — Au— Ju = po(w)
ulon=0

is proved. We suppose £2c Rr bounded and ie (4, A,) where A, and Ay are the first and the
second eigenvalue of — A respectively. The eigenvalues are charactericed by the critieal
levels of a suitable functional on a smooth unbounded manifold. The usual method is not

opplicable because the funciional is not positive definite and the Palais-Smale condition is
not satisfied. We applies & technique introduced in a preceding paper [3].

1. ~ La presente ricerca ha come scopo la determinazione dell’esistenza di auto-
valori per il problema

— Adu— Iu = po(w)
1)

Ul =10

dove Q & un aperto limitato e connesso di R, 1 & una costante strettamente compresa
fra il primo ed il secondo autovalore dell’operatore — A, relativo ad Q, con condizione
di annullamento alla frontiera, mentre x & un parametro variabile; a{u) indica Pope-
ratore non lineare tale che o(u)(@) = a(w, u(w)) essendo a(x,y) una funzione soddi-
sfacente alle seguenti ipotesi:

i) a(z, y) & continua in y per quasi ogni » in 2, misurabile in & per quasi ogni ¥
e tale che a(w, 0) = 0 per ogni x € Q;

ii) a(x, y) & derivabile rispetto ad y, con derivata a;,(m, y) continua in y per
quasi ogni & in £, misurabile in # per ogni y, non negativa, ed inoltre veri-
ficante le condizioni

(2) a,(@, ) <bly[

con b > 0 costante, essendo r> 0 e, se n>3, r < 4/(n— 2).

(*) Entrata in redazione il 3 gennaio 1979.
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Introduciamo le seguenti notazioni:

L2(8) & lo spazio delle funzioni misurabili a quadrato sommabile in Q, con il pro-
dotto scalare usuale:

(ujp) = fu'v de w,vel?
2

e la norma da esso indotta:

w2 = fuzdw we L?

Q

HYQ) ¢ il completamento dello spazio delle funzioni regolari, a supporto compatto
in Q, rispetto alla norma cosi definita:

wie= 15 (E)

il prodotto scalare associato a questa norma sara:

o) =[ S () E)e

Supporremo in ogni caso che 4 e 1 e soddisfi Ia (1) in senso generalizzato, cioé
. O . .
che per ogni v e H* si abbia

3) (wlp)) — Aulv) = ,ufa(m, w(@)) v(@) d .

La condizione % e H1 interpreta anche in senso generalizzato l'annullarsi di »
alla frontiera di Q2.
Ponendo A(x,y) = f 2a(x, 2) dz, 1a (3) pud essere interpretata nel seguente modo:
0

we Hr (# == 0) & punto cljitico del funzionale: ‘
flu) = [A(e, w) do
sulla varieta ; ‘ !
(4) Jujt— Zjul2=K K0 costante

u &, cioe, un punto della varietd individuata dalla (4) nel quale il gradiente di f (rela-
tivo alla varietd) vale zero. '

Notiamo che non puod essere u = 0 (ciod fra gli autovalori non ci pud essere il
valore nullo), perche, allora, come si vede dalla (3), si avrebbe:

(wp) = A(ulv) Voe Hv
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cio significherebbe che w & autosoluzione dell’operatore — A, ma cid non & possibile
perché abbiamo supposto che sia 4; < 1 < 1, essendo 1, e 1, rispettivamente il primo
ed il secondo autovalore di — A. ,

Nell’esame, che svolgeremo, del problema (1) supporremo inoltre che siano soddi-
sfatte le seguenti due condizioni, che hanno carattere specifico nei confronti dello
studio che ci si propone di fare:

iii) a(x, y) & funzione dispari rispetto ad y;

iv) esiste un sottoinsieme B c 2 di misura positiva tale che per z c B

Az, y)>0 se y#£0
Lim A(#, y) = + oo

|y]—=>o0
T utile osservare che segue dalle ipotesi fatte la relazione
() ja(w, y)|<Bly|

b> 0 costante t=1r--1 e quindi t>1 e, se u>3, t< (n-- 2)/(n— 2).
 Siamo ora, dunque, in grado di esporre in forma precisa il contenuto della pre-
sente riota, che si pud riassumere nel seguente

TEOREMA 1. ~ Nelle ipotesi i), ii), iii), iv) esistono infiniti livelli eritici del fumzio-
nale f(u) sulla varietd

2= Zful2 =1
e, quindi, il problema (1) ammette infiniti autovalori positivi con autofunzioni soddi-
sfacenti alla (3).

Vi sono due circostanze che rendono il problema notevolmente pilt complesso
di quelli noti nella letteratura: - i i

I) il fatto che la forma @(u)
u S Jul2— Ijuf?

non & definita positiva, pertanto la varietd individuata dall’equazione (4)
(qualunque sia il valore della costante K) & illimitata.

IT) 11 fatto che la funzione A(w, y), benché non negativa, non risulta necessa-
* riamente definita positiva, ma soddisfa alla pitt generale ipotesi iv) e que-
st'ultima ipotesi pud essere soddisfatta, ad esempio, anche assumendo
come funzione a(r, y) una funzione dl tipo a(x)y* con @ funzione a supporto

« piccolo » (purche -di- misura -pesitiva), '
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In particolare nel nostro caso non sussiste I'ipotesi di Palais-Smale sulla quale &
fondata la consueta tecnica per la determinazione dei punti eritici (ef. [2], [7], [9]).

La dimostrazione sard, quindi, basata su una estensione, esposta in un recente
lavoro ([3]) del teorema di esistenza dei punti critici.

2. - Come si ¢ gia detto, lo studio degli autovalori del problema (1) si riconduce
a quello dei punti stazionari del funzionale f(u) = _fA(m, u(x))dw su varietd del tipo (4).
Q

Se, in particolare, si vuole determinare l’esistenza di autovalori positivi, occorre
fissare K > 0 nella (4); poiché tale sard appunto il nostro obiettivo, in quanto segue
porremo K — 1 e indicheremo con W la varietd

(6) lu?— Aujz=1.

Tutti gli sviluppi che seguono valgono, con banali mutamenti, anche nel caso di
una costante K > 0 arbitraria.

Cominciamo, pertanto, a studiare le proprietd geometriche della varietd W. Indi-
chiamo con y la prima autosoluzione, normalizzata in f!l, dell’operatore — A, rela-
tivo all’aperto £, con la condizione di annullamento alla frontiera (assorbita, natu-
ralmente, dalla condizione y e H*). Come & noto, si ha ||| = A,|y|* (ricordiamo che
con A, abbiamo indicato il primo autovalore di — A4). Inolfre, se si indica con @ il
sottospazio lineare ortogonale a p in gl (ed anche in L?), si ha per ogni ¢ €@,

() lol*> Zelpl®

essendo 4, il secondo autovalore dell’operatore — 4.

Dunque la varietd W taglia @ secondo un insieme W, connesso, chiuso, limitato
e simmetrico rispetto all’origine. Infatti, per i punti di @ vale la (7), ed essendo
2o > A, la forma P(u)

i Jult— Tuf?
risulta definita positiva. Si vede facilmente che W & una varietd connessa e simmetrica
rispetto all’origine. _
Decomponendo un vettore « secondo i sottospazi complementari ed ortogonali
fra loro Q e Q'= {&y}, (6€R), si ha
u=1gp -+ Ep essendo pe@ £cR

Y . (] »
allora, tenendo presente che ¢ & orgonale a y non solo in H?, ma anche in L2, la con-
dizione u € W si esprime nella, forma

(lel2— Zlpl?) + &1 — Alyl2) =1
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2

dove la forma ¢ > [@]*— A|p|* & definita positiva ed & 1 — Ajy|* < 0. Pertanto W
puod essere considerata come un iperboloide ad una falda. Notiamo che la varieth W
& di classe C®, anzi analitica, infatti il differenziale della forma @ & Papplicazione
lineare

v > 2((ufo) — 2(ufo) = 2[((ulo) — K(Gwh)]

essendo @ la funzione di Green per 'operatore — A, relativo ad Q, con condizione di
annullamento al bordo, dunque

(VO)(u) = 2(uw— 1G(u))

che chiaramente, risulta diverso da 0, per # = 0 (v € W), dal momento che 1 non &
un autovalore per I'operatore — A. Osserviamo, ancora, che per i punti della varietd
W si ha [u]? =14 Alu|* e questa relazione esprime una certa equivalenza asinto-
tica su W fra le norme in I? e in H.

Vogliamo, infine, mettere in evidenza che la distanza Riemanniana su W da un
arbitrario punto ¢ fissato e la norma in H1 sono asintoticamente equivalenti (e percid
danno luogo alla stessa famiglia di insiemi limitati) cid & conseguenza del fatto che
per ogni u € W sussistono le seguenti due relazioni

(8) [w— q| <d(u, q)

9 d(u, )< D + |u] D = costante

e che, evidentemente:

e Dl
ful>eo % — g

Infatti la disuguaglianza (8) & ovvia in quanto |u — ¢| & la lunghezza del segmento
per % e ¢ (cioé la minima distanza in Hifra ue ¢ senza « vincoli ») mentre d(u, q) &
Vestremo inferiore delle lunghezze delle curve di W congiungenti % e q.

La disugunaglianza (9) si ricava osservando che il piano x individuato da u» e da p
taglia la varietd W secondo un’iperbole e che, detto ' il punto in cui il ramo conte-
nente w taglia W,, risulta:

d(u, @) <d(u, u') + d(w', g) <olu, w') + d(u', 9)

dove si & indicato con g(u, ') la lunghezza dell’arco di iperbole che congiunge u
con %'. Ora si ha

ou, w') < [ + [o']
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come si deduce facilmente da un argomento di convessitd. Gli insiemi numerici
{|u'|} e {d(w', q)}, dove ' varia in W, sono certamente limitati. Percid ponendo

D = sup (lw'] 4 a(w', g))

si ottiene subito la (9).

3. — Richiamiamo a questo punto, al fine di rendere piti chiara la tecnica che
useremo, il criterio di esistenza per i punti eritici su varieta illimitate esposto in [3].

TEOREMA (%). — Sta V una variets, Riemanniana di classe C2, connessa, completa,
modellata su uno spagio di Hilbert separabile. Sia g una funzione reale, di classe C?
definita su V. Sia Vg il gradiente di g. Sia G una classe -di sottoinsiemi chiusi di V
invariante per tutte le isotopie che, con le lovo inverse, portano gli insiemi limitati in in-

siemd limitats, sia ¢ = sup inf g(x) tale che — oo << ¢ < + oo, ed esista un numero reale
TeG zel
£> 0 tale che nell’insieme S; = g~H[c— ¢, ¢ + €]) swmo vem]‘wate le segumm tpotesi:

¥,) se {w,} ¢ una successione limitata di 8. tale che (Vg)(2,) — 0 allora », con-
tiene una sottosuccessione convergente (ipotesi di Palais-Smale per gli in-
siemi chiust e limitati);

JC,) fissaio ad arbitrio un punto q e, posto v(x) = d(x, q) st possono determinare
"~ due costanti R>0 ¢ k>0 tali che |(Vg)(»)|>k/r(z) se r(») > R.

Allora esiste almeno un punio x €V ‘tale che (Vg)(z) = 0 ¢ g(z) =

Consideriamo ora il funzionale f(u f Az, w(w))do: esso & definito in" e, per

le ipotesi (i), (ii), (iii), (iv), risulta pari, d1 classe. C? (cf. [1]), non negativo.
Il differenziale di f in % & applicazione linéare

(Ech )( _63) o — ((gaa(u) [v)

1)1—>2J‘a( u(x)) v(x) m—2f§:

1\ 0w [ \owy
2

il gradiente ¢ libero » di f sard quindi
(Vi) (u) = 2Go(u)
mentre 'espressione che da il gradiente di f relativo a,Hé, varietd W sard:
(Vi H(w) = 2Ga(w) — 20(u — IG(u))

dove ¢ & un numero reale tale che la componente normale a W. del vettore (V,, f)(u)
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sia nulla, cioé

5 (G |u — 26(w))
Ju— 26(w)[2

Dimostreremo, per mezzo dei lemmi seguenti, che, scelto comungue ¢: 0 < ¢ <<
< -+ oo, il funzionale f(u) soddisfa le ipotesi J€, e J, del teorema (x); ne verra allora

che, se ¢ & ottenuto come sup inf f(u), quando G sia una classe di sottoinsiemi di W
TeB uel

invariante per isotopie che conservano gli insiemi limitati, ¢ sard certamente un li-
vello eritico per f.

Leuma 3.1. — Siano ¢, &, o numeri reali tali che 0 < ¢ < + oo, 0<e< 6/2,0>0
e sia S; Uinsieme

Se={ueW:e—e<flu)<c+ e} =Wnfie—e ¢+ el .

Se {u,} & una successione di punti di S: N\ {ue W: |u| <o} tale che (Vy f) (u,) —0,
allora {u,} contiene una sottosuccessione convergente.

Dim. - Poniamo
9o = (Vo) (%) = 26G(%,) — 20,4, — 1G(1.,))

da cui rieaviamo

1 _ .
U = 2_;”[2G“(u") — ¢ + AG(u,) .

Per ipotesi

limg,=0.

7> o0

Consideriamo ora l'applicazione u — Ga{u): essa ¢ compatta, infatti essa risulta
composta delle applieazioni

0 ¢ o]
H s I3 125 HE

essendo j Vapplicazione di immersione. Esaminiamo il easo n>3. L’applicazione «
per le ipotesi (i) e (ii) trasforma con continuitd funzioni # € L¢ in funzioni a(u) € L®
con sfp=r-4 1 =1 dove r e t sono gli esponenti che figurano nella (2) e nella (5)
rispettivamente (cf. [1]). Preso dunque s =1 --¢ si ottiene p = 1t + 1; poiche
t<<(n + 2)/(n— 2) sard s <<2n/(n — 2) e pertanto, essendo 2n/(n — 2) 'esponente
di immersione di Sobolev, j risulta compatta per il teorema di Rellich-Kondraschov;
inoltre sara p > 2n/(n 4 2), e allora anche @ risulterd continua. Nel caso in cui % = 2,
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Poperatore u — Ga{u) & compatto qualungue sia ¢ perche, per il teorema di Sobolev, -
'immersione di fI* in I» & continua e compatta qualunque sia p > 1.

T possibile, allora, estrarre da u, una sottosuccessione u,, tale che Ga(u, ) e G(u,,)
convergano a limiti finiti in .

Allora per provare che u, contiene una sottosuccessione convergente, basta dimo-
strare che o, si mantiene discosta da zero. Osserviamo che

'(((vwmun,, : ,,,,n))<" (Vi) i)

d’altra parte, per la convessitd di y — A(w,y), si ha

(10) A(w, u(x)) <2a(z, u(z)) u()
dunque
(((wa) (n,) H“::”)) fan (Gotin) = o foin, — 26wn) ) =
= g et ) = 11— A(G) )] =
— g | [ oo o) 0120 = 1 12 7 )| =
> farg || A v as - 2o = o 0 2000,
Ne viene allora ’
Tu] un,, ” [f(tn,) — 200, 1< [ (Vi f) (t4n,) |
da cui
(/2 — 20%,) < [ Virf) (Un,) [ * [0, |
cioé

On, > 0[4 — 1/2[[ (Vi f)(tn,) |+ | %n, |

e quindi (essendo w, limitata) sara

min lim g, >c/4

k—> o0

come volevasi dimostrare. ®
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Il lemma (3.1) prova che fissato 0 << ¢ << 4 oo il funzionale f(u) verifica ipotesi J¢,
del criterio di esistenza non appena si scelga il numero reale ¢ minore di ¢/2.

LEMMA 3.2. — E possibile determinare una costante positiva H tale che per ogni u € W
risultis :

(Vo)) | > H]u] .
Dim. ~ Consideriamo la quantitd

(VD)) _ [ — Z6(w)]
[l [u]

e poniamo
oY
i

se, per assurdo, fosse

inf |2 — IG(2)| =0

flaf =1
esisterebbe una successione z, tale che

(11) , lim [z, — 2G(z,)] = 0

>0

@ ¢ un operatore compatto, dunque, dalla successione limitata 2, si potrebbe estrarre
una sottosuccessione z,, tale che 1G(z,,) converga in fI* ad un certo z*, allora per la (11)
si avrebbe }61_{%0 2y, = #*. D’altra parte dovrebbe essere z* == 0, in quanto, per ogni

ky |z ] =1 e quindi [¢*] = 1.
Per continuitd si avrebbe inoltre

% — JG(2%) = 0

e cid & impossibile, in quanto equivarebbe a dire che z* & una soluzione non nulla del
problema '

—Adu—Iu=0

Ulsyg=0

contro I'ipotesi che 1 non sia un autovalore per Poperatore — 4. =
Siamo ora in grado di provare il

Lemwa 3.3. - Siano ¢, & numeri reali tali che 0 << ¢ < -} o0, 0 < e << ¢/2 e sia 8.
Pinsieme

Be={ueW:c—e<fluy<e+ e} = Wnfe— ¢ ¢ &)
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& possibile determinare due costanti positive R ¢ k dipendenti do ¢ e da ¢, tali che per
ogni we SO {ue W: |u| > R} si abbia ||(Vf)(w)]>k/|u].

Dim. - Indichiamo con 7 un versore diretto tangenzialmente alla varietd W in u;
essendo

(VA7) = (Ve Hw)|2) < [ (V) (®)]

basterd dimostrare che, per || abbastanza grande, si pud scegliere 7 in modo tale
che sia

(VN> H/ ]

essendo %k una costante positiva.

A questo scopo, notiamo in primo luogo che i vettori 4 ¢ (V®)(u) sono indipen-
denti per € W e ||u| grande. Infatti, normalizzandoli e prendendone il prodotto
sealare si ha:

(i

e si vede immediatamente, utilizzando il lemma (3.2), che questa quantitd & infini-
tesima come 1/|u]? al tendere di ||| all’infinito.

Assumiamo allora 7 uguale al versore combinazione lineare di 4 e (V®)(u), che

sia tangente a W in w, ed abbia prodotto scalare positivo con il vettore u. Si trova,

con sempliei caleoli, che si ha:
" U 1
TN
lu] Jul?

Consideriamo ora la componente su 7 di (Vf)(u): sard

(12) (((Vf)(u)lf))=((<vf)(%> “—))+((<V">(“W"‘Wz_u))=

=((2emco 5 n)) ((poatre —35)) =

-2 nf “o d”f ol ) (v — i) o]
D’altra parte si ha

.(13) Ua(w, u(z)) (t(m) ——%’l) dwl <J.fa(m, %
(o

u — 16(u) )) _ luj? = I(ulGw) _ 1
lu—26@w))]  Nu]-lw— 26w)]  fu]-|u— 26(w)]

) dr <

u(w)
[l

o

m))\ ‘TA(O?) —

u(x) ¢

Tul

. 1/g
dac)

(@) —
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¥y

essendo (sempre nel caso n > 2, perché per # = 2 il risultato si ottiene banalmente)

1 n—2 2n
Pl Tl =T
e dungue
g =t 12"
n—2

che & Pesponente di Sobolev di immersidne di A in Ls. Allora esiste una costante M
dipendente solo da £ tale che

u(m) q )1/(1 ’ u M
_UE ) < |- e
o (!F”)iwn ?) =TT TS Tur
essendo J una costante.
Inoltre si ha
(15) f}a(m, u(m))[pdm<Nfa(w, u(x))w(x)de N = cost.
2 2

infatti dalla disuguaglianza (5)
| la(@, w()| <blu@)|*
si ricava | |
o, w(a) 1< Bt
e ancors
o, (@) [Vt < bV u(@)| - (o, w(@))] = 51/tu(w) a(@, u(x))

(essendo per le ipotesi su a(z, ), u(x)a(, u(w))>0).
E, poiché p =1/t + 1, possiamo infine scrivere

|a(a, u(®)) |7 < bV u(@) a{w, uix))

da cui integrando membro a membro, si ottiene la diseguaglianza (15).
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Dalle (12), (13), (14), (15) si ricava allora
((VHw) ) >2 [—i—Ja @, w(z)) u(x) de — ”]ﬁz Nu» ( J oo, u(@)) u(a) dm)llp]>

2[\1 nf afe, u(e)) u(@) do — MNllp—@f“(w,u(w))u(w)dw]=

g Wl Tl
MNvs\ 2M Nu»
=W “‘”’”‘m’)“‘”)‘”(l" ] )‘ ul?
2 Nu»
nulf @ ue) uie)do — =1

non appena sia |u|>2MNV», Percib

‘ 1 1 c—¢ 1
(TDete)> gy f 4t ) e~ () > 577 - o)

come §i voleva. MW

Il lemma (3.3) prova dunque che fissato 0 << ¢ << 4 oo, il funzionale f(#) soddisfa
Tipotesi JC, del criterio di esistenza, assumendo il numero reale ¢ minore di ¢/2.

4. - In quanto segue useremo la notazione [oy, vy, ..., v,] per indicare la varietd
generata dal sistema di vettori {v,, v,, ..., v,}; diremo, inoltre, che il sistema di fun-
zioni misurabili definite su Q {v,, v,, ..., v,,} & linearmente indipendente su un insieme I
di misura positiva se, comunque scelti oy, &y, ..., x, reali, non contemporaneamente
nulli, il sottoinsieme:

= {&: 0, 03(%) + oy0,(®) + ... + @va(@) £ 0} N T

ha misura positiva.

Poniamo Vi = [y, 1, %2y -y Lnls dove, ricordiamo, y & la prima autofunzione,
normalizzata in H1 , dell’operatore — A4; %, xa, ..., xx Sono funzioni di norma unitaria,
ortogonali fra loro ed ortogonali a v in H 1, e tali che il sistema {y, x1, %2y -y X}
risulti linearmente indipendente nel sottoinsieme B di £ di cui si parla nell’ipotesi (iv).

LeMMA 4.1, - Sia T, = Vi O W il funzionale f(u) ha su T, minimo e tale minimo
¢ positivo.

D1y, — Osserviamo, innanzi tutto, che f(u) > 0 per ogni u € T, infatti se u € T
sara del tipo

=8y -+ mpy+ Myt -+ Mir
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con &, 7y, 1, ..., 7 DON contemporaneamente nulli (dal momento che 0 ¢ W), inoltre
per la lineare indipendenza di {y, y1, %2, ..., x»} Su B, esiste un sottoinsieme C, di B,
di misura positiva, tale che

uz)=0 Veed,.
Segue allora dall’ipotesi (iv) che A(, u(x)) >0 Vx e C,, ne viene pertanto

flu) = fA(m, u(®)) dm)fA(x, w(w)) dz >0 .
g Ca

Essendo compatto ogni insieme chiuso e limitato di 7, per conseguire la tesi
bastera allora dimostrare che" ul“i_qlmf(u) = 4 oo.

uels
Supponiamo, per assurdo, che cid non sia. Esistera allora una successione {u,} di

punti di T, tale che

Jual >+ 00 e limf(up) < + oo.
n~—>o0
Poniamo %, = &,y + v, con v, combinazione lineare di y1, s, ..., ¥z ©, pertanto,
v, € Q. La condizione u, € W ci da, tenendo presente 'ortogonalita di Q e Q' (sia in £
che in L2)

[va]2— Al =1 + (44— 1) &7 .

Y

Poiché su @ la forma v > |v|2— Av|* & definita positiva, la divergenza di
|%.] & -+ oo implica la divergenza di ||v,| e di |£,]. Dividendo membro a membro
per & i ha dalla precedente uguaglianza: '

2

Lo =1

-
& "

1’0
& "

2=%+(Z/A—1).

Poiché la successione (1/&,)v, & limitata ed & contenuta in un sottospazio di
dimensione finita, da essa si pud estrarre una successione convergente. Posto z, ==
= o -+ (1/&,)v,, non é restrittivo supporre che 2, converga verso una funzione z* ¢ V.
Notiamo che & certamente 2* = 0 e che la convergenza di 2, a 2* implica la conver-
genza puntuale. HEsiste certamente un sottoinsieme C* di B di misura positiva tale
che in esso & 2*(x) %% 0; per € C* si ha

lim A (2, u.(2)) = lim A(z, &,2.(x)) = + 0.

B—>00 n—>00
Da questa relazione si deduce immediatamente che

lim fA(w, Un(@)) do = + 00
02

fi—>00

contrariamente & quanto supposto. W
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Ci proponiamo, adesso, di applicare al nostro problema il criterio di esistenza dei
punti critici (Teorema %). A tal fine riteniamo opportuno modificare la nostra impo-
stazione: in luogo della varietd W (che & simmetrica rispetto all’origine) consideriamo
la varieta W ottenuta da W mediante Pidentificazione dei punti simmetrici. B evi-
dente che W & pure una varietd regolare, dal momento che il centro di simmetria
non appartiene a W, La funzione f, che & pari, dd Inogo canonicamente ad una fun-
zione f definita su W, i cui punti critici corrispondono a coppie di punti critici sim-
metrici di f su W. I lemmi (3.1), (3.2), (3.3), (4.1) hanno un’immediata traduzione
alla coppia (W, f). ; ‘

Siano 7', le sottovarietd di W ottenute dalle varietd T, = V, N W mediante
identificazione dei punti opposti e sia B la famiglia degli insiemi che si ottengono
da T, mediante un’isotopia che trasforma in modo uniforme i limitati in limitati.
(Su W questa sard vista come un’isotopia simmetrica rispetto all’origine, che trasforma
in modo uniforme i limitati in limitati).

Poniamo allora:

(16) o, = sup inff(u).

TeGr ueT
LEMMA 4.2. — 8i ha: 0 < ¢, < - oo.

Dim. — Che sia ¢; > 0 & una immediata conseguenza del lemma (4.1): su opportune
varietd 7, il minimo di 7 & positivo. Che sia ¢; << 4 oo dipende dal fatto che, come si
dimostrerd in un contesto pill generale (lemma 5.2), ogni insieme della famiglia T,
ha intersezione non vuota con linsieme W,, ottenuto da W, identificando i punti
simmetrici. Ora linsieme W, & limitato e su di esso la funzione f & limitata. W

Riflettendo allora al teoremsa (%) ed ai lemmi (3.1) e (3.3) (adattati alla coppia
(W, f)) possiamo concludere con il seguente lemma, che compendia i risultati ottenuti:

LEMMA 4.3. — Ciascuno dei valori ¢, definiti dalla (16) é un livello critico.

Pertanto, per ciascuno dei valori ¢, esiste almeno una. coppia di punti simme-
trici (#,, — u;) che sono crifici per il funzionale f.

5. — Per la maniera in cui sono stati definiti i numeri ¢, (vd. la (16)) risulta:
0< <0 <e<.. <60, < 4 oo,

Allora, per concludere la dimostrazione del teorema I, rimane da dimostrare che
ci sono infiniti livelli eritici distinti. Per ottenere questo risultato dimostreremo che

(amn lim ¢, = lim sup inff(u) =0 .

k—>o0 koo TeBr uel
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cioé che preso ad arbitrio & > 0 si puo trovare un intero k tale che per &>k risulti:

sup inff(u) < &
Te%k wel

Ovvero in forma ancora pit semplice: in ogni insieme 7' della famiglia B esiste un »
tale che f(u)<e

OSSERVAZIONE. ~ Per stabilire semplicemente l'esistenza di almeno un livello eri-
tico (e quindi di un autovalore positivo per il problema (1)) basta l'esistenza di almeno
un livello ¢,: non & necessaria 1’ipotesi della paritad del funzionale % — f A, u(z)) de,

0

ciod Vipotesi (iif). In questo caso, naturalmente, I'esistenza di un punto critico viene
stabilita senza il passaggio alla varieta w.

Per dimostrare la relazione di limite (17) ci & necessario applicare la nozione di
Categoria secondo Lusternik e Schnirelman. Ricordiamo che, dato un sottoinsieme
chiuso non vuoto ¢ di uno spazio topologico X si dice Categoria di O relativa ad X:
cat (0, X) il pit piccolo intero % per il quale esistono % insiemi chiusi: €y, O, ..., C;

k
tali che |J €,> C e tali che I'applicazione identica ¢: C;, — X sia omotopa ad una
j=1
costante ’in X. Se tale intero non esiste si pone cat (€, X) = -+ oo inoltre si pone
cat (¢) = 0.
Si dimostrano facilmente le seguenti proprietd generali della categoria:

1) se 0,c 0, essendo C; e (, chiusi in X, allora
cat (Cy, X)<cat (0, X)

2) s6e XcY e X & chiuso in Y, allora

cat (C, X)>cat (C, Y)

3) se 0, e (, sono chiusi in X, allora
cat (0 U 0,, X)<ecat (0, X) + eat ((,, X) .

Enunciamo ora due lemmi, uno di carattere generale ed uno legato al nostro
problema particolare.

LeMMA 5.1. — Sia V una varietd riemanniana completa, di classe C?, e sia g una fun-
zione di classe C2, limitata, defzmta in V, che soddisfi all’zpotesz di Palais-Smale. Al-
lora cat (V V) < -+ co. Se Vipotesi di Palais-Smale vale solo nell’insieme V,= {u
weV, glu)y> A}, allora cat (V,, V)< -~ oo.

La dimostrazione di questo lemma si pud oftenere con la nota tecnica dello scor-
rimento della varietd su se stessa (Cf.-[8], oppure [10).
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LEMMA 5.2, — Se T € B, allora cat (T N Wy, Wo)>Ek.

La dimostrazione di questo lemma sard oggetto del paragrafo successivo.

Vediamo ora come, assumendo questi lemmi, si pud dimostrare la relazione di
limite (17).

Fissiamo un numero ¢ > 0 e poniamo F, = {u: u € WQ, f(u)>a}; osserviamo che
nell’ingieme ¥ vale l'ipotesi di Palais-Smale: la dimostrazione si fa come per il lem-
ma (3.1), tenendo presente che lingieme W, & limitato. Sia:

m = cat (Fe, W)
Per il lemma, (5.1) m risulta finito. Sia ora & > m e sia T' € G;.. B certamente falso che
TN WycF..
Infatti, se questa relazione valesse si avrebbe:
m = cat (Fs, W¢)>cat (T N Wa, Wo>k

mentre si & preso k> m.
Dunque esistono punti in 7' N Wy, tali che f(u) < e.
Cosl la dimostrazione ¢ conclusa.

6. — Riportiamo in questo paragrafo la dimostrazione del lemma (5.2).

Angzitutto, al fine di utilizzare risultati noti, eseguiremo due costruzioni. La prima
consiste nell’aggiungere alla varietd W un punto all’infinito: co. Assumeremo come
intorni del punto oo gli insiemi complementari degli insiemi limitati. Indichiamo
con W* lo spazio topologico cosi ottenuto. Le applicazioni di W in W che si possono
prolungare ad applieazioni di ‘W* in W* che lasciano fisso il punto oo sono quelle
le cui inverse mandano insiemi limitati in insiemi limitati; le isotopie di W che si
possono estendere in isotopie di W* che lasciano fisso il punto oo sono quelle che,
con le loro inverse, transformano i limitati in limitati, in modo uniforme.

La seconda costruzione ¢ contenuta nel seguente lemma:

LEMMA 6.1. — La varieta W* & omeomorfa allo spazio proiettivo di dimensione nume-
rabile P>,

Dim. - Introdurremo un diffeomorfismo che trasformi W* in P®, intendendo con P®
la sfera unitaria, del nostro spazio di Hilbert, in cui siano stati identificati i punti sim-
metrici rispetto all’origine.

Congsideriamo un’applicazione del tipo:

(18) w5 Ju -+ py
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dove 1 e u sono funzioni opportune di [ e di (u]y)) a valori reali: / non negativa e u
dello stesso segno di (u]y)).

Osserviamo che, perché lapplicazione (18) abbia le proprietd volute, occorre
chiedere che 4 e y siano tali che

[Au + pp| =1
(19) ((“Iw)) =0 =u=0

A= o(ﬁ) al tendere di w all’infinito su W*

delle relazioni raccolte nella (19) la prima traduce il fatto che il punto immagine di »
deve appartenere alla sfera unitaria del nostro spazio e la seconda che i punti dello
“gpazio orfogonale a v rimangono nel medesimo spazio, ultima & rivolta ad ottenere
che al tendere di « all’infinito su W* il punto y(u) corrispondente tenda al punto v
sulla sfera unitaria.
Posto
1

~ e @ (ulp)?)

4 risulta univocamente determinato e si verifica facilmente che applicazione y, che
prende la forma

A

AR !
lul (@ + (uly

¢ il cercato omeomorfismo fra W* e P°. m

: : - (ulp)
VI T T T s v

Osserviamo che la costruzione eseguita lascia fissi i punti di Wy, il quale percid
diventa un sottospazio proiettive di codimensione 1 di P”. Inoltre, la stessa costru-
zione trasforma le sottovarieta 7' in sottospazi proiettivi k-dimensionali di P, che
hanno, come & noto, categoria relativa a P uguale a % - 1. Gli insiemi della famiglia T,
che sono trasformati per isotopia degli insiemi 7', sono anch’essi compatti di cate-
goria k + 1. ;

Riformuliamo allora il lemma (5.2) in termini pili generali cosi:

LEMMA 6.2. — Sia P uno spagio proiettivo (di dimensione finita o numerabile) e sia B
un suo sottospazio proiettivo di codimensione 1. Sia F un sottospazio compatio di cate-
gorie k - 1. Allora Vinsieme B N F ha categoria maggiore o uguale o k rispetto a P.

Premettiamo alla dimostrazione di questo lemma, un lemma la cui dimostrazione
si pud trovare per esempio in [7]:

LemMaA 6.3. — Sia A un sottoinsieme chiuso di una varietd differenziabile M, allora
esiste un intorno aperto U di A tale che cat (U, M) = cat (4, M).

12 - Annali At Malematica
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DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 6.2. — Conviene rappresentare P come lo spazio che
si ottiene da una palla unitaria: {#: |#] <1} di uno spazio di Hilbert reale, identifi-
cando i punti opposti (cioé simmetrici rispetto all’origine) della sfera unitaria {o;:
|@| = 1}, e rappresentare il sottospazio E come la sfera unitaria {»: [z = 1} in
cui siano stati identificati i punti opposti.

In virtt del lemma (6.2) si possono determinare due sottoinsiemi chiusi di P, Z
e L con queste proprieta:

Z contiene nel suo interno # ed & ecat (Z, P)=cat (F,P)=k | 1

L contiene nel suo interno H# N F ed & ecat (L, P) = cat (H N P, P).

Indichiamo inoltre con
D, Pinsieme {u:1—0< |ul <1}

D, Yinsieme {u: |u]<1—6}.
Consideriamo ora ’insieme
J,=(ZNLNDy)U(ZNDy.

Possiamo affermare che, per 6 abbastanza piccolo, esso contiene F. Infatti, suppo-
niamo, per assurdo, ehe per ogni intero n > 0 esista un punto x, € F tale che x, ¢ Jy,:
Essendo F c Z deve essere w,€Z N Dy, (%, ¢ L). Ma, essendo F un compatto, &
possibile estrarre da », una successione x,, convergente verso un punto z*; risulta
allota o* € F N E, dal momento che #* deve appartenere all’intersezione di tutti gli
ingiemi D, intersezione che & appunto l'insieme E, ma cid é assurdo perché essendo
o* interno ad L, gli elementi della successione «,,, per k¥ abbastanza grande, dovreb-
bero appartenere ad L; allora per f sufficientemente piccolo, si ha

Fcd,cZ
perecid
cat (J,, P) = cat (Z, P) = cat (F, P) = k + 1
inoltre
ENnFcZnLnDycL
quindi
cat (Z N L N D,, P) = cat (L, P) = cat (EN F, P)
dunque '

k -+ 1= cat (¥, P) = cat (J,, P)<cat (ZN LN Dy, P) —}—ca,t(ZnDé,P) =
= cat (BN F, P) + cat (Z 0\ Dy, P).
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Ma Dinsieme Z N D; (se non & vuoto) & evidentemente confrattile in un punto, per-
tanto cat (Z N D, P)<1.

Si conclude

cat (BN F, P)>k.

Notiamo che, a maggior ragione B N F ha categoria maggiore o uguale a %k rispetio
allo spazio . ®
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