Zweidimensionale parabolische Randwertaufgaben
als Grenzfall eindimensionaler Randwertaufgaben.

Von
Erich Rothe in Breslau.

Gegeben sei die in den Ableitungen der gesuchten Funktion z lineare
Gleichung

8* 8
Fir 0 <y <1, 0<a werde eine stetig nach a differenzierbare Losung
z(z,y) von (1) gesucht, welche die Randbedingungen
(2) 2(0,y) =2(9); 2(2,0)=0; 2(x,1)=0
erfiillt, wobei z, eine gegebene Funktion von y ist?).

1) Wegen der genaueren Voraussetzungen iiber die gegebenen Funktionen siehe

8. 653, 656 und 666,
Die aligemeinere Aufgabe

i*a_ oz 22 10 (2) % 12 (2)
W—R(x’y)%+S(m’y’z)+T(x’y)8_y k0(0)=0 }
2(0,9)=2(9); 2(2, po@)=[fo(2); 2(z, u(@)=/fi(x) (0)=1

laBt sich, wie leicht zu sehen, unter gewissen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
iber die gegebenen Funktionen R, 8,7, x4, 21, for f» auf das Problem (1), (2)

zuriickfithren ; ()
Zunichst erhialt man durch die Transformation 5= m%:?%’
z{(z,y)=u(E,n) die Gleichung X Zol%
% ou g du
5;‘§=Rx(5,71)5“5+Sx(5,?7,“)-%1',(5,’7)%
mit den Randbedingungen
w(0, )= (n); w(£,0)=F(8); (& D=1(5).

Durch die Transformation

E=zx.

7
3 [Tudn
e 0

(Fortsetzung der Fubnote 3) anf nichster Seite.)

U=9v
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Wir wollen nun z in der folgenden Weise zu approximieren versuchen:
wir teilen das Intervall von 0 bis X (X > 0) in » Teile der Linge h — X:n
und ersetzen (1), (2) durch

(1’) d d‘wyv‘{-l R(Zv+1’ _w” + S<mv+1’ y’ w )
(2') wo (y) =% (¥); w, (0)=0; w, ,(1)=0

Da w, = 2z, gegeben ist, stellt (1), (2") fiir » =0 ein esndimensionales
lineares Randwertproblem fiir die Funktion w, (y) dar; allgemein stellt
(1), (2’) eine eindimensionale lingare Randwertanfgabe fiir w, , dar, wenn
w, schon bekannt ist (und w, noch im Definitionsbereich des Koeffizienten S
Legt).

Die Arbeit zerfillt in vier Teile: Im ersten werden zwei Hilfssiitze
fiber das Verhalten von Losungen gewisser eindimensionaler Randwert-
probleme zweiter Ordnung bei unendlich wachsendem, in der Differential-
gleichung enthaltenem Parameter 1 = 1:h bewiesen. Im zwesten wird unter
Voraussetzung der Existenz einer Lésung z(z,y) des Problems (1), (2)
gezeigt, daf die Differenz z(z,, y) — w, (y) mit feiner werdender Teilung
gegen Null strebt. Im dritten Teile wird gezeigt, wie man den Existenz-
beweis fiir die Lésung von (1), (2) durch Grenziibergang aus den Losungen
w,(y) von (1'), (2) fithren kann (wobei sich zugleich eine Abschitzung
des Fehlers z{x,, y) — w, (y) ergibt, S.665)%). Bei diesem Beweis wird
aber vorausgesetzt, daf (1) in den Punkten =0, y=0 und 2=0,
y =1 erfilllt ist. Diese Voraussetzung zieht starke Einschrinkungen fiir
die gegebene Funktion z,(y) nach sich (8. 656, insbesondere Gleichung (24)).

erhilt man eine Gleichung der Form
62
a Py
mit den Randbedingungen
v(0,n)=2v(n); »(5,0)=90(8); 2(&,1)=0(%).

Durch die weitere Transformation

HEm=v(E,n) —g(EY(X—n)—g.(5)7

erhilt man schlieSlich ein Problem der Form (1), (2).

?) Wegen anderer Beweise fir die Existenz von Losungen des Problems ver-
gleiche Gevrey, Journ. de Math. (6) 9 (1913) Equations aux dérivées partielles du
type parabolique, — Die in der vorliegenden Arbeit befolgte Methode 186t sich auch
anf gewisse Anfangswertprobleme partieller Differentialgleichungen anwenden. Die
Anregung dazu, die von mir zundchst fir Anfangswertprobleme durchgefithrie Me-
thode auf Randwertaufgaben zu iibertragen, stammt von Herrn Prof. v. Mises.
Vgl. auch dessen Vortrag: ,Bemerkungen zur Hydrodynamik®, Zeitschr. £ angew.
Math. u. Mech. 7 (1927), insbesondere 8. 439.

Rﬁ(f:n) Sz(£:"7a"’)

42+
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Im vierten Teil wird diese Einschrinkung wieder aufgehoben, indem eine
beliebige stetige (fiir y =0 und y =1 verschwindende) Funktion z,(y)
durch Funktionen approximiert wird, die die Voraussetzungen des dritten
Teils erfiillen, und die Konvergenz der zugehdrigen Losungen von (1) be-
wiesen wird. Hierbei wird benutzt, daB das Ergebnis des zweiten Teils
ausreicht, um die Existenz einer Greenschen Funktion zu beweisen.

L
Hilfssatz 1. Sei

(3) w’ —lg(y)w= —o(y)e(y, ),
(4) w(0)=w(1)=0

o und ¢ seien in 0 <y <1 stetige Funktionen von y und es sei 0 < m < o(y).
@ sei iiberdies stetig in 1 fiir 2> 0. Bel festem 1 > 0 ist dann

v 1
(5) fw(y)| £+ Max |g 0Ly <.

Beweis. Nehmen wir zundchst ¢ >0 an. Dann ist auch w>0.
Andernfalls hitte nimlich w in (0, 1) ein negatives Minimum. Da dieses
wegen (4) nicht in y =0 oder y =1 angenommen werden kann, wire
an der betreflenden Stelle w” >0, low < 0, pop > 0, was nach (3) un-
méglich ist. w nimmt daher ein positives Maximum an, and an der Stelle,
wo dieses angenommen wird, ist nach (3)

Y%

L
T 0.

_ w”
—_— == — 7-9-
Wegen w > 0 folgt hieraus die Behauptung im Falle ¢ > 0.

Zum Beweise des allgemeinen Falles bemerken wir, daB die Lésung
von (3), (4) durch

(6) W(y)xofe(n)qo(m Dg(y,n, 2)dn

gegeben wird, wenn g die zu der Randbedingung (4) gehorige Greensche
Funktion von w” — igw ist. Nun ist g(y, 7, 1) >0, wenn y und 5 in
(0, 1) liegen. Daher folgt aus (6)

(7) lw(y)fédfe(n)lﬂ%i)lg(?/: 7, 4)dy.

Das rechts stehende Integral ist aber die Lésung von (3), (4), wenn in
(8) ¢ durch |p| ersetzt wird und daher nach dem schon Bewiesenen
Max @]

gewib < ——=", 50 daB aus (7) die zu beweisende Ungleichung (5) folgt.
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Hilfssatz 2. Sei w(y) die durch
w(0)=e, w(l)=4
bestimmte Losung von (3). Dann ist bei festera 1 >0
(8) 0] S5 Max|g| +Max(je], []) (0= <),
Beweis. Wir setzen w=w, +w,, wo w, und w, durch
w —le(g)wy,=—e(Re(y,4) w,(0)=w,(1)=0
wi — Lo(y)w, =0 w, (0) = a; w, (1) =B

bestimmt sind. Da w, in einem snneren Punkte von (0, 1) weder ein
positives Maximum noch ein negatives Minimum annehmen kann, ist
|w,] < Max (|ej,!8]); daher folgt die Behauptung (8) aus Hilfssatz 1.

1L
Satz 1. Im Bereiche
(9) 0<e<X, 0<y<l, [2/<Z
seten die Koeffizienten R, S won (1) nebst thren ersten Ablestungen nach z

stetige Funktionen threr Argumente; ferner sei B einmal stetig nach zx,
zweimal stetig nach y differenzierbar und es sei im Bereiche (9)

(10) Rz, y)=m>0.
Wir behaupten: Wenn eine Léosung z(x,y) von (1), (2) existiert, die in
(1) 0LzLa<X, 05yL1

nebst shrer ersten Ableitung nach x stelig ist (auch am Rande des Be-
resches (11)) und dort der Bedingung

(12) z|<e<Z
geniigt, so gibt es zu jedem positiven ¢ < Z — ¢ eine positive Zahl ny=n, (),
so daf fir n>n,
(13) lz(z,,y) —w, ()| <e (xy:’;j.{, »=0,1,. (mq),
wo w, (y) die durch (1), (2') bestimmien Funktionen sind.

Beweis. Setzen wir z(z,,y) =2, (y) und

(14) @9 —M"ﬂh ”*’LH(?/) (*_‘%;"—1—1:1,2,..-[%}),

T Tygy

so liefert (1) fiir x =«

Py 1y 1=%
(15) =Rz, y )z” = 4 8(2, 000 2 00) H B (00 9) 712 (9)-
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Rechnen wir zunachst formal®) und ziehen (1') von (15) ab, so er-
halten wir, wenn noch

(16) %41 (y)——w,+1(y)=y,,+1(y)
gesetzt wird,

d2 ¥+ 1 ¥ —Fr
d);,y':- =R(z,,;,9 )y S +S<x o Y Fy) S(xyﬂ’.?/’w>+R(xy+1’y)77v+1

= 'R (x'y+1’ y)&%ﬁi’ + &_ (zv+1 - zv + 7,.) + R (a:v+1’ y) 7771‘-1

(dabei bedeutet das Uberstreichen, daB fiir das Argument z gewisse Mittel-
werte zwischen z, , und w, zu nehmen sind). 7, ., geniigt also der
Differentialgleichung

(17) 7;{1—1 'LQ?’,.+1 ( )'ll/'(;% 4)
wWorin
1
7~=7;, o(y)=ERB(z,,,, )
und
P BS v » T Py
(18) ?/»’(y: A-): "“'17? 32 Z.R+(197,,jl J§ hi_n')»}—l

. . 1 a8 oS Zyp1—
=il ey e e By T e

gesetzt ist. AuBerdem ist wegen (2), (2') und (16)

(19) Yos1(0) =7,,,(1)=0 und 7o(y)=0.

Unter der Annahme, daB w, stetig und absolut < Z (deren Richtigkeit
noch zu beweisen ist), geniigt daber das Problem (17), (19) erstens allen
Voraussetzungen des Hilfssatzes 1, und zweitens ist auf Grund der gemachten
Voraussetzungen nach (18)

(<l 1+ D) + 5 (G +4)s

wo 7, gleichmiBig in (49) mit & gegen Null geht, und A eine passend
gewihlte, von y, » und 1 unabhingige positive Konstante ist. Auns Hilfs-
satz 1 folgt daher

(20) {7,,4(9)] < 3 Max |y (y, 4)] < Max [y, | (14 A%) + s A(h+1,)h.

Zu bewessen ist nun erstens, da die Annahme |w,{ << Z und w, stetig
berechtigt ist, und zweitens, daB y, fir » =0, 1,..., [ | mit b gleichmaBig

% Gleichung (1) hat nur einen Sinn, wenn schon gezeigt ist, daB w, noch im
Definitionsbereich von § liegt, d. h. daB ;w, ;< Z ist.
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in y und » gegen Null geht. Hierzu wollen wir induktiv die folgenden
beiden Behauptungen-beweisen:

7 sei die nicht kleimere der Zahlen % und z,. Da dann z gleichmiBig
in z und ¥y mit A gegen Null geht, gibt es eine Zahl %,, so daBl fiir
0<hLh,

(21) 1-4XedX¥ < Z —¢
ist (vgl (12)). Fir 0 < b <k, behaupten wir nun:
a) w,,,iststetig und lw, (<2 (a':—l,O,l,...,[%}-—l),

b) 1y, 1| (v +1)he(1+4k) 4.

Fiir = — 1 sind diese Behauptungen richtig: die Behauptung a)
wegen w,=z,=2(0,y) nach (12), die Behauptung b) wegen y,=10.
Nehmen wir nun an, daB a) und b) richtig seien, wenn man » durch » —1
ersetzt. Dann folgt wegen a), daBl die Argumente der in (1') auftretenden
Funktionen innerhalb des Bereiches (9) liegen. Die frithere formale Schlu-
weise besteht dann zu Recht und es gilt die Ungleichung (20). Aus dieser
folgt auf Grund der Induktionsannahme b) (in der » —1 an Stelle von »
zu setzen ist):

[#yin| Svhe(1HARY T A(1-HAR) +5 AR +7,)h
<vht(1+ Ak A+ Ahr <v-het(1 -+ AR’ A+ hr(1+ AR) A,

womit die Behauptung b) erwiesen ist. a) ist. aber ebenfalls richtig; denn
es ist erstens w,,, als Losung des Problems (1'), (2") gewi stetig und
zweitens nach (12), b) und (21)

Sw'rq—ll -—g_' 'zr+1}+ i77+11§c+(7+1>h1(1 +Ah>"A
<ot Xe(1 +—‘¥L)"A< ctrAXeAX < 7.

Hiermit sind a) und b) allgemein bewiesen. Nunmehr folgt leicht, daf y,

gleichmifBig in y und » gegen Null geht, denn es ist nach b):

@) |l Sas(+ 4By 4<ana(l +—A;‘-){XI
NE

<avd(1 —1——-‘%14—)f<a1Ae“4.

Hiermit ist Satz 1 bewiesen, da ¢ gleichmifig in # und y mit % gegen
Null gebt.

Folgerung. Aus dem eben bewiesenen Satze ergibt sich unmittelbar,
daB es hochstens eme Losung des Problems (1), (2) gibt, welche die in
dem Satze angefiihrten Voraussetzungen erfiillt.
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Satz 2. Vorgelegt sei das Problem (1), (2). Die Koeffizienten von (1)
mogen den tn Salz 1 gemachten Voraussetzungen geniigen. Die gegebene
Pynktion 2y(y) sei viermal stetig differenzierbar und es ses

(28) 2(0)=0; 2(1)=0; iz(y)|<Z fir 0<y<1.

Auferdem werde vorausgesetzt, dafi die Differentialgleichung (1) in
den Punkten (0,0) und (0,1) des Randes erfillt ses, d. h. es sei wegen
(1), (2):

dﬁ d? o
(24) (-‘E/ig—)y=0:8(0’ 0,2 (03); (—in;->y=l=8(0, 1,2 (1)). %)

Femersollenﬁﬁﬁﬁﬂﬁﬁﬁu Kk
dx’ 0x?’ Sy’ dy®’ Pz’ 02%’ pxt dx 0z
und im Bereiche (9) stetig sein. Dann gibi es bei passender Wahl der
Konstanten a eine (und, wie qus der am Schiup von II (8. 655) gemachten
Bemerkung folgt, nur eine) Losung von (1), (2), die im Bereiche (11) ein-
mal stetig nach x differenzierbar ist.
Beweis. Wir gehen aus von dem Problem (1), (2') und werden
zundchst einige Eigenschaften der Losungen w,(y) dieses Problems fest-
stellen.

existyeren

1. Es gibt eine von », y und % unabhingige Konstante L, so daf

(25) 120,41 (¥) —w, ()| < Lk (0<y<1)
fir alle »=0,1, 2, ... ist, die der Ungleichung
(26) z,=vh<a—h
geniigen, wobei fiir die positive Konstante @ die Ungleichungen
(27) a< X,
1 KX
(28) e<(Z—\u)Fraz

%) Verlangt man, dafl die Losung z sowie o stetig anch am Rande des Be-
oz

reiches (11) sind, so ist die Bedingung (24) [und natiilich auch (28)], wie man
sich leicht iiberlegt, notwendig. [Implizite ist (23), (24) also schon bei Satz 1 voraus-

gesetzt.] Bei der hier befolgten Methode, -g—% durch Differenzenquotienten zu approxi-

mieren, wobei von x =0 amsgegangen wird, erscheint die Voraussetzung der Stetigkeit
von —g?i— auch fiir x =0 jedenfalls als naheliegend. Die Befreiung von der Bedingung (24)

erfolgt in 1V,
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gelten. Die von », y und % unabhingige Zahl X soll dabei den Un-
gleichungen

(29) %jS—z0]<K
BS!

(30) m}aaﬂL

(81) %’kax

geniigen. Um nun (25) zu beweisen, werden wir zeigen: Fiir die der Un-
gleichung (26) gentigenden » ist

(32) lw,,, —w,| < Kh(1+4 Kh) (14 hv).

Aus (32) folgt in der Tat unsere Behauptung (25), denn es ist wegen A= X:n

(33) (1+Eh)=(1+%5)g (1+5 < exx, hy=2,<X,

so daB (25) mit
(34) L= Kek¥(1+X)
erfiillt ist.
(32) beweisen wir induktiv. Aus (1) fiir » =0 folgt durch Sub-

4

traktion von w{ = z
(] 8 1¥ > —zf 3
(410,)" — B (2, 4) 2% = 8 (0, y,20) — 2 = B (2, 9) T L0050 7)
und aus (2), (28) folgt
(Awg)y—o=(dw,)y_1=0.
Aus Hilfssatz 1 in Verbindung mit (29) folgt daher {dw,|< A K. Hiermit
ist (82) fiir » = 0 bewiesen.

Um die Ungleichung, die aus (382) entsteht, wenn » durch » -1
ersetzt wird (unter Annahme der Giiltigkeit von (32) fiir y =0, 1,...,7),
z beweisen, falls noch (v +1)h <a— %, bemerken wir zunichst, da
unter Beachtung von (33) aus der Induktionsannahme

[, 1 — wo| < [dwel + [dw |+ ...+ 4w, | < (p+ 1) h KeXX (1 + X))
<aKeXX(1+X) (p=0,1,...,9),

also wegen w, =z,
[, — 24| < aKeXX(1+ X) (p=0,1,...,%)
oder nach (28)
|w, . |<Z (p=0,1,...,%)

5) Das Zeichen 4 ist hier wie im folgenden in bezug auf » bzw. z, nicht in bezug
auf y gemeint. Also:

Awy=w 1 () —we (¥); APy =w, 0 (¥) — 2w, 51 (¥)+ 0 (y).
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folgt. Daher legen z, ., y, w, und =z,,,, ¥, w,,, hoch im Bereiche
0<2<a, 0Ly<1, j2]|< Z. Ziehen wir nun (1), (2") von denjenigen
Gleichungen ab, die entstehen, wenn » durch » 4~ 1 ersetzt wird:

Aw'.v+1

(Aw,,+1)"—~R(:v,,+2, ?/) A

4w,
= - R(Zv-}—l’ y)—}:v— + S(xv+2’ y’ wv+1) - S(xv-}-l’ y’ wﬂ)
— R(xw—'rz,?/_){ r B2y 1,y)— B (2, 42,¥)
= A CLA RS S e
—h B(Zvie, ¥ Wy )= 8 (211, 9, w,.)}
B(zyie,9) ’

, 4w,
{(dw, )" —R (xw-x—e: y) _'”}{ii

— _ RBlzyis9) [ b R | 88\] A" 2819
- h {vatl - R(xym,y)(?x + 9z ﬂ E(%it9,9) 7??} ’

<va+1)ﬂ=0 = (Aw,,+1)y=1 =19,

Auf Grund von Hilfssatz 1 ist nun |dw, , | kleiner als das Maximum des
Betrages des in der geschweiften Klammer stehenden Ausdrucks. Daher
wird nach (30), (31)

| duw,,,| < Max {{Aw,[}(1 + Kh)+ K&?,
also nach Induktionsannahme (32)
jdw, < Kh({(1+ K~ (1 +ho)+ KW’
< Kh(1-+KB)"" (1 +hv)+ KEA*(1 4+ Kh)**
=Kh(1 + Kby [1+h(r+1)],

womit (32) allgemein und damit (25) bewiesen ist.

2. Es gibt eine von y und % unabhingige Konstante L,, so daf§

135) (Adwy)" < Lk
ist. Zum Beweise subtrahieren wir wg von Gleichung (1') fiir » = 0:
p ” 4
(36) ()" — By, y) 52 = 8(2,,9,w,) — wi.
ot
Addieren wir k[w’ , so erhalten wir
B(x,, ) N
: Sz, y,w)—wi 1" Rz, y)l 8wy, y,w)—wg'
(87) [y + A= Tt St g, 4 p Sl gl
. S(-”u?/awo)—wé' "’
=B(ZHENT)
%) Die nicht niher bezeichneten Argumente von %%, %’-i—, %f— sind fitir z bzw. 2

gewisse Mittelwerte zwischen z, ., und ,1; bzw. w, und w,,,.
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Fiir y =0 wird nun nach (2'), (23), (24) und (10)

8 (2,0, wy) —wf | 2 8(=z,,0,0)—8(0,0 0) an
R(z,,0) | ' R(z,0) | < 2% |

und die gleiche Abschitzung gilt fiir y = 1. Aus (37) folgt daher nach
Hilfssatz 2
S(z,,y,w,) —wl »? S (x,7,w)—wi\" | a8
sy + 55 E L 08 | B (o | (R =) ax ().
Hieraus folgt nach (36) die Behauptung (35) mit
1y = YR (g (SC ) ol 981

tox

M

rdw, -k

3. Es gibt eine von v, & und y unabhingige Konstante L,, so dal

(38) (42w, | < Lyh® (fix (» +2)h < a).
Zum Beweise wihlen wir eine Konstante K,, so dafl
(39) l[LMax?"’RurM ax 2 | [ Max 38§3+L <K,
(40) [2Max 2% 4 Max Z‘f’J <K,
x , 1%
(41) [LMax s+ Max ,az+ 2 LMax }a az 4L Max |55 <K, .

Dann behaupten wir

{(42) [A%w,| < K, B*(L+ KB (1+hy) (0+2)h<La).
Hieraus folgt die Behauptung (38) mit L, = K, e5&:X(1 4 X) (vgl den
entsprechenden Schluf von (82) auf (25)).

Um nun (42) fiir » =0 zu beweisen, ziehen wir von Gleichung (1)
fiir » = 0 auf beiden Seiten w{ und ebenso w{ von Gleichung (1°) fiiry =1
ab. Die so entstandenen (leichungen subtrahieren wir voneinander und
erhalten

(w0, — w,)" — (w, — wo)"= E (xe,y)w2;w1 — B(z,,y) WI;;WO

+ 8 (xea Y w1) - S(xa: Y, wo) - (w{l - wé’
-oder

(43) (4%,)" — R (2, y) T2

w, —wy B(2,¥) — B(%,,¥) 1 ”
=R(xﬁ’y)[ 3 Bz, y) +R(z2:?/)( +Aw05———(d 0))

{ Argument von %—i— und %—‘zé in bezug auf z bzw. z Zwischenwerte zwischen

2,, %, bzw. w,, w,). Da auberdem nach (2’) und (23)
(Aewo)y=o = (Aﬁwo)y::l =0
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so folgt nach Hilfssatz 1, daB |A%w,!:k Kleiner als das Maximum des
absolut genommenen in der eckigen Klammer der Gleichung (43) stehenden
Ausdrucks ist. Dieser ist aber nach (25), (10) und (35) dem Betrage
nach kleiner als

[LM&X'~—;+M -+LMaxt ’+L

Hieraus im Verein mit (39) folgt (42) fiir » = 0. Wir wollen jetzt (42)
fir v 41 unter Annahme der Giltigkeit fiir » beweisen, falls noch
(» +3)h < a. Geeignete Kombination dreier aufeinanderfolgender der
Gleichungen (1) liefert fiir (v +3)h < a

dzdg 'y 2 v W, 1 2

_T{z;u;_ﬂ =4 {R ("’y+1’y>”w_ﬂh_w—} +A478(z, 1,9, w,)

A » 1*‘4 v A »
“R(x?+3,y)_ﬂj_z___7ﬂ4_[3( ,,.;.3:?/)*3( vy)] :

4 ¥l + 2
v%ydﬂR(x‘u-i—l’y) 4 S(x,,+1>?/,w,,)>
oder

(44)

(Z A Wy A wv+ R(x,,+ ;y)
) : R(x,,_(_s,y) P = ha

{Aﬂu’ 1_1 R(£y+s,y)~R(%+1,y)] va-i—x 4° R(x,,.,.,,y)-}-hd S(zﬁ'+1:y w,)}
vL B(%yi4,9) B (%, 44,9)

AuBerdem ist nach (2')
(45) (4 2’“’v+1)y=0 = (Ang+1)y=1 =0.
Wir kénnen daher wieder Hilfssatz 1 anwenden. Beachten wir, daB
a7 8(z,, ,y,w,)= S(x»+3=y:wy+2 28(z, .59, w,,,)+ 8(z Z,, Y W,)
= 8(2,,, 2k, 9w, + dw, + 4w, ) — 8 (2., + by, 0, + 4w,)
- S( »+1 —Lk y’w _r—va+1) —i—S(xr-‘—l’y’w )
+ 8(x,,, + 2 yw,+dw,, )~ S(a:,“—f-k,y,w,—f—dw,),

also
AES(xzwl-l’ y,w,)
2028 S o8 s .
=k 5+ h{dw,+ 4w, “)a az—f—Aw dw, = 5 Ty 4%, )
) Die Argumente der zweiten Ableitungen von § sind:
Zppy (P +P) b, y, wut S dw, + I dw, ., (0 <& < 1)

. g
di —
e yon —
Typos U Wog1 + (4w, —Aw)=wy y  + 5470,
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ist, so folgt auf Grund von (25), daf der Betrag des in der geschweiften
Klammer der Gleichung (44) stehenden Ausdrucks kleiner ist als

Max[Agwyi[quJi(ZMax%ﬁ;+Max‘a—§ >]

rbS< S
xazl_—L Max '329 )

Daher folgt aus (44), (45) unter Beachtung von (40), (41) nach Hilfssatz 1
[A%w, .| < Max | A%w, | (1 + K, b)+ K, h°.
Also ist nach Induktionsannahme (42)
Aw,,, | < KB (1 + KB (14+ky)+ R K,
< KR+ KR (1 hy) 22K (1+ K A)* 0
=K, h*(1+ KR (1+ k(v +1)),

womit die Behauptung (42), also auch (88) bewiesen ist.
Um pun die Existenz einer Losung von {1), (2) zu beweisen, lassen
wir % die Folge

wv—(LM ?—@erM +2LM

'u+1‘

B = X:2" (n=1,2,..)
durchlaufen. Die Lésung von (1°), (2') fiir 2 =A™ sei W™, Femer sei
»B™ =z, Betrachten wir irgendeinen festen Punkt x des Intervalles 0, a,
dessen Abszisse von der Form z = %7‘1 (g=0,1,..;2=1,2,...) ist.
Ist dann

z = h(ﬂ) v,
so wollen wir zunichst zeigen, da

lim ;) (y)
n>B

existiert und da die Konvergenz gleichmaBig in # und y ist. Zum Be-
weise wollen wir wi*™? — w{? abschitzen. Setzen wir fiir den Augenblick

der Einfachheit halber »,=p+-1, also », ,=2p-+ 2, so ist nach
(1), (27

(6) T R(z,9) T 4 S (o, g 0f); wfh(0)—wi(1)=0,

2 op (241) _—
(47) L — R(e,y) "B 1 8(e, g, ufd);
wiyhs (0) = w53 (1) = 0.

Wegen 5™ = —I—k(") ist

it oD (n+1) (D) | @D D) k)
Wipie ~Wapii L Waphs —2Wptiy gy + Capie T Yap
B+ - 2 i 7 +1) L™ -
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Daher folgt aus (46), (47) durch Subtraktion, wenn noeh wys;— wipty =1v,.,
gesetzt wird,

2*vp4s
(48) _;i;z’*“h(m B(z,y)v p+1
Rz 9) () ey 1 ATwlTY
=T Thm v+ 8(z, 9, wy ) — S, y, weps1) — E-W%T’
(49) p+1(0> =V (1) =0.
Die rechte Seite der Glelchung ist
_RB=y)T B (men g A2 0] %)
— W
A Lp R(z, y) 7z ( Wap+1 )+R(x, 2p ]
o8
R (=, y){ 1 k™ 287 Mg (et ™) - 4 wé’f”}
T aw "[ R(z,y) oz R(z,y)

Da nach (25) und (38)

1 +1 1
{w?(r;—:.i) _ ,wz(;-t— )j < Lh(n+ )=~—Lh‘”);

[N]

| A%tV | < Lg(h‘”“))g_—_%Lg(h(”))z

ist, wird der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck dem Betrage
nach kleiner als

(n) |
|, (1 5 Max) 221) 50 () [ Max 52 +a]
Daher folgt aus (48), (49) nach Hilfssatz 1
(50) %Wp+1! < Max[vpf(1+K.2 h<”)> +K2<h(ﬂ))2’

sobald die von =z, y, n unabhingige Konstante K, die Ungleichungen
8| 1 a8, 1

erfiilllt. Da v,= O ist, ergibt sich aus (50) rekursiv
v, 1| LK, (A" (p+1)(1 + K, ™) < K, 5™ get+*
p+1 t4 p 2 = 2

Somit ist bewiesen

[l = o) | < B K, ze® (0<z<a; 0<y<L).
Ebenso ist

iw(n+9) wa('::j})f < h(n+l) Kg xeK,:c

Yat2

T

l {mt+d) (n-l-z—l) f é k(n—{»i—l)KgxeK,z <Z — 1’ 2’ 3’ '”).

¥n 48 "’n+i 1

8 . . .
%) Das Argument z von a—f ist ein Mittelwert zwischen wé’;ﬁll) und w;,“) .
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Also, da A" = p® .0k,

- 1
(52) LoD — ™ < B K, ze®® ) = L™ 2K, ze®",
u=9
oder erst recht

(53) ,w('n-(*-i) — w’(’n)! < k(ﬂ) 2K) Xexax

YR +i

Hieraus folgt die behauptete gleichmiBige Konvergenz der w. Die Grenz-

funktion sel w(z, y); sie ist definiert fiir alle y im Intervall 0 <y <1
und alle x der Form Xg¢:2” im Intervall 0 bis a. Nach (25) geniigen
die Funktionen w”(y) in bezug auf 2 einer von y und » unabhingigen
Lipschitzbedingung, so daf fiir die Grenzfunktion w(z,y) offenbar das
gleiche gilt. Hieraus wiederum folgt, daB w(x,y) zu einer eindeutig be-
stimmten, fiir alle = des Intervalles 0 <« < ¢ definierten Funktion z(z, y)
erginzt werden kann, welche ihrerseits einer von y unabhiingigen Lipschitz-
bedingung in bezug auf x geniigt. Ferner folgt unter Benutzung der fiir
jede Funktion f(x) giiltigen Identitdt

vy, fEt2?) =26+ )+ ()
> 2 e+ tpdt 2)RCTPY — 2f (x4 (v 4+ u+ D RTY)
+ (24 o+ w2

i

f
(I\’J

®
ll

aus (38) leicht die Ungleichung
|4%2) = |2(z+2h,y) —22(z+h, y) +z(2, ¥) | < L A",
Hieraus wiederum folgt die Existenz und Stetigkeit von %. %

%) Sei in der Tat f(x) eine im Intervall 0,c stetige Funktion, fiir welche
* |f(2+20%) —2f (2 +h®)+ ()| <L, b (A" = X :2%)
gilt; dann ist, wie wir behaupten, f(z) stetig differenzierbar. Ist némlich
A(f,hy=f(z+r)~f(2),

43(f,h)=f(z+2h)—2f(z+B)+f (=],
so gilt identisch

a(m=4°(1, 5 ) +24 (1. 5 )-

Hieraus folgt durch wiederholte Anwendung

k
A(f,h)=221“l42<f,é7%>+2"4(f,%) (k=1,2,..)).

Setzen wir hierin h=h" =X:2", so folgt nach Division durch A wegen
};,‘“’:27‘};,"“*'7‘)

A4 B 4 k(n+k) 1
(f ) (f hm) 221 A2 ( )

him hm-(-k)

(Fortsetmng der FaBnote *) auf nichster Seite.)
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Um nunmehr zu zeigen, daB z der Differentialgleichung (1) geniigt,
behaupten wir zunfichst: Fiir jedes 2 (0 <2< a) der Form Xg:27
(g=0,1,2,..;p=1,2,..) ist

iz L ow® -w'f:’

)
- +1 )]
(34) AT (B = 2),

und zwar ist die Konvergenz im Bereiche (49) gleichmiBig in 2 und y.

Beweis. Sei £>>0 eine vorgegebene Zahl. Wegen der Stetigkeit
oz

von o konnen wir eine von 2 und y unabhingige Zahl % so wihlen, daB
(35) 22(z,y) 2@ +h® g —a(zy) _ .

F 3 { 3

ist. Wir behaupten aber weiter: Wir kénnen % auch so groB wihlen, daB

/ S 7 &
(n) __ o 1) oy (W) v R =z -+ h
(5 R N Sa® s )
(56) , nh(m - < v B =z ’
(7 +DE® =z 41

denn die gleiche Betrachtung wie die in Anm. ?) zeigt auf Grund von (38),
daB die links stehende Differenz kleiner als 4™ L,:2 (vgl. die Ungleichung *+
der Anm.) ist. Wegen der gleichmiBigen Korvergenz konnen wir ferner zu
2™ ein n,>7% so wahlen, daB fiir n=n,

2(2-+hP, y)—2(x,y) A

! > 2w (@)
IX5) “};E“T)—'1<’§ (7, A" =2+ B™).

(57)

Addition der Ungleichungen (55) bis (57) liefert aber die Behauptung (54).

Also ist nach =

r k
o ALED_SERID) L 2 ) LhY S11 L
R pintk h(n) = 221 b = 22 <

Aus dieser Ungleichung folgh aber nach dem Cauchyschen Konvergenzprinzip, da8
die Folge der stetigen Fanktionen vor 2
A R rm By fix
fn(x)z (f‘) )=f($+ (2 fg.)
ht® B

gleichmifig konvergiert. Die Grenzfunktion, die nach Definition eine spezielle rechte
Derivierte von f(x) ist, ist also stetig. Aus der Existenz einer stetigen Derivierten
folgt aber nach einem Satz aus der Theorie der reellen Funktionen, da8 f(2) stetig
differenzierbar ist (s. Carathéodory, Vorlesangen iiber reelle Funktionen, 1. Aufl,
8. 534, Satz 7). In upserem Falle ist f(z)=z(z,y); da die Abschitzung *, also
auch *+ unabhingig von y gilt, ist die Konvergenz der f, gleichmifig in z und y,

also —gg stetig in (=,y).
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Fiir jedes positive z < a der Form X¢:2” hesteht nun von einem
gewissen 7 ab die Gleichung
2, w® ()

¥n w"n i
,_..‘;;12""_1 R(x—}-h(”),y)—%;;—— S(x—g—h<m, v, wv,, )

Nach dem Bewiesenen existiert der Limes der rechten Seite fiir 7 = co,
und zwar ist die Konvergenz gleichmiBig in (z, y). Daher konvergiert
dﬂ {n)
auch ——:—”—’;—ﬂ gleichmiBig gegen eine stetige Grenzfunktion W(z,y), die
Y
fiir alle x der Form Xgq:2" erklirt ist, und es besteht nach (54) fiir alle

z dieser Form die Gleichung
4 N
W(w,y)=B(z,v) 55+ S(e 9, 2(z, ).

Die rechte Seite ist fiir alle positiven z < a definiert und stetig, und wir
definieren W(x y) fiir alle diese z durch diese Gleichung. Es ist pun zu

5 "% oxistiert und gleich W(x,y) ist. Fir alle z der Form
Xq:2” ist das klar%). Ist z ein beliebiger Wert des Intervalles 0, a, so
sei x, eine Folge gegen z konvergierender Zahlen der Form Xg:27. Dann

ist auf Grund des schon Bewiesenen gleichmaflig in y
Jim 2(2,, y) = 2(2, 9),
2
lim “E———x—’;’—y—) = W(=z, y).

k> oy
Hieraus folgt die Behauptung (vgl Anm. 1))
Hiermit ist gezeigt, daB die Funktion z die Gleichung (1) erfiilll. Dal
die Randbedingungen (2) erfilllt sind, ist klar, da sie von allen w,
erfitllt sind und z stetig ist. — Satz 2 ist somit bewiesen.
Bemerkung iiber den Fehler z(z,, y) — w,(y). Eine Abschitzung
dieses Fehlers liegt schon in Gleichung (22), 8.655, vor. Jedoch hingt

zeigen, dal

10} Ist gleichmifigin 0y <1 ]im g,E (¥)=g(y), ist ferner g, zweimal stetig
differenzierbar und ist gleichmafig hm g”—G(y), so existiert g”(y) und es ist
G(¥)=9"(y). Denn es ist

yn
ga(y)=an+bxy+gé‘g:,(c)d;-

Hieraus folgt auf Grund der Voraussetzungen zunichgt, daff lim a,,-i—b,; y existiert
also auch lim a@,=a, lim b,=2>0 existieren. Also wird #-> o

7> B—» w0

¥
g(y)=a+by+1{o§G(Odz,

woraus die Behauptung folgt.
Mathematische Anmalen. 102. 43



666 E. Rothe.

die dort auftretende Zahl 7 von der durch (14) definierten Funktion 7, (y)
ab. Die Benutzung dieser Abschitzung wiirde daher schon die Kenntnis
der gesuchten Losung z voraussetzen. Dagegen erhalten wir aus (52) die
Abschitzung

2(z ) — w0 (9)| <AW2K,2e™ A7y, =2),

wo K,, wie aus dem Beweis fiir Satz 2 hervorgeht, aus den gegebenen
Funktionen B, §, z, und deren Ableitungen berechenbar ist: Man bestimme
zuerst m (Gleichung (10)), dann K (Gleichung (29) bis (31)), dann L
(Gleichung (34)), dann L, (8.659), dann K, (Gleichung (39) bis (41)),
dann L, (8. 659) und schlieBlich K, nach (51).

1v,

Satz 3. Vorgelegt sei das Problem (1), (2). Die Koeffizienten von (1)
mogen den tn Satz 2 gemachten Voraussetzungen gentigen. Auferdem werde

noch Existenz und Stetigkeit von :—zs— souwse der Ableitungen von R (z,y)

Yoz
bis zu den vierten vorausgeseizt. Uber z,(y) werde dagegen aufer (23) nur
Stetigheit vorausgesetzt. lst dann a eine den Ungleichungen (27), (28)
geniigende positive Konstante, so existiert eine der Randbedingung (2) ge-
ntigende Funktion z(x,y), die in jedem inneren Punkte von (11) eine
Lésung von (1) ist.

Bewels. Wir wollen zunéichst eine Folge von Funktionen z{®(y) her-
stellen, die gleichmafig in 0 <y <1 gegen z,(y) konvergieren und von
denen jede die in Satz 2 iiber z, gemachten Voraussetzungen erfiillt. Sei
s(y) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, die den Bedingungen

(58) s(0)=28(0,0,0); s(1)=28(0,1,0)
geniigt. Die Funktion

F(y) = 2,(y) +6f8(n)7(y, n)dy

_ (A—n)y fir y< n)

(rtoam) = {W -y . oy

ist dann jedenfalls in 0 <y <1 stetig und verschwindet fiir y — 0 und y = 1.
Erweitern wir den Definitionsbereich durch die Festsetzung F(— y) — — F(y),
F(y+2)= F(y), so erhalten wir eine iiberall stetige ungerade periodische
Funktion. Die Fejérschen aus den Fourierkoeffizienten von F(y) gebildeten
Mittel A, (y) enthalten daher nur Sinusglieder und verschwinden nebst
allen Ableitungen gerader Ordnung fiir y =0, y — 1; auBerdem ist gleich-
maBig in (0,1)

(60) Fly) = lim 4, (y).

(59)
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Wir setzen nun

(61) 2" (y) = 4,(9) — fs(n)r(y, m) dn.
Dann ist
(62) 2P (0) =27 (1) =0
und
(63) 2" (y) = 4 (3) + 5(9),
also
2 = 5(0);  2"(1) = (1)

oder nach (58) und (62)
A7 (0) = 8(0,0,z7@), 2 (1) = 8(0, 1,27 (V).

Ferner ist z” (y) nach (63) viermal stetig differenzierbar, da 4, md s
zweimal stetig differenzierbar sind. Da auBlerdem nach (59) bis (61) gleich-
milbig

(64) Jim 29 (g) = 2, (y)
ist, ist fiir geniigend groSes » nicht nur nach (23)
| (m; <Z

sondern es gilt auch die Unglelchung (28) noch, wenn in ibr z, durch z"
ersetzt wird. Im folgenden soll » immer so gro gewihlt sein. Nach dem
Vorstehenden erfiillt dann zi”(y) alle in Satz 2 von z, verlangten Vor-
aussetzungen. Nach diesem Satz existiert daher im abgeschlossenen Be-
reiche (11) eine Ldsung z™(z, y) von (1), die die Randbedingungen

(65) 0.9 —2 ) e 0) =" (5 1) =0

geniigt. Konnen wir nun zelgen dafl die z™ (:z: y) in dem abgeschlossenen
2, (%)

Bereiche (11) g e

geschlossenen Teilbereiche von (11) gleichmifig konvergleren, s0 geniigt
z(z,y) = lim 2™ (z, y) offenbar allen Forderungen unseres Satzes.

in jedem ab-

Fiir den Nachweis der Konvergenz ist die Annahme
(66) Bz, y)=1

keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wie man leicht ersieht, wenn man
die Transformation

Yy
“fx E o Te—l— [YRGEn)
(J¥EC JYR(=mdn

12) Block, Sur les équations aux dérivées partielles du type parabolique, Arkiv
fér Matematik 6 (1911), Nr. 31, S. 4.

Ad%
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und die weitere

b4
-3 {TXndy
C = Ze o

ausfiihrt, wo T, der Koeffizient von ;—% in der durch die erste Transfor-
mation entstandenen Gleichung ist. Im folgenden soll daker (66) ange-
nommen werden.

Wir setzen nun

(67) 2072 (2, y) — 20 (2, y) = v 2 (2, y).
Dann geniigt v ® der Gleichung
. 2 2
(()8) #;:52_}_@.0(%,@)(9;’ y)’
wo
o ; la8 ~ ! 188
(69) [P | =12 (2,95 (2, )| < Max 221 = M1

(z Zwischenwert zwischen z® und z®+2)),
und den Randbedingungen
(70)  2(0.9) =" () —%"(y), v(0,2)=0v(1,2)=0.

Da wir wissen, daf3 (68), (70) die Losung v =— v hat, kénnen wir diese
nach Satz 1 durch Grenziibergang aus

oy, 1 -
(71) _d%;;-*"};”w+1= "%Ti’,ﬁ("’p)(xwl,y)
(72) 2,(0) =19, ,(1)=0, v, (%) :z(gn+p)(y)—zé”)(y)

erhalten. Nach Hilfssatz 1 ist nun

l9,,1] £ Max|o, (14 homp)|,
also nach (69)

(78) Max|w,,,| < Max|v, |(1+M3).

Wegen (64) kénnen wir ferner nach der letaten Gleichung (72)
it 1% (y)] <2,
(74) Jime, =0

schreiben, so da aus (73) durch vollstindige Induktion Max|v, ,, | e, (1+Mn)
folgt. Hieraus wieder ergibt sich (8hnlich wie beim Beweis von 22)

3?]7+1I__‘_<__8”8“M.
Daher ist nach (67)

(75) ‘v(@:?)‘ = lz(ﬂ"f'?)(x, y) — g (x’ y)‘ g s, eBM,
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woraus nach (74) die behauptete in (11) gleichmiBige Konvergenz von 2™
folgt. Hieraus folgt auch, daB die stetige Grenzfunktion z(z, y) die Rand-
bedingungen erfiillt. Denn es ist

Jm 00,9 =a (1), Fm e 0)=2"0=0,
Jim 2™ (2,1} =2"(z,1)=0

az(n) a?z(n)
Um nun weiter zu zeigen, dall —— 7 oy

Teilbereich von (11) gleichmiBig konvergieren, bedienen wir uns der zum

Bercich (11) gehirenden Greenschen Punktion @ (2,9, &,7) von 22 — 22,

die bekanntlich folgendermaBen definiert ist: Ist
i i
T 4(3—5) -y
Uz, y, &, 1) = {M-Ee fir f<z,
0 » £ g X,

in jedem abgeschlossenen

so ist
G(x, Y, &, 77) = U(x> Y, &, 77) - g(z: Y, &, "]),
wobei g (als Funktion von &, 5) der Differentialgleichung
z e L

o

und den Randbedingungen *
9@ y.2,n)=0; g(xy,&0)=U(29,60); ¢(y.86)=U1941)
geniigt. Die Existenz von g, und damit auch von @, folgt (fiir jedes im
Innern von (11) gelegene z, y) leicht aus Satz 2 '%).

2™ ist nun nach Satz 2 auch am Rande von (11) noch differenzierbar.
Man erhalt daber durch bekannte Anwendung einer Greenschen Formel
(unter Beriicksichtigung von (65))

(76) 2Y7 2™ (z, y) = fG(x ¥, 0,7) 2 (n) dy
~0f 5[ Gz, y, &, 1) 8(&, 1, 2 (£, 7)) dé dy
und nach (67)
1
(77) 2yYm o™ ? (2, y) = G (2,5, 0,7y v™"(0, n)dy
0

z1
—~°f0fG(x, ¥, £, n) [S (&, 0, 2™*P) — 8(&, 4,2™) ] dk dy.

12y Setzt man namlich §' =x—§&, »’ =7y und
g{(z,4,&,9)—(1—9) U(=z,4,5,0) — 5 U(=,y,$, 1)=7($’y:§,:7],)3
50 erhiilt man, wie die Rechnung zeigt, fiir y als Funktion von &',  ein allen Vorauns-
setzungen von Satz 2 geniigendes Problem. — Der weitere Beweis des Toxtes bedient
sich bekannter Methoden und ist daher nur in den Hauptziigen kurz wiedergegeben.
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Auf Grund bekannter Abschitzungen®) der Integrale
1 1
oU U
[y 0,man  [[Z (0.8 1 nacay
o ¢ 0
ergeben sich nun aus (76), (77) unter Benutzung von (75) in einem ab-
geschlossenen Teilbereich & von (11) ohne Miihe Ungleichungen der Form

g2t
oy

(78)

M !'a 1n, 2 "
< = l ? <—n:,
= i 2y Jx

wo M eine von n unabhingige Konstante und 7, eine Folge gegen 0 kon-

vergierender (von p unabhingiger) Konstanten ist. Unter Benutzung der

gleichen Abschétzungen und von (78), sowie der Tatsache, da8 der Faktor

von & m dem Doppelintegral von (77) nach 5 differenzierbar ist, findet
FENC )l

man schlieflich leicht, dal auch %—2-— in ¥ gleichmifig fiir n-— o0

gegen 0 konvergiert. Hiermit ist die gleichmiBige Konvergenz von

2,(%)
aa;; in T, und somit nach Satz 3, S. 666f. bewlesen.

Bz(ﬂ)
ey

und

1%y Siehe z.B. Gevrey, loc. cit. S.330 und 8. 343,

(Bingegangen am 5. 5. 1929.)



