
Zweidimensionale parabolisehe Randwertaufgaben 
als Grenzfa l l  e i n d i m e n s i o n a l e r  R a n d w e r t a u f g a b e n .  

Von 

Erich Rothe  in Breslau. 

Gegeben sol die in den Ableitungen der gesuehten Funkt ion  z lineare 

Gleichung 

a% R (x, y) ~ (1) ~ = ~ + s (x, y, z).  

Fiim 0 < y < 1, 0 < x werde eine stetig nach x differenzierbare LSsung 
z(x, y) yon (1)  gesucht, welche die Randbedingungen 

(~) ~(o,~)=Zo(y); ~(x,o)=o; ~(~,~)=o 
erfiillt, wobei z o eine gegebene Funkt ion  yon  y ist~). 

1) Wegen der genaueren Voraussetzungen fiber die gegebenen Funktionen sioho 
S. 653, 656 und 666. 

Die allgemeinere Aufgabe 

O" z= R(x,y) ~-x +S(m,y,z)+ T(x,y)-~ 
~y~ [zo(O)= o | 

z(O,y)=zo(y); ~(:~,zo(x))=fo(x); z(~,zdz))=f~(x) [z~(0)=l J 
l~Bt sich, wie leicht zu sehen, unter gewissen Differenziexbarkeitsvoraussetztmgen 
uber die gegebenen Funktionen R, B, T, Zo, Zl, fo, fl auf das Problem (1), (2) 
zurfiekffihren : 

Zun~chst erh~lt man duroh die Transformation ~= Y--Z~ ~=x, 
z (x, y) = u (~, r/) die Gleichung Zl(x) - -  Zo(X)' 

mit den Randbedingungen 

~(0,~)= %(~); 
Dutch die Transformation 

~(~,o) = fo(~); ~(~,1) =f~(~). 

CFo~g d~ Pul~ote a) auf n~l~ex Seg~-~) 
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Wit wollen nun z in der iolgenden Weise zu approximieren versuchen: 
wit teilen das Intervall yon 0 b i s X  ( X > 0 )  in n Teile der Liinge h ~ X:n 
mad ersetzen (1), (2) durch 

(1') d~w'+~=R(x~+vy) W'+~-w'+B(x~+vY, W.), 
d y "~ h 

Da w o = z  o gegeben ist, stellt (1'), (2 ' )  f'tix v = 0  ein e/ndimensionales 
lineares Randwertproblem fiir die l~unktion wl(y ) dar; allgemein stellt 
(1'), (2') eine eindimensionale linqa~e Randwer*~auIgabe fii~ w,+~ dar, wenn 
w, schon bekannt ist (mad w, noch im Defmitionsbereich des Koefflzienten S 
liegt). 

Die Arbeit zerf~illt in vier Teile: Im erster~ werden zwei Hilfs~tze 
fiber das Verhalten von LSsungen gewisser eine]imensionaler Randwert- 
probleme zweiter Ordnung bei unendlich wachsendem, in der Differential- 
gteichmag enthaltenem Parameter 2 ~ l : h  bewiesen. Im'zwei~en wird mater 
Voraussetzung der Existenz einer LSsung z(x, y) des Problems (1), (2) 
gezeigr dab die Differenz z (x,, y ) -  w , ( y )  mit feiner werdender Teflung 
gegen Null strebt. Im dritten Teile wird gezeigt, wie man den Existenz- 
beweis flit die LSsung yon (1), (2) durch Grenziibergang aus den LSsm~gen 
w~(y) yon (1'), (2') Iiihren kann (wobei sich zugleich eine Absch~tzung 
des Fehlers z(x,, y ) -  w,(y) ergibt, S. 665)~). Bei diesem Beweis wird 
aber vorausgesetzt, da~ (1) in den Punlrt~n x = 0 ,  y = 0  und x ~ O ,  
y-----1 erfiillt ist. Diese Voraussetzung zieht starke Einschr~lrangen fiir 
die gegebene Funktion Zo (y) nach sich (S. 656, insbesondere Gleichung (24)). 

erhi~lt man eine Gleichung der Form 

aev 
- R~ (~, ~ ) ~ +  S+ (~ ,  ~,  v) 

mit den Randbeding~mgen 

v(0,~)=~o(~); v(~,0)=go(~); v(~, l)=gl(~).  

Dutch die weitere Transformation 

C (~, v) = r(~, 7) - g0(~) (1-7)  - el (~)~ 
erh~ilt man schlieBlich ein Problem der Form (1), (2). 

~) Wegen anderer Beweise fiir die Existenz yon LSsungen des Problems ver- 
gleiehe Gevrey, Journ. de Math. (6)9 (1913)Equations aux d4riv~es partielles du 
type parabolique. -- Die in der vorliegenden Arbeit befolgte Mothode 1M~t sich auch 
auf gewisse Anfangswertprobleme partiellex Differentialgleiehungen anwenden. Die 
Anregung dazu, die yon mir zun~hst fiir Anfangswertprobleme durehge/iihrte Me- 
thode auf Randwertaufgaben zu iibertragen, stammt yon Herrn Prof. v. Miaes. 
VgL aueh dessen Vortrag: ,Bemerkungen zur Hydrodynamik", Zeitschr. f. angew. 
Math. u. Mech. 7 (1927), insbesondere S. 439. 

42* 
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Im v/erten Tefl wird diese Einschr~inkung wieder aufgehoben, indem eine 
belieblge stetige (/fir y ~ 0  und y = t  versehwindende) Funktion Zo(y ) 
dutch l~anl~ionen approximiert wird, die die Voraussetzungen des dri~ten 
Teils erfiillen, und die Konvergenz de~ zugehS~igen LSsungen yon (1) be- 
wiesen wird. Hierbei wird benutzr dal~ das Ergebnis des zweiten Teits 
ausreich~, am die Existen~ einer Greenschen :Funktion zu beweisen. 

I ~  

H i l f s s a t z  1. Sei 

(3) w " - -  ;~Q(y) w = - - e  (Y)~(W ~.), 

(4) w (0) -~ w (1) = 0 

9 und cp seien in 0 ~ y ~  1 stetige Funktionen yon y and es sei 0 < m<= e(Y). 
9 sei iiberdies stetig in ~ fiir 2 ~ 0. Bei festem 2 > 0 ist dann 

1 (5) I w(v)i s  M~ f~ (0 =< v =< ~). 

Beweis .  Nehmen wi~ zun~chst ~0~__0 an. Dann ist auch w ~ 0 .  
Andernfalls h ~ t e  niimlich w in (0, 1) ein negatives Minimum. Da clieses 
wegen (4) nicht in y = 0 oder y-~-1 angenommen werden kann, wiire 
an der betref[enden Stelle w"~_ 0, 2~w < 0, e~  =~-0, was nach (3) un- 
mSglich ist. w nimmt daher ein positives Maximum an, und an der Stelle, 
wo dieses angenommen wird, ist nach (3) 

~o W tl  
~. w - -  ~ > = 0 .  

Weg~n w ~ 0 folgt hieraus die Behauptung im Falle ~o 3> 0. 
Zum Beweise des al]gemeinen Falles bemerken wir, da~ die LSsung 

~o~ (~), (4) a u ~  
l 

(6) w(y) = f e (v )9(v ,  :gg(v, v, ~)dv 
0 

gegebeu wird, wenn g die zu der Randbedingung (4) gehSrige Greensche 
Funk~ion yon w" - 2 e w  ist. Nun ist g(y, rl, 2) > O, werm y und ,1 in 
(0, 1) liegen. Daher folgt aus (6) 

1 

(7) lw(y) t <= f e(~)[~(,, ~)tg(y, ,~, ~)d,;. 
0 

Das rechts stehende Integral ist abet die LSsung yon (3),  (4), wenn in 
(3) q0 dutch ]9t  erse~t  wird and dalaer nach dem schon Bewiesenen 
gewiB < Maxi~i = Z , so dal~ aus (7) die zu beweisende Ungleichung (5) folgt. 
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Hi l f s sa t z  2. Soi w ( y )  die dutch 

~ ( o ) = ~ ,  ~(1) = ~  

bestimmte LSsung von (3). Dann ist bei festem ~ > 0 

1 
(8) Iwl _-<7. M~I ~t  + M~(t=I, t~1) 
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(0_<y=< 1). 

Beweis. Wit setzen w : w x  + w .  2, wo w~ und w~ dutch 

~ ' -  ~o(v)w~= o w.(O) = ~ ;  ~,~(1) = ~ 

bestimmt sin& Da w~ in einem inneren Pnnltte yon ( 0, 1) weder ein 
positives Maximum noch ein negaL-ives Minimum annehmen kann, isg 
[wo.t ~ Max(]ai,!flt); daher folgt die Behauptung (S) aus Hilfssatz 1. 

II. 
Satz  1. Im Bereiche 

(9) O<_x<_X,  0=<y__<l,  l z i s  

seien die Koe//izienten R,  $ yon (1) nebst ihren ersten Ableitunyen nach z 
stetige Funktionen ihrer Argumente; /erner aei R einmat stetig nach x, 
zweimal stetig navh y di//erenzierbar und es sei im Bereiche (9) 

(10) R(~, v) _>--- m > 0. 

Wir behaupten: Wenn eine L6sung z (x ,  y) yon (1), (2) existiert, die in 

(11) O ~ x ~ _ a < X ,  O N y ~ l  

nebst ihrer ersten Ableitung nach x stetig ist (such am Rande des Be- 
re/ches (11)) und dart der Bedingung 

(12) i z J = < ~ < z  

geniigt, so gibt es zu jedem positiven e < Z -- c eine positive Zahl n o =no(e  ), 
so  da f t  / i i r  n > n o 

(13) t x (x., y) - w~ (v) l < ~ (~  = -6-' v-----0, 1 . . . .  LXJ]"  

w o w ,  (y) die dutch (1'), (2 ' )  bestimmten ~'unktionen Mnd. 

Beweis. Setzen wit z (x,, y) ~- z, (y) und 

(14) ~ , : ~ , §  ... .  h = " , + I ( Y )  h = ~ ; v + l - - - - 1 , 2  . . . .  ~j  , 

so liefert (1) flit x : x,+ 1 

-z~-  ~ + s ( x . §  v, ~ .§  
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Rechnen wiz zun~ichst /orraal ~) und ziehen (1') yon (15) ab, so er- 
halten wit, wenn noch 

geset~ wird, 

dy~ --~ y ) - -~- - -+ (,,+,,Y,Z,+x)--S(x~+vy, w,)+R(x~+,,y)~+, 

- -  h- _~-~(z,.+, - - z , + y . ) + R ( z  +,,y)v.+ ~ 

(dabei bedeutet das ~berstreichen, da~ flit alas Argument z gewisse Mittel- 
werte zwischen z.+, und w. zu nehmen sind). 7~+, geuiigt also der 
Differentialgleiehung 

(17) 

worin 

und 

(is) 

1 

gesetzt ist. Au~erdem fist wegen (2), (2 ')  und (16) 

( l O )  = = o u , d  yo (V)  = o .  

Unter der Annahme, dab w, stetig und absolut < Z (deren Richtigkeit 
noch zu beweisen ist), geniigt daher das Problem (17), (19) erstens allen 
Voraussetzungen des Hilfssatzes 1, und zweitens fist auf Grund der gemachten 
Voraussetzangen nach (18) 

A 
{ ~(Y, )')I <~ 2i7~I (1 +.4_)~_ _2_ (~_ _y ~j), 

wo ~ gleichmii~ig in (49) mit h gegen Null geht, und A eine passend 
gewRhlte, yon y, v und 2 unabhiingige positive Konstante ist. Aus Hilfs- 
satz 1 folgt daher 

(20) jr~+,(y) i s163  A(h+r,)h .  

Zu ~eweisen fist nun ers~ens, dab die Annahme I w, I < Z unct w, stetig 

bereeht~igg ist, und zweitens, dal~ y, I~x , ,-~ O, 1, . . . ,  gJ mit h gleiekm~il~ig 

~) G1Nchung (1') hat nur einen Sinn, wenn schon gezeigt ist, dab w, noeh ira 
Defiaitionsbereich yon S liegt, d.h. daft i w~ i ( Z ist. 
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in y und v gegen Null geht. Hierzu woUen wit indul~iv die folgenden 
beiden Behauptungen �9 beweisen: 

sei die nicht kleinere der Zahlen h und ~1- Da dann �9 gleic.bm~ii~ig 
in x und y mit h gegen l~'.all geht, gibt es eine Zahl ho, so da~ 
0 < h ~ h o  

(21) ~.AXeaX,< Z -- c 

ist (vgl. (12)). ~ 0 < h < h o behaupten wix nun: 

b) ! n+1i _< 
Fiir v : -  1 sind diese Behaaptungen richtig: die Behaaptung a) 

wegen Wo-~Zo=z(O,y  ) nach (12), die BehanpCung b) wegen y o = 0 .  
Nehmen wit nun an, dag a) und b) richtig seien, wenn man ~ durch v -- 1 
ersetzt. Dann f61gt wegen a), daft die A~gumente der in (1') auftretenden 
Funlrtionen innerhalb des Bereiches (9) liegen. Die friihere formale SchluB- 
weise besteht dann zu Recht and es gilt die Ungleichung (20). Aus dieser 
folgt auf Grand der Indulctionsannahme b) (in der v -  1 an Stelle yon 
zu setzen ist): 

t r,+l ! <--_ ,,h~ (1 + Ah)~-IA (1 + A h )  +-~ A (h + ~t) 

s ,,h~ (1 - ~ A h ) ' A §  Ah~: < ~.h~ (1 § A h ) ' A §  h~(1 §  

womit die Behauptung b) erwiesen ist. a) ist. aber ebenfalls richtig; denn 
es ist erstens w,+ t als LSsung des Problems (1'), (2') gewiB stetig und 

b) (2a) 
!w,+~I s tz,+~] ~-I?,+~1 ~ c §  + 1 ) n ~ ( I §  

<c-~-X~ 1 §  n j 

Hiermit sind a) und b) allgemein bewiesen. Nunmehr folgt leieht, dab y: 
gleichm~i~ig in y mad ~, gegen Null geht, denn es ist nach b): 

(22) i r , , + a i ~ a ~ ( l § 2 4 7  

= - -  <a~Aeaa  

Hiermit ist Satz 1 bewiesen, da ~ gleichm~i~ig in x und y mit h gegen 
Null geht. 

Folgerung.  Aus dem eben bewi~senen Satze ergibt sich nnmJtteIbar, 
da~ es hSchstens e'me L~ung des Problems (1), (2) gibt, wetche die in 
dem Satze angefii~t~u Voraussetzungen erfiiUt. 
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III. 

f ia tz  2. Vorgelegt sei dam Problem (1), (2). Die Koe//izienten yon (1) 
m6gen den in Satz 1 gemaehten Voraussetzungen genitgen. Die gegebene 
Funktion Zo(y ) 8ei viermal stetig di//erenzierbar und as sei 

(28) ,o(1)=0;  
Aufierdem werde vorausgesetzt, daft die Di//erentiatgleichung (1) in 

den Punkten (0, O) und (0, 1) des Randes er/allt sei, d. h. es sei wegen 
(1), (2): 

(24) \~y~/~=o (d~z~ ~- S ( 0 '  0' z~ (0))" \(~z~ dy~/~=~ = S ( 0 '  1' z0 (1))" ') 

Ferner sollen --~-x'ax~' ay 'ay  ~' az' 8z ~-' ax ~ und ~ existieren 

und im Bereiche (9) stetig sein. Dann gibt es bei passender Wahl der 
Konstanten a eine ( und, wie aus der am Schlufl yon I I  (S. 655) gemachten 
Bemerkung /olgt, nut  eine) L6xang yon (1), (2), die ira Bereiche (11) ein- 
mal stetig nach x dif/erenzierbar ist. 

Beweis .  Wit gehen aus yon dem Problem (1~), (2 *) und werden 
zun~ichst einige Eigenschaften der LSsungen w~(y) dieses Problems fest- 
stellen. 

1. Es gibt eine yon ~, y und h unabh~ngige Konstante L,  so dat~ 

(25) Iw~+~(Y) - - w , ( Y ) i  < L h  (O<=y<__l) 

flit alle ~ ~-0 ,  1, 2 , . . .  ist, die der Ungteichung 

(26) x , =  ~h s  h 

geniigen, wobei fii~ die positive Konstante a die Ungleichungen 

(27) a < X,  
e-KX 

(28) a < ( Z - - I % ] ) ( I §  

~) Verlangt man, dab die L6stmg z sowio ~ sgetAg aueh am Rande des Be- 

reiehes (11) sind, so ist die Bedingang (24) [und natttrlieh aueh (28)], wie man 
sieh leieht iiberlegt, notwend/g. [Implizite ist (23), (24) also sehon bei Satz 1 voraus- 

~z gesetzt. ] Bei der hier befolgten Methode, ~ dutch DitIere~zenquotien~en zu approxi- 

mieren, wobei yon x = 0 a~gegamgen wird, exscheint die Voraussetzung der Ste~igkeit 
~z 

yon ~ aueh fiia- x = 0 jedenfalls a~s naheliegend. Die Befreiung yon der Bedingung (24) 

erfolgt in IV. 
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Die von ~, y land h unabt~ngige Zahl K soil dabei den Un- 

llOR__ 08] 
~ t-g~-r  ~ -  < K ,  

liOS 1 
~i  ~--~' < K  

Um nun (25) zu beweisen, werden wit zeigen: Fiir die der Un- 
gleichung (26) geniigenden ~ ist 

(32) l w,+l - w,l < Kh(2 + Kh) ~ (2 + h~). 
Aus (32) folgt in der Tat unsere Behauptung (25), denn cs ist wegen h =  X:  n 

= +- - -~)<_  e Kx,  h ~ , = x ~ < X ,  

so da~ (25) mit 

(34) L = g e X X  (1 ~ X)  

erfiillt ist. 
(32) beweisen wit induktiv. Aus (1') fiir ~ ~ 0  folgt dutch Sub- 

traktion von w~' = z~' 

(4wo)"-  R ( ~ . - '  ~ o  Y) ~ K -  ~- S (x~, y, zo) --  z o = R (xx, Y )" z (x,,_R ~l: %) - zJ" ~) 

und aus (2 ' ) ,  (23) folgt 

(~ Wo)~=o = ( ~ o ) ~ = ~ =  o. 
Aus Hilf,~,satz 2 in Vcrbindtmg mit (29) folgt daher tdwot < h K .  Hiermit 
ist (32) fiir ~ = 0 bewiesen. 

Um die Ungleichung~ die aus (32) entsteht, weun v dutch ~, + 2 
ersetzt wird (mater Annahme der Giiltigkeit yon (32) flit ~ = 0, 2 , . . . ,  ~), 
zu beweisen, falls noch (r ~ - 1 ) h  ~ < a ~  h, bemerken wit zun~chst, dat~ 
unter Beachtung yon (33) aus der Induk~ionsannahme 

1%+1-  ~,,o I < i,~Wo ] + l,~wl I + . . .  + l~%t < (~, + 1)hX~ '~  (2 + X) 
< a K e X X ( 2  + X)  ( p = O ,  2, . . . ,  ~,), 

also wegen w o ~-z  o 
t w ~ + l - - z o [ < a X e K X ( 2 + X )  ( p = O ,  2, . . . ,~,)  

oder nach (28) 
[ % + : i < z  (p=-O, 1 . . . . .  ~,) 

~) Das Zeiehen A ist bier wie im folgenden in be~ug au~ ~ bzw. x, nicht in bezug 
auf y gemeint. Also: 

~w,=w~+l(y)-w,,(y);  ~'w,~w,,+~(y)-2w~+~(y)+w,.(y). 
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folgt. Daher liegen x~+l, y, w, und x,+e, y, w,+~ noch im Bereiche 
O < : x ~ a ,  0 ~ y ~ l ,  I z l < Z .  Ziehen wit nun (1'), (2') yon denjenigen 
Gleichungen ab, die entstehen, wenn ~ clutch r -k  1 er~etzt wird: 

(a  "" ~w,+~ 
w,,+l ) - -R(x , ,+~,y)  h 

1 
- -  h S (x.+.a, y, w.+~) - S ( ~ . + . ,  y, w . ) }  

(Aw.+, )" - -  R(x.+=, y) aw.+, 
" h 

h 

(aw.§ = (aw.+~)~=, = o. 

Aui Grund von Hi]~ssatz 1 ist nun [ zlw.+ 1 [ kleiner als das M~ximmn des 
Betrages des in der geschweiften Klammer stehenden Ausd~ucks. Daher 
wi~d nach (30), (31) 

[aw.+~[ s Max{[Aw.i}(1 + K h )  4- K a  "~, 

also nach Induk~onsannahme (32) 

i dw,,+~ : < K h ( 1  -4- Kh)  *+~ (1 q-- h~,) q- K h  e 
< K h ( 1  -~ Kh) '+* (1 -+-h~,)q- KAY(1 + K h )  "+* 
= K h ( 1  q - K h )  "+~[1 q- h(~ q- 1)], 

womit (32) allgemein und damit (25) bewiesen ist. 

2. Es gibt eine von y und h unabhgngige Konstante L,, so dal~ 

~,35) (aWo)" < L~h 
ist. Zum Beweise subtrahieren wit wD' yon Gleichung (1') flit u ~-0: 

a~o = ,g (z, ,  y, Wo) - wg. (36) (a ~ ~  R ( ~ ,  y)--Z- 

Addieren  wit h IS (~*, Y, wo)- w")q" k R (x,, y) _j , so erhalten wit 

(37) [ a w o *  h s(*-Y'wo)--~g] " R(~-v)~Wo + h  s(*,,y,wo)-'~g~ 

_ _  h( 'g(~,y ,wo)-wg')  " 
- ~. ~ (~ , ,~  �9 

~) Die nieht nghez bezeichne~en Argumente yon ~R &9 ~S sind ffir x bzw, z 

gewisse Mittelwerte zwischen x~+~ und x~+~ bzw. w~ und w~+~, 
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Ffir y = 0 ~ a  nun nach (2'), (23), (24) ~ d  (10) 

- s ( ~ l ' ~  s (~"~176176176176  ~hiax ~s~ 
:aU, o + ~ ~ - - ~  i n ( a , o )  i < ~ ~ i 

und die gleiche Abschs gilt ~ y-----1. Aus (37) folgt daher nach 
Hilfssatz 2 

S(x , , y ,w , ) -w~,  . h ~ , . .  (S(x ,y ,~o)-W~')"  o8 

Hieraus fotgt nach (36) die Behauptung (35) mit 

I . L~-- m 

3, Es gibt eine von ~, h und y unabh~agige Konstante L~, so dal~ 

(38) [ A ~ w , ] < L ~ h  ~ (flit (~ q- 2)h  < a) .  

Zum Beweise ws wit eine Konstante K~, so dab 

5[ ~R, + Max ~8 L M a x ~ S  I (39) L M a ~ , ~  -~ -[- , ~--~i q-L, ]  < K ~ ,  

-~I o . , .  los, i 

Dann behaupten wir 

(42) iA~w~!<K~h~'(l+K~h)'(l+h~) ((~+~,)h =< a). 

Hieraus folgt die Behauptung (38) mi~ L ~ - ~ . K ~ e ~ X ( I - q - X ) ( v g l .  den 
entsprechenden SchluB yon (32) auf (25)). 

Um nun (42) iiLr ~ = 0 zu beweisen, ziehen wit yon Gleichung (1') 
v = 0 auf beiden Seiten wg' und ebenso w;' yon Gleichung (1 ') fiir ~ = 1 

ab. Die so entstandenen Gleichm~gen sub~rahieren wit voneinauder und 
erhalten 

(w~ -- w~)" -- (w~ -- w o ) " =  R (x~,y) w~-w~ R (x, ,  y)  w~-w~h 

+ s (~ ,  y, ,~)  - s ( ~ ,  y, wo) - (w;' - wg') 
.oder 

. . A ~ w o  

( ~,) ( a~wo)" - R (x.. ~) 

~ ~ ~'wt--wo R(x~,y)--R(x~,y) 1 ~S ~S , 
§  ~ 

~S ~S in bezug au~ x bzw. z Zwischenwer~e zwischen ~(Argument yon ~-~ und 
~q, x~ bzw. w~, w~). Da attSe~dem nach (2') trod (23) 



660 E. Rothe. 

so folgt nach ttils 1, da~ I A~wol:h kleiner als das Maximum des 
absolut genommenen in der eckigen Ktammer der Gleichung (43) stehenden 
Ausdrucks ist. Dieser ist abet nach (25), (10) und (35) dem Betrage 
n~ch kleiner als 

h LMaxl~Rt_k~lax ~x!_~LMaxl~_~ z r i 
Hieraas im Verein mit (39) ~olg~ (42) ffi~ ~ = 0. Wit wollen ~etzt (42} 
Iiir u-~-1 unter Annahme der Giiltigkei~ Iiir ~ beweisen, falls noch 
(u -~- 3) h ~ a. Geeignete Kombination 4reier aufeinanderfolgender der 
Gleichungen (1') /iefert flit (~ -~- 3)h s a 

h + [R(x  . a ,y )  - -R(x,+~,y)]  ~%'~ h 

oder 

(~) dy e R ( x , + z , y ) ~  ~ h 

{A~w"il R(x~'+~'Y)--R(x~'+I"Y)-~R(x~,+~,y) ] Aw~'+I'A~I~(x*'+"Y)+hA~S(x~+~'Y'W~')} ) 

Au~erdem ist nach (2') 

Wit kSnnen daher wieder Hils 1 anwenden. Beaehten wir, da~ 

= S(x,,+~ ~-2h,  y , w , + A w , + A w , + ~ )  -- S(x,,+~ -[- h ,y ,w, , -~Aw,)  

- s ( ~ §  + h, y, w. + Aw.+,) + s ( x §  ~, w.) 

+ s ( x §  + h, y ,  w + ,~w,+~) - ~ (z ,+~ + h, y ,  w,  § ,~w,),  

also 

- -  ~ § h ( zl w ,, § ~ w ,, + ~ ) E~-$i § w ,, ~ w , + ~ T ~  § - ~  zl " w ,, 

~) Die Argumente der zweite~ Ableitungen yon S sind: 

x,,+~+ 09~ + ~)  h, y, w,,+~ztw,,+,~,Jw,,+~ 
~S 

die Y o n - - :  ~z 
x,+2, y, w~,+l + ~a ( J w , + ~  - A w , )  = w . + l  + aa~'~w, .  

( 0 < ~ <  1)'; 
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ist, so folgt auf Gnmd von (25),  dab der Betrag des in der gesehweiften 
Ktammer tier Gteiehung (44) st~henden Ausdrueks tdeiner ist als 

h )] 

t , ~  ' m l ~  ~ + M a z  -$~!-+-2LMaxl~x~z~ ~ ~ , 

Daher folg* aus (4t ) ,  (45) tm~er Beachtung yon (40), (41) nach Hiffssatz 1 

a~w,t ~ K~h 8. IA"w,+,  t ~ Max[ (1--{-~ K~ h) ,-z- 

Also ist nach Indukqionsannahme (42) 

i ~%~+~ t < / ~  h'~ (i + K~h) "§ 0 + h~) + h ~/L 
< K: h'~(i + K~h)'+~ (1 + h ~ )  + h~g~(a + K~h)'+~.a 
= K~h~(1 + K~h) '+x(1 + hO, + 1 ) ) ,  

womit die Behaupttmg (42),  also auch (38) bewiesen is~. 
Um nun die Existenz einer L6sung yon (1),  (2) zal beweisen, lassen 

wir h die Folge 
h ~") = X:  2" (n  = 1, 2 , . . . )  

(n) durchlaufen. Die LSsmlg yon (1 ') ,  (2 ' )  fiix h =  h (') sei w . Fenier sei 
v h ('~) ---- x~ (~). Betrachten wit irgendeinen festen Ptml~ x des Intervalles 0, a, 

Xq 
dessen ibszisse yon der Form x ~ - ~  ( q = 0 , 1  . . . .  ; n = 1 , 2  . . . .  ) ist. 
Ist dann 

so wollen wir zunichst zeigen, dab 

li~ w ("),. (y) 

existiert und dal~ die Konvergeaz gleichm~Khg in x und y ist. Zum Be- 
weise wolten wit (~+~) - (~) absch~tzen. Setzen wit film den Augenblick 
der Einfachheit halber ~ , , , ~ p ' + l ,  also v ~ + ~ - ~ 2 p + 2 ,  so ist nach 
(1 ' ) ,  (2 ' )  

(46) ~ h"' + S ( x , y , w ~ ) ) ;  w~+~(O)=w~o+~(1)=O, 

(47) ' b ~  
_ _  W ( ~ + l )  W~+~ (0) - -  ~ + ~ ( 1 )  = 0 .  

Wegen h (n+~) - -  l h ( n )  ist 

w ( n + i )  .(~+1) t o,,(~+i) 2o,(~+I)+w(~+a) ~ {~+~) o,,(~+1) 
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(n) ~ ( n + l )  Daher folgt aus (46), (47) dutch Subtraktion, werm noch ~ v §  =v~+1 
gesetzt wird, 

(48) ~~ 

- -  h (~) v ~ 4 - S ( x ' y ' w ( ~ ' ~ ) ) - - S ( x ' Y ' " ~ + ~ /  2 h ('~+~) ' 

(49) v~+~(0) = v,§ (1) = 0. 
Die rechte Seite der Gleichung ist 

R(x ,y )  ~- M ") ~S (w~+~" (,+~) ~ , , ( ~  1 d~ .  (n§ s) 

R(x.y)  [1--  h") ~S~ h")OZ[w(*+l) w2, )'1-" ~2~ 

R (~, y) 

Da nach (25) und (38) 
- (~+~) w(n+l) r Lh(,,+~) 1 i 

d~w(*+~)[< L~(h(~+~)) ~ 1L~(h(n))'~ t 21o , "~-  

ist, wird clef in der geschwefften Klammer stehende Ausdruck dem Bebrage 
nach kleiner als 

h")Ma x ~S 1 (h( , ) )~[LMa x ~S + 
2 

Daher folgt aus (48), (49) nach Hilf~satz 1 

(50) [%+~ I < Max [%[(1 4- K.~ h (')) 4- K~ (h('~ ~ , 

sobalcl die yon x, y, n unabh&ngige Konstante K~ die Ungleichungen 

1 I 1L'~I < K* t [ o s l + g  . 
~S! < K~, 2m Z~ax l~ -~  l (51) ~ i ~ i  

erfiillt. D a v  o = 0 ist, e~gibt sich aus (50) rekursiv 

] v~+~ I < K~ (h(*)) ~ ( p  @ 1 ) (1 + K ,  h('~)) ~ s K~ h ('~) x e  ~'~ . 

Somit ist bewiesen 

w,**,(*+~)-w(")l<h('~)K~xe ~ : ' ~ . ~  ~ = (0 < x < a ; =  0 ~ y ~ 1). 
Ebenso ist 

(n+2)  ~ w ( n + l )  

�9 . �9 o . �9 ~ . . �9 �9 �9 �9 �9 �9 o ~ 

( n + t )  (u + i - - 1 )  / ~ ( n + i - - 1 )  T~ JE~x w;,,,+,--w;.,,+,_, ]~_.a .a~xe ( / = 1 , 2 , 3 , . . . ) .  

~S 
s) Das  Argument z yon  - ~  ist  ein Mittelwer~ zwischen ~,,(n+l) und -(~) ~ + 1  '% " 



Zweidimensionale parabolische Randwertaufgaben. 6 6 3  

Also, da h (~+") ~- h(*): 2 ~ , 
co 

(59,) 
iz.,~. 0 ' 

odex erst zecht 

(53) w,,,., --w,,, < h('*)2K.~Xe x~x. 
(n) Hieraus folgt die behauptete gteichmRBige Konvergenz clef w,, . Die Grenz- 

flmktion sei w(x,y);  sio ist definiert flit alle y im Intexvatl 0 < : y ~ l  
und alle x der Form Xq: 2 * i m  Interval] 0 his a .  Naeh (25) geniigen 

(n) t.,~ in bezug auf x einer yon y trod n tmabh~hagigen die FunkCionen w~ ~yj 
Lipschitzbedingung, so dal~ flit die Grenzfiml~tion w(x, y) offenbar das 
gleiche gilt. Hiemus wiederum ~olgt, dai~ w (x, y) zu einer eindeutig be- 
stimmten, flit alle x des Intervalles 0 _~ x ~ a defmierten Funk~on z (x, y) 
erg~mt werden kann, welche ihrerseits einer yon y unabh~ingigen IApschitz- 
bedingung in be~ug suf x geniigt. Ferner folgt unter Benutzung der flit 
jede Funktion f(x) giiltigen Identit~t 

f (x  § 2h (')) --  2f(x § h ('~)) + f(x) 
2 r  21 - -1  

.,~ ~ [ f(x § ( v + / , + 2 ) h ( " * * ) )  - 2 f(x + (~-{-/*-{-1) h ("+~)) 
~=0 p=0 

@ f(x § (~ @ tt) h("+j))] 
aus (38) leieht die Ungleichung 

Oz ~) 
Hieraus wiederum ~olgt die Existenz und Stetigkeit yon ~ .  

~) Sei in der Tat  f ( x )  eine im Intervall  O,a stetige I~unk-tion, ftir welche 

[f(x+2h~*))-2f(~+h~"~)+f(~)[<~h (*)~ (he" = X:2 * ) 

gilt ;  dazan ist, wie wir behaupten, f ( x )  stetig diffarenzierbar. Ist  n~nl ich  

3 (f, h) = f ( ~ +  h ) -  f(~) ,  
AS(f, h) = f ( x +  2h)-- 2 f(x + h) + f(x), 

so gilt identisch 

tIieraus folgt (lurch wiederholte Anwendung 

k 

Setzen wit hierin h=h[")---X:2 ~, so folgt naeh Division dutch h ~m wegen 
h(*) -- 2kh~n+~) 

k 

(Fo~setzung der IM~note ') auf n~chster SeRe.) 
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Um nunmel~ zu zeigen, da~ z de~ Di~eren~ialgleichung (1) geniigt, 
behaupten wir zur~chst: grit  jedes x ( O ~ x ~ a )  der Form X g : 2  ~ 
(q = 0, 1, 2 , . . . ;  p ~ 1 ,  2 . . . .  ) ~st 

(54 )  ~ -- lira "~+~ " ~, hC'~)=x 
~x ~ - ~  h (~ ( ) '  

and zwax is~ die Konvergenz im Bereiche (49) gleichmiigig in x and y.  

Beweis .  Sei e > 0 eine vorgegebene Zahl. Wegen der Ste~igkeit 
3z 

yon ~ kSnnen wit eine yon x und y unablZ4ngige Zahl ~ so w~hlen, dab 

(55) i ~ ( ~ ' ~ )  ~ ( ~ + ~ % ~ ) - ~ ( ~ ' ~ ) i  < 
~ x  h (~) ~ 3 

is~. Wi~ behaupten abet weiter: Wir kSnnen ~ auch so grol~ wiihlen, dab 
flit n : > ~  

( ' ) ( ' ) w ( ' ) w ~ : ) "  ( ~'h(~')=;-t-h(r~) t 

detm die gleiche Betrachtung wie die in Anm. 0) zeigt auI Grund yon (38), 
dal~ die links stetmnde Diffe~enz kleiner ats h~a) L~: 2 (vgl. die Uagleichung ** 
de~ Anm.) ist. Wegen der gleichmiigigen Kop.vergenz kSnnen wit ferner zu 
h (~) ein n~ ~_~ ~ so wiiJalen, dab Iiir n ~ n~ 

(57) ~(~+~(~),~)-~(~,~) ~'~)~., - ~ " ) i  ~ . ~(.) h(~) ) - . - -  ( ~ , , a  = x §  . 

_addition der Ungleichungen (55) bis (57) lieier~ abet die Behaupttmg (54) .  

Also ist nach 

Aus dieser Ungleichung folgt aber nach dem Cauchyschen Konvergenzi)rinzip, dab 
die Folge tier stetigem Fm~ktionen yon x 

f.  (x) - / I  (f, h~")) = f(~ + h~)) _ f(x) 

gleichm~tflig konvexgier~. Die Grenzfunktion, die nach Definition eine spezielle rechte 
Deriviert~ yon f(~) ist, ist also s~tig. Au~s der Existenz e/her stetigen Deriviext~n 
folg~ abet nach einem Satz aus der Theorie tier reellen Funktionen, dab f (x )  stetig 
differenzierbax fist (s. CaxatJa4odory, Vorlesmagen fiber reelle Funktionen, 1. Aufl, 
S. 534, Satz 7). In unserem Falle ist f (x)=z(x . ,y);  da die Ab~h~tzung. ,  also 
auch ** unabh~ingig "con y gilt, fist die Konvergenz alex f~ gleichm~flig in ~ und y~ 

8z also ~-~ ste~_g in (x, y) .  
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Flit ]edes positive x < a  der Fonm X q : 2  ~ besteht nun yon einem 
gewissen n a b  die Gleichung 

d~ w(~) w (n) win) (~.~. 
~,,+1 = R (X § h ('~), y )  ~"+~ - " § S (x § h ('~, y,  w,~ ) .  

d y ~ h ('~ 

Nach dem Bewiesenen existiert der Limes der rechtea Seite f i i r n  ~ co, 
und zwar ist die Konvergenz gleichng41~ig in (x, y).  Daher konvergiert 

d 2 .  (a) J 
auch w"+------2 gleichmii~ig gegen eine stetige G~e~zfunktion W ( x ,  y ) ,  die 

dy ~ 
fii~ alle x de~ Form X q : 2  p erld~ix~ is% und es besteht nach (54)fi i~ alle 
x dieser Form die Gleichung 

a~ § S (x, y, ~ (x, y)).  W(~, y) = R (z, u) a-~ 

Die rechte Seite ist flit alle positiven x < a definiert trod stetig, thud wit 
deiinieren W ( x ,  y) flit alle diese x dutch diese Gleichung. Es ist nun zu 

zeigen, dal~ ~ existiert und gleich W ( x ,  y)  ist. Fiir alle x der Form 

X q : 2 "  ist das klarl~ Ist  x ein be]iebiger Weft des IntervaUes 0, a, so 
sei x~ eine Folge gegen x konvergierender Zahlen de~ Form Xq:  2 q. Dann 
ist auf Grand des schon Bewiesenen gleichm~t]ig in y 

u m  - -  = w ( ~ ,  ~).  ~-~ ,~ ~ y~ 

Hieraus folgt die Behauptung (vgk A_um_ ~o)). 
ttiernfit ~st gezeigt, da~ die Funktion z die Gleichung (1) erfiill~. Da~ 

in) 
die Randbedingungen (2) erfiitlt sind, ist klat, da sie yon allen w~ 
e~fiillt sind und z stetig ist. -- Satz 2 ist somit be~desen. 

B e m e ~ k u n g  iibe~ den  F e h l e r  z ( x , ,  y)  - -  w , ( y ) .  Eine Absch~tzung 
dieses Fehlers liegt schon in Gleichung (22), S. 655, yon Jedoch h~imgt 

~o) Ist gleichm~ig in 0 ~ y ~_ 1 lira g~ (y)= g(y),  ist ferner g~ zweimal s~etig 

differenzierbar mid is~ gleichm~ig ~n  g~r=G(y), so existier~ gr~(y) und es ist 
O(y)=gt*(y), Denn es ist ~6~*~ 

y ~  

g,,(y)=a,,-I-b,,y-k f f  g~t (~)d~. 
O0 

Hieraus fotgt auf Grund tier Vorausser zun~h~r dal~ ~ a,-b b=y existiert 
also auoh lira a,,=a, #m b,,=b existieren. Also wird a-~r 

Y ~  

q(y)=~+by+Ha(r 
0 0  

worams die Behauptung folgt~ 
M a t h e ~ h e  Ammlem. 1 ~ .  4 3  
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die dort auftretende Zahl v yon der dutch (14) definierten Fan]~on ~ ( y )  
ab. Die Benutzung dieser Absch~tzung wiirde daher sehon die Kenntnis 
der gesuchten LSsung z voraussetzen. Dagegen erhaltea wit aus (52) die 
Absch~tzung 

f z (x, y) (') h (") (h(")~ - -  w~, (Y)I < 2K: xeK~ , ~ - x ) ,  

wo K~, wie aus dem Beweis ffir Satz 2 hervorgeht, aus den gegebenen 
Funktionen R, S, z 0 und deren Ableitungen berechenba~ ist: ~ Man bestimme 
zuerst m (Gleichung (10)), dann K (Gleichung (29) bis (31)), dann L 
(Gleiehung (34)), dann L~ (S. 659), dann K~ (Gleichung (39) bis (41)), 
dann L~ (S. 659) and schliet~lich K~ nach (51). 

IV. 

8a tz  3. Vorgelegt sei das Problem (1), (2). Die Koe//izienten yon (1) 
m6gen den in Satz 2 gemachten Voraussetzungen geniigen. Aufierdem werde 

noch Existenz und Stetigkeit yon ~ sowie der Ableitungen yon R(x ,  y) 

his zu den vierten vorausgesetzt. ~e r  zo (y ) werde dagegen aufier (23J nut 
Stetigkeit vorausgesetzt. 1st dann a eine den Ungleichungen (27), (28) 
geniigende positive Konstante, so existiert eine der Randbedlngunq (2) ge- 
nis l~unktion z(x,  y), die in ]edem inneren Punkte yon (11) eine 
LSsung yon (1) ist. 

Beweis. Wit wollen zun~ichst eine Folge yon Funl~ionen z(o~)(y) her- 
stellen, die gleichm~ig in 0 ~ y ~ 1 gegen %@) konvergieren und yon 
denen jede die in Satz 2 fiber z o gemachten Vomussetzungen erfiillt. Sei 
s(y) eine zweimal stetig differenzierbare Funl~tion, die den Bedingungen 

(ss) s(o,  o,o); s(o,  1, o) 
geniigt. Die Funktion 

1 

P(y) = Zo(y) + f 
(59) o 

ist dann jedenfalls in 0 ~ y  ~ 1 stetig und versehwindet flit y = 0 und y = 1. 
Erweitern wit den Definitionsbereich dutch die Festsetzung F(-- 'y)  = -- ~'(y), 
$ '(y -~ 2) ~ F(y) ,  so erhalten wit eine iiberall stetige ungerade periodisehe 
Fun ktion. Die Fej~rschen aus den Fourierkoeffizien~en yon ~'(y) gebildeten 
M~ttel A,,(y) enthalten daher nut Sinusglieder und verschwinden nebst 
allen Ableitungen gerader Ordnung fiix y ~ 0, y ~ 1; aui3erdem ist gleich- 
mrg~ig in (0, 1) 

(60) Y(y)  = l i m A ,  (y). 



Wit se~en nun 

(61) 

Dann ist 

(62) 

und 

(63) 
also 

Z w e i d i m e n s i o n a t e  p a r a b o l i a c h e  R a n d w e r t a u f g a b e n .  

1. 

0 

g ' ' ( v )  = X,'(v) + ,iv),  

667 

(n) ep zo = , ( 0 ) ;  z'~)"(1) = s (1)  

oaer l~ch (SS) ~ d  (62) 

Z(o~)" (0) -~ S(0 ,  0, zo(~)(0)), z~ / ' (1 )  = S(0 ,  1, Zo~) (1)). 

Ferner ist z(o'~)(y) nach (63) viermal stetig difierenzierbar, da A~' mad s 
zweimal stetig differenzierbar sind. Da aulterdem n~ch (59) bis (61) gleieh- 
miiflig 

(64)  lira Zo~"'(v) = ~o(v) 

ist, ist [fir geniigend groges n nicht nur nach (23) 
i~(n} 

sondern es gilt auch die Ungleichung (28) noch, wenn in ihr z o dutch z~ n~ 
ersetzt wi~d. Im folgenden soll n immer so grog gew~hlt sein. Na~h dem 
Vorstehenden erfiiUt dann z~)(y) Mle in Sa tz  2 yon z o verlangten Vor- 
aussetzungen. Nach diesem Satz existiert daher im abgeschlossenen Be- 
reiche (11) eine LSsung z(")(x, y) yon (1), die die Randbedingungen 

geniigt. KSnnen wir nun zeigen, d ~  die z (") (x, y) in dem abgeschlossenen 

Bereiche (11) gleichm~i~ig konvergieren und da~ ~ und ~y.~ in jedem ab- 

geschlossenen Teilbereiche yon (11) gleichmiigig konvergieren, so geniigt 
z(x, y)-~ tim z (~) (x, y) offenbar allen Forderungen tmseres Sa~zes. 

Fiir den Nachweis der Konvergenz ist die Annahme 

(66). R(x,  y) ~ 1 
keine Beschr~nkmng der AUgemeinheit, wie man teicht ersieht, wenn man 
die Transformation 

Y 

t~) Block, Sur les 6quations aux d6riv6es partielles du type parabolique, Arkiv 
f6r Matematik 6 (1911), Nr. 31, S. 4. 

,40* 
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und die weitere 
r 

~ - g e  o 

Oz . ausfiihrt, wo T~ der Koeffizient yon ~y m d e r  durch die erste Transfor- 

mation entstandenen Gleichung ist. Im folgenden soll daher (66) ange- 
nommen werden. 

Wit setzen nun 

(67) z(.+~,, (~,  y )  - ~(',,~ (~, y)  = , , ( . . , , )(x,  y ) .  

Dann genfigt v(",~') dot Gleichtmg 

(68) 

w o  

(69) 

ay--~ = ~ -f- v-o ,~)(x, y),  

J o"'~)i I oS 

(~ Zwischenwer$ zwischen z ~) und z~+~)), 

und den Randbedingungen 

(70) ~ (o ,v )  = ~2+~)(y) - ~,")(v), , , (o,  . )  = ,~(1, ~) = o. 

Da wit wissen, clal~ (68), (70) die LSsung v ~ vr ) hat, kSnnen wit diese 
naeh Satz 1 dutch Grenziiberga~g aus 

(71) a%,+~ 1 v~ dy ~ h V~+ I =- - -E+v.v ( '~P)(x*+~,Y)  

(72) %(0) = %+a ( 1 ) =  0, vo(y)=z(on+~')(y)--z(o'~ 

erhalten. Nach ttilfssatz 1 ist nun 

also nach (69) 

(73) Max]v,+~l =< M a x i v ~ ] ( l + M h ) "  

Wegen (64) kSnnen wit ferner nach der tetz~en Gleichung (72) 

I,,o(u)[ < ~. 
m~ 

(74) lira e,, = 0 

schreiben, so da~ aus (73) durch vollst~indige Induk~ion Max [%+~ I ~  (1 + Mh)" 
folgr Hieraus wieder ergibt sich (~ihnfieh wie beim Beweis yon 22) 

Daher ist nach (67) 
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woraus nach (74) die behauptete in (11) gleichm~s Konvergenz yon z (~) 
folgt. Hieraus folgt auch, daI~ die stetige Grenzfunktion z(x, y) die Rand- 
bedingungen erfiillt. Denn es ist 

lira z (") (x, 1) ----- z'~(x, 1) = O. 

Um nun welter zu zeigen, da~ ~y , @.~ m jedem abgeschlossenen 

Teilbereich von (11) gleichm~i~ig konvergie~en, bedienen wit uns der zum 
~ z  0z 

Bereich (11) gehSrenden Greenschen FunkCion (7 (x, y, $, ~) yon ~y.Z 0x '  
die bekanntlieh folgendermaSen definiert ist: Ist  

t (Y-~)= 

i.o , ,  ~>=x, 
so ist 

wobei g (Ms FunkCion von $, 7) tier Differentialgleichung 

a~g 4 -  ~g 

und den Ranclbedingangen 

g(x,y,x,~)-~O; g(xy,~,O)=U(x,y,~,O); g(x,y,~,l)=U(x,y,~, 1) 

geniigt. Die Existenz yon g, und dami~ anch von G, folgt (fiir jedes im 
I n n e r n  yon (11) gelegene x, y) leicht aus Satz 2 ~:). 

z (~) ist nun nach Sat~ 2 auch am Rande yon (11) noch di~e~enzie~bar. 
Man e~h~ilt daher dutch bel~nn~e Anwendung einer Oreensche~ Formel 
(under Beriicksichtigtmg yon (65)) 

1 

(76) ~ ~')(~, y) = 

und nach (67) 

x l  

fG(~,  y, 0, 7) ~g')(,) d ,  
o 

a o  

1 
= f a ( ~ ,  y, o, , ) , ("~)(o ,  7)d7 

o 

- f f  a ( . ,  y, ~, 7 ) [ s (~ ,  ~. z (~§ - s (~ ,  ~, ~(~))] ~ a , .  
o0 

~*) ~ t z t  man niiznlic~h ~' =x--~, ~$' =~ urat 
g(x,y,~,V)--(1--~) U(x,y ,~,  O)-- ~iU (z ,y ,~,  l )=~,(x,y,~' ,~') ,  

sO erh~lt man, wie die Rechnung zeig~, ffir ~, als Funktion yon ~" ~" ein aIlen Voraus- 
setzungen yon Satz 2 genfigendes Problem, ~ Der weitere Bowels des Textes bedien$ 
sieh bekannter Methoclen mad ist daher nur in den Hauptz~gen kurz wiedergegeben. 
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A~f Grtmd bekannter Absch~i~zungen 1~) tier Integrale 
1 x l  

0 *aO 

ergeben sich nun aus (76), (77) unter Benutzung yon (75) in einem ab- 
geschlossenen Teilbereich ~5 yon (11) ohne Miihe Unglelchungen der Form 

, ~-~' 

wo M eine yon n unabh~ingige K o ~ t a n t e  mxd ~ eine Folge gegen 0 kon- 
vergierender (von p unabl~ngiger) Konstanten ist. Unter Benutzung der 
gleichen Absch~tzungen und yon (78), sowie der Tatsache, dab der Faktor 
yon G in dem Doppelintegral yon (77) nach ~ differenzierbar ist, finder 

man sehlieBlich leicht, dab aueh in ~ gleiehm~iBig fiir n - ~ o c  
OY ~ Ozcn) 

gegen 0 konvergiert. Hiermit ist die gleiehmii~ige Konvergenz yon 0y 
02z(~) 

und ~ in ~ ,  mad somit nach Satz 3, S. 666f. bewiesen. 0y ~ 

1~) Siehe z.B. Gevrey, loc. cit. S. 330 und S. 343. 

(Eingegangen am 5. 5. 1929.) 


