
[~ber die topologisehe Erweiterung yon Raumen. 

Von 

A. Tychonot~ in Moskau. 

Einleitung. 

Die vorliegende Axbeit schlie~t an die abstrakt-topologischen Unter- 
suchungen yon Alexandroff und U~ysolm an1) und behandelt das Problem 
der Einbettung yon beliebigen topologischen R~iumen in absolut ab- 
geschlossene ~-) und insbesondere in bikompakte R~ume. Ich beweise in 
erster Linie den folgenden 

Sa tz  I. Zu ~eder JKardinalzahl ~ gibt es einen nut von dieser Kar- 
dinalzahl abhdngenden bikompalcten Raum R~ yon der Eigenscha/t, daft 
~eder normale topologische Raum, der ein Umgebungssystem yon einer 
Mdzhtigkeit ~ z besitzt, einer Teilmenge des Raumes R, hom6omorph ist; 
dabei besitzt der Raum R~ selbst ein Umgebungssystem yon der Mdchtig- 
keit z. Wenn ~ ~ ~o ist, so ist R~ dem Eandamentalquader des Hilbert- 
schert Raumes hom6omorph. 

(Man versteht bekanntlich unter dem Fundamentalquader des Hilbe~t- 
schen Raumes die Gesamtheit aller tbJnk~ ~ ~- (x l ,  x~, . . . ,  x . . . . . .  ), deren 

g 1 geniigen.) Koordinaten x .  fiir jedes n den Ungleichungen 0 ~ x~ ~ n  

~) Siehe vor aUem Alexandroff und Urysohn, Zur Theorie der topologischen 
R~ume, Math. Annalen 92 (1924), S. 258, und Alexaudroff, Uber stetige Abbildungen 
kompakt~r R~ume, Math. Annalen 96 (1926), S. 555; die Kermtnis dieser Arbeit ( ip~s- 
be.sondere auch die dort gebrauehte Terminotogie) wird im folgendon vorausge~et~t; 
die erste dieser Arboiten wird kurz dutch ,Alexandroff-Urysohn", dio zweRe dutch 
,Atoxandroff" zitiert. Wegen ausiiibxlicher Darstellung der erw~iJanten Untersuchungen 
m6go insbesondere auf ,M_6moire sur los espaces compacts" (Verb. K. Akademio 
Amsterdam, Deel XIV, No. 1 (1929)) derselben Verfasser hlngewiesen sein. 

s) Alexandroff-Urysohn, S. 261. 
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In dem tet~ten Teile des soeben ausgesproe~nen Sa~zes sind ins- 
besondere die beiden bekannten Urysohnschen Metrisationss~4tze s) (tier 
Metrisationssatz ffir separable normale P~ume, sowie der Me~risationssatz 
flit kompakte topologisehe Rgume) und aueh der Urysohnsehe Sa~z yon 
der Einbettbarkeit jedes separablen metrisehen Raumes in den Fundamental- 
quader des Hilbertsehen Raumes 4) enth~ten. 

Die Frage liegt nahe, ob die Normalit~t eines tOpOlogisehen Raumes 
auch notwendig ist~ um den Raum in einen bikompa]rten ~pologischen 
Raum einbetten zu kSnnen. In der vorliegenden Arbeit (w 4) wird auf 
diese Frage eine negative Antwort gegeben, indem gezeigt wird, dab aueh 
nichtnormale topotogische R~iume als Teilmengen von bikompakten Rgumen 
auftreten kSmlen. Somit entsteht dis Frage, notwendige und hlnreichende 
Bedingungen aufzustellen, damit ein Raum in einen bikompakten topo- 
togischen eingebettet werden kann. Um diese Bedingung ~ormulieren "zu 
kSnnen, fiihren wit die folgende Definition 5) elm 

Ein topologiseher Raum heiBt vollstdndig regu!~ir, wenn zu jedem 
l~ankte x o und zu jeder ihn nieht enthaltenden abgesehlossenen Menge A 
eine im ganzen Raume stetige l~mktion f(x) definiert werden kann, die 
fin ganzen Raume der Bedingung 

0 =< f(x) =< 1 

geniigt und die iiberdies in x o gleieh 0 und in s~ntlichen ~ yon A 
gteich 1 ist. 

Jeder vollst~ndig regul~e Raum ist, wie leicht ersichtlich, ~egulgr, 
w~ihrend jeder normale Raum votlstgndig regulgr ist. Im w 4 des vorliegen- 
den Arbeit wird gezeigt, dal~ es vollst~i~dig regul~e R~iume gibt, die nieht 
normal, und da~ es regulate Rgtune gibt, die nieht volls~ndig regul-~r sind, 
womit die Klasse der vollstgndig regul~iren Rgume ats eine logisch berechtigCe 
Klasse yon Rgumen erscheint. Ihre mathematische Berechtigung wird dutch 
den folgenden Satz gegeben: 

Satz II. Ein Rau~ ist dann und nut dann einer Teilmenge eines 
bi~m/pakteu topologischen Raumes homSomor?h, wenn er vollsidndig 
reguldr ist. 

Was endlieh den allgemdnen Fall f~pologischer Rgume b e t a ~  so gi]~ der 

Satz III. Jeder tapologische Raum R ist einer Teilmenge eines absoZut 
abgescMossenen Raumes ~ p h ,  dee eiu Umgebung~sys~ besitz$, 

a) S/~ho Urysohn, Zum Mel~isationsprobtem, Maf2a. hnn~len 94 (t0~5), ~. 309, 
wo &uch andexe Arbeiten fflaer ~aetban Oogenst~d angegeben ~incL 

4) Siehe Urysohn, Der H i l b e ~ h e  Raum . . . .  Math. Annalen 92 (1024), S. ~02. 
~) Diese Definition riihrt yon Urysotm he~ VgL seine Arbeir Uber die ~ r  

keir dot zusammonhgngenden Mongen, Math. Annalen O~ (1925), S. 292. 
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welches dieselbe Mdchtigkeit  hat u~e ein gegebenes Umgebungssystem des 
~aumes  R .  

In der Fo~mufierung der obigen Sgtze wird unCer einem Umgebungs- 
system setbstverstgndlieh ein relies (d. h. dem System aller im Raume vo~- 
handener Gebiete gleiehwertiges) System von Umgebungen verstanden. 
Ein solches Umgebungssystem sell im folgenden kurz eine Basis  genannt 
werden. 

Ieh mSchte zum Schlul~ noch exw~hnen, daft ich bei der endgiittigen 
Reda~ion dieser hxbeit yon Herrn Alexandroff unterstiitzt worden bin. 

w 

Konstruktion der R~iame R~. 

Es sei {J~} eine Menge yon der M~chtigkeit �9 yon abstrakt gegebenen 
zueinander fxemden Einheitsstrecken 6) 0 ~ t ~ 1. Ein Punkt x des Raumes R 
isr definitionsgem~/~ der Inbegriff {tl, t~ . . . .  , t , . . . }  von ,Koordinaten" t,, 
wobei t, ein Punkt yon J ,  also eine ree]]e Zahl 0 ~ t~ ~ 1 ist. Die Um- 
gebungsdefmition geschieht folgendermaBen: Es sei x o ~-{t~, t ~ . . . . .  t~  
ein Punkt yon R .  Wit w~Men beliebig endliehviele J~, J~ . . . . .  ' J~k trod 

f t  au~ jedem dieser Intervalle J~ zwei rationale Zahlen ~',<: t~~ < z ~ ,  eine 
Umgebung yon x o ~- { t  ~ t ~  t~ . . . }  besteht dann defirfitionsgemgB aus 
allen Punlrten x -~- { t l ,  t , ,  t ,  .}, die den Bedingamgen ~' < t~t < v" 
genfigen. 

Dieses Umgebungssystem hat, wie ]eicht ersichtlictq die M~chtigkeit 
~o "~ ~-T. Ein gleichwer~iges Umgebungssystem erh~ilt man, welm man fiix 
~' bzw. z" die Punkte ~o o , ~ ~ ~, --  ei bzw. t~, -:- e~ wiihlt (e~ sind beliebige hin- 
reiehend ldeine positive Zahlen). Wit werden k-urz sehreiben t~, ( S (t~~ ei). 

1 
Wenn e~-- -~  ist, werden wix die soeben definierte Umgebung dutch 

bezeichnen. 
Der mittels dieses Umgebtmgssystems definierte Raum geniigt, wie 

man ]eieh~ zeigt, allen Hausdorlisehen Axiomen; R,  ist also ein topo- 
togiseher Raum. 

Es ist nun leieht zu zeigen, da~ Rs  o dem kompakten, duxeh die Be- 
1 

dingungen 0 ~ x.  ~_~ ~ besfimmten Fundamentalquadern des IffJlbertsehen 

Raumes homSomorph ist. Um diese HomSomorphie festzustetlen, lassen 
wit jedem Punkte x ~ - { t  1 , . . . ,  ~ . . . . . .  } des Rm~mes R~ o den Punkt  

~) a nimmt alle Wer~e yon l~ulI bis zur ersten Ordnungszahl eo r yon dex 
M~chtigkeit r an. 
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x* ---- {t l, -.-, ~-'t~ . . .}  des Hflbertschen Raumes enf~Trechen. Die Abbildung 

ist eineindeutig. Um zu zeigen, dal~ sie beiderseits stetig ist, mug man 
iolgende Behauptmlgen beweisen: 

a) Zu jeder Umgebung U yon x o im R~ 0 gibt es eine Z-aJal e von der 
Eigenschaft, da$ aus 

~o(xg;**)  < ~ 

im Ililbertschen Raume die Inklusion 

x (U(xo) (in Rso) 
folgt. 

b) Zu jeder Zahl e > 0 gibt es eine Umgebung U(xo) v o n d e r  Eigen- 
schaft, dab aus 

die Ungleichung 

im IIilbertschen Raum folgt. 

B e w e i s  yon  a). Es sei One Umgebung U(xo) duxch die Bedingungen 

ta , (  S (t~(,~ el) ( i -~  1, 2 . . . . .  k) 
8l gegeben. Man wghle 37 grSger als a l len , ,  und e kleiner als alte N .  

Wenn nun 

e (x:; **) = ]/~_ (tsj.)" < ~  

ist, so ist auch 
I t~ ~ - t .  i 

Es ist also fiir jedes n i 

!t~ ~  < I  < ~ ,  < ~ <  ~, 

Es sei e > 0 gegeben; man w~Me N so groin, dal~ 

1 ~e 
g ; . < ~  

~ = N + I  

ist. Dana ist fiir jeden Punkt x der dttrch die Bedingungen 

besiimmten Umgebung U yon xo~ 

y , ( t2 -~ . )  ~ 

w.z.b.w. 

und somit x < U(zo), 

Beweis  yon b). 
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w 

Beweis der Bikompaktheit yon R,.  

V o r b e m e r k u n g  1. Es sei irgendein Raum R und eine (abs~rak~ 
gedachte) Menge M (beliebiger M~chtigkeit) gegeben. Es sei ferner a eine 
eindeutige (ira allgemeinen nicht eineindeutige)Abbildung von M auf eine 
echte oder unechte Teilmenge a (M) yon R. Dann ist fiir jeden Punk* x 
yon a(M) eine Kardinalzahl, ni~mlich die M~chtigkeit der Menge aller 
Originalpmlkte von x bei der Abbfldung a, bestimmt. Diese KardinalzahI 
nenne ich das Gewicht des Punk , s  x. Die Summe yon Gewichten atler 
Punkte einer Teilmenge yon a (M) soll das GewicM dieser Tettmenge heil~en. 

Wenn ~ ein Punkt von R ist, so nennen wit ihn Konzentrationspunkt 
yon M (in bezug au/ a), wenn, wie auch die Umgebung U(~:) yon ~ ge- 
whhlt sei, das Gewicht der Durchschnittsmenge U(~) -a (M)  gleich der 
M~chtigkeit yon Mist .  

Die Menge aller Kolrzentrationspunkte yon M in bezug a u f a  ist eine 
in R abgeschlossene Menge, die wit dutch [M], bezeichnen werden. 

Wenn R bikompakt ist, so bes~tzt jede unendliche Menge M in bezug 
auf jede Abbildung a mindestens einen Konzentrationspunkt (Beweis miV 
Hilfe des Borel-Lebesgueschen Satzes ohne Schwierigkeit zu fiihren). 

/an folgenden wird cliese Bemerkung mater der Voraussetzung, dab 
R ein abgeschlossenes Intervall ist, benutzt. 

Es sei E irgendehae unendtiche Teilmenge yon R ,  deren M~ehtigkeiv 
m ~ ~o sein mSge. Indem man die Gesamtheit der ersten Koordinatea 
aller Punkte yon E betrachtet, erh~lt man eine eindeutige Abbildung a~ 
yon E auf die Einheitsstrecke; wit bezeichnen durch t ~ einen (beliebig, 
abet eindeutig gew~lten) Konzentrationspunkt yon E in bezug auf ax. 

Es seien jetzt die reellen Zahlen 

t ~ , 

flit alle u < % defmiert (dabei 
und co * die erste Ordnungszahl 
folgende Bedingung erfiillt ist. 

(A) Wenn E,~ die Menge 

to, ..., ~oo ... ( 0 ~  t , ~  1) 

ist a o eine befiebige Ordnungszahl unter ~o ~, 
yon der M~chtigkeit z), und zwar so, da~ 

aller Punkte yon E bedeutet, deren a-re  

1 geniigt, so hat der Durch- Koordinat~ $ der Ungleichung i t , - -  t, ~ < 

schnitt eines beliebigen endlichen Systems 

die M~chtigkeit m. 
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(Flit % = 2 ist die Bedingung (A) erVdllt, weil dann 

is~ und E ~ ' - E ~ ' - . . . .  E ~  = E~, wo ~ die grS~te unter den Zahlen 
nt, n2, ..., n k ist; die Menge B~ hat otIenbar (lie M~chtigkeit m, weft 
t~ ~ ein Konzentrationspunkt yon E ist.) 

Es sei jetzt a die Abbildung von R, auf die Einheit~strecke, die da- 
(lurch entsteht, dab man jedem Punkte yon R~ seine %-t~ Koordinate 
entsprechen liiBt. 

Man be~rachte alle abgeschlossenen Mengen yon der Gestalt 

[E,; ~. El: . . . .  �9 ~3o = F:~. : : ' : : ,  

wobei wie immer ~1 ~ ~ =<'.- ~ r < ao ist. 
Ich behaupte, dab je endlichviele unter den Mengen F. a~a, ~,. . . . .  .. ~x einen 

nicht leeren Durchschnitt haben. Es seien in der Tat 

1 I I 2 2 2 ~t~ h a b 

a1% " ' % '  li ' 'h  % ' ' ' % ~  F 1 %  ""  h E 

beliebig gegeben. Darm ist 

h 

Nun ist abet (wie die Mengen A und B gew~htt sein mSgen) stets 

[ A ] -  [B]a> [A-B]a .  

Aus dieser Bemerkung and der Identitf4t (1) folgt somit 

,,, > | 
�9 = In2"'" ~i Ll=l ]=I ~]Ja" 

Es gilt ferner verm6ge der Bedingung (A): 

woraus folgt, dab 

und insbe~ondere 

nioht leer ist. 

_ h k~ a,l 

h 
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Da je endtichviele unter den Mengen ~ . . . . . . . .  x _ 
einen nicht lee~en Du_rchschnit~ haben, so haben alle diese Mengen (die ja 
abgeschtossene Teilmengen der Strecke 0 ~ t ~ 1 sind) mindestens einen 
Punkt gemein. Einen beliebig (abet eindeutig) gew~Mten unter den Punkah  
der Du~chschnittsmenge aller ~ - ~  ~_... ~ bezeichnen wit dutch t~, und 
man zeigt leioht, dall die Bedingung (A) ffi~ alle a~ ~ % < . . .  ~ G < % +  1 
erfiiUt ist ~). 

Auf diese Weise bestimmt man fiir jede Ordnungszahl a < eo ~ einen 
Punkt t ~ der Strecke 0 _~ t < 1. Man betrach~e jetzt den Punkt x o von 
R~ mi$ den Koordinaten 

t ~  t ~  t o ( .  < 

 0={d,s ~ . . . .  , f f  . . . .  } .  

Ieh behaupte, dal~ x o ein vollst~ndiger H~ufungspunkt der Menge E 
ist. In der Tat enth~ilt eine beliebige Umgebung yon x o U~Ci'~]k(xo) 
die Menge E~' .  E~ : . . . . -  E,~ a, die (verm6ge der Bedingung (A)) die M~ch- 
tigkeit m hat, w. z. b. w. 

w 
Beweis der S~tze I und II. 

Um die S~tze I und II zu beweisen, geniigt es zu zeigen: 

1. dat~ jede Teilmenge eines bikompakten Raumes vollst~i~dig regulgr ist; 

2. dal~ jede~ vollst~ndig regulate Raum R mit einer Basis yon der 
M:~chtigkeit r einer Tei|menge yon R homSomorph ist. 

Die erste Behauptung folg~ daraus, da]  die vollst~ndige Regularit~t 
eine im Urysohnschen Sinne transitive Eigenschaf~ ist, d.h. da~ eine Tei[- 
menge eines vollst~ndig regul~en Raumes, als Raum betrachtet;, selbst 
vollst~ndig regular ist. Es sei in de~ Tat R ein~ Teitmenge eines votl- 
st~ndig regul~ren Raumes 2?*. Ist nun x~ ein Punlr~ uncl A eine zu x o 
fremde in R abgeschlossene Menge, so gibt es eine in R* abgeschlossene 
Menge ,4* derart, clal~ A -= R . A * .  Da R* vollst~i~dig regular ist, lrann man 
clort eine stetige Funktion f (x)  es die folgenden Bedingungen: geniigt: 

f (xo)  = O, 
f ( x )  = 1  fiir alle x ( . 4 * ,  

0 =< f(x)  s 1 fiir alle iibrigen Punkte. 

~) Es seien in tier Tat 

gegeben. E*= .E~ ~ . E~- ' . . . . .En~ hat die M~chtigkeit ra, trod t~ ) ist ein Kon- 
zen~rationspunkt dieser Menge in bezug auf a; daraus und aus der Definition yon 
/~n~ folgt dann unmittelbar, dab bei jedem no B*-E~ yon derselben Miichtigkeit m ist, 



Topologische Erweite~mg yon l~umem 551 

Die Menge A ist in der Menge A* enthalten, also ist fiir atle il~e 
Ptmkte f (x ) -~1 .  Betrachtet man die ~anktion f(x) nut  in Pankten 
yon R, so geniigt sie allen aufgesteltten Bediugungen, womit die voll- 
s~ndige Regularit~4t yon R bewiesen ist. 

B e m e r k u n g  2. Ist  R e i n  vollst~ndig reguliixer Raum, so gibt es 
]eden Punkt  x o und ]ede seine Umgebung U(xo) eine andere Um- 

gebung desselben Punkies V(xo) deran, dal~ eine stetige Funktion f (x)  
sich erkl~ren l~i~t, so da$ 

f(x) = O, wenn x Q V(xo), 
f ( x ) : l ,  wenn x C R - - U ( x o ) ,  

0 ~ f(x)__~ 1 fiix alle iibrigen Punkte von R. 

Um tetztere Tatsache zu beweisen, erkl~re man im Raume R eine 
stetige Funktion f* (x) dadurch, dal~ man 

f *  (xo) = O, 
f*(x) : 1 ,  wenn x(R--U(x), 

0 ~ f* (x) ~ 1 in allen iibrigen Punkten yon R 
setzt. 

Die Funktion f (x)  ist stetig, es gibt also eine Umgebung yon %, 
V(x0) flit deren eunkte f*(x) < ~ , s .  Dann kann man eine Funktion f (x )  
z. B. folgenderma~en definieren: 

I 
f (x)  = f*(x) 

f(x) = 0 
( 1) 

falls f * ( x ) = l ,  

falls ~ ,  f*(z)  1 
1 

falls -~ < f*(x) < 1. 

Der Beweis der Behauptung 2 geschieht mmmehr mit Hilfe einer 
von Urysohn zum Beweis eines seiner Metrisationss~tze angewandten Me- 
rhode. Es sei R e i n  vollstiindig regni~er Raum mit einer Basis !8 yon 
der M~chtigkeit v. Ein Paar zu~ Basis ~ gehSrender Umgebungen (U, 17) ~- 
soll kanonisch hei~en, falls U } V ist und eine stetige l~mlCdon [(x)  ha  
Raume R bestimmt weIden karm, die in V verschwindet, in R -  U gle~eh 1 
ist und iibera]l in R der Vngleichung 0 <~ f ( x ) ~  1 geniigt. 

Es seien 
~ .  ~ ,  . . . ,  ~o . . . .  ( a <  ~ )  

alle kanonischen Paare s) und 

s) Die Mgchfigkeit der Menge aller kanonischen Paare ist h6chs~ens gleieh der 
Mgchtigkei~ der Basis; sie kann abet auch nicht kIeiner sein, weft (vermSge der Be. 
merkang 2) jedes U aus ~ mindestens in einem ~ vorkomm~; die Mfi~hf~gkei~ ~flter 
l~nonischen Paoa, e is~ also genau 7. 
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f~, f~ . . . .  , f~ . . . .  ( ~ < ~ )  

die ihnen entsprechenden stetigen Funktionen. 
Wit lassen nun einem Punkt  x ( R  den Punkt 

f ( x )  = x* = { t l ,  t~ . . . . .  to . . . .  } 

entsprechen, wo t. = f~(x). Die dadurch bestlmmte Abbildung yon R auf 
eine Teilmenge R*  yon R ist eineindeutig. Sind in der Tat x und y ver- 
schiedene Punkte yon R,  so gibt es zun~chst eine Umgebung U, die x, 
abet nicht y enth~It; vermSge der Bemerkang 2 gibt es sodann eine in U 
enthaltene Umgebung V yon x, so dat~ U und V e i n  kanonisches Paax 
: ~ = ( U , V )  bilden. Somit ist f , ( x ) = O ,  wiihrend f , ( y ) = l  ist; die 
Punkte x* und y* sind also verschieden. 

Die Abbfldung x * =  f (x)  ist beiderseits stetig. 

1. Es sei x o ein Punkt, 

r ( ~ o ) = X g = { t  ~  t ~ . . . .  , t ~ . . . .  } 

sein Bildpunkt in R*, U(x*) ~n:. .~  -----Ug . . . . . . .  ~ eine beliebige Umgebung letz- 
teren Punktes. Um die Stetigkeit der Funktion x * =  f (x)  nachzuweisen, 
geniig~ es eine den Punk~ x o enthaltende offene Menge G zu finden, dessen 
Bild f(a) in U(x~) enthalgen ist. Man beachte zu diesem Zwecke die 
Menge G~ ' aller Punkte z von _R, fiir die 

i o 1 ( 1 K i < k )  (li) t. ~ -- ~, .< f., (x) < t., -:t- K 

ist; da f~,(x) stegig ist, so ist G2 ~ eine offene Menge; da aul~erdem 
f~,(xo)-~t ~ ist, so ist xo fO . ) .  Es geniigt jetzt 

a = O : : .  a : : . . . . .  G : :  

zu setzen. G i s t  eine offene Menge und flit x ( G sind atle Bedingungen (li) 
effiillt, d.h. es ist f ( x ) (U(x~*) ;  da iiberdies % (  G i s t ,  ist unsere Be- 
hauptung bewiesen. 

2. Um die Stetigkeit der Umkehrungsfunktion x ~ f-z (x*) zu beweisen, 
zeigen wig dat~ flit jede U(xo) sich eine U(x~) linden lat3t, flit welche 
f'-X(U(xg*)) < U(xo). Letztere Bedingung heist  aber nichts anderes, als 
dal~ aus 

y < R - u ( x o )  

y *  < R *  - ry(~,~) 

folgen son .Es ist nun U(xo) beliebig gegeben; man bestimme ein V so, 
dag x o ( g mad (U, V) ein kanonisches Paar, tmd zwar % ~--(U, V) ist; 
dann ist abet f , ( X o ) = 0 ;  f , ( y ) = l  flit jedes y < R - - U ,  d.h.  die a - te  
Koordinate yon Xo* ist gleich Null, die a - re  Koordinate eines jeden Ptmktes 
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~]* fdr y (  R ~ U  ist dagegen gleich 1. Wenn jetzt U(xo~) = U, ~ gesetzt 
wird, so folgt aus y ( R ~ U (x0), daft die g-re Koordinate von y* gteich 1; 
also ~ �89 ist; y* liegt somit augerhalb yon U(z~) .  

Die HomSomorphie der beiden Riiume R uncl R* ist hiermit nach- 
gewiesen. Dadurch sind abet auch die beiden Sgtze I u n d  I I  bewiesen. 

w 

Konstruktion yon Beispielen. 

In diesem Paragraphen will ich zeigen: 

1. da$ es vollstiindig reguliire Riiume gibt, die nicht normal sind, und 

2. dab es reguliixe R~iume gibt, die nicht vollstiindig reguliir sin& 

Ich konstruiere zm~chst  einen Raum S folgendermaBen~ Die Punlrte 
x yon S sind Paare (r fl), wobei g und fi O~duungszahlen sind, und zwar 
duxehl~iuft a alte Werte ~ % and fl alle Werte s o~. Wenn x o ~- (%, flo) 
(1 ~ % ~ wl, 1 ~_< flo ~-< co) ein Punkt yon S ist, so erh~ilt man eine be- 
liebige Umgebung U~,~,(xo) 0 -< g' < %, 0 ~ fi < flo dadurch, dal~ man alto 
x = (g; fi) betrachtet, flit die g'  < ~ ~ %, fl' < fl ~ flo ist. 

Wie leicht ersichtl~ch, ist S ein bikompalcger Raum. 
Man bezeichne nun dutch S den Raum, der aus S dutch Tilgen des 

Punlrtes (col, co) entsteht. Als Teilmenge eines bikompakten Raumes S ist 
vollstiindig ~egulS~; andererseita ist abet S nicht normal, weft die beiden 
abgeschtossenen und zueinander fremden Teilmengen yon 

X 

dutch keine zwei zueinander fremde Gebiete getrennt werden kSnnen. Es 
gilt sogar die schiiffere 

} oo  . too_ B e h a u p t u n g  I. Wenn O ein die Menge Y =  ( ~  ~ f l  

des Gebiet ist, so gibt es ein go < c% derart~ dag G alle Punkte X~ = {g, co}, 
% ~ a < col, enthiilt. 

In der Tat gibt es fiir jeden Punkt x~-(e%,f i )  eine U~,e,V(x)(G; 
also sind insbesondere atle x ~ (~, fl) a > e~ in G enthalten. Da die 
Menge allot a# abziilflbar ist, gibt es eine Zahl %, die kleiner als eo 1 und 
grSl~er als alle ~B ist. Somit sind atte thmkte (~, fl), a > %, n ~_~ fl <2 o~ 
in G und alle Punkte (a, co), r > % in G enthalten, w. z. b. w. 

Ein regutiirer Raum ist (vermSge des Satzes I I )  dann und nut  d~nn 
vollstiindig reguliir, wenner  in einen bikompak~n Raum eingebettet werden 
kan~ Da jeder bikompakte Raum regaliir ist, so folgt aus dean soeben 

Mathematische Annalen. 10'2. ~6 
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Gesagten, da~ ein nicht bikompak~er regul~rer Raum, der in bezug auf 
regul~e Punkte abgeschlossen ist, sicher nicht vol]s~ndig regul~ir ist. 
Bevor wit einen solchen Raum ]~onstruieren, machen wir die folgende 

B e h a u p t u n g  II. Wenn G ein die N[engen 

ao < a <  mt ' ino< fl < ~S 

enthaltendes Gebiet in S ist, so ist S -  G (als Relativraum in S be- 
trachtet) bikompakt. 

in der Tat ist 
s - d = s - v  

(wobei G ~ G-~ (col, co) ist), wo:raus unsere Behauptung folgt. 
Es sei jetzt R* ein topologischer Raum, der dadurch entsteht, da] 

man die Vereinigungsmenge yon abz~hlbar vielen Exemplaren 

S~, S "~ . . . . .  S~, . . .  

yon S betrachtet. Wi~ bezeichnen die Punkte yon S~ duxch (a, fl)k, die 
Mengen X, und Y~ yon S~ durch X~ bzw. Y~ usw. Man betrachte ferner 
die stetige Zerlegung 9) yon R* in (hSchstens aus zwei Ptmkten bestehende) 
)fengen X, wobei 

X entweder ein Punkt (a, fi)~, a =k ~ ,  fi =~ ~o von R 

od~,: ~in P ~ p a ~  [(o~, ~)~"-~, ( ~ ,  ~)"--], ~ = 1, 2 . . . .  

oder ein Punk~epa~r [(a, co) ~", (r r n = 1, 2 . . . .  

ist. Der dutch diese Zerlegung induzierte Raum ist, wie leicht ersiehtlich, 
ein regulgrer Raum R'X~ Jedem Punkte (a, fl)~ yon _~* entspricht ein 
Punkt (r fl)*~ yon /~*, ebenso entspreehen die Teilmengen S~ bzw. Xff 
bzw. Y~ yon R* Teilmengen S*~ bzw. X *~ bzw. Y*~ von/~*. 

Wir konstruieren endlich einen Raum' 

dadurch, da$ wir einen neuen Punk~ $ mi~tels der Umgebungserkt~rung 
~ . 

U,~(~)--}+(f~*--~=S *~} ( m = l ,  2 . . . .  ) 

einffihren. ~an zeig~ ohne Schwiewigkeit, daft R ein ~eguli~rer Raum ist. 
Ich behaupte, dal] R in bezug aaf aUe regul'dren Punkte abgeschlossen is~. 

9) AIexandroff, Math. Annalen 96 (1926), S. 557 (w 4). 
lo) Man k6nnte sagen, dais J~* aus R* dadurch entst~ht, dab man in R* die 

Punkte (r f l)~-i  bzw. (a, co) ~ mit (o~1, fl)~ bzw. (~, o~) ~+~ tdentifizaert. 
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Um dies zu bewe'~sen machen Mr  die folgemde 

B e h a u p t u n g  III.  Es sei G ein Teitgebiet von ~,  welches die 
Menge X~ enthiilt; es gibt damn eine natfixtiche Zahl n o yon der Eigen- 
schaI~, dag G alle Punkte (co,, fl), n o ~ fl < co (d. h. die Menge Y~ enthiilt. 

Es existiert in de~ Tat fii~ jedes x ~- (g, co), a > %, eine U,~,,,~(x)( G; 
infotgedessen sind alle (a, fi), n~ < fi < ~o, in G enthalten; da es nut ab- 
ziihlbar viele ve~schiedene n gibt, gibt es ein n o < co, so dab ftix unab- 
z:~hlbar viele a aUe (a, fl), n o ~ fl < o~, in G enthalten sind; dann sind 
aber alle (~o~, fl), n o < fl < to, in G enghal~en. 

Es sei jetzt 

Dann gibg es zwei Umgebungen U ( ~ ) =  U.~.(~) m~a ein reguliirer Raum. 
V(*/), so dal3 

v(r 
isg; wit diirfen dabei stets voraussetzen, dat~ N gerade ist. Man koI~struiere 
~r 

~ ( ~ ) < v ( ~ ) , . . . ,  r ~ §  . . . .  ( ~ = 1 , ~  . . . .  ) 
und setze 

Daun ist 

(0) 
Aul~erdem is~ 

(1) 

so dag 

ist. 

8,~ < R - v~(~) < R -- r ~ . ,  (7) ( a , ,§  

t z = ~ r §  

]$=1 

i u s  (1) folg~ welter, dab 
" Gx ) X *'~.1, 

also a'~f Gru~d der Behauptung I I I  exis6iert ein nx, so dab 

und also (vermSge (0)) 

Aus der Behauptung I folgt sodann, dal~ es ein a,. gibt, so dag 
-~- $r  r --:t 

O , > / ~ )  X :  "~ . . . .  . 

Daraus fo l~  weiter (nach Behauptung I I I ) ,  dab 

V*N-I V *  N - ' 2  

86* 
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was (nach Behauptung I) 

ergibt. 
Eine wiederhoite Anwendung de~ beiden Behauptnngen I und I H  

schlieBt mit 
G:~+~) Y*I~  X*~ 

a 2,, ~ fa V - t .  1 . 

Nun ist 
V:~+~ ( R - -  G~v+~. 

Da aber GN+~ s.~i~tliche X"*~".v-~ und Y~_~.. k _~ N und s~mtliche S*"~ 
re>N-}-1 enthMt, so ist V~v+.~(~t) in eine~ nach Bemerkamg II bikom- 
pakten Teilmenge yon R* enthalten, was abet nur dann mSglieh 1~) ist, 
wema r/ in V2r und somit in R ~-V isotiert ist; damit ist die Ab- 
geseh]ossenhei~ yon R* in bezug auf regul/ire Punkte bewiesen. 

Es sei hierzu noeh bemerkt, da$ dureh das soeben konstruierte Bei- 
spiel eine yon Alexandroff mad Urysohn (a. a. O. S. 266) gestellte Frage, 
ob jeder reguliire ~ichb absotut abgeschlossene Raum sich zu einem eben- 
falls regulSxen Raum dutch Hinzufiigung eines nicht isolierten Panktes er- 
weitern lii~t, eine volle (mad zwar negative) Antwort erhalten hat. 

w 

Beweis des Satzes III. 

Der Beweis des Satzes I I I  beruht auf der Betrachtmag yon Zer- 
legamgen lz) der Riiume R in zueinander fremde abgescMossene Mengen: 
es wird sieh ni~mlieh zeigen, da$ die absolut abgeschlossenen R/iume, deren 
Existerm im Satze I I I  behauptet wixd, dutch Zerlegtmgen der R~ume R~ 
bestimmt werden. Bei der Untersuchung dieser Zerlegungen werden wit 
~[olgende von Alexandroff a. a. O. bewiesene Tatsache benutzen: ein durch 
eine Zerlegung eines bikompa]C~en Raumes R bestimmter Raum R* ist ein 
topologischer Raum; weIm R eine Basis yon einer M~ehtigkeit _~<'m besitzt, 
so gilt dasselbe auch flit /2*. is) 

Es sei R ein topologischer Raum mit einer Basis 2~ yon der M/~ch$ig- 
keit _~< z. Der Satz I I I  wird bewiesen sein, wenn wit gezeigt haben werden, 
alas es eine Zerlegung yon R~ gibt, die einen absolut abgeschlossenen 

~) AIexandroff und Urysohn, S. 263, Satz V. 
1~) Im Sinne yon Alexandroff, Math. Annalen 96 (1926), w 3 (S..556--557). Es sei 

hier ausdriicklich erw/~hnt, das wit (der Alexandroffschen Definition entsprechend) 
beliebige altgemeine und nicht notwendig et.wa stetige Zerlegungen betrachten. 

1~) Bei Alexandroff ist diese Behauptung exptizite nut fiat si~4ige Zerlegangen 
und m = % (S. 262, Satz V und w t 3) bewiesen. Der Beweis gilt, abet wSrtlich auch 
in maserem allgemeinen Falle. 
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Raum besfimm~, we!chef eine dem Raume R hom6omorphe Teilmenge 
en th~ .  Wit gehen jetzt zum Bewdse tetzterer Behauptung fiber. 

Es sei X~ eine auf der Einheitsstrecke ]iegende abgesehlossene Menge. 
Im folgenden werden wit die Mengen X ~ - { X  l, X~, . . ,  X . . . .  } des 
Raumes R~ betrachtea, die aus allen Punkah x - - { t  1, t~, ..., t~, . . .} be- 
stehen, flit die $~ ( X~ ist. Die Mengen X sind abgesehlossen. In clef Tat, 
wena X o =  {t~, r . . . . .  t ~ . . . .  } ~eh~ zu X geh6~, so ~ w e n ~ e ~  f~r 
eintz 

~(t  ~ xo)  = ~ > 0 

(die Entfernung auf J~ gemessen). Dana enthglt abet seine, dutch die 

S (r +) bestimmte Umgebung keinen Punkt der Menge X; Bedingung t~ < 

x o ist somit kein Hgufungspunkt von X. 
;[etzt wollen wit diejenigen Mengen X, die als Zertegungseinheiten 

yon R auftreten solten, definieren. Zu diesem Zwecke bestimmen wit fiir 
ein beliebiges Gebiet G des Raumes R zwei Funktionen ~(x)  und y~(x) 
dutch die Vorschrift" 

{0 falls x C (J {~ falls x ( G  
~va(X)=_l  falls x C G ;  ~ a ( X ) = _ _  falls x C R - - G .  

Fiir jeden Punkt des Raumcs ist q~a(x)'<y,a(x). Man sieht auch 
leicht, dag, wenn r = ~a(x) ist, eine Umgebung U(xo) des Punktes x o 
existiert, fiir deren jeden Ptmkt y C U(xo) 

~ (v) = ~ (v) = ~ (~o) = ~ (Xo) 
ist. 

Es seien 
rJl, v ~ , . . . ,  Go . . . .  (~ < ~( ' ) )  

die Elemente der Basis ~ des Raumes R. Einfaehheitshalber setzen wit 

Es sei ferner X, (x) die Gesamtheit atler der Bedhagung ~v (x) <: t ~ ~% (x) 
geniigender reeller Zahlen und 

X ( ~ )  = { G  (~),  Xo(~)  . . . .  , Xo(~)  . . . .  } .  

Wean x trod y verschiedene Punkte yon R shad, so gibt es eine U,, 
so, dab x < U~, y ( R -- U~, woraus folgt, daft X(x) und X(y)  zueinander 
fremd shad. 

Wean die Vereinigungsmenge .~ der (flit alle Ptmk~ x yon R) be- 
stimm~n X(x) nicht mit dem ganzen Raum R~ identiseh ist, be~raeh~en 
wit aUe Punk-re yon R -  ~ als neue Zerlegungseinheiten, so dat~ schliel~- 
lich der ganze Raum R~ in zueinander fremde abg~2rtossene Mengen zer- 
legt wird: R~ = ~ X. Diese Zerlegung ist; dutch den Raum R allein ein- 
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deutig bestimmt und soll deshalb als die Zerlegung ~(R,, R) bezeictmet 
werden. Der dutch ~ (R ,  R) bestimmte Raum sol] R~ heiBen, Die Zer- 
legung ~ (R ,  R) induziert abet auch eine, im allgemeinen unste~ige Ab- 
bitdung von R~ auf R2, die wk dutch ~ bezeichnen werden: R ~ = ~  (RJ. 
Die PunkCe yon R~  werden wit dutch x* bezeictmen. Da jedem Punkte 
x < R eine Menge X, d.h.  ein Punkt x* -~- f (x)  zugeo~dnet ist, sind wir 
im Besitze einer eineindeut, igen Abbildung x* = f ( x )  des Raumes R au~ eine 
(echte oder unechte)Teilmenge R* yon _R~. Wit werden zeigen, dab diese 
Abbildung eine Hom5omorphie is~. Dazu brauchen wit aber eine bequeme 
Basis des Raumes R R. 

Es sei G~,~.T',': (xo) die Gesamtheit aller Punkte z = { t v 6  ....  , t  . . . . .  } 

( 1) G n ~ : ' ' ~  ist eia Gebiet. Es sei von R ,  fiir die 6, ( N X~, (xo), ~ is~ . . . . . . . . .  k 

ferner F ~ . ' . ' Z  (x~) die Gesamtheit aller x*, die, als Mengen X betrachtet, 

in G ~ ~-'" ~ ]iegen. Ich behaupte, dal~ die E n~n'-'''~" eine Basis bilden. a i c t 2  - - - ~ t ] s  ~t  I ~ t  2 . . .  ~s  

Um es einzusehen, geniigt es zu zeigen, dait man flit jedes Gebiet G ) X o 
ein Gebiet G~/:}".'~(Xo) finden kann von der Eigenschaft, da$ 

( ] )  x o <  o, . . . . . .  , < a 
ist. 

Um dieses G ~s' .... ,u ......... ~ zu konsgruieren, wiihle man flit jeden Punkt 

x ( X 0 eine Us ,~ -,~ (x), wobei die a~, a~ . . . .  , a~, ml,  .. 
dutch die Bedingang 

~ ,  ~; ..... ~,2 

best.immt sind. Aaf diese Weise en~teht  eine Uberdeckung dem abge- 
schlossenen Teilmenge X o yon R ;  nach dem Borel-Lebesgueschen Satze 
k~nn man diese Uberdeckung dutch eine endliche Teiliiberdeckung ersetzen. 
Es seien a~, %, . . . ,  % alle bei den Elementen dieser Uberdecktmg auf- 
tretenden untere Indizes und 2m~ der grS~te unter den zu ~ gehSrenden 
oberen Indizes. Dann ist 

G ')~" ')~ ...... ~ < G. 

Es seiin der Tat ~={  t~, t,~, . . . , t  . . . . .  } irgendein Punkt von G~,,"r e~ ,  .. ........ ,,~ e,~ 
! t  - -  t o I Es ist I . . . .  f < ~ ,  wobei 

~o = {~~ r . . . .  , ~2 , . . . }  
ein Punki~ von X o ist; nun ~st abet x o in einer bes~immten u~, , ~ (x) 

r  ~ x  z x x, mit x =- t ~, ~ . . . . .  ta . . . .  } enthalten. Alle a~, a~ , . . . ,  a~ kommen unter 
den %, a~, . . . ,  % v o r u n d  es ist 

1 1 
I to~ - to~l =< i < ~ -  to~ + t t .~  t ,:  I < 2 .  ~ ~ : ,  
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Daraus folg~, da~ die Koordinaten yon ~ allen die Umgebung m~, ~ ...... ~, 
al, ~, " ' ' ' r  

bes~immenden Bedingtmgen geniigen trod also 

~ ( U  . . . .  < a  
a l ,  a2~ - -* ,  ~k 

ist. 
Wit wollen jetzt zeigen, daI~ die eineindeutige Abbildtmg 

R*= f(R) 
in beiden Richtungen stetig ist. 

Der Beweis vollzieht sich in zwei Schritten. 

I. Es sei U ( x ~ ) =  V~,n,~.::~(xo ~) beliebig gegeben. Man betrachte 
ein Xc,,(Xo). Wenn cp,,(xo)-~yj~,(Xo) ist, so gibt es (wie bei der Defini- 
tion (let Funktionen cp und yJ erw~hn~ Walrde) eine U(xo) in R -- nennen 
wir sie W., - -  d~rar~, dal~ fiir s~mttiche x < W~, (x o) 

ist, es ist m . a . W .  
xo, (x) = xo, 

und also um so mehr 

flit alle x { W,, (%). 
Wenn abet X,, (xo) die gauze Einheitsstrecke ist, so ist fiir jeden 

Punkt  x < R 

und wit se~zen demen~sprechend W,,,(xo)= .R. 
Es sei jetz~ U(xo) eine im Gebiete 

wo, wo: (%)..... 
enthaltene Umgebung; offenbar is~ dann fiir jeden Punk* x < U(xo) und 
jedes i = 1, 2 , . . . ,  k 

< s �88 

diese Tatsache bedeutet abet gerade, d~B 

IF7n:t ft~ -- . ~4  {,~\ f (x)  < , , , ~  .... , ~ o ), 
sobald x (U(xo ) .  

II. Es sei eine betiebige U ( x o ) ~  U~, gegeben; um die Ste~igkeit der 
Umkehrungsftmktion f - z  (x*) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, claB fiir 
jeden P u n ~  x* yon R*, der in V,~(x~) liegt, f-x(x*)<U~, ist. Nun ist 
abet  ~ (x o ) ~- ~ (x o ) = 0, also besteht X.  (x  o ) aus dem einzigen Ptmkte 0. 
Wean f - l ( x * ) = x <  R--U,~ w~e,  w/ixe ? , . ( x ) - = 1 ,  also kSnnte auch x* 
aefinitionsgem/i~ nicht zu Vs "~ (xo ~) geh6~en. 
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Die HomSomorphie zwischen R trod R* ist hiermit bewiesen. Da 
R* ( R~ ist, haben wit noch zu zeigen, dab R,  e ein absolut abgescMossener 
Ileum ist. Dazu brauehen wit aber fo]gende zwei Bemerkangen zu machen: 

3. 3~ ~bt  f~r iede- ~ k ~  Xo= {d ,  ~o,..., ~o . . . .  } yon R a b z ~ -  
bare Punktmengen A, die zu diesem Punkte konvergieren, trod zwar solche, 
dal~ unter den Koo~dinaten der thmlrte yon A weder 0 noch 1 vorkommt. 

Wix brauchen in der Tat z. B. die Panktmenge x~ = { t(1 m, t~ ~, . (n) 

(n 1, 2, .) zu nehmen mit n o t2 to .(n) 1 
�9 " a rh n + l "  = t,  ~ t~ ~ + 1' falls ~ 0 trod ---~ 

falls t,~~ 0. Von einer solchen Fo|ge sagen wit, sie konvergiere regel- 
m ~ i g  gegen x o. 

Sh~d alle Koordinaten eines IMnktes x o yon 0 und 1 verschieden, so 
ist x o ( R -  E und somit ist ~o ( x o ) =  xo; wenn x~ regelm~l~ig gegen x o 
konvergiert, so konver~ert auch ~(x~) gegen ~(Xo) (well ia auch 
~o,, (x,,) = x. ist. 

2. Die den Raum R~ bestimmende Zerlegung yon R~ ist im allge- 
meinen nicht stetig~). Es kann also vorkoromen, da~ flit eine Umgebung 
U ( x ~ )  in R~.die Menge q~-~(U) die Menge Xo=~O-~(Xo~ ) nieht im 
Innern enthiilt; dagegen existiert ein Teflgebiet G yon R, yon der Eigen- 
sehaft, dal~ 

~-~ (U(zo%)) a ) x0 

ausf~ltt. Es geniigt in der Tat, fiir G das der Definition yon U(xd ~) zu- 
grunde gelegtes Gebiet 15) zu wiihlen. Es sei x ein beliebiger Punkt yon G, 
x~, x~ . . . . .  x, . . . .  eine gegen x regelm~l~ig konvergierende l%]ge. Da 
~ f ( x , ) - ~ z ~  ist, so ist ~o(x~)(U(xd*),  also ~ (x )  C U(x~*). 

Um jetzt die absolute Abgesehlossenheit des Raumes Rfi zu beweisen, 
geniigt es nach einem Satze yon Alexandroff trod Urysolm ~) zu zeigen, 
dal~ man aus ]edem den Raum R~ iiberdeekenden System yon Umgebungen 
{U} ein endliches Teilsystem U~, U, . . . .  , U2r so w.~tflen kann, dag 

v~ + ~ + . . . +  ~.=R~ 
ist. Man betrachte zu diesem Zweeke die der Definition yon { U} zugnmde 
gelegten ~:) Gebiete G in R .  Da R~ bikompakt ist und die {O} eine 

14) Aus dem Satze II und dem unter la) zitierten Satz yon Alexandroff folgt 
vielmehr, dab unsere Zerlegang nor dann stetig sein kann, wenn der gegebene Raum 
regulgr ist. 

~5) Alexan&-off, a. a. O. w 3, S. 537. 
16) Alexandrotf nmd Urysolm, Zur Theorie der topologischen R~ttme~ Math. 

Annalen 92 (1924), S. 262, Satz II. 
10 Alexandroff a. a. O. w 3, S. 537. 
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Uberdeckung yon R~ bilden, lassen sich endlichviele unter den {G} 

etwa G 1, G e, . . . ,  G2r - -  so w~ihlen, dab 

+ + . . .  + 
ist. Dann ist 

nach dem soeben Bewiesenen ist abet ~ (G) ( U, so dab 

+ + . . .  + 

erst recht den ganzen Raum R ~ ausiiillt. 
Dadurch ist die absolute Abgeschtossenheit yon R f  und mithin auch 

der Satz I I I  vollst~indig bewiesen. 
Ich mSchte hervorheben, dal~ die yon Alexandzof[ und Urysohn seit 

langem gestellte Frage, ob ]eder topologische Raum als is Teil, 
menge eines absolut abgeschlossenen Raumes betrachtet werden kann, durch 
den soeben bewiesenen Satz keine Antwort erhalten hat is), da man nicht 
weir, ob die Menge ~ * (  R~, als Raum betrsch~e~, absolut abgeschlossen 
ist. •  die Frage, ob man alle toloologischen R~ume, die Baden yon der 
Mi4chtigkeit v besitzen, in einen und denselben absolut ahgeschIossenen Raum 
einbetten kann, bteibt unenr 

is) Eine abgeschlosseno Teilmenge eines absolut abgeachlossenen Raumes braueht 
nieht (wie etementare Beispiele zeigen) absolu~ abgeschlossen zu sein (siehe Atexandroff 
und Urysohn, M4moire sur les espaces topologiques compacts, Verb. Kon. Ak, 
Amsterdam, Deel X!V, No. 1 (1929)). 

(Eingegangen am 6. 1. 1929.) 


