Uber die topologische Erweiterung von Riumen.

Vou
A. Tychonoff in Moskau.

Einleitung.

Die vorliegende Arbeit schlieBt an die abstrakt-topologischen Unter-
suchungen von Alexandroff und Urysohn an?!) und behandelt das Problem
der Einbettung von beliebigen topologischen Réumen in absolut ab-
geschlossene?) und insbesondere in bikompakte Riume. Ich beweise in
erster Linie den folgenden

Satz 1. Zu jeder Kardinalzahl v gibt es einen nur von dieser Kar-
dinalzahl abhdingenden bikompakien Raum R, von der Eigenschajft, daf
jeder mormale topologische Raum, der ein Umgebungssystem wvon einer
Mdchtigkeit < v besitzt, einer Terlmenge des Raumes R, homdomorph ist;
dabei besilzt der Raum R, selbst esn Umgebungssystem wvon der Mdchtig-
keit v. Wenn v = x, ist, so ist R dem Fundamentalquader des Hilbert-
schen Rawmes homoomorph.

(Man versteht bekanntlich unter dem Fundamentalquader des Hilbert-
schen Raumes die Gesamtheit aller Punkte & = (z,, #,, ..., %,, ...), deren

Koordinaten z, fiir jedes n den Ungleichungen 0 <z, g_% geniigen.)

1) Sieche wor allem Alexandroff und Urysohn, Zur Theorie der topologischen
Raume, Math. Annalen 92 (1924), 8. 258, und Alexandroff, Uber stetige Abbildungen
kompakter Riume, Math. Annalen 96 (1928), S. 555: die Kenntnis dieser Arbeit (ins-
besondere auch die dort gebrauchte Terminologie) wird im folgenden vorausgesetzt;
die erste dieser Arbeiten wird kurz durch ,Alexandroffi-Urysohn“, die zweite durch
nAlexandrofi“ zitiert. Wegen ausfihrlicher Darstellung der erwihnten Untersuchungen
mige insbesondere auf  Mémoire sur les espaces compacts® (Verh. K. Akademie
Amsterdam, Deel XIV, No. 1 (1929)) derselben Verfasser hingewiesen sein.

%)y Alexandrofi-Urysohn, S. 261.
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In dem letzten Teile des soeben ausgesprochenen Satzes sind ips-
besondere die beiden bekannten Urysohnschen Metrisationssitze®) (der
Metrisationssatz fiir separable normale Raume, sowie der Metrisationssatz
fiir kompakte topologische Raume) und auch der Urysohnsche Satz von
der Einbettbarkeit jedes separablen metrischen Raumes in den Fundamental-
quader des Hilbertschen Raumes*) enthalten.

Die Frage liegt nahe, ob die Normalitit eines topologischen Raumes
auch notwendig ist, um den Raum in einen bikompakten topologischen
Raum einbetten zu konnen. In der vorliegenden Arbeit (§ 4) wird auf
diese Frage eine negative Antwort gegeben, indem gezeigt wird, dal auch
nichtnormale topologische Riume als Teilmengen von bikompakten Riumen
auftreten konnen. Somit entsteht die Frage, notwendige und hinreichende
Bedingungen aufzustellen, damit ein Raum in einen bikompakten topo-
logischen eingebettet werden kann. Um diese Bedingung formulieren zu
konnen, fithren wir die folgende Definition®) ein.

Ein topologischer Raum heillt wollstindig reguldr, wenn zu jedem
Punkte z, und zu jeder ihn nicht enthaltenden abgeschlossenen Menge 4
eine im ganzen Raume stetige Funktion 7(z) definiert werden kann, die
im ganzen Raume der Bedingung

0<Fz) <1
geniigt und die iiberdies in z, gleich 0 und in sdmtlichen Punkten von 4
gleich 1 ist. ’

Jeder vollstindig regulire Raum ist, wie leicht ersichtlich, regular,
wihrend jeder normale Raum vollstindig reguldr ist. Tm § 4 der vorliegen-
den Arbeit wird gezeigt, daf es vollstindig regulire Raume gibt, die nicht
normal, und daB es regulire Raume gibt, die nicht vollstindig regulir sind,
womit die Klasse der vollstindig reguliren Réume als eine logisch berechtigte
Klasse von Riumen erscheint. Thre mathematische Berechtignng wird durch
den folgenden Satz gegeben:

Satz II. Hin Raum ist dann und nur dann ener Teilmenge eines
bikompakien topologischen Raumes homéomorph, wenn er wvollstandig
reguldr ist.

Was endlich den allgemeinen Fall topologischer Rénme betrifit, so gilt der

Satz HI Jeder topologische Raum R ist einer Teilmenge eines absolut
abgeschlossenen. Raumes homéomorph, der ein Umgebungssystem besiizt,

% Siche Urysohn, Zum Metrisationsproblem, Math. Annalen 94 (1925), 8. 309,
wo auch andere Arbeiten fiber denselben Gegenstand angegeben sind.

9 Siehe Urysobn, Der Hilbertsche Raum ..., Math. Annalen 92 (1924), §. 302,

%) Diese Definition rithrt von Urysohn her. Vgl. seine Arbeit: Uber die Michtig-
keit der zusammenhangenden Mengen, Math. Annalen 94 (1925), 8. 292.
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welches dieselbe Michtighkeil hat wie ein gegebenes Umgebungssystem des
Raumes R.

In der Formulierung der obigen Sitze wird unter einem Umgebungs-
system selbstverstdndlich ein volles (d. h. dem System aller im Raume vor-
handener Gebiete gleichwertiges) System von Umgebungen verstanden.
En solches Umgebungssystem soll im folgenden kurz eine Basis genannt
werden.

Ich méchte zum Schiuf noch erwihnen, da ich bei der endgiiltigen
Redaktion dieser Arbeit von Herrn Alexandroff unterstiitzt worden bin.

§ 1.
Konstruktion der Riume R,.

Es sei {J,} eine Menge von der Machtigkeit v von abstrakt gegebenen
zueinander fremden Einheitsstrecken ) 0 g_tg 1. Ein Punkt# des Raumes R,
ist definitionsgemaB der Inbegriff {7,,4,,...,¢,...} von ,Koordinaten®
wobei £, ein Punkt von J, also eine reelle Zahl 01, <1 ist. Die Um—
gebungsdeﬁmtlon gesch.\eht folgenderma.ﬁen Es sel z, = {tl, Boy.eus bay .2}
ein Punkt von E. Wir wihlen beliebig eundlichviele J, “g, rees Jy, und
auf jedem dieser Intervalle J, zwei rationale Zahlen 1a < ta, <7a,’: eine
Umgebung von z, = {tl, N .} Dbesteht dann definitionsgemsB aus
allen Punkten z={t,,14,,..., ta, ...}, die den Bedingungen 7 < %, < 7}/
gentigen.

Dieses Umgebungssystem hat, wie leicht ersichtlich, die Michtigkeit
No T=r1. Ein gleichwertiges Umgebungssystem erhilt man, wenn man fir
15, baw, 1, die Punkte i, — & baw. Iy + ¢ wihlt (¢, sind beheblge hin-
reichend kleme positive Zahlen). Wir werden kurz schreiben f,, < 8 (ts; ).

Wenn ¢, = —nl—i ist, werden wir die soeben definierte Umgebung durch
e C
bezeichnen,

Der mittels dieses Umgebungssystems definierte Raum geniigt, wie
man leicht zeigt, allen Hausdorfischen Axiomen; R, ist also ein topo-
logischer Raum.

Es ist nun leicht zu zeigen, daB Ry, dem kompakten, durch die Be-

dingungen 0 <z, bestlmmten Fundamentalquadern des Hilbertschen

Raurnes homoomoxph ist. Um diese Hom&omorphie Ifestzustellen, lassen
wir jedem Punkte z={7,,...,7,...} des Raumes Ry, den Punkt

%) « nimmt alle Werte von Null bis zur ersten Ordnungszahl «® von der
Michtigkeit » an.
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z* = {tl, e %, .. } des Hilbertschen Raumes entsprechen. Die Abbildung
ist eineindentig. Um zu zeigen, daB sie heiderseits stetig ist, roull man
folgende Behauptungen beweisen:

a) Zu jeder Umgebung U von z, im Rx, gibt es eine Zahl & von der
Eigenschaft, dal aus
olxf;a*)<e
im Hilbertschen Raume die Inklusion
2 CU(x,) (in Ras,)
folgt.
b) Zu jeder Zahl & > O gibt es eine Umgebung U(z,) von der Eigen-
schaft, dal aus
z CU(zy)  (in Bxy)
die Ungleichung
o(ad;a¥) <e
im Hilbertschen Raum folgt.
Beweis von a). Es sei eine Umgebung U(z,) durch die Bedingungen

ta, C 8 (tay5 &) ((=1,2,.... k)

gegeben. Man wihle N grofer als alle n, und ¢ kleiner als alle E‘f
Wenn nun

ist, so Ist auch

Es ist also fiir jedes 7,
[tn, — tu;] < em; < eN < g
und somit z C U{x,).
Beweis von b). Es sei ¢ >0 gegeben; man wihle N so grof, da

o
1 g®
#=N+1

ist. Dann ist fiir jeden Punkt z der durch die Bedingungen
L (i 2By (i=1,2...N)
bestimmten Umgebung U von x,

N
oz a*) = VZ“ =L} VZ(féfﬁtew
1

n=1 A= a=1

w.z.b.w.
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§2.

Beweis der Bikompaktheit von ER,.

Vorbemerkung 1. Es sei irgendein Raum B und eine (abstrakt
gedachte) Menge M (Dbeliebiger Machtigkeit) gegeben. Es sei ferner a eine
eindeutige (im allgemeinen nicht eineindeutige) Abbildung von M auf eine
echte oder unechte Teilmenge a (M) von R. Dann ist fiir jeden Punkt 2
von a(M) eine Kardinalzahl, nimlich die Mschtigkeit der Menge aller
Originalpunkte von x bei der Abbildung a, bestimmt. Diese Kardinalzahl
nenne ich das Gewicht des Punktes . Die Summe von Gewichten aller
Punkte einer Teilmenge von a (M) soll das Gewicht dieser Teilmenge heifien.

Wenn £ ein Punkt von R ist, so nennen wir ihn Konzentrationspunkt
von M (in bezug auf a), wenn, wie auch die Umgebung U(&) von & ge-
wihlt sei, das Gewicht der Durchschnittsmenge U(£)-a (M) gleich der
Michtigkeit von M ist.

Die Menge aller Konzentrationspunkte von M in bezug auf a ist eine
in B abgeschlossene Menge, die wir durch [M] bezeichnen werden.

Wenn B bikompakt ist, so besitzt jede unendliche Menge M in bezug
auf jede Abbildung a mindestens einen Konzentrationspunkt (Beweis mit
Hilfe des Borel-Lebesgueschen Satzes ohne Schwierigkeit zu fiihren).

Im folgenden wird diese Bemerkung unter der Voraussetzung, daB
R ein abgeschlossenes Intervall ist, benutzt.

Es sei E irgendeine unendliche Teilmenge von B, deren Michtigkeit
m >N, sein moge. Indem man die Gesamtheit der ersten Koordinaten
aller Punkte von E betrachtet, erhilt man eine eindeutige Abbildung a,
von E auf die Einheitsstrecke; wir bezeichnen durch #° einen (beliebig,
aber eindeutig gewihlten) Konzentrationspunkt von £ in bezug auf q,.
Es seien jetzt die reellen Zahlen

6,8, s, (0L, £1)

fiir alle @ < «, definiert (dabei ist «, eine beliebige Ordnungszahl unter w7,
und o die erste Ordnungszahl von der Machtigkeit 7), und zwar so, daf
folgende Bedingung erfiillt ist.

(A) Wenn E, die Menge aller Punkte von E bedeutet, deren «-te
Koordinate #, der Ungleichung |[¢, — #J| <;li geniigt, so hat der Durch-
schnitt eines beliebigen endlichen Systems

E; -Br-...-BE (0, <y <. Ko, < )

die Michtigkeit m.
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(Fiir &, = 2 ist die Bedingang (A) erfiillt, weil dann

o =ty =...=g,=1

549

ist und EN-Ep-... Byt =Ey, wo » die groBte unter den Zahlen
Ry Ty ooes Ty 1st die Menge E; hat offenbar die Michtigkeit m, weil

12 ein Konzentrationspunkt von E ist.)

Es sei jetzt a die Abbildung von R, auf die Einheitsstrecke, die da-
durch entsteht, daB man jedem Punkte von R, seine «,-te Koordinate

entsprechen 188t
Man betrachte alle abgeschlossenen Mengen von der Gestalt

L3 «. 274 — Oy ly »
[En: : 'n:‘ s Em Fn,‘m m ’

wobel wie immer ¢, <0, ... < &, < ¢, ist

Ich behaupte, daB je endlichviele unter den Mengen Fp%.>"

nicht leeren Durchschnitt haben. Es seien in der Tat

1.1 1 2,2 2 3 & %
Y 02 "'ak} alcﬁ‘..akg al%-..ak‘,
1,1 1 2,8 L2ttt Rk ph
?'&1 Ry ..-nkl 7]1782 ...ﬂk"! nlnz...nkk

beliebig gegeben. Dann ist
k * 2 ¢ 2

Ly Of i alay...a
) e =]][Ef . ] :
a

smt MTaeeemy o Loaingeemg

a5

np €inen

Nun ist aber (wie die Mengen A und B gewahlt sein mogen) stets

[4],-[B],>[4-B],.
Aus dieser Bemerkung und der Identitidt (1) folgt somit
@ deidis [ e

. %
] {=1 j=1

Es gilt ferner vermége der Bedingung (A):

F 2 .
(3) Mschs. von :f /Nl En] =
Ti=1 j=1 ’
woraus folgt, daB

und insbesondere

nicht leer ist.
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Da je endlichviele unter den Mengen F'u® ! ih (0, <, <. Koy < et
einen nicht leeren Durchschnitt haben, so haben alle diese Mengen (die ja
abgeschlossene Teilmengen der Strecke 0 <¢#<1 sind) mindestens einen
Punkt gemein. Einen beliebig (aber eindeutig) gewihlten unter den Punkten
der Durchschnittsmenge aller F,.2' 7% bezeichnen wir durch 77, und
man zeigt leicht, daf die Bedingung (A) fir alle o, <e, < ... <, < ey+1
erfiillt ist 7).

Auf diese Weise bestimmt man fiir jede Ordnungszahl « << w® einen
Punkt #; der Strecke 0 <¢<1. Man betrachte jetzt den Punkt z, von
R_ mit den Koordinaten

ty, té’,..,tf,... (¢ < 07):

= {1, tss .0y B2, ...}
Ich behaupte, daB x, ein vollstindiger Hiufungspunkt der Menge E
ist. In der Tat enthalt eine belichige Umgebung von z, Umo: "2 (z,)
die Menge E.'- E,*-...- E,}, die (vermdge der Bedingung (A)) die Mich-
tigkeit m hat, w. z. b w.

§ 3.
Beweis der Sdtze I und II.

Um die Sitze T und II zu beweisen, geniigt es zu zeigen:

1. daB jede Teilmenge eines bikompakten Raumes vollstindig regulir ist;

2. daf jeder vollstindig regulire Raum B mit einer Basis von der
Michtigkeit = einer Teilmenge von R, homdomorph ist.

Die erste Behauptung folgt daraus, daf die vollstindige Regularitit
eine im Urysohnschen Sinne transitive Eigenschaft ist, d. h. daB eine Teil-
menge eines vollstindig reguliren Raumes, als Raum betrachtet, selbst
vollsténdig regulir ist. Es sei in der Tat R eine Teilmenge eines voll-
stindig reguliren Raumes B*. Ist nun z, ein Punkt und A4 eine mu 2,
fremde in R abgeschlossene Menge, so gibt es eine in R* abgeschlossene
Menge A derart, daB 4 = R-A*. Da R™ vollstindig reguliir ist, kann man
dort eine stetige Funktion f(z) erkliren, die folgenden Bedingungen! geniigt:

f(2,) =0
flz) =1 fiir alle 2 C 4%,
0 < f(x) <1 fiir alle iibrigen Punkte.

"} Es sefen in der Tat
B2, B, ..., BE

My ?
gegeben. E¥=EH. B .+B% hat die Michtigkeit m, und ¢ ist ein Kon-

zentrationspunkt dleser Menge m bezag auf a, daraus und ams der Definition von
E":“ folgt dann unmittelbar, dab bei jedem n, B* E“: von derselben Machtigkeit m ist.
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Die Menge 4 ist in der Menge A enthalten, also ist fiir alle ihre
Punkte f(z)=1. Betrachtet man die Funktion f(x) nur in Punkten
von R, so geniigt sie allen aufgestellten Bedingungen, womit die voll-
stindige Regularitit von R bewiesen ist.

Bemerkung 2. Ist R ein vollstindig regulirer Raum, so gibt es
fiir jeden Punkt z, und jede seine Umgebung U{z,) eine andere Um-
gebung desselben Punktes V(xz,) derart, daB eine stetige Funktion f(x)
sich erklaren lafit, so daf}

fz)=0, wenn 2z V(z,),
Flg)=1, wenmn xR —U(z,),
0<f(x)<1 fir alle iibrigen Punkte von R.

Um letztere Tatsache zu beweisen, erklire man im Raume B eine
stetige Funktion f*(z) dadurch, daB man

re (xo) =0,
fF(z) =1, wenn zC R—U(x),
0 <f*(#) £1 in allen tibrigen Punkten von R
setzt.
Die Funktion f(z) ist stetig, es gibt also eine Umgebung von z,,
V{z,), fiir deren Punkte f*(x) < 1. Dann kann man eine Funktion f(z)
z. B. folgendermaflen definieren:

(@) =r*(x) , falls fF(z)=1,
f(z)=0 , falls [*(2) < 5,
fl@)=2(f*(2) —5), falls 5<i*()<1.

Der Beweis der Behauptung 2 geschieht nunmehr mit Hilfe einer
von Urysohn zum Beweis eines seiner Metrisationssitze angewandten Me-
thode. Es sei B ein vollstindig regulirer Raum mit einer Basis 8 von
der Méchtigkeit . Ein Paar zur Basis 35 gehérender Umgebungen (U, V) ==
soll kanonisch heiflen, falls U D V ist und eine stetige Funktion f(z) im
Raume R bestimmt werden kann, die in ¥ verschwindet, in B — U gleich 1
ist und iiberall in B der Ungleichung 0 < f(x) <1 geniigt.

Es seien

Ty Tay veny Myy nee (e < w?)

alle kanonischen Paare®) und

%) Die Michtigkeit der Menge aller kanonischen Paare ist héchsfens gleich der
Michtigkeit der Basis; sie kann aber auch nicht kleiner sein, weil (vermdge der Be-
merkung 2) jedes U aus % mindestens in einem z vorkommt; die Machtigkeit aller
kanonischen Paare ist also genau z. .
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fis Fos oves Fos onn (a<a)’)

die ihnen entsprechenden stetigen Funktionen.
Wir lassen nun einem Punkt z C B den Punkt

fle)y=a*={1,1,,....8,...}
entsprechen, wo f,= f, (z). Die dadurch bestimmte Abbildung von R auf
eine Teilmenge R* von R, ist eineindentig. Sind in der Tat z und y ver-
schiedene Punkte von R, so gibt es zuniichst eine Umgebung U, die z,
aber nicht y enthilt; vermége der Bemerkung 2 gibt es sodann eine in IJ
enthaltene Umgebung ¥ von x, so daB U und V ein kanonisches Paar
m,= (U, V) bilden. Somit ist 7, (x)=0, wihrend f (y)=1 ist; die
Punkte 2* und y* sind also verschieden.
Die Abbildung 2*= f(2) ist beiderseits stetig.
1. Es sei z, ein Punkt,
{(@e) =g = {t, 12, ..., 13, ...}
sein Bildpunkt in R¥, U(xg) = U= "2 eine beliebige Umgebung letz-
teren Punktes. Um die Stetigkeit der Funktion x* = f(x) nachzuweisen,
geniigt es eine den Punkt a, enthaltende offene Menge ¢ zu finden, dessen
Bild 7(@) in U(xg) enthalten ist. Man beachte zu diesem Zwecke die
Menge @, aller Punkte = von R, fiir die
(1) 10— < ful@) <12+
st; da f, (z) stetig ist, so ist G eine offene Menge; da auflerdem
fa, (o) =ta, ist, s0 ist 2,C Q2. Es geniigt jetzt
G=G -G ...- G
zu setzen. @ ist eine offene Menge und fiir 2 C @ sind alle Bedingungen (1,)
erfiillt, d. h. es ist f{2) CU(xf); da iberdies z,C G ist, ist unsere Be-
hauptung bewiesen.

2. Um die Stetigkeit der Umkehrungsfunktion 2 = ™ (z*) zu beweisen,
zelgen wir, da fiir jede U(x,) sich eine U(z) finden 1iBt, fiir welche
[ (U(28)) CU(x,). Letatere Bedingung heiBt aber nichts anderes, als
daB aus

(1<i<h)

Yy B —U(z,)
y* (R —U(«)
folgen soll. \Es ist nun U(z,) beliebig gegeben; man bestimme ein V so,
da 2,V und (U, V) ein kanonisches Paar, und zwar =, = (U, V) ist;

dann ist aber f(x0)~0 f,(y) =1 fir jedes y C R —U, d.h. die a-te
Koordinate von " ist gleich Null, die «-te Koordinate eines jeden Punktes
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y* fiir y C R — U ist dagegen gleich 1. Wenn jetzt U(xzg") = U: gesetzt
wird, so folgt aus y C R —U(z,), daB die «-te Koordinate von y* gleich 1;
also > 1 ist; y* liegt somit auBerhalb von U(z).

Die Homéomorphie der beiden Riume R und R™ ist hiermit nach-
gewiesen. Dadurch sind aber auch die beiden Sitze I und II bewiesen.

§ 4.
Konstruktion von Beispielen.

In diesem Paragraphen will ich zeigen:

1. daB es vollstindig regulire Riume gibt, die nicht normal sind, und

2. daB es regulire Riume gibt, die nicht vollsténdig regulir sind.

Ich konstruiere zunichst einen Raum S folgendermaBlen. Die Punkte
z von 8 sind Paare (e, §), wobei « und § Ordnungszahlen sind, und zwar
durchliuft o alle Werte < «, und g alle Werte < w. Wenn 2, = (g,, ;)
1<, 1< <w) ein Punkt von 8 ist, so erhdlt man eme be-
liebige Umgebung U, (z,) 0 < &' < &5, 0 < B < B, dadurch, daB man alle
2 = («; §) betrachtet, fiir die &’ < & La,, < BB, ist

Wie leicht ersichtlich, ist S ein bikompakter Raum.

Man bezeichne nun durch § den Raum, der aus S durch Tilgen des
Punktes (,, w) entsteht. Als Teilmenge eines bikompakten Raumes § ist 8
vollstindig regulir; andererseits ist aber S nicht normal, weil die beiden
abgeschlossenen und zueinander fremden Teilmengen von 8

_f (#@) Y _f (on8) )
X_11§a<w1/ und Y_{I_S_ﬂ<wf

durch keine zwei zueinander fremde Gebiete getrennt werden kimnen. Es
gilt sogar die schirfere

Behauptung I. Wenn @ ein die Menge ¥, — {n (<a>;}, ﬁ)w} enthalten-

des Gebiet ist, so gibt es ein &, < , derart, da8 G alle Punkte X, = {«, o},
o, < o < @, enthilt.

In der Tat gibt es fiir jeden Punkt z = (w,, f) eine Uaﬂ'ﬁr(x)(G;
also sind insbesondere alle # = (¢, f) &> e, in G enthalten. Da die
Menge aller «, abzihlbar ist, gibt es eine Zahl «,, die kleiner als w, und
groBer als alle «; ist. Somit sind alle Punkte (¢,8), ¢ > ¢y, n<f< @
in G und alle Punkte (¢, w), @ > ¢, in G enthalten, w.z. b. w.

Ein regulirer Raum ist (vermdge des Satzes I1) dann und nur dann
vollstindig regulir, wenn er in einen bikompakten Raum eingebettet werden
kann. Da jeder bikompakte Raum regulir ist, so folgt aus dem soeben

Mathematische Annalen. 102. 36
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Gesagten, dall ein nicht bikompakter regulirer Raum, der in bezug auf
regulire Punkte abgeschlossen ist, sicher nicht vollstdndig reguldr ist.
Bevor wir einen solchen Raum konstruieren, machen wir die folgende

Behauptung Il. Wenn G ein die Mengen
X%:{ (04,60) }, Ym,:{ (wl"B) 1

Gy < & < o, 1y < f < of
enthaltendes Gebiet in § ist, so ist § — @ (als Relativraum in & be-
trachtet) bikompakt.
In der Tat ist ’ )
8~G@=8-@G
(wobei @ = G - (w,, ®) ist), woraus unsere Behauptung folgt.

Es sei jetzt R* ein topologischer Raum, der dadurch entsteht, da8
man die Vereinigungsmenge von abzihlbar vielen Exemplaren

8 8% ..., 85
von 8§ betrachtet. Wir bezeichnen die Punkte von §* durch (¢, )%, die
Mengen X, und ¥, von §* durch X* bzw. ¥ usw. Man betrachte ferner
die stetige Zerlegung?) von R* in (hochstens aus zwei Punkten bestehende)
Mengen X, wobei
X entweder ein Punkt (e, )%, ¢ 4+ w,, <+ o von R
oder ein Punktepaar [(w,, 8)*" 77, (0, /"], n=1,2,...

oder ein Punktepaar {(«, )", (¢, @)*"™*], n=1,2,...

ist. Der durch diese Zerlegung induzierte Raum ist, wie leicht ersichtlich,
ein regularer Raum R*“’) Jedem Punkte (e, 8)* von R* entspncht ein
Punkt («x B)** von B ebenso entsprechen die Teﬂmengen S¥ bzw. XZ
bzw. ¥5 von R* Tellmengen 8** bzw. X2 * bzw. Yi¥ von R*

Wir konstruieren endlich einen Raum'

R=R"4¢

dadurch, daB wir einen neuen Punkt & mittels der Umgebungserklirung

U, (&)= &+ (R — kzs*’” (m=1,2,...)
=1
einfiithren. Man zeigt ohne Schwierigkeit, da8 R ein regulirer Raum ist.
Ich behaupte, da R in bezug auf alle reguliren Punkte abgeschlossen ist.
%) Alexandroff, Math. Annalen 96 (1926), 8. 557 (§ 4).
%) Man kénnte sagen, daB B* aus B* dadurch entsteht, daB man in B® die
Punkte (a;, £)**7* bzw. (e, @)** mit (o, §)** bzw. (a, @)?**! identifimert,
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Um dies zu beweisen machen wir die folgende

Behauptung III. Es sei G ein Teilgebiet von S, welches die
Menge X, enthalt; es gibt dann eine natfirliche Zahl n, von der Eigen-
schaft, daB G alle Punkte (w,, 8), 1, < B < w (d. h. die Menge ¥, enthilt.

Es existiert in der Tat fiir jedes z = (&,.w), & > &, eine U, ,,(z) CG;
infolgedessen sind alle (&, B), n, < f < w, in G enthalten; da es nur ab-
zahlbar viele verschiedene m, gibt, gibt es ein n, < @, so daf fiir unab-
zahlbar viele « alle (&, 8), n, < < @, in G enthalten sind; dann sind
aber alle (w,, 8), 7, < f < ®, in G enthalten.

Es sei jetzt

B+
ein regulirer Raum. Dann gibt es zwei Umgebungen U (&)= Uy(§) und
V(n), so da o
U(§)-V(n)=0

ist; wir diirfen dabei stets voraussetzen, daB N gerade ist. Man konstruiere
ferner

Vo) CV(m)s ooy V() Vo (), o. (m=1,2,..)

und setze

G,=R—7V,(9).
Dann ist
(0) G, CR—V,(9)CR~V,,, (1) <G,
AuBlerdem ist
(1) G, > Uyx(&) >~N > 8
so daB i

N .

V(%) ngs*k+"

ist.

Aus (1) folgt weiter, dal
) G, > X",

also auf Grund der Behauptung III existiert ein n,, so dall
gl S Y;NT'—l — Y:]N

und also (vermége (0))
G, Y.

Aus der Behauptung I folgt sodann, daf es ein «, gibt, so dal
> G > X*V — N~ 1
Daraus folgt weiter (nach Behauptung IIT), dal

G4 > és ) YtN— ’:7\7—2,
36%
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was {nach BehauptungI)
6> G > XN
ergibt.
Eine wiederholte Anwendung der beiden Behauptangen I und III
schlieBt mit
Gyied Yol + X5 .
Nun ist
Ve (R — Gyas.

Da aber Gx.» samtliche Xff% und Y:ik k < N und simtliche *™
m > N4 1 enthdlt, so ist Vy,2(7n) in einer nach Bemerkung II bikom-
pakten Teilmenge von R enthalten, was aber nur dann moglich®') ist,
wenn # i Vyye und somit in R - # isoliert ist; damit ist die Ab-
geschlossenheit von R¥ in bezug auf regulire Punkte hewiesen.

Es sei hierzu noch bemerkt, daB durch das soeben konstruierte Bei-
spiel eine von Alexandroff und Urysohn (a.a. O. 8.266) gestellte Frage,
ob jeder regulire nicht absolut abgeschlossene Raum sich zu einem eben-
falls reguliren Raum durch Hinzufiigung eines nicht isolierten Punktes er-
weitern 148t, eine volle (und zwar negative) Antwort erhalten hat.

§ 5.
Beweis des Satzes ITI.

Der Beweis des Satzes ITI beruht auf der Betrachtung von Zer-
legungen'®) der Raume R in zueinander fremde abgeschlossene Mengen:
es wird sich namlich zeigen, dafl die absolut abgeschlossenen Raume, deren
Existenz im Satze III behauptet wird, durch Zerlegungen der Riume R,
bestimmt werden. Bei der Untersuchung dieser Zerlegungen werden wir
folgende von Alexandroff a. a. O. bewiesene Tatsache benutzen: ein durch
emne Zerlegung eines bikompakten Raumes B bestimmter Raum R* ist ein
topologischer Raum; wenn R eine Basis von einer Machtigkeit < besitzt,
so gilt dasselbe auch fiir R*. %)

Es sei B ein topologischer Raum mit einer Basis § von der Michtig-
keit < 7. Der Satz III wird bewiesen sein, wenn wir gezeigt haben werden,
dall es eine Zerlegung von R gibt, die einen absolut abgeschlossenen

1) Alexandroff und Urysohn, S. 263, Satz V.

*) Im Sinne von Alexandroff, Math. Annalen 96 (1926), § 8 (8. 556—557). Es sei
hier ausdriicklich erwihnt, daf wir (der Alexandroffschen Definition entsprechend)
beliebige allgemeine und nicht notwendig etwa stetige Zerlegungen betrachten.

%) Bei Alexandroff ist diese Behauptung explizite nur firr stetige Zerlegungen
und m =, (S. 262, Satz V und § 13) bewiesen. Der Beweis gilt aber wortlich auch
in upserem allgemeinen Falle.
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Raum bestimmt, welcher eine dem Raume R homdéomorphe Teilmenge
enthilt, Wir gehen jetzt zum Beweise letzterer Behauptung tiber.

Es sei X eine auf der Einheitsstrecke liegende abgeschlossene Menge.
Im folgenden werden wir die Mengen X —={X,, X,,...,X,...} des
Raumes R_ betrachten, die aus allen Punkten ={t, 1ty ..., %, ...} be-
stehen, fiir die #, C X, ist. Die Mengen X sind abgeschlossen. In der Tat,
wenn z,= {#/, &, ..., 22,...% nicht zu X gehért, so ist wenigstens fiir
ein «

o(t5 X,) =8> 0

(die Entfernung auf J, gemessen). Dann enthilt aber seine, durch die
Bedingung 1, C 8 (to?, ;> bestimmte Umgebung keinen Punkt der Menge X;

x, ist somit kein Haufungspunkt von X.

Jetzt wollen wir diejenigen Mengen X, die als Zerlegungseinheiten
von R_ auftreten sollen, definieren. Zu diesem Zwecke bestimmen wir fiir
ein beliebiges Gebiet G des Raumes R zwei Funktionen ¢ (z) und v (z)
durch die Vorschrift-

0 falls 2C G 0 fallk 2@
76 (X) :{1 lls zcg; Ve ={1 falls = C R — G

Fir jeden Punkt des Raumecs ist @g(z)<yg(x). Man sieht auch
leicht, da, wenn @¢(2,) = pe(2) ist, eine Umgebung U(z,) des Punktes z,
existiert, fiir deren jeden Punkt y C U(z,)

" va(y) = ve(y) = va(7,) = va (%)
ist.

Es seien

U,0,,...,U0,... (¢ < 0®)

die Elemente der Basis 6 des Raumes R. FEinfachheitshalber setzen wir

P (x) = Pug (.’E) und lea(x) == Yy (x) .
Es sei ferner X (x) die Gesamtheit aller der Bedingung ¢, () <t <y, (2)
geniigender reeller Zahlen und

X(2) = {X, (2), Xy (2), .- X, (&), .. }-

Wenn « und y verschiedene Punkte von B sind, so gibt es eine U,
so, daB  CU,, y C B — U,, woraus folgt, daf X (z) und X (y) zueinander
fremd sind.

Wenn die Vereinigungsmenge Z der (fiir alle Punkte 2 von R) be-
stimmten X (x} nicht mit dem ganzen Raum R, identisch ist, betrachten
wir alle Punkte von B — & als neue Zerlegungseinheiten, so daB schlie8-
lich der ganze Raum R, in zueinander fremde abgeschlossene Mengen zer-
legt wird: B = 3 X. Diese Zerlegung ist durck den Raum R allein ein-
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deutig bestimmt und soll deshalb als die Zerlegung (&, R) bezeichnet
werden. Der durch { (R, B) bestimmte Raum soll R heien. Die Zer-
legung (R, R) induziert aber auch eine, im allgemeinen unstetige Ab-
bildung von R, auf R, die wir durch ¢ bezeichnen werden: RF — @ (R,).
Die Punkte von RE werden wir durch 2* bezeichnen. Da jedem Punkte
z C R eine Menge X, d. h. ein Punkt z* = f(2) zugeordnet ist, sind wir
im Besitze einer eineindeutigen Abbildung 2* = f(z) des Raumes R auf eine
(echte oder unechte) Teilmenge R*von RE. Wir werden zeigen, dafl diese
Abbildung eine Homdomorphie ist. Dazu brauchen wir aber cine bequeme
Basis des Raumes RE.

Es sei Goayay (%,) die Gesamtheit aller Punkte 2 = {#,,4,,...,7,,...)

von R,, fiir die to, C 8 (Xe, (2o), 5 ) ist. GUET2 ist ein Gebict. Bs sei
ferner Vo2 "l (xd) die Gesamtheit aller 2*, die, als Mengen X betrachtet,

in Giaa liegen. Ich behaupte, daf die V2= eine Basis bilden.
Um es einzusehen, geniigt es zu zeigen, dafl man fiir jedes Gebiet G > X,

ein Gebiet G, 7" (x,) finden kann von der Eigenschaft, daf
(1) Xy CGalil ok G
18t

Um dieses Gg%: 2 zu konstruieren, wihle man fiir jeden Punkt

2y, 2m%, ..., 2mf s oq: %z z z z z
Ueslee 207 % (), wobei die o, ¢y, ..., af, mi, m, ..., mi

x < Xo eine r;f,a;,‘,...aL
durch die Bedingung

Usi ez o (%) C O
bestimmt sind. Aunf diese Weise entsteht eine Uberdeckung der abge-
schlossenen Teilmenge X, von R ; nach dem Borel-Lebesgueschen Satze
kann man diese Uberdeckung durch eine endliche Teilitberdeckung ersetzen.
Es seien «,@,,...,«, alle bei den Elementen dieser Uberdeckung auf-
tretenden untere Indizes und 2, der grofite unter den zu ¢; gehérenden
oberen Indizes. Dann ist

Gy, T G,

.. - . 2y 2 igy .y 2
Esseiinder Taté={1,, 1,, ...,1,, ... } irgendein Punkt von Qer> "~ ™,

. 0 1 .
Es ist {1, — 1., | < T wobei
zo={t, 15, .., 10, .}
ein Punkt von X, ist; nun ist aber z, in einer bestimmten

mit @ ={i7, 4, ..., &g, ...} enthalten. Alle o «f,..., ¢f kommen unter
den e, a,,..., ¢, vor und es ist

Uzm{, 2mi,. ., 2m,f(x>

<
af,af, ..., af

x Y [1 3 ] . 1 1
Flox— T | S {le—Bos | 4 [ oo — 1,2 ] < 25— =i

s
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Daraus folgt, daB die Koordinaten von & allen die Umgebung U, . az’ _’"",';?;(z)
bestimmenden Bedingungen geniigen und also

18t.
Wir wollen jetzt zeigen, daf die eineindeutige Abbildung

R = ()
in beiden Richtungen stetig ist.

Der Beweis vollzieht sich in zwei Schritten,

I Bs sei U(xg) = Vaiaz o (x5) beliebig gegeben. Man betrachte
ein X, (). Wenn g, (%,) = ., (%,) ist, so gibt es (wie bei der Defini-
tion der Funktionen ¢ und w erwihnt wurde) eine U(#,) in B — nennen
wir sie W, — derart, dal fiir simtliche z C W,, (z,)

Pa, (%) = ve, (%) = @, (2,) = va, (2,)
ist, es ist m.a W.
Xy(w) = Ko, (2,)
und also um so mehr
X ()8 (Xa,(xo); %}
fiir alle & C W, (,).
Wenn aber X, (z,) die ganze Einheitsstrecke ist, so ist fiir jeden
Punkt z C R

X, (2) < 8 (Xa,(%); ;f*)

und wir setzen dementsprechend W, (z,) =R
Es sei jetzt U(x,) eine im Gebiete

We, () Way () ++-- Way (%)
enthaltene Umgebung; offenbar ist dann fiir jeden Punkt « C U(x,) und
jedes ¢ =1,2,... k )
1
Xoy(®) 8 <Xai(xo); 7_@‘—)’

diese Tatsache bedeutet aber gera,dé, dafl

Fla) C Voo ad (xd),
sobald z C U(x,).

II. Es sei eine beﬁebige U(z,) = U, gegeben; um die Stetigkeit der
Umkehrungsfunktion f~*(2%) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daf fiir
jeden Punkt z* von R¥ der in Vj(zf) liegt, £~ (2¥) CU, ist. Nun ist
aber %(%) =y, (2,) = 0, also besteht X_(z,) aus dem einzigen Punkte 0.

Wenn f~*(2*) =« C B — U, wire, wire y, () =1, also konnte auch z*
definitionsgema8 nicht zu V. () gehoren.
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Die Homéomorphie zwischen B und R™ ist hiermit bewiesen. Da
R*C RF ist, haben wir noch zu zeigen, dafl RE ein absolut abgeschlossener
Raum ist. Dazu brauchen wir aber folgende zwei Bemerkungen zu machen:

1. Es gibt fir jeden Punkt wo={#,%,...,1,...} von R_ abzihl-
bare Punktmengen 4, die zu diesem Punkte konvergieren, und zwar solche,
dal unter den Koordinaten der Punkte von 4 weder 0 noch 1 vorkommt.

Wir brauchen in der Tat z B. die Punktmenge z, = {6 6", 1,

falls 190 und ™ = 1

(n=1,2,..) zu nehmen mit %=1, — P

} 1’
falls 2, = 0. Von einer solchen Fo]ge sagen wir, sie konvergiere regel-
mifig gegen z,.

Sind alle Koordinaten eines Punktes x, von 0 und 1 verschieden, so
ist 2, C B — 5 und somit ist ¢ (2,) = 2,; wenn z, regelmiBig gegen 2,
konvergiert, so konvergiert auch ¢(z,) gegen ¢(z,) (weil ja auch
@, (x,) =z, it

2. Die den Raum R bestimmende Zerlegung von B, ist im allge-
meinen nicht stetlg *). Es kapn also vorkommen, da8 fiir eine Umgebung
U(z¢) in RF die Menge ¢~ (U) die Menge X, =@ (2) nicht im
Innern enthillt; dagegen existiert ein Teilgebiet @ von R, von der Eigen-
schaft, daf

o7 {U(xs)) > 6D X,

ausfallt. Es geniigt in der Tat, fiir ¢ das der Definition von U(2¢) zu-
grunde gelegtes Gebiet ®) zu wihlen. Essei z ein beliebiger Punkt von G,
Ty, gy ooy X,, ... eine gegen z regelmiBig konvergierende Folge. Da
@ (x,)=x, ist, so ist ¢ (z,) CU(xs), also @(z) CU{x5).

Um jetzst die absolute Abgeschlossenheit des Raumes RF zu beweisen,
geniigt es nach einem Satze von Alexandroff und Urysohn ) zu zeigen,
daB man ausjedem den Raum R iiberdeckenden System von Umgebungen
{U} ein endliches Teilsystem U,, T,, ..., Uy so wihlen kann, daB

U,+U,+...+U,=RF

ist. Man betrachte zu diesem Zwecke die der Definition von {U} zugrunde
gelegten”) Gebiete @ in R. Da R, bikompakt ist und die {Q} eine

) Aus dem Satze II und dem unter®) zitierten Satz von Alexandroff folgt
vielmehr, daB unsere Zerlegung nur dann stetig sein kann, wenn der gegebene Raum
reguldr ist.

15} Alexandroff, a. a. 0. § 3, 8. 537.

16) Alexandroff =und Urysohn, Zur Theorie der topologischen Riume, Math.
Apnalen 92 (1924), S. 262, Satz [

%) Alexandroff a. a. 0. § 3, 8. 537.
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Uberdeckung von R, bilden, lassen sich endlichviele unter den {G'} —
etwa G, G,, ..., Gy — so wihlen, daBl
G, +6G,+...+Gy=RE,
ist. Dann ist
9 (6,) + 9 @)+ .. +o(@r) =B,
nach dem soeben Bewiesenen ist aber ¢ (G) C U, so daB
U, 4+ Uy e+ Ux
erst recht den ganzen Raum R, ausfills.

Dadurch ist die absolute Abgeschlossenheit von R und mithin auch
der Satz ITT vollstindig bewiesen.

Ich méchte hervorheben, dal die von Alexandroff und Urysohn seit
langem gestellte Frage, ob jeder topologische Raum als iberalldichie Teil-
menge eines absolut abgeschlossenen Raumes betrachief werden kann, durch
den soeben bewiesenen Satz keine Antwort erhalten hat*®), da man nicht
weil, ob die Menge R*C RE, als Raum betrachtet, absolut abgeschlossen
ist. Auch die Frage, ob man alle topologischen Riume, die Basen von der
Michtigkeit 7 besitzen, in einen und denselben absolut abgeschlossenen Raum
esnbetten kann, bleibt unentschieden.

%) Fine abgeschlossene Teilmenge eines absolut abgeschlossenen Raumes braucht
nicht (wie elementare Beispiele zeigen) absolut abgeschlossen zu sein (siehe Alexandroff
und Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques compacts, Verh. Kon. Ak,
Amsterdam, Deel XTIV, No. 1 (1929)).

{Eingegangen am 6. 1. 1929.)



