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Minkowskische Integralformeln und ihre Anwendungen 
in der Differentialgeometrie im Grollen* 

UDO SIMON 

Die klassischen Minkowskischen Integralformeln ffir geschlosserte konvexe 
Fl~ichen im euklidischen Raum E 3 sind in vieler Hinsicht verallgemeinert wor- 
den: wohl zuerst von T. KUBOTA ([12], [13]) fiir Eihyperfl~ichen im E", danach 
von W. Si3ss [18] relativgeometrisch. Fiir Hyperfl~ichen in Riemannschen 
R~iumen konstanter Kriimmung wurden Minkowskiformeln von FEEMAN und 
HSIUNG [8] aufgestellt. Schliel31ich bewies W. SCHERRER [15] auch ffir beran- 
dete Fl~ichen im E 3 Minkowskiformeln und verwandte Integralformeln ftir 
Kriimmungsgr613en und Stfitzabstand. Entsprechende ~iquiaffine Integral- 
formeln stammen von K. P. GROTEMEYER [9]. 

In dieser Arbeit werden allgemeine Minkowskiformeln der relativen Geo- 
metrie fiir berandete Fl~ichen bewiesen, die die von KUBOTA, Si2ss, SCHEV, am( 
und GROTEMEYER enthalten (§ 4). Im Anschlul3 daran geben wir eine einfache 
Methode an zur Aufstellung weiterer Integralformeln (§ 5), mit deren Hilfe man 
insbesondere Sph~iren innerhalb der Retativgeometrie durch Krfimmungs- 
grSl3en und Stiitzabstand kennzeichnen kann (§ 6). Die in § 5 aufgezeigte und in 
§ 6 angewandte Methode erlaubt z. T. auch neue Beweise bekannter Alek- 
sandrovscher Satze ([2] und [3], insbesondere S. 397ff.). §8 bringt weitere 
Kennzeichnungen der Kugel in der euklidischen Geometrie. 

§ t .  Grundformeln der relativen Geometrie ~ 

Rn+ 1 sei der (n + l)-dimensionale affine Raum. Das ,,~iuBere Produkt" der 
n Vektoren al . . . .  , am ist ein Kovektor 

(1.1) a = [al,  ..., an] ; 

er wird durch die fiir alle Vektoren x gfiltige Gleichung 

(1.2) (x, a )  = Ix, al . . . . .  anl 

definiert; dabei sei (x, a )  das ,,skalare Produkt" von Vektor und Kovektor und 
Ix, al . . . .  , a,I die Determinante mit den angegebenen Vektoren als Spalten. Es 
seien x(u i) und y(u i) zwei auf gleiche lokale Parameter u i ( i= 1,...,n) bezogene 

* Die vorliegende Arbeit stellt im wesentlichen das erste Kapitel der yon der mathematisch- 
naturwissenschaftlichen Fakult~it der Freien Universit~it Berlin genehmigten Dissertation [ 17] dar. 

t Vgl. etwa [16], Kapitel 8. 
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orient ier te  Hyperfl~ichenstticke der  Differenzierbarkei tsklasse C4; das durch 
x(u i) dargestel l te  Hyperfl~ichensttick F sei nicht Torse,  d. h. ftir die De te rminan te  
l=  JIliklt mit  den K o m p o n e n t e n  2 

(1.3) l i k :  [Xlitk , XI1 . . . . .  Xln 1 

gelte l ~e 0. AuBerdem enthalte die Tangent ia lebene  von x(u i) nicht den Koord i -  
na t enu r sp rung ;  es sei also Ix, xll . . . . .  Xlnl 4: 0. 

x(u i) werde durch  y(u ~) relativ normalis ier t ,  d. h. die Tangentialr~iume an 
x(u i) und y(u i) seien in en tsprechenden  Punk ten  parallel,  y(u i) wird dann  auch 
als Eichfl~iche von x(u ~) bezeichnet.  In allen Punk ten  von x(u i) gelte schlieBlich 
noch  

(1.4) W =  iY, xi1 . . . . .  xln I ~ 0 .  

Der  K o v e k t o r  4, der die Tangen t i a l r aume  festlegt, wird durch 

(1.5) (¢,  xli ) -- 0 

und 

(1.6) (4,  Y) = 1 

eindeutig bes t immt.  Wegen  der relat iven Normal i s i e rung  gilt 

(1.7) (~, Yl,) = 0 

und dami t  wegen (1.6) 

(1.8) (~ , ,  y5 = 0.  

Ffir ~ gilt die Dars te l lung  

(1.9) ~ = W - l  . [xll . . . . .  Xln ] . 

Durch  

( 1 . 1 0 )  Gik = (x l i lk  , ~ )  

wird auf  F eine Riemannsche  Met r ik  eingefiihrt. Mit  l =  Itl~gll 4=0 ist auch 
G =  IIG~ktt 4=0. Aus (1.5) folgt 

(1.1t) Gik = -- (Xli, ~tk)" 

Auf  den M a g t e n s o r  Gik beziehen wir wie iiblich die Prozesse  der kovar i an ten  
Differentiat ion und die des Hebens  und Senkens von Indices. D u t c h  

(1.12) eil...io = I a l  ~" sign(il ... in) 

wird der Di sk r iminan ten tensor  von R i c o  definiert, ana log  

(1.13) dl""~n = IGI- ~ • sign(il ... in) ; 

2 Dabei bezeichnen xll bzw. Xlilk die ersten bzw. zweiten partiellen Ableitungen nach den 
tokalen Parametern u~: 

Ox ~2x 
xli = ~ und xlitk = Ouic)u k ; 

im Unterschied hierzu kennzeichnen wir spfiter die auftretende kovariante Differentiation durch 
Xlillk, Xlillklll, . , .  
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dabei sei sign(i 1 ... i,) erkl~irt durch 

_ 1  ffir eine gerade Permuta t ion  (il ... i,) der Zahlen (1 ... n) 
sign(i~ ... i , )=  1 ffir eine ungerade Permuta t ion  

0, falls i k = i,, ffir k =~ m. 

Man  verifiziert leicht 

(1.14) i .... ik - k ! .  ~ Gjk +1,~(I~+~) Gj.~r(i.).  sign(a). ' F ' i l . . . i n  'F'" • j k + l . . . J n - -  " ' "  

Summiert  wird fiber alle Permuta t ionen a, die (i l  . . .  ik) fest lassen. Entsprechend 
gilt : 

i,...ikj . . . . . .  ~" = k!" ~ 6 j~ +' 6 j" • sign (a). (1.15) 'F ' i l . . .  in 'F" a ( i k  +!)' '" a ( i n )  

6~ ist das Kroneckersymbol .  Weiterhin ist 

(1.t6) Q " el .... i. " ~ =  [xli~, . . . ,  x l i . ]  

mit 

Q =  W. IGI -&#0 .  

und (1.6) ergeben 

(1.17) 

(1.16) 

(1.18) Q "  eil.. .~, = ly, x l iP  " ", Xli.I . 

Durch einen Ansatz mit unbest immten Koeffizienten erh~ilt man die Beziehung 

k ' Gig(- 1)'-1 [y, xl i . . . . .  Xl i . . . .  xl  i . . . . . . .  Xli ,  ] (1.19) Q ' g i  . . . .  i r - l " i r + l . . . i n  ~--- ' ' " 

Die Tensoren 

(1.20) 

und 

(1.21) 

B i k  = <Ylillk '  ~> 

= - <Yli, ~lk> = <Y, ~lillk> 3 

A i k  t = <Xlillkl[t, ~> 

= - <xlillk, lit> = <xl,  ~lkllt) 4 

sind symmetrisch. A m  ist der Tensor der kubischen Grundform.  Von den 
Ableitungsgleichungen ben6tigen wir lediglich 

(1.22) Yli = Big ' Xlk" 

Ffir den Relativabstand p des Ursprungs v o n d e r  Hyperfl~iche x ( u  i) beztiglich 
der Eichhyperfl~iche y ( u  ~) ergibt sich 

(1.23) 

Wegen (1.5) ist 

(1.24) 
3 Wegen (1.7) und (1.8). 
4 Wegen (1.11) und Giklll=O. 

Ix, x l l  . . . . .  xt"l = <x,  { 5 .  
P = ly, x l l  . . . . .  xl,I 

Pt, = <x,  ~1,>" 
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Ist duma du  k das alternierende Produkt der Differentiale du ~ und d u  k, s o  ist 
mit do als ,,relativem Fl~ichenelement" 

(1.25) Q .  du i~ A -.. ^ dbt i" = e it"''i"" d o .  

FOr ein orientierbares Hyperfl~ichenstiick F mit dem glatten Rand ~F und 
eine in F u O F  stetige und in F stetig differenzierbare Differentialform 09 vom 
Grad ( n -  1) gilt schliel31ich noch der allgemeine Stokessche Satz 

(1.26) ~ d A c o =  ~ co. 
F O F  

Dabei tr~igt der Rand OF die yon F aufnatiJrliche Weise induzierte Orientierung. 

§ 2. D a r s t e i l u n g e n  der  Kriimmungsgr6Ben 

Die Eigenwerte k, (r = 1 . . . .  , n) von 

(2.1) Ilni~ + k" Gi~tl = 0 

werden als relative Hauptkrfimmungen der Hyperfl~iche F bezeichnet; die 
normierte elementarsymmetrische Funktion H, (r = 1 . . . . .  n) 

H n - 

1 < i i  < i2"'" < i r < n  3 =  1 

heil3t r-te Relativkrfimmung; aul3erdem werde Ho = 1 gesetzt. 

(2.2a) R ,  = ( -  p)" . H ,  

heil3e reduzierte r-te Relativkriimmung (r = 1 . . . . .  n) ; entsprechend sei R o = 1. 
L e m m a  2.t. Fiir  die r-te Re la t i vkr iJmmun9 9il t  die Dars te l lun#  

(2.3) n!" H,  = ( -  1)" e i~'''i", es ~'''~'i'+ ' ...i." Bil~ l . . .  B i  j ~ .  

Beweis. S, sei die r-te elementarsymmetrische Funktion der Hauptkrfim- 
mungen ks; Cr sei die Summe aller Hauptminoren r-ter Ordnung von llBtkll. 

gilt: ( - - I ) ' S ,=  C, 5. Mit (1.15)und H, .  ( 7 ) =  S, folgt 
/ k 

Dann 

eq'"i".e11...~,i . . . . . .  i "Bi,J' B . J ' = n !  - C , = n ! ( - 1 ) ' H ,  . . .  l r  . 

Damit gilt (2.3). - -  
1 Itnikl[ 6 

Insbesondere ist also H x - - - - - B ~ J  und H . = ( - 1 ) "  IIGikl-----~ Aus (2.3) 
n " 

ergibt sich mit (1.16) und (1.22) 

(2.4) ei'"'t"" [Yli~, . . . ,Y l i , ,  Xli,+~ . . . .  , x l j  = n ! ( -  1)'H," Q" 4. 

5 Vgl. Ml~KY [t4], Theorem 7.1.3; dabei beachte man das Vorzeichen der durch (2.1) deft- 
nierten Eigenwerte. 

B Das Vorzeichen der Eigenwerte in (2.1) wurde wegen des konventionetlen Vorzeichens 
von H~ in der ~iquiaffinen Theorie festgesetzt; vgl. BLASCHg.E [5], S. 170, (212). 
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Wegen der Schiefsymmetrie des Diskriminantentensors ist fiir i k # i ,  
ei'"'i"yti~lti = 0 und F.i1""inxlikllir=O, also gilt 

(2.5) g i l ' " i " [ Y ' Y l i 2  . . . . .  Y l i , '  XIi,+ t . . . . .  X l i ' l l l i l  = n ! Q ( -  1 ) r H r  " ~ .  

Die ffir r = 1, ..., n durch 

(2.6) n ! . O i , ~ = ( - 1 ) r - l . e  "2"''i" j • "B  ~ B. ~" 
~ ' j 2 . . . j r i r +  t . . . Z n  i 2 .  " ' "  I t .  

definierten Tensoren 7 eignen sich gut zur Aufstellung yon Integralformeln. 
Es getten n~imlich wegen (2.3) die Beziehungen 

und (2.7) ii _ D ( r ) G i j  - -  H , _  1 

Insbesondere ist 

(2.9) 

(2.10) 

(2.8) i~ _ D { , ) B i i -  --  H r .  

n " D[{) = G ij und fiir n = 2 .  
i j  __ " " 

D(2) - - ½ g%~,Bk~. . 

Durch eine affine Parametertransformation lassen sich Gi~ und Bij in einem 
Punkt P auf die Form 

{01 f i i r i # j  B , j = {  0 f f i r i+ j  
(2.11a) GiJ=  ffir i = j  -k~ fiir i = j  

transformieren. In diesem Koordinatensystem wird 

{_i_ fiir i 4:j 
(2.11b) ij _ . 

D ( , ) -  OH, ffir i = j .  
c?ki 

Ist auf einem Fl~ichensttick ki > 0 ffir alle i, so ist wegen (2.11) Bi j  negativ definit 
und DI, ~ ffir alle r = 1, ..., n positiv definit. SchlieBlich ergibt ein Ansatz mit un- 
bestimmten Koeffizienten 

(2.12) ii2...i, "" ,  Dtr) ~lJ" n!"  Q ,  e [ Y ,  Yli2 . . . . .  Y l i , , X l i , + l ,  Xli,] = ( _  1),-1. ij . 

also 

(2.13) ,2. . . i ,  e ix, y, yli ~, . ,y l i , ,Xl i ,+t ,  X l i J = Q ' n ; ' ( - 1 )  r - l n i j "  . . . . .  , • " ( r )  PlJ"  

§ 3. Ungleichungen fiir elementarsymmetrische Funktionen 
k, (r = 1 .. . . .  n) seien n reelle Zahlen, Sj  ihre elementarsymmetrischen Funk- 

tionen, Hj = ( n )  -1 . " S j , ( ] = l , . . . , n ) , H o = l .  
J 

Lemma 3.t.  Es  sei 0 < m < s < k < k + m < n;  m, s, k seien ganz  und es  sei 
H t > 0 f i i r  t < t < k + m. Dann  g i l t  

(3.1) H s H  k - Hs_rnHk + m >= O . 

Das  Gle ichhe i t s ze ichen  s teht  9enau dann, wenn g i l t :  k 1 = k 2 . . . . .  k,. 
7 Siehe a u c h  (8.1). 
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Beweis. Ffir beliebige reelle kr gilt H k -  1Hk+ 1 < H]  (s. [4], S. 11, (6)) ; wegen 
H, > 0 fiir t ~ k folgt 

H i >-_'" > H~ > ... > Hk _ >  Hk+l 

H o  = H~---_7]-= = i~/k-1 - Hk  

und damit ftir s < k :  H ~ H k > H ~ _ I H k + I .  Entsprechend gilt H ~ _ I H k + I >  
>__ H~_ 2 Hk + : . . . .  , H~.~, + 1 Hk +,,- 1 > H~_ ~ H k + ~, woraus unmit telbar (3. l) folgt. 
Im Fall der Gleichheit ist notwendig H k - 1 H k + l  = H 2, was k 1 = k: . . . . .  k, 
nach sich zieht. 

Lemma 3.2. Es sei 1 <_ s <_ n und H t > 0 j~r  1 <_ t <_ s ; dann gilt 

1 1 

(3.2a) H~ > H 2  2 > .-- => H ~ .  

Das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn k 1 = k 2 . . . . .  k n .  

Zum Beweis s. z. B. [4], S. 11; die dortige Voraussetzung ki > 0 ffir alle i 
l~iBt sich ffir den 1.c. angegebenen Beweis abschw~ichen zu der Voraussetzung 
von Lemma 3.2. Zum Beweis der Ungleichung 

1 1 

(3.2b) (H~_ 1) s- 1 ~ (H~)~ 

(1 < s_--< n) reicht sogar die Voraussetzung H t 4:0 ffir 1 _< t_< s - 2, H~_ ~ > 0, 
H~ > 0. Als einfache Folgerung von (3.2) ergibt sich 

Lemma3.3. Sei l g m g n ;  ]~r l < t < _ m  sei H t > 0 ;  sei fur  l < _ r g m  und 

l ~ m  i < m  m =  ~ m ~ < n ; d a n n g i l t  
i = 1  

(3.3) H m , - H  >__0; 
i 

das Gleichheitszeichen steht wieder genau in dem in Lemma 3.2 angegebenen Fall. 
Unter der Voraussetzung ( -  p) > 0 gelten ffir die in (2.2a) definierten redu- 

zierten Krfimmungen R, = ( -  p)" H~ entsprechende Ungleichungen. 

§ 4. Relativgeometrische Minkowskiformeln 
Satz 4.t.  Das orientierte berandete Hyperfldchenstiick F E C 4 mit glattem 

Rand OF sei beziiglich der Eichhyperfldche G relativ normalisiert. Es sei g = g(u i) 
differenzierbare Ortsfunktion (oder Vektorfunktion) au f  F u ~ F .  eine stetig 

Dann gilt 

(4.1) Hr(~,g) do ~ ~ = D(r)(~li, gli)do-- ~ ~o(,) 
F F OF 

mit 

(4.2) n ! ' o o t r ) = ( - - l f - l " g ' [ y ,  yli2 . . . .  , Y l i r ,  Xti . . . .  . . . , X t i J d u i 2  A " "  A d u  i" .  

Ist g eine skalare Ortsfunktion, so ist (4.1) eine vektorielle Integralformel, 
ebenso fiir den Fall, dab (~, g) und (~lJ, gli) iiuBere Produkte sind (vgl. z. B. (8.9)); 
ist g Vektorfunktion a u f F w O F ,  so sind (~, g) und (~1i, gl~) innere Produkte. 
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Beweis von (4.1). Multipliziert  man  (2.5) mit g, so folgt 
il ... in 

{ I ; i ~ ' " i " g [ Y ,  Y l i 2 ,  . . . ,  Y J i , ,  X l i  . . . .  . . . ,  X l i . ] } l l i ~  - -  {13 g l i b l Y  . . . .  , X l i , ] }  

= n!" Q ( -  1)~H,(¢, g).  

Integriert  man,  so l~igt sich der erste Term links mit dem Stokesschen Satz in ein 
Randintegral  umformen  und man erh~ih unter  Beachtung von (2.12) die Inte- 
gralformel (4.1). 

Wegen (2.7) ergibt  (4.1) mit g = f .  x, f = f (u i ) ,  f ~ C 1, eine Erwei terung der 
bekannten  M i n k o w s k i f o r m e l n  (s. Einleitung) 

(4.3) ~ ( H . p + H ~ _ O f d  o ~ ij . = D(rIPlJ" f l i d o -  ~ o9(~), 
F F OF 

co(,)ist wieder (4.2) mit  9 = f "  x zu entnehmen.  Setzt man in (4.3) f = - ( - p)~- ~ • h, 
h = h(u~), h ~ C 1, so folgt mit (2.2a) durch Summat ion  

k 

f(Rk--R,.)'hd°=~h Z ij D ( r ) p l i P l j ( r  - 1) (-- p)r-2 do - 
F F r = m + l  

(4.4) k k 
- I  Z p)'- '  - D(~)hliplj(-  do I ~,, o9(,) 

F r = m + l  0F r = m + l  

ffir O < m < k ~ n .  

§ 5. Integralformeln zur Kennzeichnung von Sphiiren 

Die Minkowski formeln  (4.3) und die Ungleichungen aus § 3 er lauben ein 
einfaches Verfahren zur Aufstellung von Integralformeln,  die wir in § 6 zur 
Kennze ichnung  von Sph~iren durch  Kr/. immungen und Stfi tzabstand heran-  
ziehen werden. Der  methodische Aufbau der Integralformeln aus Identit~iten 
lgBt sich leicht bei der Herle i tung der folgenden Integralformeln verfolgen. 

Es sei F ein Fl~ichenstfick mit  Rand  OF, das den Voraussetzungen von Satz 
4.1 genfigt ; dann  gelten fiir F die IntegraMitze (5.1), (5.2) und (5.3). 

Integriert  man  die Identit~it 

f ( H s H k -  1 - H s_ 1Hk) = f Hs  ' (p " H k n t- H k _  1) - f "  Hk " (HsP + H~_ 1) ,  

so erh~ilt man  ffir 0 < s < k $ n mit f = f (u l ) ,  f ~ C 1, unter  Beachtung von (4.3) 
die Integralformel 

(HsHk_  1 - H s_ 1Hk)" f do = ~ DiJk)Pli( f • Hs)lj do  - 
F F 

(5.1) f -- Dts)Pli" ( f  " Hk)lj do  + ~ (o9(s)- ogtk)) ; 
F OF 

wieder ist co(,) (4.2) mit g =  f ' H r  . x  zu entnehmen.  Als Erg~inzung zu (5.1) 
ergibt sich ffir 0 ~ s < k < n aus der  Identit~it 

f (H~+ I HR -- Hk  + I H~) " p =  ( f  " Hk) (H~+ I . p + H~) - ( f  . H~) (p . Hk  + l + HR) 

die Integralformel 

S (H~ + 1Hk -- HR +1H~) ( -- p ) f  do = ~ DIJ k +I)PI~(fH~)Ij do  - 
(5.2) F r 

- ~ DI~+ 1)Pli( fHk)l j  do + ~ (o9(,+ 1) -- ~(k+ 1)). 
F OF 
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Entsprechend leitet man aus der Identit~it 

, _ I - ( H , )  " " f = f ' P "  1 - ( H ,  -(H,) " + 

die Integralformel 

r-J,  
+ (pH, + H,_ ~)f  - (1 + H~p)" (Hr) " • f 

(5.3) 

s ( .  " ) ( .  ' 
r -~ - (Hr )  3~ f d o =  ~ 1 - ( H ,  . f . p . ( H j  ~ do + 

F F 

r - - l )  
+ 'J 'J d o +  D(r)Plifl j do - ~ Dtl)Pli f "  (Hr)- 7 IJ 

Y F ~F 

k-1  
ab, wobei ~Otk ) wieder mit g = f "  (Hk) k " x der Formel (4.2) zu entnehmen ist. 

§ 6. Kennzeichnungen von Sphiiren 

Als Anwendung der Integrals~itze aus § 5 wollen wir im Rahmen der 
Relativgcometric Sph~iren durch Krfimmungsgr6Ben und Relativabstand 
kennzcichncn. Wir werdcn uns dabei auf geschlossene Fl~ichen beschr~inken ; 
es ist unmittelbar klar, dal3 man unter geeigneten Randbcdingungen auch S~itze 
ffir bcrandetc Fl~ichcn beweiscn kann;  ein Beispiel daffir bietct Satz 8.1. Bei 
gccigneter Wahl dcr Eichfl~che erhglt man als Spezialf~ille der rclativgeometri- 
schen S~itze diescs Paragraphen Kcnnzeichnungen dcr n-dimensionalen Kugel 
in der cuklidischcn Gcomctrie und Kennzeichnungen der eigentlichen Affin- 
sph~iren in der ~iquiaffinen Geometrie v o n  BLASCHKE, die Charakterisierung 
der Affinsph~iren ergibt gleichzeitig eine Charakterisierung der Ellipsoide in 
der ~iquiaffinen Geometrie ; es gilt n~imlich der folgende Satz von BLASCHKE und 
DEICKE [7] : ,,Jede affinspharische Eifl~iche im R "+ 1 ist ein Ellipsoid". 

Auf die Kennzeichnungen der Kugel gehen wir in § 8 noch n~iher ein. 
Fiir die Anwendungen der Formeln aus § 5 definieren wir die folgenden 

Fl~ichenklassen ~k (k = 1 .. . . .  n); fiir E e-~k gelte: 
(6.A) E • C 5 sei geschlossen, 
(6.B) DI, ~ sei positiv definit ffir r = 1 . . . . .  k, 
(6.C) H , > 0  fiir r = l  . . . . .  k. 
H~iufig betrachten wir auch die Flgchenklassen ~')k(P) (k --- 1 . . . . .  /I), ffir die 

zus~itzlich gilt: 
(6.D) p < 0. 
(6.B) und (6.C) sind sicher dann erfiillt, wenn fiir alle i = 1, ..., n gilt : ki > O. 

Liegt der Koordinatenursprung innerhalb von E und innerhalb der zugeh6rigen 
Eichfl~iche G, so h~ingt das Vorzeichen von p vonder  Richtung von ~ und damit 
yon der Wahl der Normalisierung durch y(u ~) ab. Wegen (2.9) und (6.B) ist G ij 
positiv definit. 
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U m  zu zeigen, dab  ein Fl~ichenstiick relativsph~irisch ist, werden wir stets 
eine der folgenden Bedingungen (a) oder  (b) nachweisen : 

(a) jeder  P u n k t  ist Relat ivnabel ,  d. h. es gilt k 1 = k2 . . . . .  k , ;  
(b) es ist p = const.  
I m  Fall  (a) b rauch t  m a n  z. B. nur  zu zeigen, dab  in j edem P u n k t  fiir eine der 

Beziehungen (3.1), (3.2), (3.3) stets die Gleichhei t  gilt. 
S a t z  6.1. 8 Sei 1 < k < n" 9ilt auf  E • ~ k ( P )  die Relation H k : G(p) mit 

dG 
G • C 1 und --dp = G' >= O, so ist E Sphdre. 

Beweis. I. Sei 1 _< k < n - 1 ; setzt m a n  in (5.2) s -- 0, f -- const.,  so folgt mit  

(Hk)lj = G "  Pit 

f ( H 1 H k - H k + l ) ( - p ) d o =  f ( - 1 )  G'~p,,pli'G' do ; 

wegen (3.1) und (6.D) ist der  linke In tegrand  nicht negativ, und  wegen (6.B) und 
G' > 0 ist der  rechte In tegrand  nicht  positiv. D a n n  gilt aber  H 1HR -- Hk+ 1 = 0 
und dami t  Satz 6.1 ffir k < n - 1. 

II. Sei k = n (der Beweis gilt fiir 2 < k < n); jetzt  benutzen wir (5.3) mit  

( ( k - - l )  --1 
f = c o n s t  und H k ) ~ -  _ k - 1  (Hk) k .G ' . p l t :  

r~ k 

Hk-  1 -- (Hk) ¥ do = H~ - (Hk) p(Hk) -~ do + 

f t - k  -1 
+ ~ ' k "  GiJPliPlJ" (Hk) k . G 'do  ; 

1 

wegen (3.2), (6.D) und G' > 0 schlieBen wir wie in I auf  H1 - (Hk) g = 0, d. h. E 
ist Sphare.  

Als Spezialfiille erhal ten wir die folgenden Aussagen : 
Korol lar6.2.  9 Es sei 1 < k <_ n und auf  E • ~ k ( P )  gelte Hk = const . ;  dann ist 

E Sphdre. 
Korollar6.3.1° Es sei 1 < k < n; auf  E • ~k(P) gelte R k = const.  = c; dann ist 

c = 1 und E ist Sphdre. 
Beweis.  Mit  Hk ---- c(-- p)-k = G(p) wird G' = k" c ( -  p ) - t k+  1), also G' > 0;  die 

Aussage iiber die Kons t an t e  folgt dann  e twa aus (4.4) fiir m = 0. 
Sa tz  6.4. Es sei 1 < s < k < n. Gilt auf  E • ~k 

Hk G ( p ) , G e C 1 ,  G,>__O ' 
H,  

so ist E Sphdre. 

8 Siehe z. B. GROTEMEYER E11], Satz 2; dabei beachte man das Vorzeichen in der Definition 
des St/itzabstands. 

Siehe S~3ss [18]. 
lo Siehe AEPPLI [1], GROTEMEYER [ |0 ] .  
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Beweis. Wegen E e "~k ist H s > 0 und DI~ ~ positiv definit. Setzt man in (5.1) 
1 

f = - - ,  so folgt mit (3.1) wieder H~H k_ 1 = Hs_ 1Hk. 
H~ 

Korollar 6.5. Gilt au f  E ~ ~k die Relation H k = c .H~,  c = const., so ist E 
Sphiire. 

Korollar 6.6. Gilt au f  E ~ ~k(P) die Relation R k = c.  R~, c = const., so ist E 
Sphdre. 

Die S~itze 6.1 bis 6.4 lassen sich in allgemeinerer Form aussprechen; so 
kann man in Satz 6.1 durch Summation der Integralformeln Relationen der 

n - - 1  

Form ~ f , -  H, = G(p) betrachten mit f ,  = f , (p)  > O, f ,  ~ C ~ und f [  __< 0, falls 
r = I  

mindestens fiir ein r, 1 _< r _< n -  1, die Nullstellen yon f ,  nirgends dicht auf E 
liegen. Eine ganz entsprechende Kennzeichnung der Sph~ire innerhalb der 
Fl~ichenktasse .~,(p) erh~ilt man fiir 0 < s < n durch die Relation 

n - s  1 n - - 8  

H~" Z J'~H~+,+ . Z g, Hx_~+,= G(p) 
r = l  Hs-1  r = l  

mit G e C 1, G' > 0 und f ,  + g, = hr(p), hr ~ C ~, h'~ <__ 0 ; r = 1 . . . . .  n - s. Den Nach- 
weis der letzten Behauptung ffihrt man (nach geeigneter Umnumerierung) 
durch Zusammenfassen der Integralformeln (5.1) und (5.2). 

In [19] zeigte S0ss, dab Hypersph~iren durch 

R k = R ,  . ( n > k > m > = O )  

gekennzeichnet werden. Dieses Ergebnis ist in Korollar 6.6 enthalten. Wir 
wollen das Resultat von S0ss noch in anderer Hinsicht verallgemeinern : 

Satz 6.7. Es sei 0 ~ m < k ~ n. A u f  E ~ ~k(P) gelte eine der folgenden 
Relationen 

(a) R k > R,, 

(b) g k < g , , .  

Dann ist E Sphdre und in (a) und (b) gilt das GIeichheitszeichen. 
Beweis. Aus (4.4) folgt mit h = ( - p ) - S  

k 

(R k - R, .)  ( -  p ) -S  do = ~ ~, 
r = m + l  

ij 1) ( _  p)r-s- 2 Dt~)pliplj(r - s - do .  

Im Fall (a) wahlen wir z. B. s = n, im Fall (b) s = 0 und schliegen wie iiblich. 
Mit Rk = Rm ist aber alles bewiesen. 

Da in Satz 6.7 der Fall m = 0 zugelassen ist, ergibt sich sofort das folgende 
Korollar  : 

Korollar 6.8. A u f  E ~ ~k(P)gibtes fiir jedes s mit 1 < s < k stets Punkte, in 
denen R s = 1 gilt. 
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Satz  6.9. EsseiO<m,k<nundO<=mi< m J~ri= 1 ..... t ,t> 1 ;sei i mi =m" 
i = 1  

Auf E ~ g&(p) gelte 
t 

[] Rm, < RR . 
i = 1  

Dann ist E Sphiire. 
Beweis. Der  Fall k = mist  wegen (3.3) trivial. Sei etwa k > m. Durch  Integra-  

t ion der Identi tat  

(i:~ Rm, - Rm) ( -  P)-S: t=(-I1Rm, -- Rk) (-- P)-S + (Rk -- Rm) (-- P)-S 

erhNt man  mit (4.4) 

+ 2 DiS~;PliPlj(r--s- 1)(--P) ~-~-zd°. 
r = m + l  

W~ihlt man  z. B. s = n, so ist die rechte Seite nach Voraussetzung,  nach (6.B) 
und (6.D) nicht positiv, die linke Seite nach (3.3) nicht negativ. Der  linke Inte- 
grand verschwindet  also tiberall auf  E ;  damit  haben wit alles bewiesen, falls 
k > m; im Fall m > k geht m an  von  der gleichen Identit~it mit s = 0 aus und 
wendet wieder (4.4) an. 

Satz 6.9 ist eine Erwei terung yon  Satz 6.7, da k > m und k < m m6glich ist. 
Ubrigens mtissen die mi nicht no twendig  verschieden sein ; ebenso ist k = 0 und 
m = 0 m6glich : 

Korollar 6.t0.  Sei auf E ~ ~m(P) J~r 0 <= m i ~ m <= n, m = ~ m i, 
i = I  

l!I R , , .<  1 • 
i = 1  

dann ist E Sphiire. 
Ftir m = 0 erhNt  man  - wie in Satz 6.7a - die Sph~iren kennzeichnende 

Ungleichung 1 =< R k aus Satz 6.9 (0 < k =< n). 
Es ist nun leicht, nach dem Verfahren der S~itze 6 . 7 -  6.9 weitere kennzeich- 

nende Ungle ichungen fiir Sph~iren anzugeben und zu beweisen. Ein Beispiel ist 
die Ungle ichung 

R,R k -- RjRR+, . <= 0 

ftir 0 < m _< s _< k < k + m __< n und j edes j  mit 0 __<j N n. Weiterhin erh~ilt ma n  Ver- 
al lgemeinerungen der S~itze 6 . 7 - 6 . 9  durch Summat ionsprozesse ;  wir wollen 
das am Beispiel yon  Satz 6.7 erl~iutern; ebenso hat  man  bei den anderen Aus- 
sagen zu verfahren. 

22 Math. Ann. 173 
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S a t z 6 A t .  Es sei O<mi<k~<_n; sei a~=a~(p)>0 und ajeC ~ (j=l ..... r, 
r > 0). Auf E ~ fO,(P) gelte 

(a) ~ aiRk ~>>- ~ ajRmj, a)>O 
j = l  j = l  

oder 

(b) • aiRk ~ ~ ajRm~, a~<=O; 
fL 

j=l  j= l  

dann ist E Sphdre. 
Insbesondere sind die F~ille m~ = 0, d. h. R,,~ = 1, und a i = const, m6glich. 

Dann hat man als einfachen Spezialfall von Satz 6.11 ein Analogon zu einem 
Satz von Voss (s. [20], Satz VII, S. 210): 

Korollar 6.t2. Gilt auf E ~ ~,(p) 

~ a j . R ~ = c o n s t .  mit a j = c o n s t . ~ 0 ,  
j=l  

so ist E Sphdre. 
Zu 6.11 und 6.12 ~ihnliche S~itze findet man bei AEPPLI [1]. 

§ 7. Ein Beispiel 

Die Frage, ob die S~itze 6.1 und 6.4 entsprechend ffir Funktionen G = G(p), 
G ~ C a, G' < 0, gelten, ist zu verneinen. Ein bekanntes und oft herangezogenes 
Beispiel daffir ist das Rotationsellipsoid im E 3, auf dem 

( ~ ) ½ (  H 2 =  p)'* H 1 = ~ - /  

mit Konstanten ~ > 0, fl > 0 gilt 11 Also bestehen auf dem Rotationsellipsoid 
die Relationen 

H2=a(-p)'*=Gl(p)>O mit G~(p)<0 

und 

H2 = (_fl)/t Hi "( -p) ' ( ( -p) -2~-*  +fl~)-~=G2(p)>O mit G~(p)<0.  

§ 8. Kennzeichnungen der Kugel im E -÷t 

Seien g~j und bij die Fundamentaltensoren erster und zweiter Art eines 
Hyperfi~ichenstficks F der Klasse C 3 im E "+ 1 mit dem Ortsvektor x(u ~) und der 
Fl~ichennormalen ~; p =  (x, ~) sei der Stfitzabstand, ki seien die Haupt- 
krfimmungen und Hi die Krfimmungen (i = 1 . . . . .  n); et, ...i, sei der Riccitensor 
und es sei fi~ k = 1 . . . . .  n 12 

(8.1) n I -c~)=  eu2.../,, d .  " " i . . . i , 'b/~ 2 b ik. 
. J 2  • , ,  J k  ~ k  + " " " tk. 

n Siehe CHERN [6] und GROT~MEV~t [11] (beachte FuBnote 8). 
a2 Vgl, Voss [20], S. 187, (1.14). 
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ffir k = 1 ist 

(8.2) ~ j _  1 . . .  C (1 ) - -  1"/ g~S 

es gelten die Rela t ionen 

(8.3) n ! .  H ,  = e h' ' '"e),. . .3., .+,. . . , .  " bhJ '  "'" b,~ r ,  

(8.4) it _ ct,)gi s -- Hr-  1, 
( 8 . 5 )  i s  _ C(r )b i j  - n r , 

Ist  der  Rand  OF yon F glatt, so gilt en tsprechend zu (4.1) mi t  9 = g(u*), g ~ C1 : 

(8.6) ~ Hk(¢, g) do + ~ ci~)(xlj, gl') do + ~ CO,k ) = 0 ; 
F F OF 

dabei  ist 
(8.7) n!" CO(k)= (--  1) k+ l g" [~, ~1i2, "" ,  ~lik, Xlik+l . . . . .  XlI,] dui2 ^ "'" ^ dui"" 

Wie im AnschluB an (4.1) ist zu bemerken ,  dab  (8.6) fiJr eine Or t s funk t ion  g 
wieder eine vektoriel le  In tegra l formel  darstel l t ;  nach en tsprechender  Bildung 
eines ~iul3eren P roduk t s  gewinnt  m a n  weitere vektoriel le In tegra l fo rmeln ;  
so e rhNt  m a n  beispielsweise im Fall  n = 2 mit  dem von SCHERRER ([15], S. 106, 
(13)) eingeffihrten Stt i tzvektor  

(8.8) ,7 = Ix ,  43 

w e g e n  ¢iJk)[Xli,  X I j ]  ~ C(k)Ei j i j  • ¢ = 0 die vektoriel len In tegra l formeln  

1 o . 
(8.9a) - ! H l t l d o =  --~ S r ( r r ~ - p x ) d t  

1 
(8.9b) - _ ~ H2rl do = -~ o~ _ ( -  [~¢ + p~) dt  ; 

dabei  ist t der  P a r a m e t e r  des Randes  0 F  : u * = ui(t); ,,." bezeichnet  die Differen- 
t ia t ion nach t. 

Ftir geschlossene Fl~ichen k a n n  man  (8.9) der  Fo rme l  (8.6) mit  g = const.  
gegenfiberstellen. 

W~ihtt m a n  insbesondere  in (8.6) g = f "  x mi t  f = f(ui),  f s C 1, so erh~ilt m a n  
ftir ein beliebiges orientiertes Fl~ichenstfick F e C 3 mi t  g la t tem Rand  OF die 
Minkowskiformeln der euklidisehen Geometrie 

(8.10) ~ ( H k P + H k - O f d ° =  -- fCI~)<X, XlJ)"ft i  d ° -  f °(~)" 
F F OF 

Bezeichnet m a n  mit  r = + ((x,  x>) ½ die Nul lpunk t sen t fe rnung  eines Fl~ichen- 
punktes ,  so ergibt  sich wegen der  Weingar tenschen  Ablei tungsgleichungen aus  
PI~ = (x ,  ~I~> die Relat ion 

(8.11) Pl i  = - -  b i  j "  < x ,  x l j  > = - bi) " r . r l j  ; 

sei speziell f = f ( r ,  p), f e C 1 ; (8.10) lautet  mit  i '  _ ~ j _ ad~ - c(k~b~.(k - 1 . . . . .  n): 

(H~p + nk-1)" f do 
(8.12) r 

= "rZ" a l l , -  - ~ r "  r" ci~,)" rli" rlj do - COrk). 
F OF 

22* 
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ij und ci~ ) positiv definit sind (das ist sicher Unter der Voraussetzung, dab a(k) 
dann der Fall, wenn bij positiv definit ist, d. h. ffir Eihyperfl~ichen ; ffir weitere 
Fl[ichen vgl.Voss [20], S. 209--210), kann man also im euklidischen Fall die 

6.1--6.6 erweitern: statt der Funktion G= G(p) mit ~ -~ -~0  be- Aussagen 

8G >_ O und 8G <0. AuBer den trachten wir eine Funktion G = G(p, r) mit--~ff 

reduzierten Krfimmungen R k = ( - p ) k H k  sind entsprechende Krfimmungs- 
gr6Ben Sk= r~(--p)aHk mit nicht negativen Zahlen e, fl und e + B =  k yon 
Interesse; wir erhalten analog zu 6.3 und 6.6 Aussagen fiber die Krfimmungs- 
gr6Ben Sk. 

Insbesondere im Fall n = 2 kann man zuweilen auf einige der (z. T. doch 
recht einschneidenden) Voraussetzungen, wie sie (6.B)--(6.D) im euklidischen 
Fall entsprechen, verzichten; wir wollen das fotgende Beispiel, einen zu Satz 6.4 
analogen Satz, gleich ffir berandete Fl~ichen aussprechen: 

Satz 8.t. Das FIdchensti~ck F ~ C 3 im E 3 sei orientierbar und habe einen 
glatten Rand d F mit der Parameterdarstellung u i = ui(t) ; auf F u ~ F sei H 1 >013 
und auf F gelte 

H2 
= G(r) 

H1 
dG 

mit G ~ C 1 und G' - < O. La'ngs des Randes gelte 
dr - 

, H 2 • - ~  + H~ d~ < 0. Dann ist F Stiick einer Kugel. 

Beweis. Wir integrieren die Identit~it 

H2 
I~(H~-H2)=(HxHx +H2p ) - -H--T(Hlp+ 1) 

und erhalten rnit (8.8) und (8.12) 

(n21 - -  H 2 )  do = ~ J g  rlirljG do 4- 5 tl' H2 "-~- 4- Hi" " ~ d t .  
F 1 F OF 

Jetzt schlieBen wir wie/Jblich. 
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