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Minkowskische Integralformeln und ihre Anwendungen
in der Differentialgeometrie im Grofien*

UDpo SIMON

Die klassischen Minkowskischen Integralformeln fiir geschlossene konvexe
Flichen im euklidischen Raum E3 sind in vieler Hinsicht verallgemeinert wor-
den : wohl zuerst von T. Kusota ([12], [13]) fiir Eihyperflichen im E", danach
von W.SUss [18] relativgeometrisch. Fir Hyperflichen in Riemannschen
Raumen konstanter Kriimmung wurden Minkowskiformeln von FEEMAN und
HsIuNG [8] aufgestellt. SchlieBlich bewies W.ScHERRER [15] auch fiir beran-
dete Flichen im E* Minkowskiformeln und verwandte Integralformeln fiir
Krimmungsgréflen und Stitzabstand. Entsprechende #4quiaffine Integral-
formeln stammen von K. P. GROTEMEYER [9].

In dieser Arbeit werden allgemeine Minkowskiformeln der relativen Geo-
metrie fiir berandete Flichen bewiesen, die die von KuBoTta, SUSS, SCHERRER
und GROTEMEYER enthalten (§4). Im AnschluB daran geben wir eine einfache
Methode an zur Aufstellung weiterer Integralformein (§ 5), mit deren Hilfe man
insbesondere Sphiren innerhalb der Relativgeometrie durch Kriimmungs-
groben und Stiitzabstand kennzeichnen kann (§ 6). Die in § 5 aufgezeigte und in
§ 6 angewandte Methode erlaubt z. T. auch neue Beweise bekannter Alek-
sandrovscher Sitze {[2] und [3], insbesondere S.397{f). § 8 bringt weitere
Kennzeichnungen der Kugel in der euklidischen Geometrie.

§ 1. Grundformeln der relativen Geometrie'

R™*1 sei der (n+ 1)-dimensionale affine Raum. Das ,iulere Produkt“ der
n Vektoren a,, ..., a, ist ein Kovektor

Ly a=la,,...,a,]);
er wird durch die fiir alle Vektoren x giiltige Gleichung
(12) <x’ a>=‘x: a, ~~-aanl

definiert ; dabei sei {x, a) das ,,skalare Produkt* von Vektor und Kovektor und
Ix, ay, ..., a,| die Determinante mit den angegebenen Vektoren als Spalten. Es
seien x(u’) und y(u’) zwei auf gleiche lokale Parameter «’ (i=1,...,n) bezogene

* Die vorliegende Arbeit stellt im wesentlichen das erste Kapitel der von der mathematisch-

naturwissenschaftlichen Fakultit der Freien Universitit Berlin genehmigten Dissertation [17] dar.
t Vgl etwa [16], Kapitel 8.
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orientierte Hyperfldchenstiicke der Differenzierbarkeitsklasse C*; das durch
x(u') dargestellte Hyperflichenstiick F seinicht Torse, d. h. fiir die Determinante
I=||l;,) mit den Komponenten?

(1.3) Iy= fxmk, X|1» "‘9x|n}

gelte I & 0. AuBerdem enthalte die Tangentialebene von x(u’) nicht den Koordi-
natenursprung; es sei also |x, x|y, ..., X,/ # 0.

x(u') werde durch y(u’) relativ normalisiert, d. h. die Tangentialriume an
x(u’) und y(u’) seien in entsprechenden Punkten parallel. y(u’) wird dann auch
als Eichfliche von x(u’) bezeichnet. In allen Punkten von x(u') gelte schlieBlich
noch

{1.4) W=1y, x|, ..., X/ 0.

Der Kovektor ¢, der die Tangentialriume festlegt, wird durch
(1.5) X =0

und

(1.6) Gyo=1

eindeutig bestimmt. Wegen der relativen Normalisierung gilt
(1.7 =0

und damit wegen (1.6)

(1.8} i y>=0.

Fiir ¢ gilt die Darstellung

(1.9) E=W™ - [xp, e, Xyl -

Durch

(1.10) G = X €

wird auf F eine Riemannsche Metrik eingefithrt. Mit [=||l,,]| +0 ist auch
G =[Gyl +0. Aus (1.5) folgt

(1.11) Gu= ‘“<x(ia 5{k>-
Auf den Mafitensor G, beziehen wir wie iiblich die Prozesse der kovarianten
Differentiation und die des Hebens und Senkens von Indices. Durch

(1.12) &,..i,=GI* - sign(iy ... iy)
wird der Diskriminantentensor von Riccr definiert, analog
(1.13) grtn=|Gl™ - sign(iy ... 0y ;

? Dabei bezeichnen x; bzw. xy, die ersten bzw. zweiten partiellen Ableitungen nach den
lokalen Parametern u':

ax *x
X‘i= '5!4—1 und

im Unterschied hierzu kennzeichnen wir spiiter die auftretende kovariante Differentiation durch

M= S ia g

X{ifpho Xk |jts + 5+
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dabei sei sign(i, ... i,) erklart durch

1 fiir eine gerade Permutation (i, ... i,) der Zahlen (1 ... n)
sign{i, ... )= 4— 1 fiir eine ungerade Permutation
0, falls iy =i, firk=m.
Man verifiziert leicht
(1.14) &t =KUY G ot -+ Gloti * S18R(0).
Summiert wird iiber alle Permutationen o, die (i ... ;) fest lassen. Entsprechend
gilt:
(1.15) gy g BBl e < o) N Sl Bl - sign(a).

ir...in alix+1) "

o% ist das Kroneckersymbol. Weiterhin ist

(1.16) Q& E=Dxpys oo X,
mit

(1.17) Q=W-|G|"*+0.
(1.16) und (1.6) ergeben

(1.18) Q& iy =Iy X - X} -

Durch einen Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten erhiilt man die Beziehung
(1.19) Q- Sii...i,-_l{ci,ql.ui,. ) §|k(_ =Ly, Xitgs oo Xi_ g5 Xipypp - x|i,.] .

Die Tensoren

By = <Y|i||ka &>

1.20
- = — o &> =<0 G
und
(1.21) Asir = Xigaes €

= — X E0> = <X G

sind symmetrisch. A;;, ist der Tensor der kubischen Grundform. Von den
Ableitungsgleichungen benétigen wir lediglich

(122) V=B xp.

Fiir den Relativabstand p des Ursprungs von der Hyperfliche x(u%) beziiglich

der Eichhyperfliche y(u') ergibt sich

(123) - ‘X, x|1: '-',xlnl _
Iy7 xlla crey xlnl

Wegen (1.5) ist

(124) pp=<x&».
® Wegen (1.7) und (1.8).
4 Wegen (1.11) und G, =0.
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Ist du’ A du* das alternierende Produkt der Differentiale du’ und du*, so ist
mit do als ,,relativem Flidchenelement®

(125) Q cdutt A -0 A dutn=¢liin-do .
Fiir ein orientierbares Hyperflichenstiick F mit dem glatten Rand J0F und

eine in FUOF stetige und in F stetig differenzierbare Differentialform w vom
Grad (n— 1) gilt schlieBlich noch der allgemeine Stokessche Satz

(1.26) fdro=[ow.
F JoF

Dabei tragt der Rand 0F die von F auf natiirliche Weise induzierte Orientierung.

§ 2. Darstellungen der Kriimmungsgrifien
Die Eigenwerte k, {r=1,...,n) von
(2.1) ”Bij..'“"k'Gi{'“ =0

werden als relative Hauptkriimmungen der Hyperfliche F bezeichnet; die
normierte elementarsymmetrische Funktion H, (r=1,...,n)

n -1 r
2.2) H'=<r> . » k;,
1Siy<ize<ipSnmj=1

heiBt r-te Relativkrimmung; aulerdem werde H,=1 gesetzt.
(2.29) R,=(—p)-H,
heife reduzierte r-te Relativkrimmung (r=1, ..., n); entsprechend sei Ry = 1.

Lemma 2.1. Fiir die r-te Relativkriimmung gilt die Darstellung
(2.3) nl-H =(—1y gvig . . -BJ .. BJ.

Beweis. §, sei die r-te elementarsymmetrische Funktion der Hauptkriim-
mungen k;; C, sei die Summe aller Hauptminoren r-ter Ordnung von ||B*||.

Dann gilt: (= 1)’S, = C, *. Mit (1.15) und H, - (’:>= S, folgt

-1
. , . n
gy i BB = "!(r) “C,=nl(-1)'H,.

Damit giit (2.3). —

1 . B.,| ¢
Insbesondere ist also H, = — — BJ und H,=(-—1) I|§l G"‘}l: . Aus (2.3)
ik
ergibt sich mit (1.16) und (1.22)
(24) si;...l'" ' [y|i1a --':yli,., x|i,+19 veey x]in] = n‘('_ 1)rHr ' Q ) é .

& Vgl. Mirsky [14], Theorem 7.1.3; dabei beachte man das Vorzeichen der durch (2.1) defi-
nierten Eigenwerte.

8 Das Vorzeichen der Eigenwerte in (2.1) wurde wegen des konventionellen Vorzeichens
von H, in der &quiaffinen Theorie festgesetzt; vgl. BLASCHKE [5], S. 170, (212).
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Wegen der Schiefsymmetrie des Diskriminantentensors ist fir i 1,
e My, =0 und g x ., =0, also gilt

(25) sil“'i"[ys ylip rery yli,’ xli,+la LERE) x|i,,]||i1 = n'Q(“ l)rHr : é .
Die fiir r=1,...,n durch
(2.6) nt- Dfﬁ}: (_ l)r—l . 8iiz‘.,in gjjz..-jrir+1.-.in . Biz'.iz Bir,fr

definierten Tensoren’ eignen sich gut zur Aufstellung von Integralformeln.
Es gelten ndmlich wegen (2.3) die Beziehungen

27y D{G;;=H,_, und (28) D{B;;=—H,.
Insbesondere ist

29) n-DY,=G"Y und fiir n=2.

2.10) Dy, = —Je*e, B,

Durch eine affine Parametertransformation lassen sich G;; und B;; in einem
Punkt P aufdie Form

0 firij { 0 firisj
2.11 G;;= { B, .=
@11a) U= firi=j Uk, firi=j
transformieren. In diesem Koordinatensystem wird
0 fiiri#j
(2.11b) D;‘,f,:{l 0H, . . .
T firi=j.

Ist auf einem Flachenstiick k; > O fiir alle i, so ist wegen (2.11) B;; negativ definit
und D, fiir alle r = 1, ..., n positiv definit. SchlieBlich ergibt ein Ansatz mit un-
bestimmten Koeffizienten

(212) siiz...i,.[y’ y|i27 (RS yli,a xli,ﬂ,;’ ceny x|in] =("“ 1)r~1 DZ;’-) ’ é|j' n!- Q ’
also

(213) siiz..'inlx; Y, ,V,iz, ey y|i,.a xli,.),xa ceey x|i,.| = Q ' n! ' ("_ 1)r—1D2!) ) pU .

§ 3. Ungleichungen fiir elementarsymmetrische Funktionen
k. (r=1,...,n) seien n reelle Zahlen, §; ihre elementarsymmetrischen Funk-

-1
tionen,sz(';) S G=1,...,n), Ho=1.

Lemma 3.1. Es sei O<mZSsSk<k+m=zn; m,s k seien ganz und es sei
H,>0 fir l <t <k+m. Danngilt
(3.1) HH—H,_ ,H pn20.
Das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn gilt - k, =k, = --- =k,.

7 Siehe auch (8.1).
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Beweis . Fiir beliebige reelle k, gilt H, _,H, ., < HE (s. [41, S. 11, (6)); wegen
H,>0 fir t<k folgt

£L>,.. H, > .. > H, Hyr s

Hy — Hyy = T Hiy H,
und damit fir s<k: HH,=2H, (H,,,. Entsprechend gilt H,_ H,, ;2
2H,_,Hy s, ..., Hy s 1Hiy -1 2 Hy_ Hy o, woraus unmittelbar (3.1) folgt.
Im Fall der Gleichheit ist notwendig H,_ H,, , = H;, was k; =k, = --- =k,
nach sich zieht.
Lemma 3.2. Essei 1l <s<nund H,>0 fir | £t <s;dann gilt

1%

[\

1 1
(3.2a) HzH; z 2 HS.
Das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn k, =k, =-.-=k,.
Zum Beweis s. z. B. [4], S. 11; die dortige Voraussetzung k; >0 fiir alle i
1aBt sich fiir den l.c. angegebenen Beweis abschwichen zu der Voraussetzung
von Lemma 3.2. Zum Beweis der Ungleichung

1

(3.2b) (Hy_)* ™' 2 (H,

(1 < 5 £n) reicht sogar die Voraussetzung H,+0 fiur 1<t<s—2, H,_;>0,
H,> 0. Als einfache Folgerung von (3.2) ergibt sich
Lemma3.3. Sei 1<mzxn; fir 1Zt<m sei H,>0; sei fir 1<r<m und

1
s

1SmEmm= Y m<n;dann gilt
i1

(3.3) (UI H, — H,,,) >0;

das Gleichheitszeichen steht wieder genau in dem in Lemma 3.2 angegebenen Fall.
Unter der Voraussetzung (— p) > 0 gelten fiir die in (2.2a) definierten redu-
zierten Kritmmungen R, =(— p) - H, entsprechende Ungleichungen.

§ 4. Relativgeometrische Minkowskiformeln

Satz 4.1. Das orientierte berandete Hyperflichenstiick F e C* mit glattem
Rand OF sei beziiglich der Eichhyperfliche G relativ normalisiert. Es sei g = g(u’)
eine stetig differenzierbare Ortsfunktion (oder Vektorfunktion) auf FUOF.
Dann gilt

(4.1) [H(& g)do= [ D{)(&);,91)do— | oy
F F aF
mit
(4‘2) nt w(r)=(_ l)r_l g [}’, Pizs o0 Yiips Xjipy o ~"9x}in] du A - A duin’

Ist g eine skalare Ortsfunktion, so ist (4.1) eine vektorielle Integralformel,
ebenso fiir den Fall, daB (£, g) und (¢, g;) duBere Produkte sind (vgl. z. B. (8.9));
ist g Vektorfunktion auf FUOF, so sind (£, g) und (£}, g),) innere Produkte.
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Beweis von (4.1). Multipliziert man (2.5) mit g, so folgt

{gil ...i,.g[y’ yliz» reey yli,s x|ir+ 1270 xli"]}nil - {gil mi"g|i1 [)% vy x|in]}
=n!"Q(-1yH/¢ 9).
Integriert man, so ldBt sich der erste Term links mit dem Stokesschen Satz in ein
Randintegral umformen und man erhilt unter Beachtung von (2.12) die Inte-
gralformel (4.1).
Wegen (2.7) ergibt (4.1) mitg = f - x, f = f(u)), f € C*, eine Erweiterung der
bekannten Minkowskiformeln (s. Einleitung)

“3) [(H,p+H,_)fdo= [ Difpy- fydo— [ oy
F

w,istwieder (4.2) mitg=f"x zu entnehmen. Setzt manin(4.3) f = —(—p)y ™' -4,
h= h{u)), he Ct, so folgt mit (2.2a) durch Summation

k
[ (Re=Ry)hdo=[h 3 Dippypyfr—1)(=py~2do -
F F r=m+1

(4.4) e ]
- X D;{)h“pu(——p)"‘do——j Y O

Fr=m+1 OF r=m+1
fir0<m<kzn

§ 5. Integralformeln zur Kennzeichnung von Sphiiren

Die Minkowskiformeln (4.3) und die Ungleichungen aus § 3 erlauben ein
einfaches Verfahren zur Aufstellung von Integralformeln, die wir in §6 zur
Kennzeichnung von Sphiren durch Kriimmungen und Stiitzabstand heran-
zichen werden. Der methodische Aufbau der Integralformeln aus Identitiiten
188t sich leicht bei der Herleitung der folgenden Integralformeln verfolgen.

Es sei F ein Flachenstiick mit Rand 0F, das den Voraussetzungen von Satz
4.1 gentigt ; dann gelten fiir F die Integralsitze (5.1), (5.2) und (5.3).

Integriert man die Identitit

SHH,_ ~H,_H)=fH;(p-H+H,_,)~ f H,(Hp+H,_,),

so erhilt man fiir 0 < s <k <nmit f= f (), f € C, unter Beachtung von (4.3)
die Integralforme]

“HsHk-1 ~H,_Hy)" fdo= ijl{)Pu(f ) Hs)|j do—
F F
- jD:sj)Pu “(f - Hy);do+ 5 (W — o) ;
F oF
wieder ist wy, (4.2) mit g= f - H,- x zu entnehmen. Als Erginzung zu (5.1)
ergibt sich fiir 0 < s <k < n aus der Identitiit
JHe Hy—Hio  H) p=(f-H)(Hy p+H)—~(f H)(p* Hyyy + Hy
die Integralformel

,‘(HsHHk-HH 1H)(—p)fdo= §D§I{+1)p|i(st)|jdo_
52 F F

(5.1)

- ng+ 1)p|i(fHk)U do+ 5 (w(s+ 1)~ O+ 1))-
F oF
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Entsprechend leitet man aus der Identitét

r~1

T

(Hr—x—(Hr) )'f=f~p' (Hl-(H,)%) HY T+

+(@H,+H,_)f—-(1+Hp)(H)

r-1
ro. f
die Integralformel

j(th —(Hr)r_—ri)fdoz 5 (Hi_(Hr){_> 'f'P‘(Hr)::rido +
(53) F F

r—1

+ IDf!)Plifu do— foﬁPli(f'(Hr)«—'“)U do+ afF () — 0)
F F

k—1
ab, wobei wg, wieder mit g= f-(H,) * -x der Formel (4.2) zu entnehmen ist.

§ 6. Kennzeichnungen von Sphéren

Als Anwendung der Integralsitze aus §5 wollen wir im Rahmen der
Relativgeometrie Sphiren durch Kriimmungsgr6fen und Relativabstand
kennzeichnen. Wir werden uns dabei auf geschiossene Flichen beschrinken;
es ist unmittelbar klar, dall man unter geeigneten Randbedingungen auch Sitze
fiir berandete Flichen beweisen kann; ein Beispiel dafiir bietet Satz 8.1. Bei
geeigneter Wahl der Eichfliche erhilt man als Spezialfille der relativgeometri-
schen Sitze dieses Paragraphen Kennzeichnungen der #n-dimensionalen Kugel
in der euklidischen Geometrie und Kennzeichnungen der eigentlichen Affin-
sphéren in der dquiaffinen Geometrie von BLASCHKE; die Charakterisierung
der Affinsphéren ergibt gleichzeitig eine Charakterisierung der Ellipsoide in
der dquiaffinen Geometrie ; es gilt nimlich der folgende Satz von BLASCHKE und
Deicke [7]:,.Jede affinsphirische Eifliche im R"*?! ist ein Ellipsoid“.

Auf die Kennzeichnungen der Kugel gehen wir in § 8 noch niher ein.

Fiir die Anwendungen der Formeln aus § 5 definieren wir die folgenden
Flachenklassen $, (k=1,...,n); fir Ec H, gelte:

(6.A) E e C® sei geschlossen,

(6.B) DY, sei positiv definit fir r=1, ..., k,

6.C) H,>0 fiir r=1, ...,k

Hiufig betrachten wir auch die Flachenklassen $,(p) (k= 1, ..., n), fiir die
zusitzlich gilt:

(6.D) p<0.

(6.B) und (6.C) sind sicher dann erfiillt, wenn fiir alle i=1, ..., n gilt: k; > 0.
Liegt der Koordinatenursprung innerhalb von E und innerhalb der zugehdrigen
Eichfliche G, so hidngt das Vorzeichen von p von der Richtung von £ und damit
von der Wahl der Normalisierung durch y(u’) ab. Wegen (2.9) und (6.B) ist G/
positiv definit.
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Um zu zeigen, daB} ein Flachenstiick relativsphérisch ist, werden wir stets
eine der folgenden Bedingungen (a) oder (b) nachweisen:

(a) jeder Punkt ist Relativnabel, d. h. es gilt k; =k, = - =k,;

(b} es ist p=const.

Im Fall (a) braucht man z. B. nur zu zeigen, daB in jedem Punkt fiir eine der
Beziehungen (3.1), (3.2}, (3.3) stets die Gleichheit gilt.

Satz 6.1% Sei 1<k<n; gilt auf Ee$(p) die Relation H,=G(p) mit

GeC! und %% =G 20, so ist E Sphdre.

Beweis. I. Sei 1 £k <n—1; setzt man in (5.2) s=0, f = const., so folgt mit
(Hyj=G""p);

1 .
[ b= 0 =prdo= [ (= ) 6pupy 6o

wegen (3.1) und (6.D) ist der linke Integrand nicht negativ, und wegen (6.B) und
G’ = 0 ist der rechte Integrand nicht positiv. Dann gilt aber H, H,— H,,, =0

und damit Satz 6.1 firk<n—1.
I. Sei k=n (der Beweis gilt fiir 2< k< n); jetzt benutzen wir (5.3) mit
k—

Lok 1
f=const und ((H,,) k >“:T(H") “Gp

-1
k

[ =1 o= [ o, 1) ey a0 +

+j};k.gij '(H,‘)_Tl'G'd .
nk Piiby; 0,
1
wegen (3.2), (6.D) und G’ = 0 schlieBen wir wie in I auf H, —(H)* =0,d. h. E
ist Sphire.
Als Spezialfille erhalten wir die folgenden Aussagen:

Korollar6.2.° Es sei 1 <k <n und auf E € $,(p) gelte H, = const.; dann ist
E Sphdre.

Korollar6.31° Es sei 1 Sk <n; auf E e $,(p) gelte R, = const. = c; dann ist
c¢=1und E ist Sphdre.

Beweis. Mit Hy=c(—p) *=G(p) wird G’ =k - c(— p)”** ¥, also G' 2 0; die
Aussage iiber die Konstante folgt dann etwa aus (4.4) fiir m = 0.

Satz 6.4. Es sei 1 Es<k<n. Gilt auf E€ H,

H,
H

=G(p), Ge C,G' 20,

so ist E Sphdre.

& Siehe z. B. GroTeEMEYER [11], Satz 2; dabei beachte man das Vorzeichen in der Definition
des Stiitzabstands,

® Siehe Stiss [18].

10 Siehe AgppLI [1], GROTEMEYER [10].
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Beweis. Wegen E € §, ist H; >0 und DY), positiv definit. Setzt man in (5.1)

f= T-lf’ so folgt mit (3.1) wieder H.H,_,=H,_, H,.

Korollar 6.5. Gilt auf Ee$, die Relation H,=c- H,, c=const., so ist E
Sphidire.

Korollar 6.6. Gilt auf E e $,(p) die Relation R,=c " R, c=const., so ist E
Sphdre.

Die Sitze 6.1 bis 6.4 lassen sich in allgemeinerer Form aussprechen; so
kann man in Satz 6.1 durch Summation der Integralformeln Relationen der

n—1
Form ) f,-H,=G(p) betrachten mit f,= f,(p)20, f,e C' und f; <0, falls
r=t
mindestens fiir ein r, 1 £r<n— 1, die Nullstellen von f, nirgends dicht auf E
liegen. Eine ganz entsprechende Kennzeichnung der Sphire innerhalb der
Flachenkiasse $,(p} erhilt man fiir 0 < s <n durch die Relation

1
H;

n—

n—s 1 5
: Z frHs+r+ H Z ngs—1+r:G(p)
r=1 s—1 =1

r=

mitGe CL,G'>20und f,+g,=h(p), h,e CL,,<0;r=1,...,n—s. Den Nach-
weis der letzten Behauptung fithrt man (nach geeigneter Umnumerierung)
durch Zusammenfassen der Integralformeln (5.1) und (5.2).

In [19] zeigte Stiss, daBl Hypersphiren durch

R,=R, (n=k>m=0)

gekennzeichnet werden. Dieses Ergebnis ist in Korollar 6.6 enthalten. Wir
wollen das Resuitat von SUss noch in anderer Hinsicht verallgemeinern:

Satz 6.7. Es sei 0=m<kgn Auf Ee$.(p) gelte eine der folgenden
Relationen

(a) Rk g Rm
(b) RSR,.

Dann ist E Sphdre und in (a) und (b) gilt das Gleichheitszeichen.
Beweis. Aus (4.4) folgt mit h=(—p)~*

k
j(Rk—Rm)(wp)“stx 5 Z ) D:‘;")pup”(r__sﬁ 1)(_p)r—s—2 do .

r=mt

Im Fall {(a) wihlen wir z. B. s=n, im Fall (b) s=0 und schlieBen wie iiblich.
Mit R, = R,, ist aber alles bewiesen.

Da in Satz 6.7 der Fall m= 0 zugelassen ist, ergibt sich sofort das folgende
Korollar:

Korollar 6.8. Auf E € $,(p) gibtes fiir jedes s mit 1 < s < k stets Punkte, in
denen R,=1 gilt.
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t
Satz 6.9. Essei0 <m,k<nund0<m,<m fiiri=1,...,t,t21;sei Y my=m.
i=1
Auf E € 9,(p) gelte

1%

II/\

Dann ist E Sphdre.
Beweis. Der Fall k = m ist wegen (3.3) trivial. Sei etwa k > m. Durch Integra-
tion der Identitit

(HI R, — Rm) (=p)~*= (H Rmf“Rk>(“‘p)“‘+(Rk—Rm)(—p)“

i=1

erhilt man mit (4.4)

J(11 =i Jli e

£ s v

r=m+1

Wihlt man z. B. s=n, so ist die rechte Seite nach Voraussetzung, nach (6.B)
und (6.D) nicht positiv, die linke Seite nach (3.3) nicht negativ. Der linke Inte-
grand verschwindet also {iberall auf E; damit haben wir alles bewiesen, falls
k>m; im Fall m >k geht man von der gleichen Identitit mit s=0 aus und
wendet wieder (4.4) an.

Satz 6.9 ist eine Erweiterung von Satz 6.7, da k> m und k < m mdglich ist.
Ubrigens miissen die 1, nicht notwendig verschieden sein ; ebenso ist k =0 und
m=10 moglich:

f
Korollar 6.10. Sei auf E€ 9, (p) fir OSm<m=<n,m= Y m,
i=1

H/\

&

dann ist E Sphdre.

Fiir m =0 erhiilt man — wie in Satz 6.7a — di¢ Sphiren kennzeichnende
Ungleichung 1 £ R, aus Satz 6.9 (0 < k < n).

Es ist nun leicht, nach dem Verfahren der Sitze 6.7 — 6.9 weitere kennzeich-
nende Ungleichungen fiir Sphiren anzugeben und zu beweisen. Ein Beispiel ist
die Ungleichung

Rst - Rij+m = 0

fir0<m<s=k<k+m<nund jedesjmit 0 £j < n. Weiterhin erhiilt man Ver-
allgemeinerungen der Sitze 6.7 —6.9 durch Summationsprozesse; wir wollen
das am Beispiel von Satz 6.7 erfdutern; ebenso hat man bei den anderen Aus-
sagen zu verfahren.

22 Math. Ann. 173
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Satz 6.11. Es sei 0sm;<k;Sn; sei a;=a)(p)20 und a;eC* (j=1,...,r,
r>0). Auf E e 9,(p) gelte

r r
(a) Z aijj; Z aijJw a;;()
ji=1 =1
oder
(b) Z aijjé z aijj, a}é();

dann ist E Sphdre.

Insbesondere sind die Fille m ;=0,d. h. R,,= 1, und q;= const. moglich.
Dann hat man als einfachen Spezialfall von Satz 6.11 ein Analogon zu einem
Satz von Voss (s. [20], Satz VII, §. 210):

Korollar 6.12. Gilt auf E ¢ $,(p)

n

a;* R;j=const. mit a;=const.20,
i=1
so ist E Sphdre.

Zu 6.11 und 6.12 dhnliche Sitze findet man bei AgppLI[1].

§ 7. Ein Beispiel

Die Frage, ob die Sétze 6.1 und 6.4 entsprechend fiir Funktionen G = G(p),
GeC', G' <0, gelten, ist zu verneinen. Ein bekanntes und oft herangezogenes
Beispiel dafiir ist das Rotationsellipsoid im E?, auf dem

LAY LAY 3 4

Ho=(5) (=n+8(5) (=oF) und Hy=a(-p)
B B

mit Konstanten o> 0, f>0 gilt*!. Also bestehen auf dem Rotationsellipsoid

die Relationen

H,=a(—p)*=G,(p)>0 mit G, (p)<0
und

3
= (5) PP ) =G0 mit Gyp<0.

§ 8. Kennzeichnungen der Kugel im E**!

Seien g;; und b;; die Fundamentaltensoren erster und zweiter Art eines
Hyperflichenstiicks F der Klasse C?im E**! mit dem Ortsvektor x(#) und der
Flichennormalen ¢; p={x,{) sei der Stiitzabstand, k; seien die Haupt-
kriimmungen und H; die Kriimmungen (i=1, ..., n); ¢, , sei der Riccitensor
und es sei fiir k=1,...,n??

(8'1) n! : c:l{} = Siizmiﬂ ' 8{}'2.”]'1;&-» Lariin : bl'z{-z e bikj.‘k ’

1 Siehe ChERN [6] und GROTEMEYER [11] (beachte FuBnote §).
12 Vgl, Voss [20], S. 187, (1.14).
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fir k=1 st

82 cthy=—g";

es gelten die Relationen

(8.3) nt-H,=gtg; . . -bJt b,

8.4) czj)giszr—l >

8.5) cilb,=H, .

Ist der Rand 0F von F glatt, so gilt entsprechend zu (4.1) mit g = g(u), ge C*:
(8.6) JH(E g)do+ [ ci(x g)do+ | wgy=0;

dabei ist ’ ’ .

(87) nl wgy=(—1 "G [& & oo Elio Xlina s - X ] AU A o Adu,

Wie im AnschluB3 an (4.1) ist zu bemerken, daB (8.6) fiir eine Ortsfunktion g
wieder eine vektorielle Integralformel darstellt; nach entsprechender Bildung
eines duBeren Produkts gewinnt man weitere vektorielle Integralformeln;
so erhélt man beispielsweise im Fall n= 2 mit dem von SCHERRER ([15], S. 106,
(13)) eingefiihrten Stiitzvektor

(8.8) n=[x,¢]
wegen cify[x, x;] = cfle;; - & =0 die vektoriellen Integralformeln
1
(8.9a) — [Hyndo= — | (rfé —px)dt
F 2 5r
1 . o
(8.9b) ‘szﬂdO”—'“"z"f(“Pf*”Pé)dt;
F oF

dabei ist t der Parameter des Randes dF : u’ = u/(t); ,,»“ bezeichnet die Differen-
tiation nach t.

Fiir geschlossene Fliachen kann man (8.9) der Formel (8.6) mit g = const.
gegeniiberstellen.

Wihlt man insbesondere in(8.6)g = f* x mit f = f{u"), f € C!,soerhilt man
fiir ein beliebiges orientiertes Flichenstiick F € C* mit glattem Rand oF die
Minkowskiformeln der euklidischen Geometrie

(8.10) i(Hkp+Hk-1)fd0= - ic%(x, x> frdo— aj;w(k).

Bezeichnet man mit r= + ({x, x>)* die Nullpunktsentfernung eines Flichen-
punktes, so ergibt sich wegen der Weingartenschen Ableitungsgleichungen aus
p;i=<x, ;> die Relation
(8.11) P|i=“bi{.‘<X,xu>=”bi{'r'7|j;
sei speziell f= f(r, p), f € C';(8.10) lautet mit af, =cipbi(k=1,...,n):

§ (Hyp+Hy_y)- fdo

(8.12) ’ 0 G .
=§<—(3—£-'r2-az,{,-— ~5{—-rc{i)> 11 do— jw(k).
F

oF
22+
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Unter der Voraussetzung, daB afj, und cfj, positiv definit sind (das ist sicher
dann der Fall, wenn b;; positiv definit ist, d. h. fiir Eihyperflichen; fiir weitere
Flichen vgl. Voss [20], S. 209—210), kann man also im euklidischen Fall die

d
Aussagen 6.1—6.6 erweitern: statt der Funktion G = G(p) mitd—j =20 be-

oG
trachten wir eine Funktion G = G(p, r) mit %j- =0 und i <0. AuBer den

reduzierten Kriimmungen R,= (- p)*H, sind entsprechende Kriimmungs-
gréBen S, =r*(—p)H, mit nicht negativen Zahlen «,  und a+f=k von
Interesse; wir erhalten analog zu 6.3 und 6.6 Aussagen iiber die Kriimmungs-
groBen S,.

Insbesondere im Fall n=2 kann man zuweilen auf einige der (z. T. doch
recht einschneidenden) Voraussetzungen, wie sie (6.B}—{6.D) im euklidischen
Fall entsprechen, verzichten ; wir wollen das folgende Beispiel, einen zu Satz 6.4
analogen Satz, gleich fiir berandete Flichen aussprechen:

Satz 8.1. Das Flichenstiick Fe C® im E* sei orientierbar und habe einen
glatten Rand OF mit der Parameterdarstellung u' = u'(t); auf FUOF sei H, >0'3
und auf F gelte

H,
=60
, ' , _dG .
mit Ge C* und G' = e <0. Ldngs des Randes gelte
dx dé , L
n,H,- o + H,- —r 0. Dann ist F Stiick einer Kugel.

Beweis. Wir integrieren die Identitit
1 H
H—I(Hi_Hz)‘:(Iﬁ +H,p)— “ﬁ‘j“(Hlp“*' 1)
und erhalten mit (8.8) und (8.12)

1 17 .. 1 j’< dx d£> 1
2— R = — Up o .G s .
J(Hl H,) I, do zjg rur;G'do+ 2aF nH,- I +H, i) I, ——dt.

Jetzt schlieBen wir wie {iblich.
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