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Abstract. Define a cylinder to be a family of languages which is closed 
under inverse homomorphisms and intersection with regular sets. A number 
of well-known families of languages are cylinders: 

---CFL, the family of context-free languages, is a principal cylinder, i.e. the 
smallest cylinder containing a language L 0 described in [6]. 

-- the family of deterministic context-free languages is proved to be a 
nonprincipal cylinder in [7]. 

-- the family of unambiguous context-free languages is a cylinder: to prove 
that it is not principal seems to be a very hard problem. 

In this paper we prove that Lin, the family of linear context-free 
languages, is a nonprincipal cylinder. This is achieved in the standard way 
by exhibiting a sequence of languages S,, n ~ N, such that Lin is the union 
of all the principal cylinders generated by these languages and is not the 
union of any finite number of these cylinders. 

This leaves open the problem raised by Sheila Greibach of whether 
there exists a language L such that every linear context-free language is the 
image of L in some in,~erse gsm mapping. 

S. Greibach [6] a r6cemment exhib6 un langage alg6brique L o dont tousles 
autres sont images dans un morphisme inverse, ce qui implique 6videmment que 

*Ce travail s'est fait dam le cadre du Laboratoire Associ6 du C.N.S.R.S. "Informatique 
Th~orique et Programmation". 
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L 0 soit, darts la famille des langages alg6briques, celui dont la reconnaissance 
exige un maximum de temps ou de m6moire. Au delh de ses implications clans le 
domaine de la complexit6, qui peuvent ~tre r6solues diff6remment (ainsi, dans 
[9] le probl6me est-il r6solu de ce point de vue pour les langages lin6aires), ce 
r6sultat conduit naturellement ~t se poser la question de savoir si cette descrip- 
tion "alg6brique" est possible pour d'autres families. En particulier, on peut 
esp6rer obtenir de cette faqon des r6sultats concernant les families de langages 
que la th6orie des cones ratiormels (ou des "full AFL's") ne peut appr6hender 
(langages d6terministes [7], langages non-ambigus). Nous nous proposons done 
de d6finir ici la notion de cylindre eomme 6tant une famille de langages ferm6e 
par morphisme inverse et intersection rationnelle. Cette d6finition &ant pos6e, 
on peut 6noncer ainsi le r6sultat de [6]: la famille Alg des langages alg6briques 
est un cylindre principal (i.e. engendr6 par un seul 616ment). Le but principal de 
cet article est d'6tablir que la famille Lin des langages lin6aires est un cylindre 
non principal. Par des arguments similaires, J. M. Autebert [1] d6montre que la 
famille Oct des langages/t un compteur est un cylindre 6galement non-princi- 
pal. 

Outre les notions classiques de grammaire alg6brique et de d6rivations [4], 
nous utiliserons dans la suite les notions de: 

--facteur it6rant [2]: (a,u, fl) est un facteur iterant de f dans L si f=auf l  et 
aunfl E L  Vn (uv ~ 1). 

--paire it&ante stricte [2]: (a,u, fl, v,',[) est une paire iterante de f dans L si 
f =  auflv,/, au"flv"y E L, Vn > 1 (uv:/: 1). Cette paire est stricte si aunflv'ny E L ~ n  

~ m .  

Nous notons une grammaire alg6brique G comme un triplet (X, V,P~ ofl X 
est l'alphabet terminal, V l'alphabet non terminal et P l'ensemble de ses r6gles. 
Le langage engendr6 par G avec le non terminal A pour axiome est not6 
L(G,A). 

Le pr6sent article est divis6 en trois parties. La premi&e vise essentiellement 
pr6senter une construction concernant les grammaires lin6aires permettant 

d'61iminer les r~gles unilat6res; la deuxi~me pr6sente une famille de langages 
lin6aires constituant un syst6me g6n6rateur de cylindre Lin, la demi6re partie 
6tant destin6e ~ 6tablir que ce syst6me g6n6rateur engendre une hi6rarchie 
croissante de cylindres. 

I. Preliminaires 

Dans route la suite, S n d6signe le langage sym&rique surn lettres, c'est-~t-dire le 
langage L (G, S ) engendr6 par la grammaire G = (Z,,, ( S ), e ~, P = ( S ~  xiSE i; 
i=1 .... , n}U(S-~ l )  sur ralphabet Zn=XnuX,~ avec Xn=(Xl,...,Xn) et X~= 
(EI,...,E~) (1 d6signe le mot vide). 

Une grammaire lin6aire G--(X, V,P)  est dite 
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--litt~rale si toutes ses r~gles sont de la forme v ~ m  avec 

m ~ X V X o X V U  V X u X  

--pure si toutes ses r~gles sont de la forme v ~ m  avec 

m E X + VX + O X ÷ (i.e. si G est sans r6gle lin6aire unilat~re) 

Un langage linOaire est pur s'il existe une grammaire lin6aire pure qui 
l'engendre. Notons que tout langage lin6aire propre (c'est-&-dire ne contenant pas 
le mot vide) peut ~tre engendr6 par une grammaire lin6aire litt6rale. Re- 
marquons aussi que certains langages lin6a.ires propres ne sont pas purs: ainsi 
L =  {a'b'cPln,p ~ 1} n'est pas pur ainsi que l'on peut le voir imm6diatement en 
utilisant deux lois le lemme d'Ogden [8]. On peut cependant 6noncer: 

Lemme 1. Etant donn~ un langage lin~aire propre L, il existe un langage lin~aire 
pur ~ et une substitution rationnelle propre o tels que L = o(Lp). 

Avant d'6tablir ce lemme, notons qu'il permet de retrouver un r6sultat de 
[51: 

Corollaire. Si L e s t  g~n~rateur du c6ne rationnel des langages lin~aires L U  { 1 } 
en est un g~n~rateur fidble. 

Preuve du corollaire. I1 est imm6diat de montrer qu'& toute grammaire lin6aire 
pure G, on peut associer un entier n e t  un langage ratiormel K tels que L(G,A)  
soit image de S, tqK dans un homomorphisme strictement alphab6tique 
(--"length-preserving"). Ainsi, tout langage lin6aire pur est-il 616merit du c6ne 
rationnel fid61e (--"not full") engendr6 par $2. Une substitution ratiormelle 
propre 6tant une transduction rationnelle fid~le et continue (--une transduction 
n'utilisant que des homomorphismes qui n'effacent pas), il r6sulte du lemme 1 
que tout langage lin6aire propre est image de S 2 dons une telle transduction et 
comme le mot vide est dans $2, il en va de m6me de tout langage lin6aire. Or $2 
est sans facteur it6rant; le corollaire se d6duit alors d'un r6sultat g6n6ral de [3]. 

Preuve du lemme 1. Le principe de la preuve consiste ~t construire une 
grammaire lin6aire pure Gp et une substitution rationneUe o ~t partir d'une 
grammaire lin6aire litt6rale de telle sorte que L ( G , A ) =  o(L(Gp,A)). Plutot que 
de proc6der directement (ce qui est possible), nous aUons_obtenir ce r6sultat en 
deux temps: nous construirons d'abord une grammaire G d6duite de G qui est 
sans r~gle unilat&e__gauche (i.e. sans r~gle de la forme v ~ m  avec m ~ VX+). 
Puis, appliquant & G une construction analogue, nous obtenons la grammaire Gp 
cherch6e. Nous proc6dons ainsi parce que nous utiliserons la grammaire G dans 
la seconde pattie de cet article. 

Soit G=<X, V , P )  une grammaire lin6aire litt6rale engengrant le langage 
propre L avec A E V comme axiome. Les r$gles unilat6res gauches de G e t  ses 
r6gles terminales (i.e. de la forme v-~m, m ~ X )  constituent une grammaire 



150 L. Boasson and M. Nivat 

Gs=(X,V, Ps) (or1 done Ps est un sous ensemble de P). A chaque couple de 
+ t variables (v, v') E V × V, on associe le langage L(v, v') = { f  ~ X +Iv ~ f v  dans 

Gg). Par ailleurs, on note L(v) le langage L(Gs, v ). Comme G~. est une 
grammaire lin6aire unilat6re (litt6rale), tous les langages ainsi definis sont 
rationnels propres ou vides. 

On construit alors la grammaire lin6aire G= (X, V,P) sur ralphabet termi- 
nal x - - x u { ( x , v , v ' ) l x e g u ( l } , v , v ' e V ) u { ( v ) l v e V }  (ofJ done les sym- 
boles (x,v,v ')  et (v)_sont __de nouvelles lettres terminales). L'alphabet non 
terminal V e s t  V t_J (A } off A es__t un nouveau symbole (en fait, une copie de 
raxiome A de G). Les r~gles de G sont alors d6finies comme suit: 

(1) A chaque non-terminal v de V, on associe la r~gle v ~ ( v )  (qui est 
terminale puisque ( v ) E  X). En outre, on ajoute la r~gle A--->(A). 

(2) A chaque r6gle w~xvy de G off x est non vide, (i.e_ & chaque r6gle de 
G qui n'est pas clans Gg), on associe les r6gles suivantes de P: 

- w--->xvy 
- w ~ x v ' ( y , v , v ' )  

- A---> xv' (y,A, v'> 

pour tout v' de V 

pour tout v' de V 

L'id6e est simple; on supprime dans G les r~gles unilat~res gauches et on 
remplace par de nouveaux symboles toute chaSne de d6rivation utilisant une 
suite de telles r~gles; s ice morcea_u de d6rivation se trouve utilis6 en d6but de 
d6rivation, on utilise les r6gles A-,xv ' (y ,A,v ' ) ;  si elles sont utilis6es pour 
terminer la d6rivation, ce sont les r6gles v ~ ( v )  qui les simuleront; dans les 
autres cas, les r+gles w--->x_v'(y,v,v') rendront compte de la situation._Plus 
pr6cisement, la grammaire G est construite de telle fa$on que le langage L(G,A) 
v6rifie la propri6t6 suivante: si dans L(G,A), on substitue & chaque lettre 
(y, v,v') le langage yL(v, v') et & chaque lettre (v)  le langage L(v), on retrouve 
le langage L(G,A). La substitution ainsi d6finie est 6videmment une substitution 
rationnelle propre puisque les lan_gages L(v,v') et L(v) sont tous rationnels 
propres. En outre, la grammaire G est clairement lin6aire litt6rale et sans r6gle 
unilat~re gauche. 

I1 suffit de noter que cette construction ne cr6e aucune r~gle unilatbre droite 
pour s'assurer que le m~me processus appliqu6 aux r6gles unilat~res droites 
conduit ~ la grammaire Gp annonc6e. 

II. Les langages S,, 

Nous allons maintenant d6finir une famille de langages lin6aires qui ne sont rien 
d'autre que des "langages sym6triques non d6terministes". Ceux-ci sont 16g6re- 
ment diff6rents de ceux d6finis dans [9]. 

L'int6r6t majeur enest  qu'ils constituent une famille g6n6ratrice de cylindre 
des langages lin6aires. Le but de eette deuxi6me pattie est done de d6finir 
d'abord ces langages et d'6tablir ensuite leur earact6re de famille g6n6ratrice. 



Le cylindre des langages lin&aires 151 

Rappel_ons d'abord que le langage SylZa6trique S. est d6fini sur l'alphabet 
Z . = X . u X .  avec X.={xl ,x2, . . . ,x .}  et X . = ( E  l . . . . .  E._) comme les mots du 

S. - X] X] f3 D,~ . Sur le m6me langage de Dyck D,~* n'ayant qu'un pic, soit - * * '* 
alphabet Z., on d6finit le langage rationnel R . =  {xiE;[1 < i < n} + et l'on pose 
S" = O.(S.) oil 0. est la  substitution rationnelle propre qui/t  chaque occurence 
de x E X. (resp E ~ X.) substitue le langage xR. (resp EP~ U x). Notons que S~' 
est donc encore un langage lin6aire et que S,~ = R.. S. rest aussi. Chaque mot du 
langage S,~ peut ~tre repr6sent6 comme une mont6e suivie d'une descente, off, 
cette lois, la mont6e comme la descente comporte des paliers horizontaux 
constitu6s de dents de scie de hauteur 1. 

Nous allons maintenant d6crire un langage S~ "non d&erministe" de la 
m6me faqon que l'on trouve un langage de Dyck "non d6terministe" dans [6]. 

Pour ce faire, nous ajoutons & l'alphabet Z. deux nouveaux symboles c et d 
et on d6finit le langage lin6aire: 

^/m S£-  { du,cv,cw,d. . . dupc%cwplp >1 O, u+, wi ~ (Z. u { c})*, vi ~ Z*, 

i = 1 .. . . .  p e t  VlV2"" vp ~ S~ } 

D6finissant le langage rationnel K. par 

K . = d (  ( d,c}+Y,,'(X2u X,,u {1} )) * 

on pose 

S.-- { f [ f  ~K .  et d x , f  ~S~ } tJ (1}. 

Le langage S. est done encore lin6aire; on peut se le repr6senter comme un 
langage S" non d6terministe off chaque 616ment figurant entre deux c est 
constitu6 d'un "motif" pris parmi trois possibles: une descente d'une unit6, cette 
descente suivie d'une mont6e d'une unit6 (r6ahsant un "palier") ou cette de- 
scente suivie d'une mont6e de deux unit6s (r6alisant une mont6e d'une unit6). 
L'int6r& de ces langages provient du 

Lemme 2. Le langage L sur l'alphabet X est lindaire si et seulement si il existe 
un entier n et un homomorphisme h de X* dans ( Z . u  {c,d})* tel que L = h - l S . .  

Preuve. Nous allons proc6der d'une faqon tr6s similaire/t celle utilis6e dans [6] 
par S. Greibach, la seule difficult6 consistant /t traduire le caract6re lin6aire 
d'une grammaire lors de sa mise sous forme normale de Greibach. 

Commenqons par remarquer qu'il nous suffit d'6tablir le lemme pour un 
langage lin6aire propre puisque nous avons adjoint le mot vide ~t S.. 

Consid6rons doric une grammaire lin6aire litt6rale G =  (X, V, P )  engendrant 
le langage lin6aire propre L. Nous construisons d'abord la grammaire G= 
(X, V,P)  obtenue dans la preuve du lemme 1. Mais au lieu de consid6rer les 
symboles (y ,v ,v ' )  et (v )  comme des lettres terminales, nous les consid6rons 
comme des axiomes de grammaires lin6aires unilat~res droites engendrant les 
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langages ratiormels y L ( v , v ' )  et L ( v )  respectivement. Nous obtenons ainsi une 
grammaire G=(X,I? ' , / ;>  sous forme normale de Greibach dont les non- 
terminaux peuvent 6tre partitionn6s en deux classes (c'est ce qui traduit la 
lin6arit6 de la grammaire G de d6par0: ceux qui ne sont membres gauches que 
de r6gles unilat6res droites Vd et ceux qui ne sont membres gauches d'aucune 
r6gle de cette sorte qui sont ceux de V. 

En outre, toute r6gle non terminale est de la forme: 

si v E V,  v- ->xww'  avec w" ~ V d et w E V 

si v ~ V d, v ~  x w  avec w E V d 

Consid6rant alors l'ensemble fini: 

tl = { } u E P } u {51(w )e  } 

on pose: h(x)--  duiCUEC. . . cup ofa H x = { u p u 2 , . . . , u p } .  

I1 est alors imm6diat de prouver que L =  h-l(S~) off n e s t  le nombre de 
non-terminaux de G et off le symbole x 1 de Zn repr6sente l 'axiome de G. (La 
preuve est identique ~ celle de [6]). La r6ciproque est elle imm6diate puisque S~ 
est lin6aire [4]. 

III. Le cylindre lin. n'est pas principal 

Du lemme 2, il r6sulte que si Lin est un cylindre principal il existe un entier n tel 
que Sn en soit g6n6rateur; en effet, si A est un g6n6rateur du cylindre Lin, on 
sait associer ~i A un entier n e t  un homomorphisme h tel que A = h - l ( S . )  
puisque A est tin6aire. I1 en r6sulte que le cylindre engendr6 par S. contient celui 
engendr6 par A e t  donc est Lin tout entier. I1 nous suffit done d'6tablir que les 
langages S. constituent une hi6rarchie croissante; intuitivement tel est le cas car 
on ne peut pas coder S.+j, dans S. sans perdre la lin6arit6: il faut remplacer les 
"paliers horizontaux" r6alis6s par Rn par des dents de seie de plus en plus 
hautes, ce qui, en fait, conduit h remplacer les langages rationnels R~ par des 
langages lin6aires S. dans la d6finition de S.!! 

Nous n'allons pas 6tablir directement que les langages S. forment une 
hi6rarchie croissante. Mais nous allons montrer que, quelque soit n, il existe un 
langage lin6aire au moins qui n'est pas darts le cylindre engendr6 par Sn. L'id6e 
directrice est iei que l'entier n croit avec le nombre de r~gles unilat&es gauches 
des grammaires consid6r6es car ce sont elles qui obligent ~t cr6er de nouveaux 
non-terminaux dans la mise sous forme normale de Greibach r6alis6e dans le 
lemme 2. Nous allons done construire des langages lin6aires ayant n6cessaire- 
ment un grand nombre de telles r~gles. En outre, pour nous simplifier la preuve, 
nous allons tenter aussi de nous placer darts une situation telle que les seules 
op6rations de eylindre ~t consid6rer soient les homomorphismes inverses (et doric 

ne pas avoir /t faire intervenir d'intersection rationnelle, ou du moins ~ la 
r6duire au strict minimum). 
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Sur l 'alphabet Xp U {z, t}, nous considerons les langages suivants: 

- - les  rationnels R = x ~ - x ~ . . . x  7 e t / ~ =  X ~ \ R  
-- les  langages lin6aires 

Ap = { z~x~ . . . .  x ~ t x ~ .  . . x~,z"ln >1 I, n i/> 1, i =  1, . . . ,p)  

A~ = { znx~ . . . .  x ~ t x ~ .  . . x~'zmln,m >1 1, n i >/1, i= 1 . . . .  ,p n=P m } 

L~=ApR et L~'=A~R 

Le langage /.~ est donc constitu6 de l'union disjointe de deux langages 
linraires, celui qui va nous intrresser vraiment &ant L~, le second Lp' 6tant l~t 
pour nous assurer du 

Lemme 3. Quelque soit le langage S, s'il existe un homomorphisme h et un 
langage rationnel K tels que ~ = h -  1S N K, on peut supposer que K =  z + Rtff, z +X~ 

(/~ drsigne l'image miroire de R ). 

Preuve. Supposons donc que/ - r  = h -  is f-) K. On &ablit facilement en utilisant 
le lemme de l'6toile qu'il existe un entier r tel que 

(zr)+ (X~) +" " " (X;) + t ( x ; )  *" " " (x[)+ (zr)+X~ c R. 

I1 s'agit du m6me argument que celui permettant de montrer que si un 
langage rationnel contient (a~bn[n >t 1} il existe un entier r tel qu'il contierme 
aussi (ar) ÷ (br) +. 

Si l'on pose alors g ( t ) = t  et g ( x ) = x  r pour tout x E X p u { z } ,  on a ~ =  
g -  l(h - I ( S ) )  f"l g +Rtff, z +X~. 

Lemme 4. Pour p > n 2, il n" existe pas d'homomorphisme h et de langage ration- 
nel K tels que Lp = h -  l(sn)f3 K. 

Preuve. En vertu du lemme 3, on peut supposer que, si tel 6tait le cas 

VtV.. .  

L'idre intuitive est alors la suivante: chaque x~ a une image par h qui doit 
apporter une contribution non vide ~t la suite des choix rralis6s dans S, puisque 
chacun est impliqu6 dans une 6galit6 (celle assurre par Ap). I1 en rrsulte que 
lorsque ce mrme x i apparait /t droite du dernier z, il en va de mrme, mais 
qu'alors cette contribution se rrduit ~t un "palier". Or, on a au plus n 2 "paliers" 
diffrrent clans Sn. Ainsi deux occurences de x i et x/contribueront de la mrme 
fa~on ~t la formation d'un mot de Sn et pourront s'rchanger ce qui nous fera 
sortir du langage Lp. 
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Plus pr6cisement, consid6rons les mots f~ de Lp d6finis par: 

f, = z'x[ . . .  x~tx~,.., x,'z~x[ . . .  x~ E Lp Vr > I 

Nous allons 6tablir: 

(1) Vi < p[h(xi)]d=/:O (oft Ifld est le nombre d'oceurences de d dansf ) .  Suppo- 
sons d 'abord que h(xi)= 1, alors si dans f, on remplaee la premirre occurence du 
facteur x{ par x 2", on obtient un mot f~' qui n'est pas dans L e et qui pourtant 
vrr i f i e f /EK et h(J/)=h(f,); ee qui est impossible. Ainsi h(xi) n'est pas vide. 
Supposons alors qu'il ne contienne aucune occurence de d; il en contient au 
moins une de la lettre c puisque dans S~ la longueur des facteurs dans Z* est 
bomre  par 3 et que pour tout entier r, h(x{) est facteur d'un mot de S,. 

On peut done retire h(xi)= uicv i. Si l'on eonsidrre alors h(x 2) = uicviuicvi, on 
trouve un facteur d'un mot de S, ne contenant aucune occurence de la lettre d. 
Ayant trois facteurs figurant entre deux oceurences explieites de la lettre c, on 
sait que l'un au plus de ces facteurs contribue effectivement/t la formation d'un 
mot de S,~/l partir du mot eonsidrr6 dans S,. Ainsi si h(fx2g)~S~ on a aussi 

h (fx. 2, ÷ kg) E ~ pour tout k. On peut done, / t  nouveau dans les mots f~, remplacer 
la premirre occurence de x/2 par x 2+~, ce qui devrait nous donner un nouveau 
mot de ~ ,  ee qui n'est pas et (1) est 6tabli. 

On peut done supposer que h(x~)=uidv ~ et si l 'on eonsid~re ~ nouveau 
h(xi) 3= uAviuAviuflvi, on voit apparaltre deux faeteurs v~u i effectivement en- 
cadrrs par des oeeurences de la lettre d et l 'on sait done que chacun doit 
apporter une contribution au mot de S,~ eonstruit/t  partir du mot h (f~)E S~. 

, / g H Considrrant maintenant le fait que (1,z ,fj,z ,f; ) constitue une paire itr- 
rante stricte de f, dans ~,^ on sait [2] que (1,h(z'),h(f;),h(z~),h(f/')), en 
eonstitue une de h(f~) dans S~. I1 en rrsulte que tout faeteur itrrant eontenant 
une oceurence de d dans__h(f/') provient d'une suite de ehoix de facteurs de h(f~) 
formant un 616ment de X~R~X~ (puisque ee facteur itrrant est dans la "descente" 
du mot associ6 de S'). 

Or ehaque x{ constitue bien un tel faeteur iterant; et done chaque h(xf) 
apporte u_ne contribution/t  la formation d'un mot de S~ que l'on peut drcrire 
comme SiwiTi avee wiE(Xj.Xjlj=l . . . . .  n)* et Si, TiEX~. Comme nous suppo- 
sons p > n 2, on peut trouver deux valeurs i et j distinctes telles que (Si, T,.)= 
(Sj, Tj). I1 en rrsulte que l 'on peut, dans S~, 6changer les occurenees des faeteurs 
eorrespondants et done dans h - 1 ~  6changer des occurenees de x~ et de ~.  On 
obtient alors un mot: 

_ _ Z  r p z r %  - - i  ^ g -  ~ 'f; Eh S n A K  avec .~"ER. 

Or g f~ Lp et done il est impossible que le langage Lp soit un 616ment du 
cylindre engendr6 par S, (s ip  > n2). 

On en drduit alors le 

Th~or~me. Le cylindre des langages lindaires n' est pas principal. 
Pour conclure, il eonvient de remarquer que le problrme reste ouvert 

d'rtablir qu'il n'existe pas de langage linraire A dont tout langage linraire soit 
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image dans un "gsm mapping" inverse. En effet, la preuve propos6e ici ne 
s'6tend apparemment pas aux "gsm". Cependant, le pr6sent article r6duit le 
probl~me/t 6tablir que les langages S n forment une hi6rarchie croissante vis ~ vis 
de cette op6ration. 
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