Math. Systems Theory 11, 147-155 (1977) Mathemaﬂcal

Systems Theory

©1977 by Springer-Verlag New York Inc.

Le cylindre des langages linéaires.

L. Boasson* and M. Nivat*
U.E.R. de Mathématiques, Université de Picardie, Amiens, France;

U.E.R. de Mathematiques, Université Paris 7, Paris, France

Abstract. Define a cylinder to be a family of languages which is closed
under inverse homomorphisms and intersection with regular sets. A number
of well-known families of languages are cylinders:

—CFL, the family of context-free languages, is a principal cylinder, i.e. the
smallest cylinder containing a language L, described in [6].

—the family of deterministic context-free languages is proved to be a
nonprincipal cylinder in [7].

—the family of unambiguous context-free languages is a cylinder: to prove
that it is not principal seems to be a very hard problem.

In this paper we prove that Lin, the family of linear context-free
languages, is a nonprincipal cylinder. This is achieved in the standard way
by exhibiting a sequence of languages S,, n € N, such that Lin is the union
of all the principal cylinders generated by these languages and is not the
union of any finite number of these cylinders.

This leaves open the problem raised by Sheila Greibach of whether
there exists a language L such that every linear context-free language is the
image of L in some inverse gsm mapping.

S. Greibach [6] a récemment exhibé un langage algébrique L, dont tous les
autres sont images dans un morphisme inverse, ce qui implique évidemment que

*Ce travail s'est fait dans le cadre du Laboratoire Associe du C.N.S.R.S. “Informatique
Theorique et Programmation”.
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L, soit, dans la famille des langages algébriques, celui dont la reconnaissance
exige un maximum de temps ou de mémoire. Au dela de ses implications dans le
domaine de la complexité, qui peuvent étre résolues différemment (ainsi, dans
[9] le probléme est-il résolu de ce point de vue pour les langages linéaires), ce
résultat conduit naturellement a se poser la question de savoir si cette descrip-
tion “algébrique” est possible pour d’autres familles. En particulier, on peut
espérer obtenir de cette facon des résultats concernant les familles de langages
que la théorie des cones rationnels (ou des “full AFL’s™) ne peut appréhender
(langages déterministes [7], langages non-ambigus). Nous nous proposons donc
de définir ici la notion de cylindre comme étant une famille de langages fermée
par morphisme inverse et intersection rationnelle. Cette définition étant posée,
on peut énoncer ainsi le résultat de [6]: la famille Alg des langages algébriques
est un cylindre principal (i.e. engendré par un seul élément). Le but principal de
cet article est d’établir que la famille Lin des langages linéaires est un cylindre
non principal. Par des arguments similaires, J. M. Autebert [1] démontre que la
famille Oct des langages & un compteur est un cylindre également non-princi-
pal.

Outre les notions classiques de grammaire algébrique et de dérivations [4],
nous utiliserons dans la suite les notions de:

—facteur itérant [2]: (a,u,B) est un facteur iterant de f dans L si f=auf et
au"BEL Vn (u#1).

—paire itérante stricte [2]: (a,u,(,0,v) est une paire iterante de f dans L si
J=oaufoy, au"Bo"yE L, Vn > 1 (uv#1). Cette paire est stricte si au"Bo™y E L=>n
=m.

Nous notons une grammaire algébrique G comme un triplet (X, V, P> ou X
est I'alphabet terminal, V I’alphabet non terminal et P Pensemble de ses régles.
Le langage engendré par G avec le non terminal 4 pour axiome est noté
L(G,A).

Le présent article est divisé en trois parties. La premiére vise essentiellement
a présenter une construction concernant les grammaires linéaires permettant
d’éliminer les régles unilatéres; la deuxiéme présente une famille de langages
linéaires constituant un systéme générateur de cylindre Lin, la derniére partie
étant destinée 4 établir que ce systéme générateur engendre une hiérarchie
croissante de cylindres.

I. Preliminaires

Dans toute la suite, S, désigne le langage symétrique sur n lettres, c’est-a-dire le
langage L(G,S) engendré par la grammaire G=(Z,,{S},P), P={S—xSx;
i=1,...,n}U{S—1} sur l'alphabet Z =X UX, avec X,={x,...,x,} et X, =
{x),...,x,} (1 désigne le mot vide).

Une grammaire linéaire G={X,V, P est dite
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—littérale si toutes ses régles sont de la forme v—m avec

meEXVXUXVUuVXuX

—pure si toutes ses régles sont de la forme v—m avec
mEX* VX *tUX™ (ie.si G est sans régle linéaire unilatére)

Un langage linéaire est pur §’il existe une grammaire linéaire pure qui
Pengendre. Notons que tout langage linéaire propre (c’est-a-dire ne contenant pas
le mot vide) peut étre engendré par une grammaire linéaire littérale. Re-
marquons aussi que certains langages linéaires propres ne sont pas purs: ainsi
L={a"b"c?|n,p > 1} n’est pas pur ainsi que I'on peut le voir immédiatement en
utilisant deux fois le lemme d’Ogden [8]. On peut cependant énoncer:

Lemme 1. Etant donné un langage linéaire propre L, il existe un langage linéaire
pur L, et une substitution rationnelle propre ¢ tels que L=o0(L,).
Avant d’établir ce lemme, notons qu’il permet de retrouver un résultat de

[5):

Corollaire. Si L est générateur du cone rationnel des langages linéaires LU {1}
en est un genérateur fidéle.

Preuve du corollaire. 11 est immédiat de montrer qu’a toute grammaire linéaire
pure G, on peut associer un entier » et un langage rationnel X tels que L(G,A4)
soit image de S,NK dans un homomorphisme strictement alphabétique
(="“length-preserving™). Ainsi, tout langage linéaire pur est-il élément du cone
rationnel fidéle (=“not full”) engendré par S,. Une substitution rationnelle
propre étant une transduction rationnelle fidéle et continue (=une transduction
n’utilisant que des homomorphismes qui n’effacent pas), il résulte du lemme 1
que tout langage linéaire propre est image de S, dans une telle transduction et
comme le mot vide est dans S,, il en va de méme de tout langage linéaire. Or S,
est sans facteur itérant; le corollaire se déduit alors d’un résultat général de [3].

Preuve du lemme 1. Le principe de la preuve comsiste a construire une
grammalre linéaire pure G, et une substitution rationnelle o & partir d’'une
grammaire linéaire littérale "de telle sorte que L(G,A)=0(L(G,,A)). Plutot que
de procéder directement (ce qui est possible), nous allons . obtemr ce résultat en
deux temps: nous construirons d’abord une grammaire G déduite de G qui est
sans régle unilatére gauche (i.e. sans régle de la forme v—m avec me VX ™*).
Puis, appliquant 4 G une construction analogue, nous obtenons la grammaire G,
cherchée. Nous procédons ainsi parce que nous utiliserons la grammaire G dans
la seconde partie de cet article.

Soit G=(X,V,P)> une grammaire linéaire htterale engengrant le langage
propre L avec A €V comme axiome. Les régles unilatéres gauches de G et ses
régles terminales (i.e. de la forme v—>m, mEX) constituent une grammaire
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G,=(X,V,P,> (ou donc P, est un sous ensemble de P). A chaque +couple de
variables (v,0")E V' X ¥V, on associe le langage L(v,0")={fE€X *|v— fv’ dans
G,}. Par ailleurs, on note L(v) le langage L(G,,v). Comme G, est une
grammaire linéaire unilatére (littérale), tous les langages ainsi definis sont
rationnels propres ou vides. o

On construit alors la grammaire linéaire G=<{X, V, P) sur P'alphabet termi-
nal X=Xy {{x,0,0)|xEXU{l},0,0'EV}IU{{v)|vEV} (ou donc les sym-
boles {x,v,v") et {v) sont de nouvelles lettres terminales). L’alphabet non
terminal ¥ est VU {4} ou A4 est un nouveau symbole (en fait, une copie de
Paxiome A de G). Les régles de G sont alors définies comme suit:

(1) A chaque non-terminal v de V, on associe la régle v—{v) (qui est
terminale puisque {v) € X). En outre, on ajoute la régle 4->{A4>.

(2) A chaque régle w—xvy de G ol x est non vide, (i.e. & chaque régle de
G qui n’est pas dans G,), on associe les régles suivantes de P:

— WXy
—woxv'(y,0,0") pour tout v’ de V

—A-xv'{y,A,v’>  pour tout v’ de V

L’idée est simple; on supprime dans G les régles unilatéres gauches et on
remplace par de nouveaux symboles toute chaine de dérivation utilisant une
suite de telles régles; si ce morceau de dérivation se trouve utilisé en début de
dérivation, on utilise les régles A—xv'(y,A4,v"); si elles sont utilisées pour
terminer la dérivation, ce sont les régles v—{v) qui les simuleront; dans les
autres cas, les régles w—xv'(y,v,v"> rendront compte de la situation. Plus
précisement, la grammaire G est construite de telle fagon que le langage L(G,A4)
vérifie la propriété suivante: si dans L(G,A4), on substitue a chaque lettre
{y,v,0"> le langage yL(v,v’) et  chaque lettre (v) le langage L(v), on retrouve
le langage L(G,A). La substitution ainsi définie est évidemment une substitution
rationnelle propre puisque les langages L(v,v") et L(v) sont tous rationnels
propres. En outre, la grammaire G est clairement linéaire littérale et sans régle
unilatére gauche.

11 suffit de noter que cette construction ne crée aucune régle unilatére droite
pour s’assurer que le méme processus appliqué aux régles unilatéres droites
conduit a la grammaire G, annoncée.

II. Les langages S,

Nous allons maintenant définir une famille de langages linéaires qui ne sont rien
d’autre que des “langages symétriques non déterministes”. Ceux-ci sont légére-
ment différents de ceux définis dans [9].

L’intérét majeur en est qu’ils constituent une famille génératrice de cylindre
des langages linéaires. Le but de cette deuxiéme partie est donc de définir
d’abord ces langages et d’établir ensuite leur caractére de famille génératrice.
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Rappelons d’abord que le langage symétrique S, est défini sur l'alphabet
Z,=X,UX, avec X,={x,,xy...,%,} et X,={X,,...,X,} comme les mots du
langage de Dyck D,* n’ayant qu'un pic, soit S,=XFXyn D,*. Sur le méme
alphabet Z,, on définit le langage rationnel R,={xX|1<i<n}* et I'on pose
S =§,(S,) ol 6, est la substitution rationnelle propre qui & chaque occurence
de xE X, (resp X € X)) substitue le langage xR, (resp XR,U X). Notons que S,
est donc encore un langage linéaire et que S, = R,. S, 'est aussi. Chaque mot du
langage S, peut étre représenté comme une montée suivie d’'une descente, ou,
cette fois, la montée comme la descente comporte des paliers horizontaux
constitués de dents de scie de hauteur 1.

Nous allons maintenant décrire un langage S, “non déterministe” de la
méme fagon que I'on trouve un langage de Dyck “non déterministe” dans [6].

Pour ce faire, nous ajoutons i P'alphabet Z, deux nouveaux symboles ¢ et d
et on définit le langage linéaire:

S;={du,co,cw\d- - - du,cv,cw,|p >0, u,w, €(Z,U {c})* v, EZ},
i=1,..,peton, -0, ES, }

Définissant le langage rationnel K, par
K,=d({d,c}X, (X2uX,u{1}))*

on pose

S,={fIfEK, etdx,fES;}U{1}.

Le langage SA,, est donc encore linéaire; on peut se le représenter comme un
langage S, non déterministe ou chaque élément figurant entre deux c¢ est
constitué d’un “motif” pris parmi trois possibles: une descente d’une unité, cette
descente suivie d’une montée d’une unité (réalisant un “palier”) ou cette de-
scente suivie d’une montée de deux unités (réalisant une montée d’une unité).
L’intérét de ces langages provient du

Lemme 2. Le langage L sur I’alphabet X est linéaire si et seulement si il existe
un entier n et un homomorphisme h de X* dans (Z,U {c,d})* tel que L=h"'S,.

Preuve. Nous allons procéder d’une fagon trés similaire & celle utilisée dans [6]
par S. Greibach, la seule difficulté consistant a traduire le caractére linéaire
d’une grammaire lors de sa mise sous forme normale de Greibach.
Commengons par remarquer qu’il nous suffit d’établir le lemme pour un
langage linéaire propre puisque nous avons adjoint le mot vide & .
Considérons donc une grammaire linéaire littérale G={X, ¥, P) engendrant
le langage linéaire propre L. Nous construisons d’abord la grammaire G=
{X,V,P> obtenue dans la preuve du lemme 1. Mais au lieu de considérer les
symboles {y,v,0’> et {v> comme des lettres terminales, nous les considérons
comme des axiomes de grammaires linéaires unilatéres droites engendrant les
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langages ratignnels y,.L(P’ v') et L(v) respectivement. Nous obtenons ainsi une
grammaire G=(X,V,P) sous forme normale de Greibach dont les non-
terminaux peuvent étre partitionnés en deux classes (c’est ce qui traduit la
linéarité de la grammaire G de départ): ceux qui ne sont membres gauches que
de régles unilatéres droites ¥, et ceux qui ne sont membres gauches d’aucune
reégle de cette sorte qui sont ceux de V.

En outre, toute régle non terminale est de la forme:

SivEV, voxww’ avecw EV et wEV

stvEV,, v—>xwavecwEV,

Considérant alors ’'ensemble fini:
H, = {ow'w|(v->xww’) cp Yu{ow|(v—xw)€e P Ju{ol(v—x)E P }

on pose: h(x)=dujcuyc- - cu, ou H, ={u,uy,...,u,}.
Il est alors immédiat de prouver que L= h"(S) ou n est le nombre de
non-terminaux de G et ou le symbole X de Z, représente 'axiome de G (La

preuve est identique a celle de [6]). La réciproque est elle immédiate puisque S
est linéaire [4].

III. Le cylindre lin. n’est pas principal

Du lemme 2, il résulte que si Lin est un cylindre principal il existe un entier # tel
que S en soit générateur; en effet, si 4 est un générateur du cylindre Lin, on
sait associer 4 4 un entier n et un homomorphisme # tel que A= h"‘(S)

puisque A est linéaire. Il en résulte que le cylindre engendré par S,, contient celui
engendré par A et donc est Lin tout entier. Il nous suffit donc d’établir que les

langages S, constituent une hiérarchie croissante; intuitivement tel est le cas car
on ne peut pas coder S, , dans S sans perdre la linéarité: il faut remplacer les
“paliers horizontaux” réalisés par R, par des dents de scie de plus en plus
hautes, ce qui, en fait, conduit & remplacer les langages rationnels R, par des
langages linéaires S, dans la définition de S, !!

Nous n’allons pas établir directement que les langages S, forment une
hiérarchie croissante. Mais nous allons montrer que, quelque soit #, il existe un
langage lin€aire au moins qui n’est pas dans le cylindre engendré par S,. L’idée
directrice est ici que Pentier » croit avec le nombre de régles unilatéres gauches
des grammaires considérées car ce sont elles qui obligent 4 créer de nouveaux
non-terminaux dans la mise sous forme normale de Greibach réalisée dans le
lemme 2. Nous allons donc construire des langages linéaires ayant nécessaire-
ment un grand nombre de telles régles. En outre, pour nous simplifier la preuve,
nous allons tenter aussi de nous placer dans une situation telle que les seules
opérations de cylindre & considérer soient les homomorphismes inverses (et donc
4 ne pas avoir & faire intervenir d’intersection rationnelle, ou du moins 4 la
réduire au strict minimum).
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Sur 'alphabet X, U{z,7}, nous considerons les langages suivants:

—Tles rationnels R=x;"x;"---x' et R= X*\R
—-les langages linéaires

A={zmm - xlixlexz|n> L, n > 1, i=1,...,p}

1

—{z" P xizMn,m>1,m > i=1,...,p n¥m}
4R et L'=AR
L=BuL

Le langage L, est donc constitué de I'union disjointe de deux langages
linéaires, celui qui va nous intéresser vraiment étant L, le second L) étant l1a
pour nous assurer du

Lemme 3. Quelque soit le langage S, s’il existe un homomorphisme h et un
langage rationnel K tels que L,=h" 1S N K, on peut supposer que K= z*RiRz Xy

(R désigne I'image miroire de R).

Preuve. Supposons donc que L,=h" 'S N K. On établit facilement en utilisant
le lemme de I’étoile qu’il existe un entier r tel que

EDT () )T ()T (@)X CR

Il s’agit du méme argument que celui permettant de montrer que si un
langage rationnel contient {a"b”|n> 1} il existe un entier r tel qu’il contienne
aussi (@) (b")*.

Si I'on pose alors g(f)=1 et g(x)=x" pour tout x € X, pU{z},onal,=

"(h“(S))nz*RtRz*X*

Lemme 4. Pour p> n?, il n’existe pas d’ homomorphisme h et de langage ration-
nel K tels que L,=h" 1(S nK.

Preuve. En vertu du lemme 3, on peut supposer que, si tel était le cas

K=z7x{"-x oo xfz 7 X}

L’idée intuitive est alors la suivante: chaque x; a une image par & qui doit
apporter une contribution non vide a la suite des choix réalisés dans S, puisque
chacun est 1mp11que dans une egahte (celle assurée par 4,). Il en resulte que
lorsque ce méme x; apparait & droite du dernier z, il en va de méme, mais
qu’alors cette contrlbutlon se réduit & un “palier”. Or, on a au plus n? “paliers
différent dans S Ainsi deux occurences de x; et x; contribueront de la méme
fagon a la formatlon d’un mot de S et pourront s ’échanger ce qui nous fera
sortir du langage L,.
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Plus précisement, considérons les mots f, de L, définis par:

f=z2"x{ Xt xjz'x{- - x) €L, Vr>1

Nous allons établir:

() Vi< plh(x;)|,#0 (ou | f], est le nombre d’occurences de 4 dans f). Suppo-
sons d’abord que h(x )=1, alors si dans f, on remplace la premiére occurence du
facteur x; par x?, on obtlent un mot £ qui n’est pas dans L, et qui pourtant
vérifie ff €K et h(f)=h(f); ce qui est impossible. Ainsi A(x,) n’est pas vide.
Supposons alors qu’il ne contienne aucune occurence de &; il en contient au
moins une de la lettre ¢ puisque dans S la longueur des facteurs dans Z¥ est
bornée par 3 et que pour tout entier r, h(x’) est facteur d’'un mot de S

On peut donc écrire 2(x;)= y,cv,. Si 'on considére alors h(x?) = y;cv;u;cv,, on
trouve un facteur d’un mot de S ne contenant aucune occurence de la lettre d.
Ayant trois facteurs figurant entre deux occurences explicites de la lettre ¢, on
sait que ['un au plus de ces facteurs contribue effectivement a la formation d’un
mot de S, a par’ur du mot considéré dans S Ainsi si h(fx3 g)ES on a aussi

h(fx2** g€ S, pour tout k. On peut donc, & nouveau dans les mots f, remplacer
la premiére occurence de x2 par x>*’, ce qui devrait nous donner un nouveau
mot de L, ce qui n’est pas et (1) est établi.

On peut donc supposer que h(x;)=udv; et si 'on considére 4 nouveau
h(x;y’ = u,dv;u,dv,u,dv,, on voit apparaitre deux facteurs v, effectivement en-
cadrés par des occurences de la lettre 4 et I'on sait donc que chacun_doit
apporter une contribution au mot de S, construit 4 partir du mot (f)€ES,.

Considérant maintenant le fait que (1,z,f/,z",f”) constitue une paire ité-
rante stricte de f, dans L, on sait [2] que (LA(z"),A(f),h(z"),h(f")), en
constitue une de A(f) dans S,. Il en résulte que tout facteur itérant contenant
une occurence de d dans (") provient d’une suite de choix de facteurs de A(f))
formant un élément de X, R, X, (puisque ce facteur itérant est dans la “descente”
du mot associé de S,).

Or chaque x; constitue bien un tel facteur iterant; et donc chaque A(x,)
apporte une contribution a la formation d’un mot de S, que 'on peut décrire
comme S;w;T; avec w,E{X,X|j=1,...,n}* et S, T,€X,. Comme nous suppo-
sons p>n?, on peut trouver deux valeurs i et j distinctes telles que (S, 7;)=
(S, T)). 1l en résulte que ’on peut, dans S,, échanger les occurences des facteurs
correspondants et donc dans h“‘S echanger des occurences de x; et de x;. On
obtient alors un mot:

g=zfzf"en'S,nK avec f'ER.

Or g&L, et donc il est impossible que le langage L, soit un élément du
cylindre engendre par S (si p>n?).
On en déduit alors le

Théoréme. Le cylindre des langages linéaires n’est pas principal.
Pour conclure, il convient de remarquer que le probléme reste ouvert
d’établir qu’il n’existe pas de langage linéaire 4 dont tout langage linéaire soit
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image dans un “gsm mapping” inverse. En effet, la preuve proposée ici ne
s’étend apparemment pas aux “gsm”. Cependant, le présent article réduit le
probléme & établir que les langages S, forment une hiérarchie croissante vis  vis
de cette opération.
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