Construction d’'un modéle d’évolution de plaques
avec terme d’inerte de rotation (*).

A. RaourLt (Paris, France)

Summary. - In a previous work, we have shown how the asymptotic expansion method (with
the thickness as the «small » parameter) applied to the linear Hellinger-Eeissner evolution
model for an elastic plate of R® yiclds a justification of the classical evolution equation for the
transverse displacement of a plate with thickness 2e
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Pursuing farther the analysis of the asympiotic expansion and considering in particulor the
first corrector, we are led here to the plate model
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Equations of the same form have been proposed notably by N.F. Morozov, G. Duvaut, J. L.
Lions and are called equations with rotational inertia term. The applicability of such models
18 studied and sharp convergence eslimates are given.

0. — Introduction.

METHODE. ~ Le présent travail reléve de la méthode introduite par P. G. CIARLET
et PH. DESTUYNDER, par exemple, pour la justification de modéles de plaques en
élagticité linéaire ou non-linéaire.

La méthode pent étre rapidement décrite de la maniére suivante:

(i) on considére une plaque, c’est-a-dire un corps cylindrique de R® dont
une dimension — I’épaisseur - est trés faible devant les autres; on écrit pour une
telle plaque, de surface moyenne w, dépaisseur 2¢ et sonmise i des forces extérieures
le systéme. tri-dimensionnel de ’élasticité linéaire sous forme variationnelle mixte,
systéme dont la solution est le couple déplacements-contraintes, fonctions définies
sur Pouvert wxl—e¢, ¢[;

(ii) par un changement de fonctions approprié (7), on remplace ce systéme
par un probléme équivalent posé sur 'ouvert de référence wx]—1,1[; la forme

(*) Entrata in Redazione il 25 gennaio 1984,
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méme de ce nouveaun probléme (9)-(74-75), dans lequel différentes puissances de
P’épaisseur apparaissent comme facteurs de termes qui en sont indépendants suggére
un développement asymptotique de la solution en fonction de ’épaisseur;

(iif) une fois déterminés, si possible, les premiers termes du développement
asymptotique, on leg rameéne par le changement de fonctions réciproque de celui
de (ii) sur Pouvert o x]— ¢, e; ils s’écrivent alors comme solutions d’équations aux
dérivées partielles qui en fait sont, ou peuvent se ramener (cf. 3) & des équations
posées sur w. Il convient alors de comparer ces systémes aux modéles usuels de
plaques [6], [5], qui sont des modeles bidimensionnels, généralement obtenus par
des hypothéges a priori sur la forme du couple déplacements-contraintes.

MISE EN OBUVRE. — Notons que 1a méthede ne peunt étre mise en oenvre sans
préliminaires précis: effectuer le développement asymptotique décrit en (ii) revient &
considérer la plaque donnée d'épaisseur 2e¢ comme appartenant i une «famille de
plaques » d’épaisseurs 2¢ tendant vers 0; il faut done pour chacune de ces plaques
définir les paramétres élastiques ou physiques comme, par exemple, la masse volu-
mique crueiale dans les problémes d’évolution (on pourra voir & ce sujet la discns-
sion faite dans [8]), et préciser le systéme des forces appliquées.

Les difficultés rencontrées enguite sont de deux natures:

@) les «difficultés de caleul»: une fois écrites formellement les équations que
doivent satisfaire leg termes d’ordre 0, 1 ot éventuellement 2 du développement
asymptotique, il faut en exhiber les solutions ce qui peut donner lieu & des calenls
assez longs, comme par exemple, dans le cas du terme d’ordre 2 pour un probleme
d’évolution;

b) les «difficultés théoriques »: si 'on souhaite assortir les caleuls formels de
vésultats de convergence vers les termes d’ordre 0, 1 ou 2, on est conduit & des
démonssrations trés techniques (en particulier dans le cas d’évolution) et qui, bien
que suivant le sechéma classique majorations a priori — convergence faible — con-
vergence forte, ne peuvent étre remplacées par aucun résultat standard. Signalons
qu3 ce stade, les conditions aux limites imposées au déplacement jouent un role
fondamental: PH DESTUYNDER [4] 2 montré qu’on ne peut effectner un développe-
ment & Pordre 2 pour une plaque encastrée et a étudié le probléme de couche limite
correspondant; pour nous, nous proposons en (13) et (14) d’autres choix de condi-
tions aux limites qui, nons permettant le caleul d’an terme d’ordre 2, nous condui-
sent (voir 3.1.2) & une équation d’évolution avec terme d’inertie de rotation.

MoDBELES OBTENUS. — Rappelons que cette approche a permis

1) la jusbification du modéle bi-harmonique des plagues eneastrées en élasti-
cité lindaire [1] avec estimation de P’erreur au moyen de correcteurs [4] aingi que
Pobtention de résultats de convergence pour les problémes de valeurs propres [2];

2) la justification formelle dn modéle non lingaire de von KARMAN [3];
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3) la justification du modéle d’évolution bi-harmonique des plaques encastrées
en élasticité linéaire [8] avec résultat de convergence.

Utilisée ici dans un cadre fonctionnel convenable, elle nous permet de construire
un modele d’évolution avec terme d’inertie de rotation qui, &4 notre connaissance,
n’est pas le modele clagsiqgnement obtenu par des hypothéses a priori sur la forme
des déplacements et des contraintes.

PrAxN. — Bien que nous nous intéressions ici principalement & un probléme d’évo-
lution, nous consacrons une premiére partie 4 étude du probléme statique; nous y
définissons le eadre fonctionnel et la plupart des notations; certains arguments sont
omis parce qu’analogues & ceux de [8], ou bien parce que considérés comme des
cas particuliers de ceux détaillés dans la deuxieme partie qui traite du probléme

dynamique.

1. — Cas statique.

1.1. Cadre fonctionnel. Probléme de Uélasticité (P°). Heriture formelle du développe-
ment asymplotique: construction des problémes (P,) et (P).

1.1.1. Le probléme tri-dimensionnel (P?). — Cousidérons une plaque élastique
d’épaisseur 2¢, occupant dans son état non déformé le volume @ X [— e, ¢], de constan-
tes de Poisson F et v, et soumise & des forces volumiques (*,). Le couple (%o, *u) des
contraintes et des déplacements est déterminé dans le cadre de 'élagticité linéaire
par le systéme formé des équations aux dérivées partielles

— 0s%0;=°f, dans wXx]—e, ¢

(1) E B .
0= —— yy(%) + P\ Voo(oU)3y;  OU Yyy(u) =

1+ (1 491 —29) (01 ~+ 0,u,)

|

ainsi que de conditions aux limites destinées & traduire des conditions imposées au
déplacement — par exemple, encastrement sur une partie de la frontiére — ou I’ac-
tion de forces extérieures telles que des forces surfaciques ou des forces de pression.

Un cas souvent étudié [11, [8] est celui de la plaque encastrée sur sa surface
latérale et soumise & des forces (¢¢;) sur ses surfaces supérieure et inférieure; avec
les notations

Qe=wXx]— e ¢,
(2) y: frontiére de w, Iy=yX[—e €],

I't = wx{e}, I''=wx{—e¢
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les conditions aux limites sont alors

w =190 sur I},
(3)

Cp=—°g;, sur I%, coy=—c°g, sur I°.

Le probléme {1)-(3) est formellement équivalent au probléme variationnel mixte (4)
ci-dessous, dit modele d’Hellinger-Reissner.

{ Trouver (%, u)eXex Ve
(4) Veele, cealc,t)+ °Blr,u) =0
Yoe Ve, *B(¢0, v) = “fefz"vi—fegi’vi

0 Iéure
ot les espaces 2%, Ve, les formes bilinéaires ¢a, °B, sont donnés par

Ze= L), = {r = (v4) € L¥(Q%)%; V(i,§), Ts5= 75
Ve= {ve (H2%))*; v|p:= 0}

1
(5) V(o,r) e Zex2e, ca(o, 1) =f(—jﬂ——v O :Zv‘g O'mpaia‘)'fw
g.
V(r,v) € Zex (HY(R9))®, °B(r,v) = —frifyij(v) .
g’

La formulation (4) se préte bien & l'utilisation de la méthode des développements
asymptotiques. Montrons rapidement comment la mettre en oeuvre (pour plus de
détails, on pourra consulter [1], [8]): on considére la plaque comme appartenant &
une famille de plaques occupant dans leur état non déformé les volumes & X[— ¢, &,
et — pour simplifier — de mémes coefficients de Poisson E et v; ces plaques sont
encastrées sur leur surface latérale et soumises & des forces de volume (%f;) et &4 des
forces de surface (°g;); le couple contraintes-déplacements (°s,°u) est done, pour
chacune des plaques, solution d’un probleme du type (4) oll ¢ est rempleé par e.
Afin de pouvoir travailler sur la suite (°s, °*u), on la transforme par un changement
de fonctions en une suite (¢°, °) de fonctions définies sur un ouvert £ indépendant
de ¢; nous choisissons les notations et les transformations suivantes:

1) 2 =wx]—1,1, I''=wx{1}, I =wox{—1}, I"=yXx[—1,1];

2) §: homéomorphisme de L>(£°) sur L*(£) défini par

(6) Voe Lx(), 1ppLQ, j(@)®, s, %) = @@, Ta, 25)

3) %: homéomorphisme de LI U I'*) sur L[ U I'") défini par
VeI IEUIt), ©ppw, k)@, o, £1) = ¢p(@, B Le);
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et, les indices grees décrivant {1, 2}, les indices lating décrivant {1, 2, 3},

0 Oop=1(0us), 0oy =e7j(°00s), 05 = £7%)(%0%)

ue = j(°a) , uy = &j{(°us) .

On obtient alors par un simple caleul la proposition suivante

ProposiTiON 1. — 8¢ le systéme de forces (°f;, °g;) vérifie
(8) iCf) =1, iCl)=cfs, k(g,) =-eg, k(°gs)=eg;

ot (1%, ¢%) € (LA(Q))*x (LA w I'))3, alors Délément (of, u®) construit & partir de
(®c, °*u) au moyen des formules (T) est Dunique solution du probléme

(6’ u®) e XV
(9) YeeX, ac%7)+ Blr,u)=0
YoeV, B(o%, v) = — (f* vi)—fg‘.’v.

2= L2(Q)Z= {r = (vu); V(4,§) 1= T}
(+y°) (resp. |-]) désigne le produit scalaire (resp. la norme) sur X
(10) V= {ve (HYRQ))* v|,,= 0}

(11) V(o,7) e XX, @0, T) = Ay(0, T) + &2y(0, T) + £'a,(0, T)
14

0(0,7) =~ (Gaps Tag) — 7 (Gsr Tun)

Ll <
+

ax(0, T) = 2 o ? (Gaay Tag) —“”Eii ((0'337 Tup) T (G, 7733))

1
(0, T) = T (0335 Tss)

(12) Y(z,v) e Z'x (HI(Q))? »  B(r,0) = — (745, v (0)) .

La décomposition (11) de la forme a° suggére alors de poser pour (¢, #°) un
développement asymptotique de la forme

(0% u®) = (0% u®) + e*(o?, u?) + ...,
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(0% u%), (0%, 4?) ... devant étre déterminés par identification des termes en ¢, en e2...
dans le systéme (9). La construction d’un tel développement et étude de sa validité
ont fait I'objet de plusieurs travaunx [1], [8]; signalons, en particulier, suivant [4],
qu’il ne peut exister de terme d’ordre 2 (62, u®) avec u? réalisant les conditions aux
limites d’encastrement, c’est-a-dire avec u® dans V; pour pallier cette difficulté PH.
DESTUYNDER & fait une analyse de couche limite.

Pour nous, nous choisissons d’utiliser un ncuveau cadre fonectionnel permettant
le caleul d'un terme d’ordre 2. Ainsi proposons-nous de remplacer dang (9) espace V
par P'un ou ’autre des egpaces:

(13) X= {17 € (HY(LQ))?; ( flv(x dmg) = 0, ( fmgmn,x dac3) .= 0,
(j(l — v, dm3> = 0}
(14) T= {v € (HY(£))%; (fva dw3) = 0, (fx?,vara dwa) = 0,

-1 -1
1

(Ja—san) -,

—1

ol n = (N, Ny), T = {Ty, 73) sont la normale extérieure & y et la tangente déduite
par une rotation de I7/2; X et T sont deux espaces contenant V et inclus dans
(Hl(!)))a, choisis pour la gouplesse de leurs conditions de bord. Nous travaillerons
ci-dessous essentiellement sur I’espace X et donnerons en complément (cf. 3.2.3)
les résultats portant sur 7. Notons X,, et X, les deux espaces facteurs de X

X,= {(vl, v,) € (HY(£2))?%; (fva) = 0, (fmavam) = 0}
(15) -1 —1

X, = {vgeﬂl(!)); (f(l—w,ﬁ)%)y: o}.

-1
Désormais, nous appellerons (P°) le probleme analogue & (9)

Trouver (¢° #°)eX XX
(P*) YVeeX, a(c% )+ Blr,u’)=0

YVve X, B(o®, v) = Fo(v) .
Posons-nous les problemes de Vexigstence d’une solution pour (P°) et de son inter-
prétation. Rappelons tout d’abord [8] que les formes «° sont

1) continues de constante de continuité indépendante de &;
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2) coercives sur X et vérifient.
(16) >0, Ve, Vo X, a7, 7)> o |7as]? + €2|Tas|> 4 e%]7ss]?) .
D’autre part, on peut écrire le

LeMME 1. - X est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de (H'(2))*; sur X,
Vapplication v — (2 Iy,-j(v)lﬁ)* est une norme équivalente & ||| gyqp, notée ||| .

Y
DEMONSTRATION. — On remarque que, grice aux conditions aux limites, on a:
(ve X, YV, j)yuv) = 0) = (v = 0) puis Von utilise I'inégalité de KoRN [5] et la
compacité de linjection de H(Q2) dans L*Q).
On est ainsi en mesure d’appliquer le résultat standard [1] d’existence et unicité
pour les problémes mixtes et I'on a:

PROPOSITION 2. — Pour Ftc X', le probléme (P?) a une solution ef une seule.

Passons maintenant & interprétation; nous nous plagons dans le cas ot K9 est
un élément de X’ de la forme

i) e

an Fo(w) = — (f{, v,) —fgi-’%

rtrur-

avee f'e I*(Q), 9% I} I'"); physiquement, le probléme & considérer n’est pas
(P*) mais le probléme posé sur Pouvert £° dont il est 'image et qui s’écrit

Trouver (%0, ‘u) e Zex Xe
(18) VeeZe, ca(’,v) -+ Bz, u) =0
Yoe Xe, ¢B(°c, v) = °F(v)
avec

€

Xe— {q, e (H(Q%)% ( f Va dy;,) L,z 0, (fygvma dya)

—&

[

y 0, ( f(gz_ ¥3)0s d?/s)’y = 0}

—e

et
as B(o) = — [0~ [ g0,

1
2 rjure

On obtient alors la

PROPOSITION 3. — 8i F est de la forme (19), alors (17) est formellement équivalent
au systéme constitué par

1) les équations aux dérivées partielles (1);

24 - Annali di Malematica
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2) les conditions auxw lmites:

o ¢, (f(ez— Ys) U dya}fyz 0

—e

(20} ( feu,x dys}

—€

v =0, ( f{%"%ﬂl«x dys)

i

(21) ‘op=r29; sur I, Co,=—°¢, sur I°
(22) Yoy 2 L) Tapls = Lot YaiMa
(23) Ay Li(y), “Gyata = (6" — Y3) Xs -

DEMONSTRATION. ~ On prend successivement dans I'équation d’équilibre de (17)
v =g élément de (D(29)% v = (v,, ¢, 0) et v = (0,0, v;) éléments de X¢ et on
remarque que

(\‘!(@1, ¥y, 0) € Xe, f CupPaVp = 0) équivant & (22)
r
et

;(V(O, 0, v;) e Xo, f”agma%: ()) équivant a (23).
\
Iy

1.1.2. Le probléme (Py). — Nous nous intéressons ici au probléme obtenu en iden-
tifiant les termes en £ du probléme (P°}; ce probléme, noté (P,) est donc:

(o8 u) e Fx X
(Lo) YzelZ, a%c%7)+ B(r,u®) =0
Yoe X, B(o® v) = I(v) .
L’étude de (P,) débute comme ’étnde détailliée dang [8] du probléme limite as-

socié an probléme (9) posé sur 2 X V; aussi nous contentons-nous de donner les
résultats. Suivant [8], nous introduisons les espaces

(24) X = {v € X; pas(v) = 0, yylv) = 0}
(25) 8 ={reX; 10=0, 75= 0} ~ (Lz(!))):

et le probleme «faible »

(0% % e S XX,
(Pof) Yrel8, a%0%7) -+ Blr,u®) =90
VoeX, B(o® v) = F'(v).
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LEMME 2. — 8i (0° u°) est une solution de (Py), alors ((o5, 0, 0), u®) est solution de
(Pof) et en particulier u® appartient & X, .

Xyp= {0; 0,6 HiY@); Vo= va— @5 Oaly, Vo€ Hy(w)} .

REMARQUE 1. — X, est l’espace des déplacements de Kirchhoff-Love; il coin-
cide avec Vi, ot Vi, = {0 €V ya(v) = 0, y(v) = 0}.
Notons:

[,1: le produit sealaire sur (L2(w))?, ou le produit de dualité (H-(w)2, Hi(w)?);
K: Yopératenr de (HYw))? sur (H*(w))* défini par

V(u,, u,) € (Hl(w))z , Vv, v,)e (I[(I)(UU))2 ’

26
=0 (K (at, 1) (00, w0)] = s
—

[(1 —v)yas(u) + vyun(w)dup, yas(v)] -

PrOPOSITION 4. — Pour tout F° e X', le probléme (P,f) admet une solution et une
seule (0% u°) ow

1) uS est Punique solution duw probléme bi-harmonique

g€ Hy(w)
27) Yw e Hi(w) , ; 1%1}2 [Aug, Aw] = FO(xy Baw, —w) .
2) ud = ud— w, 0,uy, et ul est Punique solution du sysiéme de Uélasticité sur o
(28) { o€ (Hifo))*
Vvse (Hy(w))2, [K(ul, ud), (vi, v,)] = F(— v, —v,,0) .
(29) ) 08p= T (L — 9)7slu®) 4 7))

Nous cherchons maintenant & compléter la solution ((aj,, 0, 0), u°) élément de
8 X X, du probléme (P,f) en un élément ((o5, 03, 03,), u®) de 2x X solution de
(P,); supposons o de la forme (17), les équations que doivent satisfaire o, et oJ,
sont

[ (0% o) € L*(2)*
(30)
V(vi, 1) € Xiay (0B, 2u00) = — (o8, 2a0%) -+ (12, va) + [g80s
rtur-
oh,e THO)
(31)
Vo X, (0%, 049)) = — (oka, 20s) + (13, ) + [gdo, .

rror-
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Nous donnons dans le lemme ci-dessous un régultat d’existence pour des problémes
du type (30) ou (31).

LEMME 3. — Soit ¥ tel que {w e HY(Q); w|p, = 0} c ¥ c HY(Q) et soit G une forme
lindaire sur Y §écrivant

Vwe¥, Glo) = (p,w) + (ds, %w) + [m0(1) + sw(—1)

avee P, a, Oagac L} D), v, s € L¥ o).
Alors, le probléme

(32) ce ), YweXY, (o,0,w) = Gw)

a une solution si et seulement si les conditions de compatibilité suivantes sont satisfaites:

1

Cu: [(p — 0sg0) dmy+ 7+ 5 =0

—1

Oy Ywe¥, fqmaw =0;
Ty

et alors
(33) o =[(=p + 2t + §[ (P — 0age) + 0 — ).
-1 -1

De méme, soit Z tel que {(wy, w,) € (HYRQ))?; walp, = 0} C Z c (HYQ))? ¢t soit &
wne forme linéasre sur Z s’éorivant

V(wy, w))€Z, Glwy, wy) = (Pa, Wa) + (das, Daws) + f 7awa(1) + Sata(—1) ,

aVeC Do, Gup, 9p0ap€ LML), ¥4, sa€ L3 (w).
Alors, le probléme

(34} (01, 02) € (Lz(g))z y Ywg, w)€Z, (Oa, O3wa) = Glwy, ws)

a une solution si ot seulement si les conditions de compatibilité suivantes sont satisfaites:

1

D;: f(Pa — Ogag) + Ta+ Sx=0

-1

Dy: Y(w,, wy) € Z, fqa,angwa—*: 0;
T
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et alors

1

(35) 0= [(— Pa+ Battas) + §[(Pa— Page) + } 0w — 52).

-1

REMARQUE 2. — A la lecture du Lemme 3, on constate que le probléme de l'ex-
istence de (09, 05;) ne se rameéne pas & son analogue dans le cas d’une plaque main-
tenue sur I,; dans ce dernier cas, en effet, les conditions C, et D, sont vides. Nous
pouvons maintenant énoncer un résultat d’existence pour (P,).

ProrosiTION 5. — Soit F, de la forme

(36) (o) = — (f}, ) 48,
rrur-

avee 1€ L} (Q), g3 LM IO I'™), f° indépendant de ;.
Alors, le probléme (P,) admet une solution et une seule (0%, u®); elle est donnée par

B_

2
387 1) wse Hi(w), 37—

1
A*us =ff§ + 957+ 95~
-1

2) ul= ul— », 0,ul avec

(38) we (Hy(w))* et Ku'= 2(f1, f3)

(89)  3) oap= 753 {01 —»)yas(u?) + vyuu() S}

L J— B 2 0
(40) 4) Cpy = — m ‘(1 - x3) azxA’Nz;;

Fo ()@t D= ait o, .
) o) o= [ [p) EERERE D Ly
-1

—1
@
+LB—a) @+ ).
DEXMONSTRATION:
étape 1. - (37), (38), (39) sont des conséquences immédiates de la Proposi-
tion 4; notons que u;, uy, et par conséquent oy;, sont réguliers:

(42) uge Hy(w) N HY(w); u’c (Hiw))2N (H(w))2; o,s€ HY(Q) .
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étape 2. — Recherche de oJ,: par application du Lemme 3, on cherche 4 sa-
tisfaire D), et D, pour Péquation (30); rappelons que, par construction,

1

Voe(Biw), —[([oks), veasr] = Fow,0) = = (12, v.)

-1

et done
1
218 -+ aﬁfagﬁ: 0, qui n’est autre que D, .
~1
D, g’écrit:
(43) Y, w) € Xuay  [o2gmgm, = 0
Lo
calenlons o)yn,; d’aprés (29)
9
(44) ounp) _ ;_ D% E, avec j indépendant de x, et
o.n (R I
2878
k— ((1 — ) Oty + ¥ A“ao)n1 + (1 — ) Oy,ugn,
(1 —v) Orptigny + ((1 — ) Oauthg + ¥ Aug)'nq .
Remarquons que:
{45) ko= Q1 —»)DuYT, %) =0.

De Pappartenance de ul & H%w)N Hi(w), on déduit que o,u; et 0,(0,u;) sont
nuls sur y et done que D*uy(?, #) = 0; ainsi, sur I, o,,m, est de la forme

(48) Oaghy = 7“-—1—~_12 kns, avec ja, k indépendants de a,,

ce qui, comme on I’a déja vu lors de la Proposition 3, prouve que (43) est vérifié;
grice & (35), on obtient ’expression (40) pour o?,.

étape 3. ~ Recherche de of,: on cherche & satisfaire les équations C, et O, du
Lemme 3 pour 1’équation (31); d’'une part,

i 1
2 E \
j(fg+ 0,02s) + §5° -+ g5~ =ff§—§ T *us+ gs"+ g =0  daprés (37),
—1

—~1

aingi €, est satisfaite; d’autre part €, s’éerit:

Vw,e X5, fa&sn“wa =0;
I,
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or

E

= _ m2 [}
50 ) (1 —a3) 0, Au;

0 —
Opsty= —

et d’aprés la gtrueture des éléments de X (13), (0,) est satisfaite.
REMARQUE 3. — 1) nous n’avons pas cherché ici 4 donner & F* la forme la plus

générale possible; signalons qite le résultat d’existence est encore valable pour des
forces de la forme

rror- I

F'(v) = — (%, v,) —fg?vi -fhgva

vérifiant

2

1 1
1 x Ty 1
I = 5 (9aF— g )me + 3 (057 + 92)ma— f fon, -+ 2 f fatta;
& 1

le cas (36), qui donne pour ¢°; et o}, des expressions assez simples, et qui autorise
des forces surfaciques verticales arbitraires est ici suffisant;

2) il est esgentiel de noter que dans la vérification des conditions C, et D, la
forme des éléments de X sur I, qui pouvait paraitre artificielle lors de la défini-
tion (13) a été cruciale;

3) enfin, donnons une extengion immeédiate des résultats de régularité (42), si:

(47) F(0) = — (12, 0) —[g805

rrur-

avec
fleH (o), feI¥Q), gelT*ul),
alors uye Hy(w) N HY(w), ule Hylw) N H(w), o) e H* Q).

Des résultats d’existence pour une solntion du probleme (P,) étant connus, nous
pouvons maintenant écrire le probléme obtenu en identifiant les terms en &2 de (P°);
ce probleme, noté (P,), est

(o, u)e XXX
(P5) VielX, ayo% 1) + B(r, wd) = — as(0® 7)
YVoe X, "Blo?,v) = 0.

Comme dang ’étude de (P,), nous commengons par tronquer le probléme (P,)
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et définissons le probléme faible

(Psf) (0% ut)e SxX
{48) VeelZ, ado? 1)+ B, u) = — ay(c® 1)
(49) Voe X, , B(a?,v) = 0

pour lequel nous pouvons énoncer le résultat d’existence suivant.

PRrOPOSITION 6. — Sous les hypothéses (47), le probléme (P,f) admet une solution
et une seule (02, u?); elle est donnée par

;3

v
(50) 1) ug= uz— 1= D3Yup(U) + 1_37) 5 Aug ,
ol u? est Pumique élément de H*(w) tel que
1
2 B ., B 2849 4, v 0
(51) ST =" a a3 10 4%t 1, 4)%%m
-1
2] 4 0 2 8 v o
(52) u), = 1—————~0(1 — Augl,, Oqui),= 00— 0n dugl,
3
(53) 2) U= uy— &y Oputy + 3 aw?’/m(u ) — atxA'”% ! — (%‘I‘ %(_21{— 1))
ot (u?, ul) est Dunigque élément de (HY(w))? tel que
1
(54) Ku?=— L grad Ayu.(u®) + d grad | o3,
3(1 — »2)(1 —) ik 1—v 5
-1
(55) u], = — o Bauu(w?)
%y 61 —7) (o y
2 F
(566) 3) Oap= 1 {(1 —v)yap(u?) + vyuu(u®)dus} + 0‘335¢w
B Bz
=1 {(1 —»)yas(u®) + vyuu(u®)dus} — :;2 {(1 —») Qapuz+ v Auzdag) +
+-~—_~—~E (1 — ) Dagyun(s®) + v Ay da5} —
2(1 - ,‘}2) afyus (222 8
E wg (v A 2
T =1 —) %"}'g 5_1 {(1 —v) Pupduz v A% }-I— Gsséaﬂ

DEMONSTRATION. ~ Cherchons tout d’abord les éléments (o2, u2) de S x (HY())®
qui satisfont Péquation de comportment de (P,f) et 'appartenance de u? 4 X. Pre-
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nant successivement v de la forme (74, 0, 0), (0, 724, 0), (0, 0, 755) dans (48), on rem-
place (48) par (57), (58), (59) avec

E

(57) ap= 1 —p {(1 —9)yas(?®) + vYuu(u?)das} + Gaaaaﬁ
L + y 1

(58) Vas(%?) = 5 Oon = T aa—) (1 —3) 2alug

(59) Paaltht) = = 3 0= — 7 {punlu®) — a5 Auf} .

On remarque que (57) n’est antre que (56) et on intégre (38) et (59); (59) équi-
vaut &

v . A
uwE = ul— " ZaYuu(u?) + — = A%s, u; indépendant de .

11—
De plus, pour que #) appartienne & X;, il faut et il suffit que

1

(60) ulc H{w) et ully=— 101

A of‘p

On procéde de méme sur (58), et compte-tenu du calenl de u?, (58) fournit

v

x? 1
’llri: ui— &y Bauﬁ —]— ]_L:) 5‘ azx'}/;m( ) — 8aAu3 ( 3+ (——— 1)

u’ indépendant de w,.
De plus, pour que (uf, ul) € X;,, il faut et il suffit que

(61) we o) of ull=—1 -t Al
{62) uic H*w) et anug(v=—i5~8(1ir_”—v) O Adugly .

Notons que 'hypothése (47) a été utilisée pour considérer dayuu(u) sur y, et que,
d’apres la surjectivité de 'application u — (uly, d.uly) de H*(w) sur Hi(y) x H¥(y) [5]
les conditions aux limites (60) et (62) sont compatibles. En résumé, il y a une in-
finité d’éléments de X x X vérifiant (48): les éléments de la forme (50), (b3) et (56)
satisfaisant les conditions de bord (52) et (55).

Imposons maintenant de plus la condition (49); on choisit successivement v dans
Xy, de la forme v = (v4, 0) avec v, dans Hiw) et v = (— @, 050, ;) avec v, dans
Hi(w); Péquation d’équilibre (49) est alors remplacée tous caleuls faits par (54) qui
est une équation dans (H-%(w))? (pour la définition de K, voir (26)) et (51) qui est
une équation dans H-*(w); enfin les problémes (51)-(52) et (54)-(55) sont des problé-
mes elliptiques classiques ayant une solution et nne senle.
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REMARQUES 4. — 1) on peut remplacer (51) par une équation aux dérivées par-
tielles ol le second membre ne fait intervenir que les données:

10 (ff3 + g+ 93”) 3

2) la struocture des éléments de X jone ici un réle egsentiel: elle permet que
les conditions de bord associées an bilaplacien soient compatibles, ce quw’aurait in-
1

terdit un espace a priori pius naturel tel que:
1 1
7= ZuxXe, Zu= (o) e (BN ( [oa) =0, ( [awe) =0}

—1 —1
3) enfin, un contre-exemple que nous ne détaillons pas ici montre qu’en gé-
néral le probléme (P,) (non tronqué) n’admet pas de solution.

1.2. Résultats de convergence.

Nous avons, an paragraphe 1.1, défini une famille indicée par & de problémes
(P%), un probléme limite naturel (P,) et un probleme d’ordre 2 (P,f); nous avons
vérifié que tons ces problémes admettaient nune solution dans un méme espace X' x X;
nous sommes maintenant en mesure de donner des résultats de convergence 4 'or-
dre 2 dang Xx X; indiquons tout d’abord un résultat de convergence 4 lordre 0
dont la démonstration se déduit aisément des méthodes de [8].

LEMME 4. - Pour tout Foc X', on a, pour ¢ tendant vers 0,

ut—>u®  dans  (HY())*

0oy —>0Ohg, 805> 0, ol —0 dans IAQ)
ot (0% u®) esi la solution de (P,f).
Quant au résnltat & Pordre 2, il séerit

THEOREME 1. — Sous les seules hypothéses (47) d’existence d’une solution pour
(BPyf), on @

T
g—g(us—— w) —~u® dans (HYQ))

1 5 1
e (0;;‘3"" 025) — 0'2/3 y ;" (hs— o5s) =0, (05— Ggs) -0 dans LZ(Q)

ot (0% u®) est la solution de (P,) et (o2, u?) la solution de (P,f).
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DEMONSTRATION. — Notons que la difficulté vient de. ce que le probléme (P,f),
bien gn’admettant une solution dans X x X, n’est pas posé dans X x X,

étape 1. — Majorations & priori: on pose
(64) §t=0t— 0%, WUE==ut-—~ U0, uFE= yf— 40— g2¢2.
Par soustraction de (P,) & (P¢), on a

{ Veel, a¥d%7) + B(r, @) = — e2a,(0° 1) — gta,(0® 1)
(65)

YvelX, B(c5,0) =0
d'out Pon tire

aF(G% G°) = — &a,{0°, G¢) — eay(a’, G°)
(66)

B(ge, u) = 0.
L’équation de comportement de (P,f) fournit alors
(67) (02, §¢) = — ay{o®, G¢) .
Reportant dans (66), on a
a8(G%, 0¢) = &2ay(0?, G¢) — glay(c®, 5°) .
Comme @, (resp. o) est un produit scalaire sur § (resp. 12(9)), on en déduit

a¥(G¢, G°) <&*ao(0?, 0*) (5%, 6°)F + etay(0®, 0°)2a,(Ge, G)}
<ea(i?, o*iar(5, 7Y+ shay(ot, othan(sr, 5o
et done
a#(5%, 6¢) < Cet
qui fournit
(68) 30, Ve, IO'Z/S_. O'gﬁl <0Ce, . lo, —G§3| <Ce, l|og— og|<C.

D’autre part, d’aprés (65) et (P.f), on a

Yeel, B(r,@t— c2u?) = — a8(G°% 1) + &2ao(0?, T) — e*a,y(0?, 7)
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et, d'apres Péqui-continuité des formes a¢, on déduit de (68)

Bz, w*)
sup —————
e S

(69) 30, Ve, [lut—u)<Ce.

<0e?, qui fournit

Les estimations {68) et (69) sont les majorations a priori souhaitées.

étape 2. — Nous ne la détaillons pas; on déduit de (68) et (69) des résultats de
convergence faible, puis, congidérant comme dans [8] le produit scalaire

(70) a(o, 7) = (@ + G+ a)(0, 7),

les résultats de convergence forte an moyen de ’étude de a#(G¢/s?, 65/e?%).

En conclusion, insistons sur le fait que le Théoréme 1 a fourni des résultats de
convergence optimanx; on exploitera ces résnltats en revenant 4 ’ouvert de départ
w X ]— ¢, ¢[. Pour cette discussion, nous renvoyons au paragraphe 3 ou seront in-
terprétés simultanément les cas statiqne et dynamique.

2. — Cas dynamique.

Nous nous intéressons maintenant au cas d’une plaque élagtique en mouvement;
le principe de la méthode et le choix du cadre fonctionnel ont été donnes au para-
graphe 1.

2.1. Problémes (Pe), (P,), (Py).
Pour une plaque d’épaissenr 2¢ et de masse volnmique °g le probleme que nous
congidérons est done le probléme d’évolution agsocié a (18)
Trouver (°c,°u) e L*(0, T; ZexX°), (u)e L°°(O, T; (L'Z(Qe))a)
| YreZe, ca(o,7) -+ *B(r,*u) =0
VoeXe, —ol(u)'y 0Dy qo + B(°o, v) = *F(v)
u(0) = U, u(0)=°V.

(71)

De fagon classique, on a [6]:
Pour <Fe L0, T;(X%)), (‘F)e L}0, T; (X*)), <UeXe, <Ve(l}2))*,
le probléme (71) a une solution et une seule; de plus (“u)’e =(0, T (Xe)).

Nous considérons maintenant, comme au paragraphe 1, la plaque comme élé-
ment d’une «famille de plagues » d’épaisseurs 2¢, de mémes coefficients K et v, sou-
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mises & deg forces ¢F, et de masses volumiques de la forme pg?; pour une discussion
de ce dernier choix, nous renvoyons 4 [8] ou & la partie 3. Par les changements (7)
immédiatement étendus 4 des fonctions dépendant du temps, et pour des forces
appliquées ¢F' de la forme

(72) eF(v) = —fsfivi_fsgsva ’
o

riore
on définit une suite de problemes (P¢) gréce a la
PROPOSITION 7. ~ 8i le systéme de forces vérifie
161 = 1oy iCfs) = ey,  k(°gs) = g}
o

(13) (S, (Y6 e I¥0, T; (L(@): x I U I7))

st U= et Ve sont définis au moyen de 2U, ¢V par les changements (7), alors (o%, u®) est
Dunique solution du probléme

(P?) (05, ue) € I°(0, T; Ex X),  (ue)'e L°(0, T; (L2(R))?)
(74) Vrel, a*(o%, 7) + Bz, us) = 0
(18) YweX, — o<u’, vy — perd(us, u2)", (vy, v,))> + B(o®, v) = Fo(0)
(76) ws(0) = Ue, wuf'(0) = Ve
avee
(71) Fo(0) = — (1%, v) — 0,3
rtor-
de plus,

(we)'e I°(0, T; X') .

Notons que dans (75) — équation dans L”(0, T) — les crochets désignent les
dualités <L=(0, T; X3), X5> ou <(L°(0, T;X{z),Xm); pour découpler #: et u, on
peut écrire (75) sous la forme de ’équation de D'(0, T)

(18) VoeX, — o(u, ;) — o2, v,) + Blo*, v) = Fo(v)

ot (+,-) désigne la dualité (D’(O, T;Lz(.Q)),Lz(.Q)).

D’autre part, signalons que désormais nous noterons L*(0, T; X) sous la forme
usuelle L*(X), 0°([0, T'; L*({2)) sous la forme C°(L2(£2)), ete. et que le symbole [ ]
sera nutilisé pour lesy différents produits de dualité sur w.
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2.1.1. Probléme (P,). — Considérong un développement asymptotique de la forme
(0%, we) = (0% %) + s(o?, ul) = ... ;
par identification des termes en &° dans le probleme (P¢), nous définissons un pro-
bléme limite (P,)
(0%, u0) € L*(Ex X), ule L(L*(£2)
Vreld, ayc® 1)+ B(r,u®) =0
VoeX, —ouy,u)+ Blo®v) = F(v)
00) =03, u(0)=73.

(£o)
u

Pagsant par Uintermédiaire d'un probléme {P,f) ou les fonctions-test ne déeri-
vent que X,,, on obtient le résultat d’existence

PRroPoSITION 8. — 8i F, est de la forme (17) avee

(79) fae H{LXQ)) , ge H(INI* U 7))
(80) 1 indépendant de »,, f'e L*(L*(w))
(81) Ule (H'N H)(w), VieH:w),

alors le probiéme (P,) admet une solution et une seule (0% u®) qui est donnée pay
1) uy est Punique solution du probléme d’évolution sur w

uge L*(Hi(w)), wus € L°(L*w))

«, 2 E
(82) 200" + 5 7

1
Aw;:fm g+ gt
-1
us(0) = U3, w'(0)=7V3

G __ 9 0 Y 3} ; y )
2) ud= u, — x, 0,u,, ot u’ est Punique solution du probléme

(83) we I°((Hyw)?),  Ku'=2(f}, 3)
B
(84)  3) opp= 7 {(1 —¥)yan(u®) + »yun(u”)Oas}
B
(85) ) Opa=— 31— (1 — %) 0pdug

(86)  5) 0% = oul” (ﬂ_@;z—__%)_ffH (ffg) (@3- 1)(— zﬁ et

3@ ) + 2 B — ol o)
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et (0%, u®) vérifie

(87) wle CO((H N HY(w), uye C"(Hiw), uje (L (o))

(88) ule L°((H*N HY)(w)) , 005 € L>(HY(9)) .

DEMONSTRATION. — Une fois (82), (83), (84) obtenus, on remarque que leurs solu-
tions ont, grace aux hypothéses faites les régularités (87)-(88), ainsi agﬁ et ug” sont-ils
assez réguliers pour que ’on puisse utiliser le Lemme 3 pour la construction de ¢,
et o), qui se fait alors comme dans la Proposition 5.

Nous aurons aux paragraphes 2.1.2 et 2.2 besoin de résultats de régularité sup-
plémentaires sur #°; donnons-les ci-dessous; nous posons

(89) p=[fot o+ gt
-1

COROLLAIRE 1. — 81
1) fo e H{(IQ)), gse BTN U T));

2) foe Wa=(HYw));
E
1 —p?

90)  8) We(E'NE@), p(0)—3 -2 ATeHo), Vie(H'n Hiw)

alors

(91)  4) wle O((H'N H)(w), uleC(HYw), ui®e (L (w);

(92)  B) ule Wa((H*N Hi)(w)) .

COROLLAIRE 2. — 8¢
1) {2 e HNIXNQ), goe BNIXITUT));

2) fo € H(H'(w));
g ¥
31-—92
g B
31—

(93)  3) Use(H'N Hj(w), (0)

AT (H* N B) (o)

(94)  4) Vie(H'NHy)(w), v'(0) A*Vge Hy(w)

alors

(95)  5) wle O(H'N Hd){w)), uyeC((H'NH)(w), u®ec C"(Hyw);

?

(96)  6) ule H((H*N Hi)(w)) .
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DEMONSTRATIONS. — Démontrons, par exemple, le corollaire 2; le probléme (82)
est du type
we L°(Hiw)), u'el”(L¥w)),
(97) w4 Ay =g,

w0)=p, %(0)=q.

On dérive 3 fois le probléme (97) et I’on a ainsi 4 problémes gui sont encore du type
(97); pour les 3 premiers, on utilise le résultat classique [7]:

si g € L LAw)), p € Hiw), q € L*(w), alors u e O°(Hi(w)), u'e (°(L*(w)); pour
le 4¢, on utilise le résultat obtenn par interpolation [7]:

si g € L} H-(0)), p € Hiw), ¢ € H\(w), alors u € O°(H(w)), u'e C°(H(w)). On
vérifie aisément que les conditions (93), (94) ont é5é choisies ponr que les couples
successifs de données initiales aient les régularités demandées.

2.1.2. Le Probléme (P,). — Nous avons vu en 2.1.1 gue sous des hypothéses con-
venables, le probléme (P,) a nne solution; ceci autorise a écrire le probléeme, noté
(P,), obtenu par identification des termes en &* de (P¢); restreint & Xz, (Py) a la
forme
(0%, u?): [0, T] - 8x X
Yrel, ay(0%, ) + Bz, u%) = — a,(c®, 1)

Yoe Xy, —oud,v)+ Blo%o) = eluy,v,)
uy(0) = U;, «(0)=7;.

(Psf) }

Donnons un résultat d’existence pour (Pf).

PROPOSITION 9. — Sous les hypothéses du Corollaire 1 et pour U; et Vi wvérifiant

2

v v @
(98) U= U.f'—l _vmsVuuu"(O) +1 53 AUs
y , y o3
(99) Vi= Vg—l_vxaywu" (0) +1_T§Avg
avec
1 8+
Uie B w), Ulb=—15 I—_TyAUg[V’ 3nU§|v=—“m 0,4 U3y

et VielXw),
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il existe un couple (0%, u?) et un seul solution de (P,f) et vérifiant

(6%, ut) e L°(Sx X), ul'e L°(L¥Q)) .

Il est donné par

2%

v ¥4 €
(100) Uy = uz— — ZyYuutt® 4~ 11— ‘2‘3‘ Aug

ot ul est Punique solution du probléme d’évolution sur o

(101) ulc I°(H¥w)), udelo(liw)), ull,= —% 1%Augly,
8+ °
nusly 10(1 ) OnAuzly
2 E 34 — 14y for 3 8
an | 4 2.2 - on__ 7 Vy—
(102) 20u; —[—31 A u; = 1—~——5(1_ ] o Aug —~vAfm3ff3+1—_—O(l—v)Aw
-1 —1
(103) us(0) = Us, u3'(0)=
xl 1 x5
(104) et wy= ui— w; O u5 T—V_——v ‘23 Oayun(u®) — On g 1—_:;(903—1- g(g— 1))

o u? est Punique solution du probléme quasi-statique sur w
q

(105) wie I(HN0)) ) ully=— 5 1 dausluy
1B .
Kut— — 07/ - v 0 _r 0
(106) u 20u" + 3= —) grad Ayu(ud) 11— gradfass
-1
. )
(107) Oxp = 1 (L —v)yap(4?) -+ vYuu(u?) 6043} + 0335043

DEMONSTRATION. — Dans une premiére étape, on cherche les couples (o2, u2) de
L°°(S><(H1(Q))3) tels que ul'e L°(L¥(Q)), satisfaisant ’équation de comportement
de (P,f) et ’appartenance de u? & X; les caleuls sont analogues & ceux du cas sta-
tique (Proposition 6); ces couples sont done ceux de la forme (107), (104), (106) avec

(108) wje L*(H*w)), u§"e L°°(L2(a))) et
1 2 84

u?ily= 10 1 Auslv ) anualv= —m %Au‘;[,
1
(109) we I™(HYw) et wull,——73 _”_v Dty .

25 = Annali di Malematica
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Notons que %y et u® sont assez réguliers pour que les équations {108), (109) aient
un sens; elles ont une infinité de solutions.

On cherche ensuite parmi les solutions de (108), (109) celles pour lesquelles (o2, 4?)
satisfont Véquation d’équilibre de (P,f) et les conditions initiales; par décomposi-
tion de X, 'équation d’équilibre équivaut aux deux équations de D'(0, T)

(110) Vo e (Hy(w))?, — (0h) Vo) = 0w, v,)
(111) Vo,e Hy(w) , Q(“gﬂy s) + (025, 7 0,5%s) = Q(’“le — @3 Oas) .

&

Etudions {110); d’aprés la forme de u° (110) égquivaut &
Yve (H;(w))z y T (Giﬂ7 Vaug¥) = 29[“2”7 v,]

et grace & l'expression (107) de o, &

1

" gradfogs— 20u",

~1

1 By ¥
3A =) grad Ayu.(u®) 4 1—

(112) Kut=

le second membre de (112) egt dans L‘”(H”l(w)); (112) et {(109) déterminent donc u?.
Etudions (111); Q’aprés la forme de w9 (111) équivant &

Vo,€ Hiw), — o(ud', 0;) + (0ag, @5 Basvs) = § 0[0ud’, 0av5]

Y

et grace aux expressions (107), (100) de oiﬁ et uj &

1
2 F B 28+ v v
oot — 2.2 “ 3,0 , 0
(113) L e L Rl e g e TR 1—v4fw3"33+

-1

v

1
—I—Qg(l_

utilisant Vexpression (86) de ol afin de faire apparaitre toutes les contributions de
Aug”, on transforme (113) tout d’abord en

o) ae

2,, 2 E 2 E u8+’l)A3

17y —10
31— (=)l —»)3 10

on
Ut gdus ®15(1 —w)

()5

_.|__

Ay
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et enfin an moyen de 1’équation (82) satisfaite par uj en

1 @
oy 2 E ., 34—14y oV

(114) + 20uy" 310 A*ug= 1_4(1‘___ » 0 Aug 1 A{zs|fs) +

1 -1

3y —8
tioa—n4?

Munie des conditions de régularité et de bord (108) et de conditions initiales du type
(115) uwi(0)=U;, ui(0)=V7,

(114) définit un probléme d’évolution du second ordre qui, pumisque les conditions
de bord varient avec ¢, est une variante du probléme classique. Le second membre
ainsi que sa dérivée étant d’aprés le Corollaire 1 dans L2(H-*w)), on a par extension
dun théoréme usuel, existence et unicité de ul satisfaisant (108), (114), (115) pour

1 ¥

1 v 8+
101 —v

U:fEHz(w) ? U§|7: _—10(1_,‘))

Aug(0)[y 0, Us|, = 0nAug(0)]y
et Vie Io(w) .

Enfin, on remarque qu’il est équivalent d’imposer & u; les conditions initiales
de (P,f) et & uj les conditions (115); notons que c¢’est la forme (100) de uZ qui a
permis de donner un sens précis aux conditions initiales de (P.f).

Afin de pouvoir mettre en oenvre des procédés de majoration a priori au pa-

ragraphe 2.2, nous renforgons les conditions de régularité de la Proposition 9,

COROLLAIRE 3. — Sous les hypothéses du Corollaire 2, Uéquation de comportement
de (P.f) a des solutions (o2, u?) vérifiant

(116) e H(S), weH(X), w'elx(LYQ))?).
DEMONSTRATION. — Il suffit de reprendre la lére étape de la démonstration pré-
cédente: on constate que dans les expressions (107), (104), (100) les contributions

dues & u® ont la régularité souhaitée et que I’on peut choisir u? et uj satisfaisant les
conditions de bord (109), (108) et vérifiant

ulc H(H'w)), u¥eI(IXw)), ulcH'(HYw), ui'el*H'w)).

REMARQUE 5. — Il serait contraignant dans les choix de f7, g2, U2, V2 d’exiger
la régularité (116) d’une solution de toutes les équations de (P,f).
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2.2. Résuliais de convergence.

Nous souhaitons donner ici, de méme gue nous ’avons fait dans le cas statique,
un résultat de convergence & ’ordre 2, ¢’est-a-dire du type

g2 (ot — 0% > 0%, e Hut— ud) —u?,
ot (0%, u¢), (c° %%, (0% u?) sont les solutions des problémes (Ps), (P,), (P,) déerits
précédemment; dans un premier temps, on peut obtenir un résultat de majoration

a priori.

ProposITION 10. — Sous les hypothéses du Corollaire 2 et si les donndes initiales
de (P¢) et (P,) sont telles que

(117) E(Gitﬁ_ Ugﬂ)(0)1<082 ’ (G Gga)(0)|<03 ’ lo5(0)|< O,
(118) [u8'(0) — wl' (0)| < Oe?, |u®(0) — u® (0)[< Ce
alors

(119) 1) e¥(ols— o), e Mol — %), 0% sont bornédes dans L7(L(Q)),

(120)  2) e~2(us— uo)  est bornée dans L=(X);

e (u —ud),  etud' —ud)  sont bornées dans L>(L2(9Q)) .

DEMONSTRATION. — Choisissons une solution (o2, #?) de 1’équation de compor-
tement de (P,f) ayant la régularité (116) et introduisons les fonctions d’éeart:

G = g¢—0g?, U = ut—u’

g% = g¢t— g%— g2¢?, w¥F= ut— u'— 2u?.

En utilisant (74) et ses analogues dans (P,) et (P,f), qu’il est commode d’appeler
équations de comportement, on a

(121) YrelX, a¥c% 1)+ Blr, u*) = — e%a,(0° 1) — *a,(0?, 1),
en utilisant les équations d’équilibre de (P¢) et (P,), on a
(122) Voe X, B(G,v) = o(ts,vs) + oc2(us, va) -
On dérive formellement (121), et on prend v = &; puis ’on prend v = u*' dans

(122) (pour une justification de ce procédé formel, on peut voir [7]; noter que (122)
n’étant valable que pour v élément de X, ’appartenance de u?(f) et done de u*(t)
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4 X est essentielle); on obtient

4

at(0*', §) -+ 0(@y, Uy ) + 0e2(uS, uy ) = — eba(0', G) — etay(a?, §)

on encore

(123)  a#(&', 6) + 0(y, W) + 0€¥(T,, ) = £*as(0*, §) — e*ay(o", 5) +
+ oet(ul, uy) — e, W,) + 0eM(T,, uh) + 0e2(l,, ug);
on a aingi fait apparaitre la dérivée de y¢, ol
(124) 1= a(5, 5) + ol ]* + ee*f,
et par intégration par parties de certains termes on transforme (123) en

a 5 £ 8 [ 8/ &l
= o = 014 03+ 65+ o3+ ¢f

1d
125 —
(125) 2 dt
avec

0° = e2ay(0?', G) — sta,(d¥, &) + o&t(u’’, u?')
0; = — 0eX(@,, u?)

0(3)
a !

0; = o®(ud®, u,) — &2 (i, u2")

—l !
(Pg = 9‘84(,“'0;7 ui )

oh=—0e*(uy', @,) + 0¢* (@, uf) .
Remarquons que yee L°(0, T) et que d’aprés les Corollaires 2 et 3 les éléments 6:
et ¢¢ sont bien définis: par exemple, u® et u2” étant dans Lz(Lz(Q)), 62 appartient &

LY0, T); nous allons maintenant majorer 67, ¢5; nous utiliserons la majoration
suivante '

EtrsPE 1.
(126) 30, Ak e L°(0, T), Ve, || <C(e*k + z)  pD.
En effet d’aprés les équations de comportement de (P¢), (P,) et (P,), on a

Veel, B(r,%) = — a5, 1) + e2ay(0? 1) — eta,(0*, 7) + 323(77"”'2) 5
or

a(G, 7) <a¥(8, 6)tas(t, )} < Oytir|;
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on majore de méme les termes suivants et utilisant ’égalité

Bz, )

sl 7

on obtient (126) avec k = a,(a?, 02)¥ -+ a4(c®, o%) + [p(u?)]

|z = sup
X

ETAPE 2. - On montre que
(127) 30, N e L0, T), Ye, 03] <C(etl + x°)  pp-
En effet: par exemple,
02| < g2ao(0%, 0% ) ao(G, )t + e2ay(0", 0 )Ee?ay(G, &)t - gaﬂui"”ui'K%(#ll—l— as(G, 7))
avec I, = ay(c?, 0%) - a,(c¥, 0®) -+ 20[ud’| |u?'|.
EtapE 3. — On montre que
(128) 3¢, Ime LM0, T), Ve, 103/<C(etm - x*) DD

On procéde comme ci-dessus et ’on majore le terme |2 au moyen de (126);
on obtient (128) avec

m= [ P R
Enfin, toujours an moyen de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de (126), on obtient
Erarn 4.
(129) 30, Jep< ¥, Ine L2(0, T), Ve,  |gf] + || <Ccn + cox®  DP.

avec

o=+ o g, + e R
Revenons maintenant 4 (125), et intégrons; ainsi

2(1) = 20) — 20(0) — 205(0) + 2¢5(t) + 2¢5(1) ;166 ) ds,

utilisons (127)-(128)-(129):

7(8) < 15(0) — 2¢55(0) — 2¢7£(0) + Cetn(t) + Oa4f(z+m + Gf%€+ 260 %°



A. Raourr: Construction dun modéle d’évolution, ete. 389

et, comme 2¢,<< 1,

;]

7)< O1(0) — 25(0) — 2¢8(0)| + Ce*( ot [T + m) + O[3

0

Enfin, grice au lemme de Glronwall, on g
251 < Clx5(0) — 2¢5(0) — 2¢5(0)] + Ce*
et procédant comme & 1’étape 4
26(8) < O0(z°(0) + &) P
ce qui achéve la démonstration.
On peut écrire les hypothéses sur les données initiales de la Proposition 10 unique-
ment en fonction des données sur les déplacements des problemes (Pe), (P,): par

un développement des équations de eomportement de (P¢) et (P,), on démontre le

COROLLAIRE 4. — Sous les hypothéses du Corollaire 2 et si les données initiales vérifient

(130) [Ue—u(0)] <Ce?, |e2yu(Ue) + 2———(11_ ] (11— wi)aallus(ﬂ)' <Cs,
e 2y5(U?) — " 1 1 Vuu(“(o))y < COg?
(131) [Va—ul (0)|<Ce, [Vi—ul(0)|<Ce,

alors (119) et (120) sont vérifiés.

Enfin, nous pouvons énoncer le résultat de convergence souhaité.

THEOREME 2. — Sous les hypothéses du Corollaire 2 et si les données initiales des
problémes (P¢) et (P,) sont telles que

(132) (1) e2(Us—u®(0)) converge dans (HY(2))* vers un élément U? de la forme

1) Uie Ul — mgun(0) + —— 2 A7
3 31, 3Vun 1—v2 3
avee
1 v 8-y
Ve (), Ull=—15 72408, 2.Ulh=— oo 24Tl

2) Ul Uley 0,00+ " Bupuntt(0) — 20 A TS —— (23 - (2 —1
e * 1—y P1—p\7" T 3\2
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Corre ;
o U? est donnée par

Uie Hw),  Ully=—g o Somn(O)]y
1
KU — — 20u"(0) + § 17— s 18 Apau(0) -+ 2 grad [o2(0)
et que -
(133) e H(025,(0) — 0%(0)) =0  dans L*Q)
(134) 05,(0) = 05,(0)  dans L*Q).

(135) (i) &(Ve— w? (0)) =0, e2(VE— V2 — V2 dans L*(Q) avec V2 de la forme

Vi Vi 1—:; DYuutd® (0) - I i " %g aAvy, VieL¥w)
alors
e (ut—u') —u*  dans LX),
e ui—ul) =0, e2ui—ug) —>ul dans LL(Q)),
e~ (00— G:;ﬁ) —>0hs, & Yo— 0h) =0,
03— Oy —> 0 dans  L*(I3Q))
o

(025, 0,0), u2) est Vunique solution du probléme (Pyf) de données U2, V2.

REMARQUE 6. — Les conditions (133), (134) peuvent étre écrites uniquement en
fonction des données de (P¢) et (P,) sous la forme

1

— __‘2 0
T (1 — 22) 2x4 Ug) -0

(136) el (8"27%( Ue) +

B
(137) e T ni—2) (7unU?) + (1 —»)yss(U?)) —
F
T T 31—

g_ 3 2 1 10 ¢ 1 0— 3 0 0—
sa 03 (B50) + (2 [+ S =g + 2 ) 00

DEMONSTRATION. — Elle se décompose en deux étapes: on établit tout d’abord
la convergence faible, ensuite la convergence forte.

ErapE 1. —~ Convergence faible.
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Les hypothéses du Théoreme 2 sont plus fortes que celles de la Proposition 10,
on tire done de (119) et (120) 'existence de ciﬁ, 0Ly, Yaay UP, %, 20 tels que

&

(138) &0y~ dgﬁ) - GZ/S y & H05— 055) — 0py s

o8, — 7,  dans  LO(L2Q))  faible étoile;

(139)  e2(ut—u®) —u? dans L7(X) faible étoile;
(140)  e2(ud —ul) — 2y, e lud —uY)—z, dans IL°(I¥Q)) faible étoile.

Identifions maintenant o2, 2, ...; tout d’abord (139) et (140) donnent
(141) ta=ul, 2,=0.

On désigne symboliquement par (P¢) le probléme « (P¢) moins (P » et on effectue

(i) des passages  la limite dans ’équation d’équilibre (122) de (P¢): choisis-
sant v = (0, 0, v,), v,€ X5, on obtient

(142) Vo€ Xy, (fas— 0%y 0a¥3) =0 OU jz= 0% ;
choisigsant v = (vy, 14, 0), (vy, V) € Xy, et divisant par ¢, on obtient
(143) Vv, v) € Xygy  (0hg, 0504) =0 ou o= 0
choisissant v € X, et divisant par %, on obtient
(144) VoeX,,, —o(u,v) 4 B(o%v)=0 dans D'(0,T).
(ii) un passage & la limite dans I’équation de comportement de (P¢) qui s’écrit
VielX, a,(c26, 1) -+ ay(0% 1) + e2a,(0%, 1) + B(r, e 2%) = 0
on obtient, grice & (142)
{145) Yeel, alfo? 1)+ a6 1)+ Blr,ut)=0.

(iii) la détermination d’une premiére condition initiale: on a d’aprés (139)
et (140),
s72(ul — ug)(0) — u2(0) dans L3); et done d'aprés (132)

3

(146)  w(0) = UZ.
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(iv) la détermination d’une deaxiéme condition initiale: pour cela, on obtient
des informations sur la convergence de %’ anu moyen de (122) restreint 4 X, de la
maniére suivante; on choisit w dans Hi{w) et on définit §¢ élément de L*(0, T') par

fe = 6‘2(173;, w) (ﬂ;, — %5 Saw) .
f¢ vérifie d’aprés (140), (141), (122), (135)
s — (u?', w) dans L0, T') faible, ¢ est borné dans L0, T) et 0:(0) — (V2, w);
ainsi,
(147) Ve Hi(w), (ud', 0)(0) = (VE, w).

On rassemble maintenant (144), (145), (146), (147); le raisonnement déja vu
lors de la Proposition 9 prouve que u} est de la forme (100); (147) fournit done
d’aprés (135)

. 1 v 1 v
(148) wl (0) = V2.

On constate que (144), (145), (146), (148) n’est autre que (P,f); on a done démon-
tré Panalogue du Théoréme 2 avec des convergences faibles.

Erare 2. ~ Convergence forte: on pose
& = (e7%Gng, £ a3, 05s) b &= (af‘ﬁ, 0,0).
On sait que d’apres I’étape 1 que
(e, 677, 5) — (u¥, 0,8%) dans I2(LxQ)?) faible;
pour montrer que cette convergence est en fait une convergence forte, il suffit d’éta-

blir 1a convergence des normes, ¢’est-a-dire de montrer que

F4 T
K
(149) [{oe™ms|* + e[, |* + a(&, 5)) ~ f (o' P+ a(62, 5)
0 0
ol & a été défini en (70).
On calcule done le premier membre E de (149); or

r
B f eiye() dr,  of z° a 6t6 défini en (124),

0
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et d’aprés la décomposition (125) on a formellement

r

B = Terty'(0) = 2e-4(gi(0) + 940)) + 26 tgi-+ 98) + 267 f f Ser,

d’aprés étape 1 et les hypothéses sur les données initiales
B - T{o| Vil + a(0*(0), 6(0))} — 2T{e| V3| — o(u(, (0), UZ)} +

+ 2J 91“2 | — (w5 u3) +fao 0? 0%) + 2@f v, ) —
@f [y [P — Tau(0*(0), 0*(0)) — 20T(w'(0), U3) + eT|V3f =
”_J.Ql“ |2—]—fa0 (o2, 0%) :f o|u? P -+ a(62, 62)) .

Enfin, on déduit de (149) ainsi obtenu la convergence des déplacements en écrivant
que d’aprés les équations de comportement

— Bz, 72U — u?) = ap(e725 — 0%, T) 4 43(0, T) + &2ay{0%, 7)<
< M{|e=2G,5— 03] + 15| 4 e*lozs 31zl
et done

sup —

B(r,e*u—u?) —0.
zeX | I

3. — Interprétation.

On exploite ci-dessous les résultats de convergence des paragraphes 1 et 2 afin
de congtruire des modeles de plaques; 'idée consiste & approcher, lorsque les hypo-
théses des Théorémes 1 oun 2 sont sabisfaites, (o¢, u¢) par (6% u°) ou mieux par
(6° 4 e20?, u®+ s2u?).

Intéressons-nous par exemple i la composante verticale u; du déplacement; on
obtient des modeéles bi-dimensionnels en ’approchant

1) soit, par 42 qui est indépendant de m,;

2) soit, sil’on tient compte du terme d’ordre 2, par la restriction # de ug + *u;
& la surface moyenne w; on peut aussi utiliser la moyenne verticale mg de u -+ &uj.
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D’apres (82), (100), (102) ces 3 éléments sont les solutions respectives des 3 pro-
blémes posés sur o X0, 7] dans le cas dynamique (avec simplification immédiate

dans le cas statique) ci-dessous

’)

on :2_ o 1 s
(150) 20% CE ) Uy ==, Y défini en (89),
Ug € Hﬁ(w) ’ ug(O) = Ug ’ %g,(O) = Vg;
posant
(151) 75 = (U -+ Uy) |, mo= Uy T € U5
o ) e .04 —14y on
3—i—* vadzfs—ezl———5(l__v)gﬁu3—l—w+
1 &g
Ry Y Bv—8
e A( 1—vf““ A T
(152) -1 -1
v 8 +v
Tg.y:—-'{;‘zmAug]y, a,ﬂ";ly: 210(+ ) 8 Aualy,
r3(0) = Us+ U3,  ri(0) = Vi V5.
et posant
1
(153) M = %f(ug—{— eul) = uy -+ £fus - & - Aus
-1
E 34 — 14y
el pt 2 £= 2 on
20my + A ez == & 1'5“(1‘_1})94]'“3 + v+
——12
-+ 24 ( fxa fa L 1l’)
-1 -1
154 2 1
WO = 2 aatly, dumily= -( 4+ )—- B0 )y
15 1
1
mg(0) = U°+32Uz+e vEAU‘;,
mg'(0) = V0+32V3+8

3.1. Un cas concret.

Plagons-nous maintenant dans un cas partienlier réaliste: celui d’une plague
d’épaissenr 2¢ et de masse volumique °g, soumise & son poids et & Paction d’une force
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surfacique ¢g; exercée sur I, supposée pour simplifier indépendante de (v, x.);
suivant le procédé déerit en 1.1, on la considere comme faisant partie d’une famille
de plaques d’épaisseurs 2, soumises & leur poids et & des forces ¢g,; alors si leurs
dengités respectives sont de la forme

(155) 29 = gg?
et si les forces ¢g; vérifient

(156) sy = gy ¢’
les forces appliquées ¢F sont transformées par les changments (7) en

Fe(v) = ge f Vy— sfg;’va .
Q o

Par linéarité des problémes (P¢) statiques ou dynamiques en (0%, 4¢), ¢’est done au
conple {e-o%, e~1u¢) que 'on peut appliquer les Théorémes 1 oun 2.

3.1.1. Cas statique. — Rappelons que le déplacement vertical eu, vérifie d’aprés (7)
Ug(W1y By 035) = € Ug(y, Ba, T5) 5

Les hypotheses du Théoréme 1 étant clairement vérifiées, on peut considérer que
pour « ¢ assez petit»

€2(*Uy — 23) (01, Ty 0) = z5(2y, @s)

et, d’aprés (152), ory= 25+ €°s% est l'unique solution de

(157)
. Y . 8+
7’3|y=—02 1—0—(—1‘:_—5 Azg[y, 3,, ’I"3lly= —szandzgly
ou zj est défini par
2 E
(138) AeHiw), 376 A= —20% +4} .

On peut aussi choisir d’approcher la moyenne verticale en écrivant que

e
1 1
o (-— f ms—zg) e

11—
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et, d’aprés (154),

Vv

AO
11— %

1
my = 23 - e°z: + €° 6

est l'unique solution de

2 H .
31,5 ¢ APms=—2e0 g5
(159) v \
: v 1 N\ v
M|y = ¢ B, Azsly,  Onomgly= 923(‘“4 -+ 3)1_:; On A23)y

On congtate gue dang les 3 problémes ci-dessus I’équation anx dérivées partielles
est la méme et n’est auntre que 1’équation du modéle de plaques usuel [6]; seules
changent les conditions anx limites. On dira que grice & (157) ou & (159), on a des
justifications « & l'ordre 2 » du modele biharmonique, alors que (158) en est une
justification « & ’ordre 0» [8]; enfin, on note gne l’existence d’un pseudo-dévelop-
pement pour “u, dans ce cas concret pour le choix (155) est une justification a poste-
riori de P’introduction d’un tel choix an paragraphe 2.1.

3.1.2. Cas dynamique. — On se donne, comme ci-dessus, une plaque d’épaisseur 2¢
soumise & son poids et & une force surfacique °g; sur 1’7 dépendant maintenant du
termps; on en étudie le déplacement & partir d'une position d’équilibre; antrement
dit, le déplacement initial ¢U est donné par

[YreZe, ca(*0(0),7) 4 B(r,°U) =0
(160)

| wexe, «B(*0(0), v) = *F'(0)(0)
enfin, on suppose, pour fixer les idées, que la vitesse initiale °V est nulle.

La plague est considérée comme élément d’une famille de plaques sonmises aux
forces définies par (155) et (156), en équilibre & I'instant 0, c’est-d-dire de dépla-
cements =U gsolutions de (160) olt ¢ est remplacé par &, et de vitesses initiales ¢V
nulles. On peut donc appliquer le Théoréme 1 au probléme statique transformé
de (160); vérifiions que ceci permet d’affirmer que les hypothéses du Théoréme 2
sont satisfaites par les problémes indicés par ¢ de données initiales (s71Us, 0) et le

\

probléme d’ordre 0 de données initiales (Z7, 0) ol

B

s AU = — 320 + 61(0).

2
(161) Ziedyw), 3

(i) d’'une part, d’aprés le Théoréme 1, on a

e et Us— 2% — Z*  dans (HY(D))®,
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N

ou

1) Z)= —w, 9, Z; et Zj est la solution de (161),

2y 72— 7% _L_w_gAZo et
«) Ly 5T 12,9 s
272 __ 2 V4 Zo o 8 + »
A Za O’ 3[‘/ 10(1—W)A 3|V9 anZSlV 10(1——’”)
p v xS (v
3) 2= —a, Q23— 0, A2 m(m3+ f(g _ 1));

ainsi, ’hypothése (132) est-clle satisfaite; on a de méme (133) et (134)

(ii) d’autre part, on a clairement (135) car Ve= 0;

Iy

anAZgi’V ’

(iii) enfin, il suffit par exemple que g¢3" appartienne 3 H*(Hl(w)) pour que
les hypothéses du Corollaire 2 soient satisfaites; remarquons que (161) a été ntilisé

pour la vérification de (93).

Appliquant le Théoréme 2, on considére donc que, pour «e¢ assez petit »,
€72 (*u5— 28) (%1, Ta, 0) = 23(2y, 7,)

et, A’aprés (152), ;= 23 + ¢*z% est lunique solution de

, 2 E T TS T
26Ty + 5 75 ¢° Arry= —2e% + g5 + @331—57?:7) Az
(162) v 8+ "
“gly = — 62 10(1‘___1)) Az3ly,  Oporsly= —ezm 0, Az3y
5(0) = Zz -+ " 43,  °r;(0) =0

o 2] est défini par

2
2ogers’ + 57— ¢ A= —2e%0 +-gF

weHyw), #0)=2%Z;, =20)=0.

(163)

Remarquons que ’équation d’évolution de (162) peut aussi s’écrire

34 — 14y 2 H
enper’ __ " enpd Nepl T p8 A2 —
(164) 2e0€°r, B —7) 06® Aer, 37 vze A%ry—

= —2¢e°% g5 +%¢%y, y indépendant de e.



398 A, Raourt: Construction d'un modeéle d évolution, ete.

L’équation (164) est, suivant la terminologie de [5], une équation avec terme d’inertie
de votation; on remarque que le coefficient — (34 — 14)/(15(1 —»)) étant négatif,
on peut montrer directement gue 1'équation (164) munie des conditions anx limites
et des conditions initiales de (162) a bien une solution.

. s 1
On peut aussi choisir d’approcher %% f W, par ‘m,= 2y - e*z: 4 ¢ % I d A7y, oMy
—
est la solution d’un systeme du type ’

34 — 14y B

[ ]

enpegn” —— ene3 e’ 1 e —
2%ge°my B —) pe3 4 m3~r31_v263A My =
= —2¢°% --ogf +-¢e’y, 7 indépendant de ¢
{165) 9 .
em:z,ivz migmﬁzaly, On mgh,_ez ( 4 4 )——~8 AZBIV
omg(0) = Z3-- *Z%+ ¢ +~AZ3, omy(0) = 0 .

Les relations (163) constituent une justification «& Pordre 0» du modéle usuel
des plaques donné dans [6] par exemple; (164) et (165) ou encore plus simplement

. 34—14p , B
(166) Zngc/w; ﬂe eSAe 3,+3 T

€8 A2owy = — 26070 + 5

sont des « modéles & ordre 2»; pour les obtenir, on doit donc contrairement au
cas statigue, modifier le modéle usnel par 'adjonction d'un terme en Aw', habituelle-
ment appelé terme d’inertie de rotation (cf. G. DUVAUT et J. L. LioNs [5] qui con-
sidérent un modéle analogue, mais avec nn coefficient différent, analysé ci-dessous
en 3.2.1). Il est important de noter que ce terme supplémentaire apparait dans
(166) avec la méme puissance de I’épaissenr que le terme bi-harmonique habituel;
il ne doit donc pas étre négligé. Remarguons d’autre part que ce terme a un effet
régularisant sur les dérivées en temps du déplacement vertical; Iécriture de la con-
servation de I’énergie permet, par exemple, de montrer que ews appartlent & L*(HY(w ).

3.2. Compléments.

3.2.1. Un autre modéle avec terme d'inertie de rotation. — Le modeéle de Morozov
cité dans [3] n’est pas (166) mais

E

(167) 39‘9:::__ QG" ACII z — P Azc — ——269@ +eg;r N

On vérifie que pour obtenir (167), il suffic de remplacer dans le systéme (71) dont
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(°c, *u) est la solution, la forme bilinéaire e par la forme tronquée °a,, out
1+ ¥
ea’ﬂ(67 T) :J‘(—ﬁ— leﬁ"'“ E O‘Ml;aocﬁ)'raﬁ .
96

Simplifiant ainsi ’équation de comportement on considére dorc a priori que le dé-
placement est du type Kirchhoff-Love; sa composante 3° est alors d’aprés 1’équation
d’équilibre non tronguée solution de (167). Bien giir, pour ce modéle, il N’y a pas
de résmltat d’approximation du type e72(°u;— °C)(#y, %, 0) =0, comme cenx obte-
nng en 3.1.2.

3.2.2. Résullais sur les contraintes. — Nous placant & nouveau dans le cadre défini
au paragraphe 3.1.2, nous complétons les résultats d’approximation du déplacement,
par Papproximation des contraintes. Utilisant les expressions (84), (85), (86) et
(107) eb revenant aux onverts « physiques» o X]—¢, ¢ par les changements de
fonctions (7), on obtient les estimations d’erreurs absolnes et d’erreurs relatives
snivantes: ’

(168) Vo, dey, Ve<a, V(4,5),  [[%0,;— 58, s2en < Oe®t

avec, pour ¥;€ ]— &, &

By,
(169)  “sanlys) = — 7o {(L =) Buscf+ v Acfus} —
FBe2
— T {1 — ) Baos + ¥ Axl0us} —

H 3
*m(“yﬁ %(5—1)) {(1—) Bapded + v A230ag} +

+ g, 2
+1 1v{<yz—y382)§ @+ 1) + %5 (e + ) (a2+ l~%)} Sap
I3 E 2 2 0
(170) Sag(Ys) = T (88— ) Oadeg

. g3 — g? ” + 8 P
A11)  lye) = PP 0@l ) + L e+ ) (82+ %—%)

rappelons que z; est donné par (163) et z) par

2 E 34 — 149
920z%" < — A2 — o
s’ t 3Rl m= g, 04
. 1 P 8 Ly
A= — 5 7oy s Bl = — g s 8 Al

B0y =23, &(0)=0.
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[e05— 28,5] 130y < 96| %8 5 1200

(172) Vﬁ, 380, V8 <& “ 0 xg— 830;3[[La(gs) < 68“ 580;3“1;(95,

1035 — 2835 1208 < 0] %8s 220 -

Hnfin, on remarque la forme polynomiale en y, des approximants ¢, et on
constate que l'on peut, utilisant (163), remplacer dans (169) et (171) les termes en
( o

2y 4+ 1) par des termes en A°z% et gi.

3.2.3. Aulre cadre fonctionnel. — Une étnde paralléle & 1’étude ci-dessns pent
étre menée dans ’espace T introduit en (14). On a pour les problémes d’ordre 0
ot d’ordre 2 des résultats d’existence et d’interprétation que nous résumons.

Le probléme d’ordre 0 a une solution et une seule donnée par:

%gl’?:o’ ((1——1’) annug"i‘?)Aug){'V:O

on 2 ) 2,0

3t BTV

(est le probléme des plaques simplement posées; u? et ¢° ont les formes (85)
et (86).

Enfin, si @ est un rectangle le probléme d’ordre 2 a une solution; comme dans
la Proposition 9, #: a la forme (100) et vérifie (102); seules les conditions de bord
sont modifiées.
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