
Construction d'un module d'~volution de plaques 
avec terme d'inerte de rotation (*). 

A, RAOULT (Paris,  France)  

Summary. - I n  a previous work~, we have shown how the asymptotic e~pansion method (with 
the thickness as the (( small ~> ~arameter) applied to the linear HelIinger.t~eissner evolution 
model/or an elastic plate of R 8 yields a justi/ication of the classical evolution eguation ]or the 
transverse displacement o] a plate with thickness 2e 

6 

Pursuing ]arther the analysis ,9] the asymptotic expansion and considering in particular the 
first corrector, we are led here to the plate model 

3 4 -  14v F 
2ee - ~  + 3 1 --  v - - - - ~  15(1 --  v) J]3" 

E~uations o] the same ]orm have been proposed notably by N. F. Morozov, G. Duvaut, J. T~. 
Lions and are called eguations with rotational inertia term. The applicability o] such models 
is studied and shar2 convergence estimates are given. 

O. - I n t r o d u c t i o n .  

~T~O] )E .  -- Le prSsent  t ravai l  re l ive  de la m6thode in t rodui te  par  P. G. CIARLET 
et  PIt. :DEsTWYI~DER, par  exemple,  pour  la just if ication de modules de plaques en 
51asticit6 lin6aire ou non-lin6a,ire. 

La m6thode peu t  ~tre ra]?idement d6crite de la m~ui~re suivante:  

(i) on consid~re une  p][aque, c'est-~-dire un  corps cyl indrique de R 8 dont  

une  dimension - - l ' 6 p a i s s e u r - -  est  tr~s faible d ecan t  les ~utres;  on 6crit  pour  une  
telle plaque, de surface moyenne  o~, d6paisseur 2e et  soumise s des forces ext6rieures 
le syst~me tr i-dimensionnel de l'61asticit6 lin6~ire sous forme variat ionnelle  mixte,  
syst~me dont  la solution est  le couple d@lacements-contra intes ,  fonetions d6finies 
sur l ' ouve r t  r •  e, el; 

(it) pa r  un  ehangement  de fonctions appropri6 (7), on remplace ee syst~me 
par  un  probl~me 6quivalent  pos6 sur l ' ouver t  de r6f6renee co •  1[; la forme 

(*) Entrata in Redazione il 25 gennaio 1984. 
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m@me de ce nouveau probl~me (9)-(74-75), duns lequel diff6rentes puissances de 
l 'dpMsseur appur~issent  comme i~cteurs  de te rmes  qui en  sont  ind@pendants suggbre 
un  d6veloppement  ~sympto t ique  de lu solution en fonet ion de l '6p~issenr; 

(iii) une lois d@termin6s, si possible, los premiers  te rmes  du d6veloppement  
usymptot ique ,  on los f a m i n e  p~r le changement  de fonct ions r6ciproque de celni 
de (ii) sur l ' ouver t  ~o • ]-- e, e[; ils s '6crivent  ~lors comme solutions d'6qu9Mons uux 
d6riv6es p~rtielles qui en fa i t  sent ,  on peuvent se r amener  (cf. 3) ~ des 6qn~tions 

pos6es sur o~. I1 eonvient  alors de comparer  cos systSmes aux mod~les usuels de 
plaques [6], [5], qui sont  des modules bidimensionnels,  g6n6ralement  obtemts par  

des hypothSses a priori  sur la forme du couple d6placements-contraintes .  

~[IsE ~N OEUVRE. - Notons  que la m6thode ne pout  @tre mise en oeuvre suns 
pr61imingires pr@cis: effectuer le d6veloppement  asympto t ique  d6crit en (ii) rev ien t  
consid6rer lu plaque donn6e d '@gisseur 2e comme ap p u r t en an t  g une (< famille de 
plaques >) d'gpaisseurs 2s t e n d a n t  vers 0; il rant  done pour  ehacune de cos plaques 

d6finir les pgr~m@tres 61astiqaes on physiques eemme,  pa r  exemple,  la masse volu- 
mique cruciale duns los probl~mes d'@volntion (on pourra  voir s ce sujet  lg discus- 
sion fuite duns [8]), e t  pr6eiser le syst~me des forces appliqu6es. 

Los difficult6s rencontr6es ensui te  sont  de deux n~tures:  

a) los (( difficult6s de caleul ~): ane fois 6erites formel lement  les 6quations qne 

doivent  s~tisf~ire los te rmes  d 'ordre  0, 1 e t  ~ventuel lement  2 du d6veloppement  
~symptot ique ,  il fau t  en exhiber  los solutions ce qui pen t  donner  lieu ~ des ealculs 
~ssez longs, comme par  exemple,  d~ns le c~s du t e rme  d 'ordre  2 pour  nn  probl~me 

d'@volutio~ ; 

b) los (~ difficult6s th6oriques ~>: si l 'on souhaite assor t i r  les calculs formels de 
r6sult~ts de convergence vers los t e rmes  d 'ordre  0, 1 ou 2, on est  condui t  ~ des 
d6monsSrations tr@s techniques  (on par t icul ier  d~ns le cas d'6volution) e t  qui, bien 
que suivant  le sch6ma classique majora t ions  2o priori  ~ convergence faible ~ con- 
vergence for te ,  ne peuven t  6tre remplac6es par  aueun r6sul ta t  s tandard .  Signalons 
qu'~ ce stade,  los conditions aux limites impos6es au d6placement  jouent  un  rSle 
fondamenta l :  PK DESTUYNDEI~ [~] ~ montr6 qu 'on ne pout  effectuer  un  d6veioppe- 
men t  s l 'ordre  2 pour  uae  plaque eneastr6e e t a  6tudi6 le probl~me de eonche l imite  

correspondent ;  pour  nous, nons proposons en (13) et (1~) d's~utres ehoix de condi- 
t ions aux limites qui, nous p e r m e t t a n t  le calcul d 'un  t e rm e  d 'o rdre  2, nons eondui- 
sent  (voir 3.1.2) s une  6quation d'@volution ~vee t e rm e  d ' iner t ie  de ro ta t ion .  

I~0D~LES OBT~,NUS. -- ~appe lons  que ee r i e  approche u permis  

1) ta justif ication du module bi -harmonique des plaques encastr6es en @lasti- 
cit6 lin6aire [1] avec es t imat ion  de l 'e r reur  au moyen  de correcteurs  [4] ainsi que 
l 'ob tent ion  de r6sultats  de convergence pour  les probl~mes de valeurs  propres  [2]; 

2) la justif ication formelle du module non lin6s~ire de yon K X u ~  [3]; 
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3) la just if ication du mod61e d '6volut ion b i -harmonique  des plaques  encustr6es 

en 61asticit6 l in6aire [8] uvec r6sul ta t  de convergence.  

Utilis6e ici duns un cadre fouct ionnel  convenable,  ellc nous p e r m e t  de const rui re  

un mod61e d '6volut ion uvec t e rme  4 ' iner t ie  de ro t a t ion  qui, ~ not re  connaissunce,  
n ' e s t  pus le mod61e c lass iquement  ob tenu  par  des hypoth6ses  u pr ior i  sur la fo rme  

des d6placements  e t  des cont ru in tes .  

PLA~. -- Bien que nous nous int6ressions ici p r inc ipa lement  ~ un probl6me d'6vo- 

lution, nous consacrons une premi6re  pa t t i e  s l '6 tude du probl6me s ta t ique ;  nous y 

d6finissons le cadre fonct ionnel  e t  la p lupa r t  des nota t ions ;  cer ta ins  a rgumen t s  sont  

omis parce  qu '~nalogues 5 ceux de [8], ou bien parce  que consid6r6s comme  des 

cas part icul iers  de ceux d6taill6s duns la deuxi6me p a t t i e  qui t r a i t e  du probl6me 

dynamique .  

1.  - Gas  s t a t i q u e .  

1.1. Cadre ]onctionnel. Probl~me de lu (P~). Eeriture formelle &t ddveloppe- 
meat asymptotique: construction des probl~mes (Po) et (P~). 

1.1.1. Le probldme tri-dimensionnel (P~). - Consid6rons une  p laque  61astique 

d '6puisseur 2e, occupan t  duns son 6ta t  non d6form6 le vo lume ~ X [-- e, e], de constun-  
tes de Poisson E et  v~ e t  soumise ~ des forces volumiques  (ff~). Le couple (~g, ~u) des 

contra in tes  e t  des 46placements  est  d6termin6 duns le cadre  de l'61asticit6 lin6aire 

pa r  le sys t6me form6 4es 6quations aux  d6riv6es part ie] les 

(1) 
- -  ~ /a , j  --~ ~/~ duns o X ]- -  e, e[ 

E Ev y~A~u)G j 
eGiJ - 1 -~- v ~J(eU) :~- (1 + V)(1 - -  2V) 

1 
oh = (Guj q- Gu,) 

ainsi  que de conditions aux  l imites destin6es ~ t radui re  des conditions impos6es uu 

d6placement  - -  pa r  exemple ,  e n c a s t r e m e n t  sur une pur t ie  de la front i6re - -  on Puc- 

t ion de forges extgrieures telles que des forces surfuciques ou des forces de pression. 

Un GaS souvent  6tudi6 [1], [8] es t  celui de lu p laque encastr6e sur sa surface 

lat6rale et  soumise ~ des forges (*g~) sa t  ses surfaces sup6rieure e t  inf6rieure; uvec 
les no ta t ions  

(2) 

0~  o X ] -  e, e[, 

y: f ront i6re  de o ,  

r ;  = x {e}, 

F~= y• e,e], 

r_ '=   0x{- e} 
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les condit ions ~ux limi~es sont alors 

(3) [ ~u ~--- 0 sur _F o 

~ a ~ = - - %  sur / ' s  

Le pr0bl~me (1)-(3) est  formel lement  ~quivalent  au probl~me var ia t ionne l  mixte  (4) 

ci-dessous, di t  mod61e d 'Hell inger-Reissner .  

(4) 

Trouver  ( 'a, "~) ~ ,V," X V ~ 

V3 ~ Z ~ , ~a(~, 3) § ~B(~, ~u) = 0 

vv v . ,  = -f . l ,v , - -f .g ,v ,  
~* r~r ~_ 

o~ les espaces Z '~, V ", les formes bilindaires 'a, "B, sont  donnds p~r 

_r .=  L~(/2.)'. = {3 = ( . . )  eL~(/2.),; v(~,j), ~,~= . . }  

v.= e o} 

I d a - -  -- J ~a 

V(~, v) ~ 2:. x (/1.(/2.))8, .B(% v) = - - l ~ , ~ . ( v ) .  
De 

La formula t ion  (4) se p ra te  bien ~ l 'u t i l isat ion de la m~thode des d~veloppements 
asympto~iqq~es. ~ o n t r o n s  rap idement  commen t  la m e t t r e  en oeuvre (pour plus de 
d~tails, on pourra  consul ter  [1], [8]): on eonsid~re la p laque eomme ap p u r t en an t  
nne  famille de plaques occupant  d~ns leur  ~tat  non d~form~ les volumes c5 x [-- e, e], 
e t  - - p o u r  simplifier ~ de m~mes coefficients de Poisson E et  v; ces plaques sont  
enc~str~es sur leur surface lat~rale e t  soumises ~ des forces de volume (']~) e t  ~ des 
forces de surface (~g~); le couple eontra intes-d~placements  (~a, ~u) est  done, pour  
ehaeune des plaques,  solution d 'un  probl~me d e  type  (4) off e es t  remplc~ pa r  e. 

•  de pouvoir  trav~il ler  sur l~ suite (~a, "u), on la t r ans fo rme  par  un  changement  
de fonctions en une  suite (a ~, u ~) de fonct ions d~finies sur un  o u v e r t / 2  ind~pendant  
de e; nous choisissons les nota t ions  et  les t rans format ions  suivantes:  

(6) 

1) ~ = reX]-- 1, 1[, _P§ m X{1}, F - =  reX{--1}, / l o=  yX[ - -1 ,  1]; 

2) j :  hom~omorphisme de L~(@ ") sur L~(/2) d~fini p~r 

V@ e L~(~ ~) , pp Q,  j(@)(x, x~, x~) = r x~, ~x.) 

3) k: hom6omorphisme de L~(FSU _FL) sur L 2 ( F §  2"-) d6fini par  

VweL~(/~_urL) ,  ppco, k(~)(x~,x~, •  • 
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e% lea indices grees d6crivan~ {1, 2}, les indices latins d6crivant {1, 2, 3}, 

= 8 = e_U(8~)  ~ 8-~j(%~) 
(7) < ~  J ( ~ ) '  ~ ' = 

u~~ = j('u~) , u~ = 8 s  

On obt ient  alors par  un simple calcul la proposition s u i w n t e  

P]~oPosITI0~ 1. - Si  le syst~me de /orces (~/~, ~g~) v~ri]ie 

~ o k ~ 83 ~o ( 8 )  j(~f~) = / o ,  i(8/3) = e/~, k(g~) = g~ (g3) = g3 

o~ (I~, g~) e (~(~2))~ • (L~(2 § u r - ) )~ ,  ~lo~ l ' ~ e n t  (~,  u ~) con~t~uit ~ part ir  ac 
(~a, ~u) au moyen des ]ormule~ (7) est l 'unique solution du probl~me 

(a% u9 e 2: x V 

(9) V'c e .Z', a~(a ~, ~) -}- B(v,  u ~) = 0 

V ,  B(a ~, v) = -- (]~, %) --.fg~ Vv 
.P+ u p -  

o,h, 

( ' , . )  (resp. l" ]) ddsigne le produit scalaire (resp. la norme) sur X 

(lO) v = {v  e (w(~ ) )~ ;  %~0 = o} 

(11) V(o', 'v) 6 Z X Z ,  a~(a, "v) = ao(a, ~) ~ 8~a2(a, "c) + Ma4(a, "~) 

ao(a,~) l - F v  v - ~ (a~ ,  ~#) - -~  (%~, r 

l+v v 
a~(~, ~) = 2 ~ ( ~ ,  ~ ) - ~  ( (~ ,  ~.) § (~,., ~) )  

l 
a~(a, ~) = ~ (~ ,  r 

(1~) v(~, ~) e z x (m(~))~, B(~, ~) = - (~ ,  r~ (~)). 

La d6composition (11) de 1~ forme W sugg6re slors de poser pour (a ', u 8) un  
dBveloppement asymptot ique  de la forme 

(or% u9 = (~o, uo) + ~ ( ~ ,  u9  + ..., 



366 A. I~AOULT: Construction d~un module d~dvolution: etc. 

(a ~ u~ (a~ u 2) ... devan t  @tre d6termin6s par  identif icat ion des te rmes  en e ~ e n e  2 ... 
duns le syst~me (9). La const ruct ion d 'un  te l  d6veloppement  e t  l '6 tude de sa validit6 
ont  fair  Fobjet  de plusieurs t r a v a n x  [1], [8]; signalons~ en p~rtieulier ,  suivunt  [4], 
quail ne peu t  exis ter  de t e rme  d~ordre 2 (a ~, u ~-) avec u ~ r6al isant  les conditions aux 
limites d ' encas t rement ,  c 'est-~-dire avec u 2 duns V; pour  pall ier  ce t te  difficult6 P~.  
D E S T U Y I ~ D E I ~  a f ~ i t  u u e  analyse  de couche l imite.  

Pour  nous~ nous choisissons d~utiliser un  no~aveau cadre fonct ionnel  p e r m e t t a n t  
le calcul d 'un  t e rme  d 'ordre  2. Ainsi proposons-nous de remplucer  duns (9) l 'espace V 
par  l 'un  ou l ' au t re  des espuces: 

(13) X={v 

(14) T = { v  

1 1 

- 1  - 1  
1 

- -1  

1 1 

- -1  - - I  
1 

0 } , 
- - I  

off n = (n,, us), ~ = (3,, v2) sont  la uormale  ext6r ieure  ~ y e t  la t an g en t e  d6duite 
par  une  ro ta t ion  de II/2; X e t  T sont  deux espaces co n t en an t  V e t  inclus duns 
(HI(~)) 8, ehoisis pour  la souplesse de leurs conditions de bord.  ~ous  t ravai l lerons 
ci-dessous essent iel lement  sur l 'espuce X et  donnerons en compl6ment  (cf. 3.2.3) 
les r6sult~ts p o r t a n t  sur T. ~ o t o n s  X~2 e t  Xa les deux espaces iucteurs  de X 

(15) 

1 1 

- -1  - -1  
I 

--1[ 

= 0  t 

D6sormais,  nous appellerons (P~) le problgme analogue ~ (9) 

T r o n v e r  

V~eX, 

Vv~X, 

((r~ u s) 6 2 : x X  

a~(~ ~, 3) § B(~,  u s) = 0 

B(~  ~, v) = / v ~  

Posons-nous les probl~mes de l 'exis tence d 'une  solution pour  (P~) e t  de son inter-  
pr6ta t ion.  Rappelons  tou t  d ' abord  [8] que les formes a * sont  

1) continues de cons tan te  de cont inui t6  ind6pendante  de s; 



A. X~AOLVLT: Construetion d'un module d'dvolution, etc. 367 

2) coercives sur 27 et  v~rifient. 

(16) 

D'au t r e  pa r t ,  on peu t  4crire le 

. I~s~~ 1. - X est un espaee de Hilbert pour le produit sealaire de (H~(~))a; sur X ,  
l'application v--> ( ~  17~(v)I2) ~ est une norme dquivaleute ~ ]]'[la',m', notde If'[Ix" 

i , j  

DiSconsolAt ion .  - On remarque  que, grs aux conditions aux limites,  on ~: 
(v e X, V(i, ~ ) ~ ( v ) =  0) ~ (v := 0) puis l 'on utilise ]'in~gMit4 de K o ~  [5] e t  la 
compacit6 de l ' inject ion de B9(~9) darts L~(Y2). 

On est  Mnsi en mesure d'~ppliquer le r~sultut s tundard  [1] d 'exis tence et  unicit~ 

pour  les probl~mes mixtes et l 'on a: 

PI~oPosI~Io~ 2. - Pour F~ X ' ,  le probl~me (P~) a une solution et une seule. 

Passons m~in tenant  ~ l ' in terpr~tat ion;  nous nous plapons dans le cas off .F ~ est  

un  glgment de X '  de la forme 

(17) Fo(v) = - (/~, v,) - f  ~ g, v~ 
/ ' +  u y ' -  

avec J~e L~(D), g ~  L 2 ( F + u / ' - ) ;  phys iquement ,  le probl6me ~ Consid~rer n 'es t  pus 
(P9  mais le probl6me pos~ sur l ' ouver t  t2" dont  il es t  l ' image e t  qui s 'gcrit 

(is) 

~ v e c  

Trouver  

Vv ~ Z '~ 

Vv ~ X 8 , 

( %  ~ e Z 8 x X 8 

~a('a, ~) § 8B(~, ~u) = 0 

"B(sa, v) =- ._F(v) 

( 

x , = / v  e (H~(99).; 

e t  

(19) 

On ob t ien t  alors la 

8 8 8 

- - 8  - - 6  - - $  

8~(v) = _ f  s] ,v ,_f  sg,v, , 
y2 ~ p e U T #  ~. , r  _ 

P~oPosITIo~ 3. - Si 81~ est de la ]orme (19), alors (17) est ]ormellement dquivalent 
au syst~me constitud par 

1) les dquations aux ddriv~es partielles (1); 

24  - 2 l n n a l i  d i  M a t e m a t i v a  



368 A. RAOUL~: Construction d'un module d'&olution, etc. 

2) ges conditions aux timites: 

(.~o) 

(21) 

(~2) 

(~a) 

- - g  - - ~  - - g  

e f t  - -  _ _  e j ~ e  e(r~, _- eg~ sur F ~ ,  s a -  g~ snr _ 

SZa~ L~(7) , ~aa~n~ = (e ~ -  Y~)Za 

= 0  

D]~mNSTZ~ATmN. - On prend  successivement duns l '~quation d'~quilibre de (17) 

v = ~  41~ment de (D(O~)) a , v = ( v ~ , v ~ , 0 )  e t  v = ( 0 , 0 ,  v~) 416ments de X ~ e t  on 
r emarque  que 

(V(%, %, O ) e X  ~, .;~(~n~v~= 0) ~quiv~ut g (22) 
rg 

et  

(V(0, 0, v a ) e X  ~, f ~ n ~ v . =  O) 
roe 

4quivaut  b (23).  

1.1.2. Le probl~me (Po). - Nous nous int@essons ici au problgme ob tenu  en iden- 
t i f iant  Ies te rmes  en e ~ du problbme (P~); ee problgm% not5 (Po) est  done:  

(Po) 

j (a , u  ~  

I V~ ~ X , a~ ~ 3) + B(~, u o ) = 0  

Vv ~ X ,  B(a ~ v) = F~ . 

L'~tude de (Po) d6bute  eomme l '&ude  d6taillge dans [8] du problgme l imite  as- 
soeig au problgme (9) posg sur X •  V; aussi nons eontentons-nons de donner  les 

rgsttltats. Sa ivan t  [8], nous introduisons les espaees 

(24) 

(25) 

x ~  = {v e x ;  >3(v) = o, rMv) = o} 

2 4 s = {~ ~ x ;  ~ = o,  ~ 3  = o} _~ ( L  (O))~ 

et  le prob16me (~ faible ~> 

(Po/) 'r E S ,  aO(~ o, ~) -{- B(T,  u ~ = 0 

Yv ~ X~L ~ B(a ~ v) = F~ 



A. I~AOULm: Construction d 'un  module d'dvolution, etc. 369 

I~E1Vs 2.  -- S i  (0 "~ U s) est une solution de (20), alors ((a~ 0, 0), u ~ est solution de 

(2s]) et en particulier u ~ ap~oartient h X ~ .  

x ~ =  {v; ~s~ Uo(~); ~ =  v ~ - ~  ~ s ,  v~e ~ ( ~ ) } .  

RE~A~qVE 1. - Xx~ est  l 'espuce des d6placements de Kirchhoff-Love;  il coin- 
cide avec V ~  o/~ V ~  : {v ~ V; 7~s(v) : O, 7s3(v) : 0}. 

~o tons  : 

[ ,  ]: le produit  sculaire sur (L~(o))3, ou le produi t  d e  dualit6 (H-~(co) ~, H~(o))~) ; 

K :  l 'op6rateur de (H~!(o~)) ~ sur (H-~(o))) ~ d6fini p~r 

( 2 6 )  

v(- , ,  ,,~) e (m(o,))~, 

[K(Ul, u~), (v~, v~):] - 

v(v,, v~) e (~zo~(~,)) ~ , 

_ ~,~ [(1 - ~,);,.~(u) 4- ~,~,~,(u)a~a, ~,.;(v)]. 

Plc0POSITI0~ 4. - Pour  tout F ~ ~ X ' ,  le probl~me (20]) admet une solution et une 
seule (a ~ u ~ o~ 

o est l 'unique solution du probl~me bi-harmonique 1) U s 

u e t t~(~) 

(27) Vw eliot(co) 2 E [/lu ~ Aw] =-E~ ~ w ,  - -w)  . 
' 3 1 - - v  ~ 

2) u~=S u~--~ xs ~us  et u~S est I 'unique solution du syst~me de l'61asticit6 sur o~ 

o (~(o~))~ 
(28) u~ 

Vv~e (~o~(~)) ~ , [K(~O, ~o), (~,, v~)] = F ( -  v~, 

E 
(29) 3) a~ - 1 - -  v~ {(1 - - v ) y ~ ( u  ~ 4" vY~(u~ �9 

- - v ~ ,  O) . 

~ous  cherchons ms in tenan t  ~ compl6ter  la solution ((a~ O, O), u s) 616ment de 
0 0 S •  du problgme (Po/) en un 616ment ( (ao ,  %s, %8), uS) de X •  solution de 

0 (2o); supposons ~o de la for:me (17), les 6quations que doNent  satisfaire a~s et %s 
sont 

(30) { 

(31) 

(~s,  ~~ e L~(~') ~ 

V(vl, v~) ~ xl~,  (~~ ~sv.) (~o,  ~v~) 4" ( f ,  ~ )  4"f  ~ -~- - -  g~v~ 
1 "+ o 1 , -  

a~ ~svs) s o ( o Vvs e Xs  , ( ~:~, gs va �9 
,J 

1 "+ u 1 " -  
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~ous  4onnons d~ns le lemme ci-4essous un r~sultat  d 'existence pour des probl~mes 
du type  (30) ou (31). 

IJEM~E 3. - Soit Y tel que {w ~ H~(.Q) ; wit ~ = 0} c Y c H~(~9) et soit G une /orme 

lindaire sur Y s'dcrivant 

/ .  

Yw Y ,  G(w) = (p, w) § (q~, O~w) + j r w ( 1 )  + s w ( -  1) 
Q$ 

aveo p, q~  ~ q ~  L~(tg), r, s ~ Z~(eo). 
Alors, le probl~me 

(32) ~ e L~(tg), Vw e Y ,  (z, 33w) = G(w) 

a une solution si et seulement si ~es conditions de eompatibilitd suivantes sont saris/aires: 

et alors 

(33) 

1 

C1: f (p -- O~q~) dx~ + r + s = 0 
- - 1  

r Vw e Y ,  f q~n~w = o ; 
P a  

- -1  - -1  

De mdme, soit Z tel que {(w~, w2) e (H~(Y2))2; W~Ir~ 0} c Z c (H~(Q)) 2 et soit G 

une ]orme lindaire sur Z s~dcrivant 

r 

Alors, le probl~me 

(34) 

a une solution si et seulement si les conditions de compatibilitd suivantes sont satisfaites: 

1 

- -1  

De: V(wl, w,) ~ z ,  f q . , n ~ w ~  = 0 ; 
Po 
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et alors 

(35) 
--1 --1 

I~E~rARQTYE 2. - A la lec ture  du Lem m e  3, on cons ta te  qne le probl~me de l 'ex- 
is tence de (~o,  aoa) ne se f a m i n e  pus ~ son analogue duns le cas 4 'une  plaque main- 

t enue  sur Fo; duns ce dernier  cas, en effet,  les conditions C2 et  D8 sont r ides .  Nous 
pouvons ma in tenan t  6noncer un  r6sultat  d 'exis tence pour  (ZOo). 

:P~oPosI~IO~ 5. - Soit Eo de la /orme 

(36) E~ -~ -- ( f  , v~)-- fg~ 3 
i , +  u i , -  

aver /~e L2(~),  g~ L ~ ( F §  f ' - ) ,  1~ ind@endant de xs. 
Alors, re probl~me (ZOo) admet une solution et une seule (a ~ no); elle est donnde par 

1 

2 
- ' rp /  /$1 

(37) 
--1 

o o ~c,~ avec 2 )  u~ --~ u ~ - -  x 8 

(3s) .oe  (Ho~(~))~ et Kuo= 2(/o,/o) 

.E 
(39) 3) a]~ : 1 - -  v - - - - ~  {(1 - -  v)?'a~(u ~ -~ vT~g(u~ 

E 
(4o) 4) a~ - - ( 1  --xl)  ~Au~ 

2(1 - -  v ~) 

(41) a8 o~_ ],~ (x3-1- 1)(--xa~-]  - x3-t- 2) ]_ = - (g8 --  g~ ) + 
4 ~ 

--1 --1 

x~ _ .)(~. + g Y )  
+ 7 : ( 3  x! _o+ . 

D ~ I O N S T R A T I O N  : 

drape 1. - (37), (38), (;39) sour des cons6quences imm6diates de la Proposi- 
o o e t  par  cons6quent  a~ sont r6guliers: t ion 4; notons que u3, u~, 

(42) u~H~(~o) n H'(co); uOe (H~(~o))sn (H~(~))~; ~~ Hi (o ) .  
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gtape 2. - Recherche de a ~ : pur  ~pplieation du L e m m e  3, on chercbe s sa- c~3 

t isfaire D1 et  D~ pour  l '6qnat ion (30); rappelons que, par  construct ion,  

e t  donc 

1 

--1 

1 

~i]+ ~ = o ,  
--1 

D~ s'6erit:  

(43) V(w~, w~) ~ .Xl~, 

= ~O(v, o) = -:- (/~, v~) 

o - d'apr~s (29) calculons a~,#n#, 

c~ui n 'es t  au t re  que D~. 

0 

\ ~ : ~ n ~ /  = j -  ~ - ~ ' 

Remarquons  que:  

(45) 

avee j ind6pend~nt  de x3 et  

k . ~  = (1 - , )  ~9~u~(V, ~ )  = o .  

o ~ Ha(m)(~ H~(o~), on d6duit  que ~u3 ~ e t  O~(~u~) sour De l '~ppar tenance  de u s 
nuls sur ? e t  done que D2u~ ~) = 0; ainsi, sur /'o, a~ est  de la forme 

E X  s (46) ~ avee j~, k ind6pendants  de x~, 

ee qui, eomme on l 'a d6j~ vu  1ors de la Proposi t ion 3, p rouve  que (43) est  v6rifi6; 

grs ~ (35), on ob t ien t  1'expression (40) pour  a~ 

dtape 3. - Recherche  de a~ on cherehe ~ satisfaire les 6quations C1 et  Ca du 

L e m m e  3 pour  l '6quat ion (31); d 'une  pa r t ,  

1 1 

v=a=3) + gO++ g~ = 3 

--1 --1 

2 E 
3 1 - - v  2 

2 0 O-- d'apr~s (37),  

ainsi Cl-est sat isfai te;  d'au~re p a r t  Cz s '6erit:  

Vw3E Xs , f a~ ~ 0 ; 
_r a 
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o r  

E 
2(1 - - ~ )  

e t  d'~pr~s la s t ructure  des 616ments de X (13), (C~) est sutisfaite. 

REMAI~QUE 3.  -- 1) nons n 'avons pus cherch6 ici g donner g F ~ la forme 1~ plus 
g6n6rale possible; signulons que le r6sultat  d'existence est encore rulable pour des 
forces de la forme 

= _  __ h~  _U~ (/~ f 
F + u Y  ' -  F o  

v6rifiant 
1 1 

1 2-xa o(] xa-k 1 f o 

--1 --1 

o et  o des expressions assez simples, et  qui untorise le cus (36), qui donne pour %a aaa 
des forces suHuciques verticales urbitraires est ici suffisunt; 

2) il est essentiel de noter  qne duns l~ v6rification des conditions C~ et D~ lu 
forme des 616ments de X sur F0, qui pouvuit  puraltre urtificielle lors de lu d6fini- 
t ion (13) n 6t6 cruciale; 

3) enfin, donnons une extension imm6diate des r6sultuts de r@ulurit6 (42), si: 

( 4 7 )  i~o (v )  = _ ( /o ,  v 0  - Ig~v~ 
/ ~ + u ]  T M  

U Y e C  

]~e H*(o~), ]~ L~(Y2), g~ L~(F+w F - ) ,  

Des r6sultuts d 'existence pour une solution dn probl~me (Po) 6tant  connus, nous 
pouvons muin tenant  6crire le probl~me obtenu en identifiunt les terms en s ~ de (P~) ; 
ce probl~me, not4 (P=), est 

(o5 u ~) e:. Z x X 

(P~) Vr e Z ,  ao(~ ~, v) + B(~, u -~) : =  -- ado, o, ~) 

Vv e X ~ B(aS v) = 0 .  

Comme duns F&ude de (P0), nous commengons par t ronquer  le probl~me (P2) 
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e t  d 6 f i n i s s o n s  le  p r o b l 6 m e  f a i b l e  

(2J) 

(~8) 

(49) 

(a ~, u S) e S x X 

Vr e Z ,  ~o(a ~, ~) + B(~,  u S) = - a~(a~ r) 

Vv ~ X~s , B(a "~, v) -~ 0 

p o u r  l e q u e l  n o u s  p o u v o n s  6 n o n c e r  le r 6 s u l t a t  d ' e x i s t e n c e  s u i v u n t .  

PROPOSI~ZON 6. - Sous les hypotheses (47), le probl~me (P~f) admet une solution 
et une seule (a ~, u~); elle est donnde par 

72 ?) X ~ - -  ~ A u  ] , (50) ~) u~ = = ~ -  ~ x~yMu~ + ~ __ ~ 

est Punique gldment de H2(a)) tel que o ~  u s 

1 

~x o 2 E A~u~= E 2 8 §  3 + _ A  3~8a 
(51) 3 1 - -  v ~ ~ (1 - -  v~)(1 - -  ~,) 3 l o  1 - -  ~ s 

- -1  

8 + ~  
(52) uG = ~ o ( 1 -  ~) ~uG '  ~ , , i l~= ~o(1 - ~) 0~ du~ 

)) (53) 2) u~= u~-x~ Gu~+ 1 ~  ~ G~MuO)-  0~Au~ _ x~+ ~-~,~--1 

oi~ (u2,, u~) est ['unique dldment de ( H i ( o ) )  ~ tel que 

I 

Ev ~ f = g r a d  r176 (54) Ku2 3(1 - -  v~)(1 - -  v) g r ~ d  Ay~z(u ~ ~ 
- -1  

Y 
(55) ~ - -  u;'lr --  6(1 - -  ~) ~'Y"~(uO) ]~' 

E 

E~ 

( )) ( ~ _ ~ ) ( ~ _ ~ )  x~+ ~ ~ {(~--~) G~Au~247 ~,A~u ~ ~' 

D~ONS~:RATION. -- 0 h e r c h o n s  t o u t  d ' ~ b o r d  les  616men t s  (a~, u S) de  S x (H1(/2)) s 

q u i  s ~ t i s f o n t  l ' 6 q u ~ t i o n  de  c o m p o r t m e n t  de  (PJ)  e t  l ' ~ p p a r t e n a n c e  de  u 2 ~ X .  P r e -  
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nant  successivement ~ de lu :[orme (v~,  0, 0), (0, ~ ,  0), (0, 0, v~) duns (48), on rein- 
place (48) par  (57), (58), (59) avec 

(57) ~ b -  ~ _ ** {(1 - , )r~(u*) + v ~ ( u ~ ) ~ }  + ~ ~ . ~  

(5s) r ~ ( ~ )  :L §  o ~ (~ --x~) ~ a u ~  
- -  E a ~ a =  2 ( 1 - - v - - )  

(59) 

On remarqne  que (57) n 'es t  antre  que (56) et  on intggre (58) e t  (59); (59) 6qui- 
v~ut  

?) P X 2 
u~ : u[-- ~ xay~a(u9 + 1 -- v ; Au~; u[ ind6pend~nt de xa. 

~ppar t ienne ~ Xa, il rant  e t  il suifit que De plus, pour  que % 

(60) e t  
21 A o] 

~ " ~ -  zo ~ - ~  ~u~l~. 

(58) fourni t  On procgde de mgme sur (58), e t  compte- tenu  du calcu] de ua, 

ind6pendunt  de x3. U~ 

De plus, pour  que (u~, u~)~ X~,  il fuut  et  il suffit que 

(61) u~eHx(w) et 6 1 --~ 

(62) ui~H'((9) et ~ u ~ l v :  8 § v ~Auolv. 
lO(1 - ~) 

Notons que I 'hypothSse (47) a 6t~ utilis6e pour  consid~rer a~yg,(u o) sur y, et  que, 
d'apr~s la surjectivit~ de l 'application u --~ (u[~, ~.ulv ) de H2(o~) sur Hi(r) •189 [5] 
les conditions uux limites (60) e t  (62) sont compatibles.  En  r4sum6, il y a une in- 
finit4 d'61~ments de Z •  v6rifiunt (48): les 616ments de lu forme (50), (53) et  (56) 
satisfaisunt les conditions de bord  (52) et  (55). 

Imposons main tenant  cle plus la condition (49); on choisit successivement v duns 
X ~  de lu f o r m e v  ---- (v~, 0) uvec v~ duns H~(~) et  v = (-- xa ~vs,  v~) avec va duns 
Ho~(co); l '6quation d'6quilibre (49) est  alors remplac6e tous culcnls faits par  (54) qui 
est  une 4quation duns (H-~(,w)) 2 (pour lu d6finition de K, voir  (26)) et  (51) qui es t  
une 6quation duns H-~(co); enfin les probl~mes (51)-(52) et  (54)-(55) sont des problg- 
rues elliptiques classiques ayan t  une solution et  une scale. 
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RE~[A_~QVES ~. - 1) on pen t  r emp lace r  (51) p~r  une  6quat ion aux  d6riv6es par-  

tielles off le second, m e m b r e  ne fair  in te rven i r  que les donn6es: 

I tV a 1 

(63) 5 ~-L_ v--~ ] - ~ j j 10(1  -- ~) A ] ~ -~ ~- g~- 
- -1  - -1  - -1  

2) la .~tructgre des 616ments de X jone ici un r6le essen~iel: elle p e r m e t  que 

les conditions de bord  associ6es gn bilupl~cien soient compat ib les ,  ce qn ' au ra i t  in- 
te rd i t  a n  espgce ~ pr ior i  plus na tn re l  te l  que:  

1 1 

= { ( f )  =0,  
- -1  - -1  

3) enfin, un eor~re-exemple  que nous ne d6t~illons pas  ici mon t r e  qu 'en  g6- 

n6rM le probl6me (P~) (non t ronqn6) n ' u d m e t  pas  de solution. 

1.2. Rdsultats de convergence. 

ICons avo~_s, ~u p~r~gcaphe 1. t ,  d6fini une famil le  indic6e pa r  e de probl~mes 

(Pg,  un problbme l imi te  n~ture l  (Po) e t  a n  probl~me d 'o rd re  2 (P~]); no,is ~vons 

v6rifi6 qne tons ces probI~mes admet t~ ie l l t  une soh~tion da~)s un re@me esp~ce 27 •  
noms sommes  m~intenan~ en mesure  de donner  des r6sult~ts  de convergence  s l 'or-  

dre 2 duns E •  indiquons tou t  d '~bord  un  r6snlta~ de convergence  ~ Fordre  0 

dont  ]a d6mons t ra t ion  se d6duit  a i s6ment  des m6thodes  de [8]. 

L E I ~ E  4. -- Pour  tout F~  X ' ,  on a, pour  e tendant  vers 0, 

8 o L~(~) 

o/~ (a ~ u ~ est la solution de (-Po]). 

Q u i n t  au r6sul ta t  ~ ] 'ordre  2, il s6crit  

T n ~ o m ~ I E  1. - Sous les seules hypotheses (47) d'existence d~une solution pour  

( e J ) ,  on a 

1 
(u~- -  u ~ -> u~ dans (H~(~ ) )  ~ E-- ~ 

_ _  ~ _ ~ G e G O 

oi~ (a o, u o) est la solution de (t)o) et (a ~, u ~) ~a solution de (P~]). 
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D~,~ONS~A~ION. - 1Wotons que  lu difficult6 v i en t  de ce que le p robl~me (P2f) ,  
b ien  q u ' a d m e t t u n t  une  solut ion duns  X •  n ' e s t  pus pos6 duns X •  

~tape 1. - Mujorut ions  u pr ior i :  on pose 

(64) 5 ~ =  a ~ -  a ~ ~ =  u ~ -  u ~ 

P a r  sous t ruc t ion  de (Po) ~ (P~), on u 

Y v ~ X ,  
(65) 

V v ~ X ,  

d'ofl  l ' on  t i r e  

(66) 

B(5~, v) = 0 

{ a*(6~, 5~) = --  e"a,(a o, ~)  -- e*a~(a o, 6~) 

B(5% u 2) = 0 . 

L '6quu t ion  de c o m p o r t e m e n t  de (JPJ) fou rn i t  ulors 

(67) ao(a -~ (~) = --  a~(a o, 5e).  

R e p o r t u n t  duns  (66), on u 

a~(~, ~ )  = ~ao(a ~, ~ )  - s~a~(a o, ~ )  . 

Comme ao (resp. o,) es t  un  p r o d u i t  sculuire sur  S (resp. L~(~)) ,  on en  d6dui t  

e t  donc  

qui  f o u r n i t  

(68) 3C, Vs , 

a~(~, ~)  < s~ao(a ~, a~)~ao(8 ~, ~)~ § e*a~(ao, aO)~a~(5~, ~)~ 

~s~ao(a ~, a2)�89 ~, ~)�89 ~- s2a4(a ~ aO)lae(5 ~, 5~)�89 , 

a8(8 e, 58) < Ce 4 

I~ .~ i<c~,  , ~ - = ~ , < C ~ ,  

D ' a u t r e  p a r t ,  d 'apr~s  (65) e t  ( P J ) ,  on u 

V~: ff Z ' ,  B('r ,  ~ - -  e2u  ~) = - -  a~(Se, v)  + s~ao(a  ~, "r) - -  s4a4(a~ ~:) 
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et ,  d'zpr~s l '6qui-continuit6 des formes a,, on ddduit  de (68) 

sup B(~, u *~) - -  < Ce ~ ~ qui fourni t  

(69) ~C, W ,  ilu ~ -  u~ <Ce ~ . 

Les  est imat ions (68) et  (69) sent  les majora t ions  a priori  souh~it6es. 

grape 2. - Nous ne la d6taillons pas;  on ddduit  de (68) e t  (69) des r6sultats  de 
convergence faible, pnis, eonsid6rant  eomme duns [8] le produi t  scalaire 

(70) a(z, r) = (no + a~ + a,)(a, ~) ,  

les r6sultats  de convergence for te  ~u moyen  de l 'd tude de a~(5,/s ~, 5~/e~). 
En  conclusion, insistons sur le f~it que le Thdor~me 1 a fourni  des rdsul ta ts  de 

convergence op t imaux;  on exploiter~ ees rdsul tats  en r e v e n a n t  ~ l ' ouver t  de ddpar t  
oJ •  e[. Pour  ee t te  discussion, nous renvoyons  au paragraphe  3 oh seront  in- 

terprdt6s s imul tandment  les cas s ta t ique  et  dynamique.  

2. - Cas d y n a m i q u e .  

Nous nous in~dressons ma in t enan t  an cas d 'une  plaque 61ustique en mouvemen t ;  
le principe de la m~thode et  le choix du c~dre fonct ionnel  out  6t6 donn6s au pura- 

gr~phe 1. 

2.1. Problbmes  (P*), (Po), (P~). 

Pour  une  plaque d'dpaisseur 2e et  de masse volumique ~9 le problbme que nous 

considdrons eat done le probldme d '6volut ion ~ssoci6 ~ (18) 

(71) 

I Tro~ver (~ ~;Z~215 (,u)~EZ~(O, ~; (Z~(9"))~) 
I V~ e 2>,  ~a(~a, ~) + ~ ~u) = 0 

Vv e X * , -- ~ ( ( 'u )" ,  vF(x~),,<x, ~ + ~B(*a, v) = "F(v) 

~ = , V ,  ,u'(o) = , V .  

De fagon clussique, on ~ [6]: 

Pou~ ,F e Z~(O, T; (X,) ' ) ,  (o~)'~ L~(0, T; (Xo)'), , u e x o ,  ov e (z~(~o)) 3 

le probldme (71) a n n e  solution e t  une  seule; de plus (~u)"e L~(0, T;  (X~)'). 
~ous  consid6rons main tenan t ,  eomme an paragraphe  1, 1~ plaque comme 616- 

men t  d 'une  ~ famille de plaques >> d'dpgissem's 2s, de mgmes coefficients E e t  ~ sou- 
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raises ~ des forces ~2~, et de mgsses volumiques de la ~orme 0s~; pour une discussion 
de ee dernier choix, nous renvoyons ~ [8] ou ~ 1~ p~rtie 3. Par  les ehgngements (7) 
imm6diatement 6tendus k des fonctions d6pendant du temps, et pour des forces 
uppliqu6es ~/F de lu forme 

(72) 
.~ '+IA --  

on d6finit une suite de prob:[~mes (/~) grace ~ 19 

PI~Ol'OSZTZO~ 7. - Si  le s!,jst~me de forces vdrilie 

olt 

(73) 

i(~]~) ~- l ~ , ~(~fa) = af~ , k(~g~) = ea g~~ 

(f~, ~) ,  (t~', e:') e L~(o, ~; (Z~(9))~ xL~(r + u r - ) ) ,  

si U ~ et V ~ sont ddfinis au moyen de ~U, ~V par  les ehangements (7), alors (a ~, u ~) est 
l~unique solution du probl~me 

(P~) 

(74) 

(75) 

(76) 

a ~ ) e c  

(77) 

de p lus ,  

(~, u~)ezo(0, T; .~•  (u~) '~(0,  2; (Z~(~))~) 
W e Z ,  a~((~% ~) -F B(~, u~) = O 

~g - u~) , (v~, v~)> § B(~% v) = ~vo(v) 

u~(0) = Y~, u~'(0) = V~ 

~'~ = - (]~, v,) - f  ~ �9 gs v3 
/'+ u2"- 

(u~)"e L~(0, T; X ' ) .  

~Totons que dgns (75) ---6qugtion duns L~(O, T ) -  les crochets d6signent les 
f 8 8 dualit6s <L~(0, T; X~), X3> ou <Z~(0, T; XI~), X~>;  pour d6coupler u~ et us, on 

peut 6crire (75) sous 19 forme de l'6quation de D'(0, T) 

(7S) _ _  2 ~f/ Vv e X ,  ~(u~", v3) - ~s (u~,  ~ )  § B(a% ~) = /v0 ( ~ )  

off (. , .)  d6signe la dualit6 (D'(0, T; Z~(~9)), Z~(~9)). 
D'gutre pgrt, sign91ons que d6sormais nous noterons L~(0, T; X) sons 19 forme 

asuelle L~(X), C~ T]; Z~(.~)) sous 19 forme C0(Z~(tg)), etc. et que le symbole [ ] 
ser9 utilis6 pour les diff6rents produits de duglit6 sur o~. 
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2.1.1. Probl~me (Po). - Consid@ons un dSveloppement  asympto t ique  de 1~ forme 

(a~, u9  = (a ~ u ~ § e(a~, u ~) § ... ; 

p~r identification des termes  en ~o clans le probl6me (Pg, nous d6finissons un pro- 

blSme limite (P0) 

j (~O, uO)eL~(~xX),  o, 2;~(z,~(9)) ~a G 

' iv  e Z ,  ao(a~ "c) ~ B(v, u ~ = 0 

(Po) IVv ~ Z, - q<u~", v~> + B(a o, v) : ~'O(v) 
u~(0) = v ~ ,  u~'(o) = ~ o .  

P~ssant  p~r Finterm~diaire d 'un  probl~me (-Po]) off les fonct ions- test  ne d6cri- 

ven t  que X~L , on obt ient  le r~sult~t d 'exis tence 

Pno:eosi~rzo:~ 8. - Si Fo est de la ]orme (77) avee 

(79) l~~ ~ q ~ ( 9 ) ) ,  go~ H ~ ( ~ ( r + v  r - ) )  

(80) ]o inddpendant de x3, joe L~O(L2(eo)) 

(8z) ~oe (H ~n  H~)(~),  v~ ~ R~(~) ,  

alors le probl~me (Po) admet une solution et une seule (a ~ u ~ qui est donnde par 

o est l'unique solution du probl~me d'dvolution sur oJ 1) U a 

o e ~ ~ u O , c L ~ ( ~ ( ~ ) )  u~ L ( o ( ~ ) ) ,  , 

E A uo=ffo+ r  go_ (82) 2~ug" + 5 1 - r - - - - ~  
--1 

u~~ = v o , uO'(o) = V o 

(83) 

(84) 

(85) 

(86) 

2 )  U 0~'r162 Ur162 - -  X3 O~UaO, O~ U ~ est t'unique solution du probl~me 

Kuo = ~(tl, i~) 

E 
3) ~0~ = 1 - ~  {(1 - ~ ) ~ M u o )  + ~ y M u o ) ~ }  

E 4) ao - ~ (1 - -  xl) ~ A u  ~ 
2(1 - - v  2) 

aa = 4 -1- 
- 1  - 1  

1 x a + ~ (gO+_ gy)  § u ( 3 -  xD(g~247 gO-) 
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et (a ~ u s) v&i/ie 

(s~) ~~ C~ ~ ~ H~)(~)), 

(SS) ~~ Z=((H ~ m H~)(~)), 0 co 1 �9 ~ c L  (H (9)) 

D ~ o ~ s ~ g A ~ m ~ .  - Une lois (82), (83), (8~) obtenns,  on r emarque  que leurs solu- 
0 ~  o et  u s sont-ils t ions ont~ grgce aux hypotheses  faites les r6gulari%s (87)-(88), ainsi %~ 

assez r@uliers pour  que l 'on puisse util iser le Lem m e  3 pour  la cons~rnction de ~o  
et  a~a qni se fgit  alors comme duns l~ Proposi t ion 5. 

~ons  aurons aux paragraphes  2.1.2 et  2.2 besoin de r4sultgts de rSgularit~ snp- 
pl6mentaires snr u~ donnons-les ci-dessous; nons posons 

(s9) 
1 

_r io  o+ o- 
- - 1  

COROLLAI]CE 1. - Si 

1) /o e m ( L ~ ( ~ ) ) ,  

2 E 
(90) 3) U~ (Ha(~ H~o)(w), V(()) 3 1 --v~ As U~176 V~ ( H ' n  H~(m) 

alors 

d e  m ( z ~ ( r  ~ u v-)) ;  

( 9 1 )  

(92) 

oH co(<(~)) ,  
~ ~((~*m Ho~)(~)), 4 )  q~8 ~ 'a s E "% = 

5) ~ e  w:,~((R~m Ro~)(~)). 

COROLLAI~n 2. - Si 

1) i~ eH~(~~ 

2) s e H~(m(o~)); 

(93) 3) U~ (H4~ H~)((9)., 

(9~) 4) V~~ ( ~ n  ~)(~ , ) ,  

alors 

g~e H"(L~(F + v y-)) ;  

2 E 
~,(o) 3 1 _  ~ d~ v'~e ( ~  r~/~g)(~,) 

2 E 
V(o) 3 1--~A~V~/t~176 

(05) 5) u~e c l ( ( n ' n  ~ ) ( ~ ) ) ,  us~ co((/t~nH~)(~)) , .~.o(~)r~ CO(H~(~,)); 

(96) 6) u~ Hs((Ha~ H~)(o))) . 
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DI~I~0NSTt~ATIONS. -- D6montrons ,  par  exemple ,  le corollaire 2; le probl~me (82) 

es t  du type  

e L~(H~(~)) ,  u ' e  Z~(Z~(~)) ,  

u ( o ) = p ,  u ' ( o ) = q .  

On d6rive 3 lois le probl~me (97) e t  l 'on a ainsi ~ probl~mes qni sont encore  du type  
(97); pour  les 3 premiers ,  on uti l ise le %su l tu t  classique [7]: 

si ~0 e Z"(L2(a))), p e H~(a~), q e ~(a) ) ,  alors u e C~ C e  C~ pour  

le 4~, on util ise le r6sul ta t  ob tenu  par  in te rpola t ion  [7]: 

si ~0 e L~(H-~(eo)), p e H~(o)), q e H-~(o~), alors u e C~ u 'e  C~ On 
v6rifie ais6ment  que Ies condit ions (93), (94) ou t  6t6 choisies pour  que les couples 

successifs 4e 4onn6es initiales a ient  les r6gularit6s 4emand6es.  

2.1.2. Le Probl~me (P~). - Nous avons v u  en 2.1.1 que sons des hypotheses  con- 
venables,  le probl~me (P0) a u n e  solution;  ceei autorise /~ 6crire le probl~me, not6 
(P~), ob tenu  par  identif icat ion des te rmes  en e 2 de (P~); r es t re in t  ~ X~L , (P~) a la 

forme 

(P~i) 

(aS u~): [0, T] -+ S •  

V~ ~ E ,  ao(a5 ~) + B(-c, u ~) = --  a~(a ~ ~) 
C U 2rl Vv e X~L -- ~t 3 , v3) -~ B(a 2, v) = ~(u 0", v~) 

~ ( o )  = v ~ ,  ~ ' ( o )  = v~ .  

Donnons  an  r6sa l ta t  4 'ex is tence  pour  (P,]).  

PI~0P0SITION 9. - Sons les hypotheses du Corollaire 1 et pour U~ et V~ vdri]iant 

(98) v x~7~'u~ 0 ) +  v x~AU ~ 
Ua= U~-- l _ v  l - - v  2 

(99) , x~ A r ~ 

U~eg~(co), 10 1 - - ~  l O ( 1 - - v )  

et  V~ e L*(o~), 
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il existe un couple (a 2, u s) et un  seul solution de (~92])  et v&i]iant 

, s, L ~ ( Z s ( 9 ) ) .  (c~ s, u~ )c  L~(~  •  u~ e 

I1 est donnd par 

v ~, x ~ A u  ~ 
(100) u] = ua ~-- 1 - -  ~, xar~u~ @ 1 - ~  -2- ' 

2 est l 'unique solution du probl~me d'&olution sur e9 04 u 3 

( lOl)  

(102) 

(lO3) 

(lO~) 

1 I,' ~ ( ( ) ~  ~'eZ~ u ~ l ~ , =  Augl,,  
< c L ~ 1 7 6 1 7 6  ~" ' 1o 1 - - ~ ,  

8 § ~ a,,Au~%, 
a . u ~ l ~ - -  lO(:1 - ~,) 

1 1 

5 1 --~ 15(1 --v) ~ ~ --1 --~ lO(:1--~) A~ 
--i --I 

u~(o) U s s ,  r s  = ~ , u~ (0) = 

oi~ u s est Punique solution du probl~me quasi-statique sur eo 

(105) 

(106) 

(~07) 

s a~7.~(u~ l~' 

1 

1 Ev ~ d l  o 
K u 2 =  - - 2 ~ u ~  3 (1 --  vs)(1 --~) gr~d A~g(u~ -~ ~ - _  v g raoa~a  

- - 1  

E 
~i~ - 1 - ~ {(1 - v ) ~ ( u  s) + ~y~,(uS)a~e} § :1 _ ~ ~ ~  ~ e .  

D~O~STR~IO~.  - Darts une premiere 6tape, on cherche los couples (a s, u 2) de 
L~(S  x (H~(~9))3) tels que u32'c; L~(Ls(~9)), sutisfaisant l '~quation de comportement  
de (Psi) et l 'appar tenance de u 2 g X;  les calculs sont unalogues g eeux du cas sta- 
t ique (Proposition 6); ees couples sont donc ceux de 1~ forme (107), (104), (106) avec 

2I  O0 (lOS) u l eL~(ns (~o) ) ,  uo e L  (~s(~)) et  

1 v Au]b  ' ~,,u~l~,= 8 +  
'4,[~= lO 1 - - lO(1 - , ~ i  a . d u ] l ~  

1 ~, 
(lO9) ~ e  z~(~1(~o))  et  ~ 1 ~ =  6 1  - ~  ~ ' . . ~ ~  

25 - Annali dt M a t e m a l i c a  
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~ o t o n s  que %0 et  u ~ sont  assez r6guliers pour  qne les 6quations (108), (109) Ment 
un  sens; elles out  une  infinit6 de solutions. 

On cherche ensui te  parmi  les solutions de (108), (109) celles pour  lesquelles (a s, u S) 
sat isfont  l '6quat ion d'6qnilibre de (Psi) et lea conditions initiMes; par  d6eomposi- 
t ion  de X~z , 1'6quation d '6quil ibre 6quivaut  aux deux 6quations de D'(0, T) 

(110) V v  e (H~(o~))s, - (Ce, ~4")  = du:", v~) 

(111) 

Etudions  (110); d'apr~s la forme de u ~ (110) 6quiw~ut g 

vv e (R~(~)) '~ , - (C~, r~v)  = 2e[C", v2  

et  grgce s 1'expression (107) de a ~ ,  g 

1 

Ev v d f a33-- 2o~ u , (112) KuS = 3 (1 - -  vs)(1 - -  v) grad Ay**t,(u ~ q- ~ gra o o,, 
- -1  

le second membre  de (112) eat dana L~(H-I((o)); (112) e t  (109) d6 te rminent  done u s. 
E tudions  (111); d'apr~s la fo rme de u ~ (111) 6qnivaut  g 

e t  grgee aux expressions (107), (100) de as~ et  % 

1 

(113) ~ 2,, 2 E d,uS E 2 8 § V A3u~ v f - - -  = A x33~3 § 
--~Qu8 3 1 - - ~ 2  a ( 1 - -  vs) (1--  v) 3 10 1 - - v  

- -1  

1( v 2)Au~"; 
+ ~  ~ _ ~  

~ afin de faire appara i t re  routes lea contr ibut ions de at i l isant  l 'expression (86) de ass 
Au 0", on t r ans fo rme  (113) tou t  d ' abord  en 

_ 20u],, 2 .E A=u= E 2 8 --k ~ Aaus_k o~Au~" 1 7 v - -  10 
3 1 - -  ~ " =  (1 - -  ~)(1  - -  ~) 3 10 15(1 - -  ~) + 

A x a A~, 

- -1  - -1  
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0 et enfin au moyen de l '6quation (82) satisfaite par  u a en 

(11~:) -~ 2Ou~"-~- S 1-----~;-- 14(1 - -  v) ~ Au3 ----1--v A x3 a + 
- -1  - -1  

3~ - -  8 
- 4 - - -  A~o. 

10 (1 - -  v) 

Munie des conditions de r@ulLarit6 et  de bord (108) et  de conditions initiales du type  

(115) u~(0) = v~,  ~(0) = vp, 

(114) d6finit un  problSme 4'6volution 4ll second ordre qui, puisque les conditions 
de bord var ient  avec t, est une var iante  du probl6me classique. Le second membre 
ainsi que sa d6riv6e 6tant  d'apr~s le Corollaire 1 clans L~(H-~(e))), on a par extension 
du th6or~me usuel, existence et  unicit6 de u~ satisfaisant (108), (114), (115) pour 

10 1 - - v  10(1--v)  ' 

Enfin, on remarque qu'il  est 6quivalent d' imposer ~ u~ les conditions initiales 
de ( P j )  et  ~ u~ les conditions (115); notons que c 'est  la forme (100) de u~ qui a 
permis de donner un  sens pr6cis aux conditions initiales de (PJ). 

Afin de pouvoir met t re  en oeuvre des proc6d6s de majorat ion a priori au pa- 
ragraphe 2.2, nous renforpons les conditions de r6gulurit6 de la Proposit ion 9. 

CO~OLLAI~E 3. - Sous les hypotheses du Corollaire 2, l'dquation de comportement 
de (PP]) a des solutions (aS u 2) v&i/iant 

(116) ~ ' ~ / / 1 ( S ) ,  

Dg:~ONSTI~ATION. - I1 SUi~t de reprendre la l~re 6tape de la d6monstr~tion pr6- 
c64ente: on constate que dans les expressions (107), (104), (100) les contributions 
dues ~ u 0 ont  la r6gularit6 souhait6e et  que l 'on peut  choisir u~ et  u~ sat isfaisant  les 
conditions de bord (109), (108) et  v6rifiant 

~ w(Hi (~ ) ) ,  3,, ~ w(H~(~)) u~"~ z , (w(o) )  u~e  u~ c-r .~(L~(o)) ,  , . 

R E ~ q + : ~  5. - I1 serait contra ignant  dans les choix de ] 0, gO, U~, V ~ d'exiger 
la r6gularit6 ( l i6)  d 'une solution de toutes  les 6quations de (_PJ). 
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2.2. t~dsultats de convergence. 

Nous souhaitons donner  ici, de mgme que nons l 'avons fair  duns le cas s tat ique,  
an  rgsul ta t  de convergence ~ l 'ordre  2, c 'est-s du type  

8-~(a~_ ao) _~ a 2  e-~(u~- u ~ -~ u~, 

o/t (a 5 u~), (a ~ u~ (aS u ~) sont les solutions des problgmes (zoo), (Po), (P~) dderits 
pr~e6demment;  duns an  premier  temps,  on peu t  obteni r  an r~sultut de mujorut ion 

u priori .  

PROPOSITION 10. - Sous les hypotheses du Corollaire 2 et si les donndes initiales 
de (P~) et (t)o) sont telles que 

(117) 

(118) 

alors 

(119) 

(120) 

[ ( % -  ~~ < w-~, 
Or lu;'(o) - u~ (o)1 < c'e~, 

~ )  --2 6 0 

2) e-~(u~- uO) 

~--~(q'- ~ ' ) ,  

I (~Z-  ,~)(o)I < C'~, 
6 ! O ~ 0 I I%( ~ -  % (o) l<oe  

e - ~ ( % -  ~Z),  

est bornde duns 

_ .  o, u o,) e (U~ - -  

[~;~(o)l < c ,  

a~8 sont borndes dans L~(L2([2)) , 

L ' ( X ) ;  

sont borndes duns Z~~ 

D~0~STRATION. -- Choisissons une  solutiou (a S, u 2) de l 'gquat ion de compor- 
t e men t  de (P~]) uyunt  lu rdgularit4 (116) e t  introduisons les fonet ions d '6curt :  

(7* ~ f i e _ _  {70__ g2ff~ 

~ U e - -  U o 

U *  ~ U e -  ,~o__  82U~  . 

En  ut i l isant  (74) e t  ses analogues duns (Po) e t  (P~]), qu'il  est  commode d 'uppeler  

gquutions de eompor tement ,  on a 

(121) Vv ~ 2J, a~(a*, v) @ B(v, u*) = -- e~ad(a ~ "c) -- s~a~(a ~, v) , 

en ut i l i sant  les 5quations d'Squilibre de (P~) e t  (Po), on a 

- - g  i ~// (122) Vv e X ,  B(5, v) = ~(ua, %) @ ~s2tu~, v~). 

On ddrive formel lement  (121), e t  on p rend  ~ = g; puis 1'on prend  v = u*' duns 
(122) (pour une just if ication de ce proc6dg formel ,  on pen t  voir [7]; no te r  que (122) 
n 'g tan t  ru lab le  que pour  v gl6ment de X, l ' appar tenunee  de u2(t) et  done de u*(t) 
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X est essentielle); on obtient 

:lcf ~(~*', 9) + ~ ( ~ ,  u:, ) + ~ , ( u ~  ~', u*') = -~ , (~o ' ,  ~) - ~%(~,', ~) 

0 l l  e i l e o r e  

-" ' ~ -" ~'~) ~ao(~ 3', 9) ~,a,(~o,, 9) + (123) a~(9', ~) + q(u~, ~) -~- q~ (u~, = 
3 OY tf 2 t 2 - - Y  2 t + q~(u~", ui') - e~ (%, ~)  + q e ' ( ~ ,  u .  ) + q~ (u. ,  u.  ); 

on a ainsi fait apparaitre la d6riv6e de Z ~, off 

et par int6gration par p~r~ies de certains termes on transforme (123) en 

1 d ~ O~ ~ '  ~ z = o ~ +  + o ~ + ~ ' +  (125) 

ave e 

o,' = 8",~ao(~3', ~) - ~a , (~ . ' ,  ~) + o~'(u ~ u~') 
, - ,  ~ , , )  

0 3  = - -  O e  (%, 

3 - - f  

= q.~ ( % ,  % ) 

, o,, 3 - '  u ~ ' ) .  

�9 p .  -. 

l~emarquons que gee L~(0, T) et que d'apr~s lea Corollaires 2 et 3 les elements 0~ 
8 2 ff 8 et ~ sont bien d4finis: par exemple, %- o(8~ e t u  3 6rant dana L~(L3(D)), 03 appartient 

L~(O, T); nous allons maintenunt majorer 0~, ~ ;  nous utiliserons la majoration 
suivante 

ETAPE 1 .  

(126) 3c, 3keL~ W, I[~l]<C(~,k+ z~) pp. 

En effet d'apr~s lea 6quations de comportement de (P*), (Pc) et (P3), on a 

V3 e ~ , ,  B(T,  ~) = - -  cte(9, 3) -~ ~ 2 a o ( o ' 3  , 3) - -  eaa,(a ~ 3) :+ e2B(3, u 2) ; 

o r  

a~(9, 7)<a~(~,  9)�89 3)�89 Cz~�89 ; 
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on majore de mgme les termes suivants et  ut i l isant  l'6galit6 

IJ~JI~ = s u p  B(~ ,  ~__~), 

on obt ient  (126) avec k = ao(a ~, a~) ~ § a4(a ~ a~ § [?(u~)[ 

EzxPn 2. - On monSre que 

(127) 3C, 3X e L~(0, T), W ,  IO:l<C(en + Z ~) pp. 

En effe$: par  exempl% 

iO~]<<.s~ao(a~,, a~;)~ao(5, ~)~+ e~a4(aO,, ao,)�89 ~)�89 4 o,, ~, 

~ -  2 Oil fit avee l~ ao(a ~', z ~') § a~(a ~ a ~  q %  I%1. 

ETAP~ 3. - On montre  que 

(128) 3C, 3m ~ L~(0, T), Vs, ]0~[ ~ C(e*m ~ X ~) pp. 

On procSde comme ci-dessus et  1'on majore le te rme I[~1[ ~ au moyen de (126); 
on obt ient  (128) uvec 

= IIu~ lI~, + [~"1 ~ + 

Enfin, toujours a,u moyen de l'in6galit6 de Cauchy-Schwarz et  de (126), on obt ient  

]~TAPE 4. 

9C, 3Co<�89 ~n~L~(o,~r), V~, [~[ + I~l<C~'n+~oZ ~ pp. (129) 

a v e  C 

0 [t 2 k 2  n = !u~'l ~ + Nu~ llxlo, + I%~'~1 + �9 

Revenons ma in tenan t  ~ (125), e t  int6grons; ainsi 
t 

= ~ ( 0 )  2~(0) + 2~(t) + 2~(t) + 2 0~(s) as,  
O 

utilisons (127)-(128)-(129) : 
t t 

Z~(t)~<z~(O)- 2 ~ ( 0 ) -  2 ~ ( 0 ) q -  Cs~n(t) q- cs ' f (1- f f  m) q-- C f z s q  - 2coZ" 
0 0 
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et~ comme 2Co< 1~ 
T 

- § § 

0 0 

Enfin, grace au lemme de GronwM1, on a 

et proc6dant comme s l'6tape 4 

z~(t) < c(z~(o) + ~') pp. 

ce qui ach~ve 1~ 46monstr~tion. 
On peut 6crire les hypotheses sur les donn6es initiMes de 1~ Proposition 10 unique- 

merit en fonction des donn6es sur les d6placements des problgmes (P~), (Pc): par 
un d6veloppement des 6quations de comportement de (P~) et (Pc), on d6montre le 

CO~OLLAI~E 4. - Sous les hypotheses du Corollaire 2 et si les donndes initiales vdrilient 

(13o) il ~7~- ~(O)ll < c ~ ,  + 2(1 - ~---~ ' 

s-~7,.~(u~) ~, _v 1 ~,~.(u(o)) < c ~  

(131) O r I V g - u : l ' ( o ) l < c ~ ,  l V s  

alors (119) et (120) sont vdri/ids. 

Enfin, nous pouvons 6noncer le r6sultat de convergence souhait6. 

Tn:~oR~v ,  2. - Sous les hypotheses du Corollaire 2 et si les donndes initiales des 

probl~mes (P~) et (Pc) sont telles que 

(132) (i) s-~(U ~ -  u~ converge dans (H~(~)) ~ vers un dldment U ~ de la /orme 

~, x~'.l,u~ § ~, x~ A Y ~ 1) ~ = U ~ -  l _. ~ 1--~ -Y 

avee 

1 ~ Av~ o .v~[ ,=  s +  

2) v ~ =  U~-x~ ~ ~ : , . , , u ( o ) - ~ , A v  ~ x~+-~  - 1  
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o~ U~ est donnge p a r  

2 v~e  t[~(,~) , v ~ b -  

1 Ev  
KU~ = -- 2euo"(o) + ~ (1 -- ~)(1 -- ~) 

1 ~) 

6 1 -- ~ 8~y~u(O)[~, 
1 

grad Ay..u(O) @ ~ g r a d f ~ ( O )  
- -1  

et que 

(133) 

(134) 

(135) 

( ~ ( o )  - ~~ -+  o aans L~(t~) 

~ ( o )  -+ ~%(o) dans L~(9) . 

(ii) s -~(V:  - u~ --~0, s -" (V~- -  V ~ --~ V~ dans L~(.Q) avec V~ de la ]orme 

8 

1 - - v  x ~ y ~ u  (0) + l__v 2 

alors 

e-~(u ~ -  u ~ --~ u ~ darts L~(X)  , 

~-l(u~ uOV.+ O e_~(u~_ o , 2' us) -+ u 3 dans 

o - 2  ~ o 2 e _ l ( a ~ 3  o ~ ( ( ~ - -  ~ )  ~ ( ~ ,  - -  a~a) ~ 0 ,  

o L~(L~(S~)) %a --  ff~a "+ 0 dang 

L~(Z~(~)), 

olt 

[ 2 ~((%,~, 0, 0), u 2) est l 'un ique  solution du probl~me (P~i) de donndes U~, V~. 

RE~A~qUE 6. -- Les conditions (133), (134) peuvent  &re 6crites nn iquement  en 
fonction des donn6es de (P~) et  (Po) sous lu forme 

1 
(136) ~-1 e-~%( U ~) + 2(1 - -  v-----~ (1 - -  x~) ~ A  U ~ -~ o 

(137) 

---N 

E 
e-2 (1 + v)(1 - -  2~,) (v~,,,~(U~) + e-~(1 - ~)y33(U~)) + 

f o+ x. ) 3 ( 1 - - ~ )  ~3 @ o ]3+ ~(g3 --g~ @ ~(g~ gO-) (0). 
- - i  - -1  

D]~ONST~A~ION. -- Elle se d6compose en deux 6tapes:  on 6tabli t  tou t  d '~bord 
l~ convergence fMble, ensui te  la convergence forte.  

ETA~E 1. - Convergence faible. 
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Les h$poth~ses dR Th~or~me 2 sont  plus for tes  que celles de 1~ Proposi t ion 10, 
on t i re  done de (119) e t  (120) l 'exis tence de a~ ,  ~ ~3, Zs~, u2, z~, z~ tels que 

--2 e 0 2 --1 $ (138) e (%~-- a~/~) --~ cry ,  e (%~-- a~~ --~ ~ 0"cr 

a ~ - ~  %a~ d~ns Z~(L~(O)) f~ible &oile; 

(139) e-~(u~-- u ~) --~ u s d~ns L~ f~ible ~toile; 

(140) e-S(u~ ' -  u~ ~ --~ z~, e tu~ -- u~ ~ --~ z~ d~ns L~(Z~(/2)) f~ible &oile. 

Identifions main ten~nt  o 's, u s, ...; t ou t  d '~bord (139) e t  (140) donnent  

(141) za ~-~ u~' ,  z~--~ 0 . 

On dfsigne symbol iquement  par  (_P~) le probl~me <~ (P~) moins (po))> et  on effee~ne 

(i) des passs~gcs ~ la l imite duns l '~quation d'~quilibre (122) de (P~): choisis- 
sant  v = (0, 0, vs), vz~ Xs, on ob t ien t  

0 (142) Vv3~ X~, (Z~s-- as~~ ~vz) = 0 ou g~a = a~a ; 

choisissunt v = (vz, v~, 0), (v~, v,) e X ~  ct  divisant  par  e~ on ob t ien t  

(143) V(vx, v~) e X ~ ,  (a~s, ~v~) = 0 

choisiss~nt v e X ~  et  divis~nt par  s s, on ob t i en t  

(144) Yv e X~z, -- ,o(u~", v~) -~ B(a 2, v) = 0 

1 
o n  O'~a = 0 

d~ns D ' ( 0 , / ' ) .  

(if) un  passage ~ la l imite duns l '6quat ion de compor t emen t  de (P~) qui s'6crit 

V3 e X , ao(S-s&, 3) § a~(~ ,  3) § s~ad(a ~, 3) § B(~, s -2~)  = 0 ; 

on obt ien t ,  grs ~ (142) 

(145) Vz e ~ ,  ao(a s, v) 4:- a~(a ~ "~) + B(v,  u 2) = 0 . 

(iii) 1~ d~termin~tion d 'une premiere  condit ion init iale:  on ~ d'apr~s (139) 
e t  (140), 

e-2(u~ - u~ -~ ~ (0 )  duns JLs(~); et  donc d'apr~s (132) 

(146) ~(0)  = u~. 
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(iv) 1~ d6terminat ion d 'une  deaxi6me condit ion init iale:  pour  eela, on obt ient  
des informat ions  sur la convergence de g" a~u moyen  de (122) res t re in t  ~ X ~  de la 
m~ni6re s u i w n t e ;  on choisit  w dans H~(m) e t  on d6finit 0 ~ 616ment de Z~(0, T) p~r 

O~ = s-~(u~,-' ~) + (u-~' , - x~ a ~ ) .  

0 e verifie d~aprga (140), (141), (122), (135) 

0 ~--~ (u~ ~, w) duns L~(0, T) faible, 0~' eat born6 d~ns Z~(0, T) e t  0~(0) -~ (V~, w) ; 

ainsi, 

(1~7) V~ e ~ g ( ~ ) ,  (u~", ~)(o) = (v~, w) .  

On rassemble ma in t enan t  (14~), (145), (146), (147); le r a i sonnement  dej~ vu  
lors de i~ Propos i t ion  9 pronve  que u~ eat  de la forme (100); (147) fourni t  donc 

d'~prSs (135) 

(148) 

- - -  A V~ ou -- - - A ~ ~  = 2V:  + 3 1 ~, 2u~'(o) + 3 1 - - v  

~ ' ( o )  = v ~ .  

On eons ta te  que (1~ ) ,  (1~5), (146), (148) n ' es t  untre  que ( P J ) ;  on a donc demon- 
tr6 l '~nalogue du TheorSme 2 avec des convergences fMbles. 

ETAPE 2. - Convergence for te :  on pose 

On suit que d'~pr~s l ' e tape  i que 

et ~ =  (zi~, o , o ) .  

pour  mon~rer que ce t t e  convergence eat en f~it une  convergence forte ,  il sufiit d 'e ta-  
blir  la convergence des normes,  c 'est-s de mon t r e r  que 

(149) 
/" T 

0 0 

off a ~ 6t6 defini en (70). 
On calcule donc le premier  m em b re  ~ de (149); or 

E =fe-~Z~(t) dt, 
0 

off f f  ~ 6t6 d6fini en (124), 

(e- %,  s-~u~, ~) ~ (u s , O, ~ )  dana L2(L~([2) 1~) f~ible ; 
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et  d'apr6s la d6composition (125) on ~ formel lement  

P t 

E =  T e - ~ g ' ( 0 ) - - 2 T e - * ( q ~ ( 0 l §  ( p ~ § 2 4 7  0~, 
d . I  t = 1  

0 0 0 

d'aprgs l '6tape 1 et  los hypoth6ses  snr los donn6es initiales 

E ~ { ~ l V g i ~ §  2~(olVgl ~ -  o. - e ( ~  (o), ~:~)} + 
P P P 

0 n 

+ 2j(~l~:' l -  (~:", ~:)) +f~o(~ ~, ~ ) +  ~ j ( ~ o ,  ~ : ) -  
0 0 D 

T 

- of lu~'l  ~ -  r~o(~(o), ~(o)) o,, = -~OT(~o (o), V~) + oTIvxl ~ 
0 

+ 
0 0 0 

Enfin, on d6duit  de (149) ainsi ob tenn  ta convergence des d@lacements  en 6criv~nt 
que d'@r&s les 6quations de compor t emen t  

- -  B( r ,  e - ~  - -  u ~) = ao(e-z5 - -  a ~, ~) § a~(8, ~) § e~a~(a ~, ~) <~ 

et  done 

1 
sup B(~, e - ~  - -  u s) --> 0 

3 .  - I n t e r p r e t a t i o n .  

On exploite  ci-dessons los r6snltats  de convergence des paragraphes  1 e t  2 afin 
de construire des mod&les de plaques;  l 'id6e consiste ~ @procher ,  lorsque los hypo-  
th&ses des Th6or~mes 1 ou 2 sont satisfaites,  (a ~, u ~) par  (a ~ u ~ ou mieux par  

(~~ + e ~ ,  u~ + e~u~). 
Int6ressons-nous par  exemple ~ la composante  ver t icale  u~ dn d@lacement ;  on 

obt ient  des modules bi-dimensionnels en l ' approchant  

1) soit, pa r  u ~ qui est  ind6pendant  de x3; 

2) soit, si l 'on t ien t  compte  dtt t e rme  d 'ordre  2, par  la res t r ic t ion r~ de u~ § e~u~ 
8 0 2 2 la surface moyenne  oJ; on pout  aussi uti l iser la moyenne  ver t ica le  m 8 de u 3 § e us. 
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D'apr6s  (82), (100), (102) ces 3 616men~s son~ les solutions respect ives  des 3 pro- 

b lames  pos6s sur ~)• ]0, T[ duns le cas d y n a m i q u e  (avec simplif icat ion imm6dia te  
duns le cas s ta t ique)  ci-dessous 

(15o) 

pos~nt  

(15~) 

{2~uO. + 2  E A~uO I -  ~---~ : ~ '  ~ d~fini en (89),  

o , u ~  = v g ,  u~ H~(o~), u~IOj = U ~ , 

(ua u O +  ~ 
s u ~ ) l ~ =  o - -  s u~ 

(152) 

2,v~ . ~ 2 E ~ ~ e z 34 - 1 4 ~  
: a -1- 3 1 - -  v ~ zJ r~ = 1 5 ( 1 - -  u) @ Au~ + ~ -~- 

4 - s ~ A  �9 ! -  f a s +  

--1 --1 

3v - -  8 

l O ( 1  - -  , )  ~ 

r.]~ - -  - ~ ~' A u ~ b  <~]~'~ = _ e ~ 8 + ~, < A u O ] ~  
10(1 --~,) ' 10(1 --~,) ' 

et  p os an t  

(153) 

1 

~__ 1 f e2~ h : U~ + e~U ~ e~ ~ 1 Au~ m ~ -  -~ (u ~ + . ,  ~ + 1 - - - - 7 g  
- - I  

(154) 

2 E ~ A2m~ : e,  34 - -  14v 
1 5 ( 1  - -  ~,) ~ Au~" + ~, + 

~-e'A �9 I--~ 8 J~-~-15(1__~) ~ 
--I --1 

8 - -  

1 5 1 - - ~  
1_  @~Au~lv, 

v 1 

1 - - v 6  
AU~, 

v 1 
m~'(o) = V~ § e~V~ + ~ * - -  - AV ~ 1 - - ~ 6  3. 

3.1. U n  vas voncret. 

Plagons-nous mMnten~n t  duns un  cas par t icul ier  r6Miste: celui d 'une  p laque 
d '@Mssenr  2e e t  de masse  vo lumique  ~ soumise g son poids e t  g l ' ac t ion  d 'une  force 
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surfacique ~gs exerc4e sur F~: suppos4e pour  simplifier ind4pendante  de (x~, x~); 
suivant  le proc4d~ d4crit en 1.1, on 1~ consid~re comme fuisunt pa t t ie  d 'nne  famille 
de plaques d%puisseurs 2e, soumises s leur poids e t  ~ des forces ~g~; alors si leurs 
densit~s respectives sont de lu forme 

(155) ~ = ~e ~ 

et  si les forces ~gs v6rifient 

(156) ~g+ = gae+ 8 

les forces appliqu6es ~/~ sont t ransform6es par  les changments  (7) en 

Pa r  lin~arit6 des problSmes (P~) s tat iques on dynamiques  en (~% u~), c 'es t  doric au 
couple (s-~(~ ~, s - ~ u  ~) que l 'on pen t  appl iquer  les Th6or~mes 1 ou 2 .  

3.1.1. Gas s ta t ique .  - l~ap]?elons que le d4placement  ver t ica l  "u3 v~rifie d'apr~s (7) 

~u~(x~, x~, ex~) = e-~u~(x~, x~, x~) ; 

Les hypotheses  du Th6or~me 1 ~tant  c la i rement  v~rifi4es, on pent  consid4rer que 
pour  << e assez pe t i t  ~) 

c-~(~ z~)(x~, x~, o) ~_ zi(x~, x~) 

0 et ,  d'apr~s (152), ~ra z 3 +  ~ ~ e z a est  l 'unique solution de 

(157) 

2 E 
3 1 - - v  ~ 
- - -  e sA  ~ "r3 =: - -  2 e~  + ~g+ 

lO(1--~)  ' lO(1 --~) 

o est  d6fini pa r  off z 3 

(158) z~e Hl(~o) , 
2 E 
3 1 - - ~  ~ 
- - -  e" A ~ z O s = - - 2 e ~  + ~ g + .  

On pen t  ~ussi choisir d ' approcher  lu moyenne  vert icule  en ~crivunt que 
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et ,  d'apr~s (154), 

Az~ 
61--v 

est  l~unique solution de 

(159) 
31 --~ 
_ _ _  e ~ A ~ m a = - - 2 e ~  +~g+ 

~) ~ ~.zlz~]~. 
1 5 1 - - ~  

On consta te  qne duns les 3 probl~mes ci-dessus l '~qnation aux d6rivdes p~rtielles 
es t  1~ m~me e t  n 'es t  an t re  que Fdquat ion du module de plaques usuel  [6]; seules 
ehangen t  les conditions aux limites.  On dira que grgce h (157) ou ~ (159)7 on a des 
justifications (~ s l 'ordre  2 ~) dn mod61e b iharmoniqae ,  alors que (158) e n e s t  une  
just if ication (~ s l 'ordre  0 ~ [8]; enfin, on no te  que l 'exis tence d 'nn  pseudo-d6velop- 
pe men t  pour  ~ua duns ee cas eoncre t  pour  le ehoix (155) es t  une  just i f icat ion a poste- 
riori  de l ' in t roduct ion  d 'un  te l  choix an pa ragraphe  2.1. 

3.1.2. Cas dynamique.  - On se donne,  comme ci-dessus, une  plaque d'6paisseur 2e 
soumise ~ son poids e t  ~ une  force surfacique ~g8 sur /~r  d6pendant  m a i n t e n a n t  du 
temps;  on en  4tudie le d6plaeement  ~ pa r t i r  d 'une  posi t ion d'6qniIibre; au t r em en t  
dit,  le d6plaeement  ini t ial  ' g  est  donn6 pa r  

(160) 
[ V~ e2: , ,  'a(,~(o), ~) + ' B ( ~ ,  o~) ---- 0 
/ V~ e X~,  oB(,r v) = ~(0)(~)  

enfin~ on suppose, pour  fixer les iddes, que la vi tesse initi~le ~V est  nulle. 
La  plaque est  considdrde comme 514ment d ' ane  famille de plaques soumises aux  

forces ddfinies pa r  (155) e t  (156), en 4quilibre ~ l ' i n s t an t  0, e 'est-~-dire de d~pla- 
cements  ~U solutions de (160) o~ e es t  remplacd p~r s, e t  de vitesses initi~les ~V 
nulles. On pen t  4one appliquer  le Th~or&me 1 au probl&me s ta t ique  t r~nsform~ 
de (160); vdrifiions qne ceei pe rme t  d 'affirmer que les hypotheses  du Thdor&me 2 
sont  satisf~ites pa r  les prebl6mes indic6s pa r  e de donn6es init iales (~-1 U% 0) e t  le 
probl6me d 'ordre  0 de donn6es init iales (Z~, 0) off 

(161) z i e ~ o ( ~ ) ,  
2 E 

3 i ~  ~ 
- - -  A:z  ~ - 2 e  § g~+(0) 

(i) d~une pa r t ,  d'apr~s le Th6or~me 1, on a 

e-2(e -1U ~ -  Z ~ -~ Z ~ duns (//1(/2))8, 
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off_ 

~vO 0 1) Z~ = -- x~ %~,~ et  Z~ est  la solution de (161), 

3 2) z~  = z ~  + - - - -  - Az~ et 
1---~ 2 

Z ~ ~ ~.Z~lv A~Zg = 0 ,  .Iv = 1 0 ( 1 - -  ~) A z g I "  . . . .  
S + ~ ,  

10(1 - - , , )  ~AZ",[~ , 

)) g ~  - -  - -  x a 3) ~ -  ~ z ~ - ~ A z ~  x ~ + ~ \ ~  1 ; 

ainsi, l 'hypoth~se (132) est-elle sat isfai te;  on a de mSme (133) e t  (134) 

(ii) 4 ' au t r e  par t ,  on a c la i rement  (135) car V ~=  0; 

(iii) enfin, il suffit pa r  exemple que gO+ appur t ienne  ~ Ha(tt~(eo)) pour  que 

les hypotheses  du Corollaire 2 soient satis~aites; remarq~ons que (161) u 4t4 utilis4 
pour  la v~rificati~n de (93). 

Appl iquant  le Th4or~me 2, on considSre donc que, pour  (~ e assez pe t i t  ~), 

e - ~ ( ' u ~ -  z~)(x~, x~, o) ~_ z~(x~, x~) 

et ,  4'~prSs (152), 'r~ = z~ ~- e~z~ est  l 'unique solution de 

(162) 

2 E 
2~oe~r~'-~ 3 1 - - v  ~ 

34 - -  14v 
e ~ A~ra---- - -  2e'~ " + - k  g3 -{- ' e  ea 1-;'1o( ~ )  

Az~" 

%1~ = - -  e~ 10(--1 - -  ~,) Az~ ~ ,%1~ = - -  e~ 8 + ~, 
ZO(1 - ~,) 

%(0) --  z ~ §  e~z~, ,r;(o) = o 

0 est  d6fini pa r  off z a 

(163) 
2".ez  ~  E e 8 A%~ 2e'o -b "g+ 

z~  ~r~, ' z~(o) = z~ z~'(o) = o z ~'-'- 0"~ t o  ) ~ ~ �9 

l~emarquons que l'6quat:ion d ' 6 v o h t i o n  de (162) peu t  aussi s'dcrire 

(164) 
34 - -  14~ 2 E 

e f l  - -  - -  e, 3 A 2 r  3 = 2"oe'r~ r 15 (1 - -v )  e0eSA r 3 - ~ 3 1 _ ~  

= - -  2e'~ ~ "9+ + "~eSz, Z independent  de e .  
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L'6quat ion  (164) eat,  suivnnt  la terminologie de [5], une tqua t ion  avec terme d' inert ie  

de rotation; on rem~rque  que le coefficient - - ( 3 4 -  14~) / (15(1-  ~,)) 6runt  n6gatif,  
on pen t  mont re r  d i ree tement  que l '~quution (164) munie des conditions aux l imites 

e t  des condit ions initiules de (162) a bien une  solution. 

1 ~o~  par  Z ~ 1 On pea t  aussi choisir d ' approcher  ~ j ~m~ = ~ + e~z~ + e ~ -61--v-- Az~, "m. 

- - e  

est  la solution d 'un  systgme du ~ype 

I2~Qe~m~ ~ 3 4 - -  14v ,Qta A @ 2 /~ e ~ A ~'m, 
1 5 ( 1  - -  ~,) ~m~ ~ 1 - -  ~,------~ = 

= - -  2e%, + ~ ~ e ' ~ ,  

(165)  ~ 1 [ 

e ~ Z  ~ ~ -  e ~ - -  - A Z ~  "m'~(O) = 0 ~m~(O) = Z~ -J- ~ " 1 --~,  6 ' 

ind6pendant  de e .  

4 + 3 ] 1 - - ~  O,~Az~lv 

Les relat ions (163) cons t i tuen t  une  just if ication <~ ~ l 'ordre  0 ~ du modgle usuel 
des plaques donn~ duns [6] pa r  exemple;  (164) e t  (165) oa  encore  plus s implement  

3 i  - -  14v 2 E, 
~Qe a A eWr~ (166) 2 "o~e~w~ ' 15(1 - -v )  ~ @ 3 1 - - v  2 

sont des <( modules s l 'ordre  2 )>; pour  los obteni r ,  on doit  done eon t r a i r emen t  au 
eas s ta t ique,  modifier le module astral pa r  t ' ad jonct ion  d 'un  t e r m e  en  Aw",  habituel le-  

men t  appel6 t e rme  d ' iner t ie  de ro t a t ion  (el. G. DvVAVr et  J .  IJ. Lxo~s [5] qai  con- 
sidgrent un  modgle analogu% mais avee an  coefficient diff6rent,  analys6 ei-dessous 
eu 3.2.1). I1 est  i m p o r t a n t  de no te r  q u e c e  t e rme  suppl6mentaire  appara i t  duns 
(166) a v e c l a  m~me puissance de l '@aisseur  que le t e rme  bi- t tarmonique habi tue l ;  
il ne dolt done pus ~tre n6glig6. Eem arq u o n s  d ' au t re  p a r t  q u e c e  t e rme  a u~ effet  
rggulurisant  sur los dgriv6es en  temps du d@lacement,  ver t ica l ;  l%eriture de la con- 

servat ion de l%nergie pe rmet ,  par  exemple,  de m o n t r e r  que ~w' 8 appar t i en t  ~/5 ~ (H*(rg)). 

3.2. Compldments.  

3.2.1. Un autre module aver terme d ' inert ie  de rotation. - Le modgle de lV[orozov 

cit6 duns [5] n ' es t  pus (166) mais 

, 2 A~" 2 E e S A ~ = - - 2 e e Q + ~ g + 3 .  
(167) 2~e~ - - 3  "~ea + 3 1 - - v  ~ 

On v@rifie que pour  ob ten i r  (167), il suffi~ de remplacer  duns le syst~me (71) dont  
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(*a, *u) es t  1~ solution,  la ~orme bilin6aire ~a pa r  la fo rme  t ronqu6e ~ao, off 

T )  

Simplif iant  ~insi l '6quat ion de c o m p o r t e m e n t  on eonsid~re donc a pr ior i  qne le d6- 

p l acemen t  es t  du t ype  Kirchhoff-I~ove; sa eomposan te  30 es t  ~lors d 'apr~s l '6quat ion  

d '6qui l ibre non t ronqu6e  solution de (167). Bien stir, pour  ce module, il n ' y  ~ pus 

de r6snl ta t  d ' a p p r o x i m a t i o n  du t y p e  er~(~u~ - ~)(x~, x~, O) ~_ O, e o m m e  ceux obte-  

nus en 3.1.2. 

3.2.2. Rdsultats sur les contraintes. - Nous p lagan t  s nouveau  duns le cadre  d6fini 
au paragr~phe  3.1.2, nous compl6tons les r6sul ta ts  d ' app rox ima t ion  du d6placement ,  

p~r  l ' app rox i m a t i on  des eont ra in tes .  Ut i l i san t  les expressions (84), (85), (86) e t  

(107) e t  r even~u t  aux  ouver ts  ((physiques ~> o~• s[ pa r  les changemen t s  de 
fonct ions  (7), on ob t i en t  les es t imat ions  d 'e r rem's  abso]nes e t  d ' e r r eu r s r e l a t i ve s  

su ivan tes :  

avec, pour y~e ] -  ~, e[ 

Eya 
(169) %~a(Y3) = - -  1 - -  ~,2 {(1 - -  v) ~ z  ~ + v Az~ - -  

EsPy3 
1 -  ~ ((1 - ~) ~ + ~, A ~ }  - 

E (~y~ + y~ 

- ( , z a  + 1 ) +  ( e + y a )  e ' +  2 

E 
(170) %,a(Y3) -- (e ~ -  Y~) ~= Az~ 

2(1 - -  v 2) 

(!71) %a~(Y3) Y~-- e~Y3 ~(zO,,+ 1) + g+ (e + Ya) e 2 +  Ya Y~| 

2 p~r  o es t  donn6 pa r  (163) e t  z~ rappelons  que z 3 

2 E 34 - -  14v 
+ - - - - - -  A 2 2 -~z.~" 3 1 - -  v ~ z s  - -  1 5 ( 1  - -  v) ~ -z~ 'r  

A ?  

�9 1 , ~ 0 1 ~ ,  ~ [ ~ =  s +  
~ ] 1 ~ -  lO 1 . - ~  l O ( 1 - , )  ~*Az~ 

z~(o) - -  z ~ ,  ~ ' ( o )  = o .  
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Enfin~ on remarque  la forme polynomiale  en Ys des approximants  ~s~ et on 

consta te  que l 'on pent~ nt i l isant  (163), remplucer  duns (169) et  (171) les termes en 
0 ~ 2 0 (z~ @ 1) pu t  des termes  en Al z~ et  g+. 

3.2.3. Aut re  cadre /onct ionnel .  - Une 4tude parallgle ~ l 'dtude ci-dessns peut  

gtre mende duns l 'espace T in t rodui t  en (14). On a pour  lea probl~mes d 'ordre  0 

et  d 'ordre  2 des r~sultats d 'existence et d ' in te rprd ta t ion  que nons r6snmons. 

Le probl~me d 'ordre  0 a n n e  solution et une seule donnde put :  

l[ o, Au )i = o 
2_nO,, _ 2 E A~uO 

0~est le probl~me des plaques s implement  pos6es; u~ et a ~ ont  les formes (85) 

et (86). 
Enfin~ si r est nn  rectangle  le probl~me d 'ordre  2 a une solution; comme duns 

la Proposi t ion 9, u~ u la forme (100) et  v~rifie (102); senles les conditions de bord  

sont  modifi~es. 
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