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Sur ’adjonction d’une masse de Dirac
4 une forme réguliére et semi-classique (¥).

F. MARCELLAN - P. MARONI

Résumé. - On montre que si L est une forme linéaire réguliére et semi-classique, alors la forme
u = L+ 28, ou ¢ € C est quelconque, est encore réguliere et semi-classique pour tout A € C en
dehors d'un ensemble dénombrable de valeurs singuliéres. On donne Uéquation différentielle
linéaire du second ordre vérifiée par chagque polynome de la suite orthogonale associée a u.

Abstract. — We show that, if L is a regular, semi-classical functional, then w = L + 28,, where
¢ € C, is also regular and semi-classical for every complex 2, except for a discret set. We give
the second order linear differential equation satisfied by each polynomial of the orthogonal
sequence associated with u.

Introduction.

Le probléme de 'adjonction d’'une ou de deux masses de Dirac 4 une forme clas-
sique a été abordé depuis de nombreuses années par plusieurs auteurs, pour donner
naissance aux polyndmes orthogonaux de type Legendre[15], de type Jaco-
bi[15], [13], de type Laguerre [15],[17], et de type Bessel[10].

C’est sans doute dans la premiére édition du traité de SZEGO (1939) [29] qu’on trou-
ve posé, pour la premiére fois, le probleéme de déterminer les propriétés des polyno-
mes orthogonaux par rapport & do ol

L3
2

Simultanément, H. L. KRALL (1940) voir [15], en cherchant des équations diffe-
rentielles linéaires du quatriéme ordre vérifiées par des polynomes orthogonaux, ob-
tient trois familles qui sont justement celles de type Legendre, de type Jacobi et de

o(x) = —m; ]x|<1; o) = —-;—(1+a), r<s-1; o@)= %(1+a); x=1.

(*) Entrata in Redazione il 6 dicembre 1988.
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type Laguerre, ainsi que 'a montré A. M. KRALL dans [15]. Ce point de vue s’est co-
nsidérablement développé depuis avec les travaux de A. M. KrarL et L. L. LITTLE-
JOHN [16]-{21]: on y trouve de nombreux exemples de suites orthogonales par rapport
4 une forme classique plus une ou deux masses de Dirac, placées sur les extrémités de
Pintervalle d’orthogonalité.

Le probleme général de 'adjonction d'une ou de plusieurs masses de Dirac & une
forme réguliére est abordé dans [3], [5], [22], [30] sous des aspects plus ou moins parti-
culiers: on considere toujours une forme définie positive, dans [5],[22] et [30] sur un
intervalle de R et dans[3] sur une courbe quelconque de Jordan.

Cest le point de vue général qu’on adopte ici, en traltant le cas d’une seule masse
de Dirac pour des raisons de simplification.

Dans le paragraphe 1, on résout le probléme suivant: L étant une forme linéaire ré-
guliere et ¢ e C, pour quelles valeurs de 2, la forme u = L + 28, est-elle encore régulie-
re? Pour cela il faut et il suffit que A # 2, =0 oti 1a suite {2, }, ¢ dépend de L et de c.

Pour une seule masse de Dirac, c’est la notion de quasi-orthogonalité stricte d’or-
dre un qui joue un réle fondamental dans les calculs [28]. Lorsqu’il y a plusieurs mas-
ses de Dirac, c’est la notion de quasi-orthogonalité stricte d’ordre supérieure a un qui
intervient. Une caractérisation de la quasi-orthogonalité stricte d’ordre s est donnée
dans [26].

Dans le paragraphe 2, on suppose, de plus, que L est une forme semi-clas-
sique [24], [25], [12]. On montre alors que pour chaque 4 # A, =0, la forme u est en-
core semi-classique et si {P, },, désigne la suite orthogonale normalisée associée &
u, on donne la relation de structure de {P, },=, et Péquation différentielle linéaire du
second ordre vérifiée par chaque P,, en fonction des elements correspondants de la

~suite {P, },>¢ orthogonale par rapport & L.

Le paragraphe 3 est consacré & des exemples. On a placé systématiquement le
point ¢ & T'origine pour éviter des calculs fastidieux. On traite les cas des polynémes
orthogonaux de type Hermite, de type Hermite généralisés (un cas ol le suite de dé-
part est semi-classique de classe un pour p #0), de type Laguerre, déduit du cas pré-
cédent par des considérations de symétrie qu'on peut facilement généraliser et de ty-
pe Bessel. Remarquons pour finir que tous les cas cités et étudiés jusqu’a maintenant
sont des cas particuliers du probléme suivant: ajouter a une forme réguliere et semi-
classique une combinaison linéaire finie de masses de Dirac et de dérivées de masses
de Dirac. Pour les valeurs admissibles des coéfficients de la combinaison linéaire, on
obtient encore une forme réguliére et semi-classique, mais qu'il n’est pas facile d’ex-
pliciter par suite d’une certaine complexité des calculs.

1. — Soit L une forme linéaire sur #, réguliére et soit {P, },> la suite orthogonale
normalisée correspondante. Pour chaque ¢, 2 €C, considérons la forme linéaire
suivante:

1D u=L+23,.
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Le point ¢ étant fixé, il s’agit de déterminer ensemble des valeurs de A pour lesquel-
les la forme u est réguliére; pour cela, il s~uffit de déterminer les valeurs de A pour les-
quelles il existe une suite normalisée {P,},>, orthogonale par rapport a u.

On note L(f)=(L, f), fe® ou {,) désigne le crochet de dualité entre # et ¥'.
En particulier:

(L") = L") =(L),, n=0.

On peut toujours supposer que (L), = 1.
De (1.1), on a:

1.2) @—-cu=x—-c)L=v.

On est amené & chercher la suite {P, },,», parmi les suites strictement quasi orthogo-
nales d’ordre un par rapport a4 v, qui n’est pas, elle-méme, nécessairement régulie-
re [23].

Déterminons la suite {P,},= sous la forme:

n+1

(1.3) @—-c)P,x) = EO P, @), m=0.
D'oti de (1.2):
WPyB,) =2, nL(PE), Os<m<n+l,
et done, en vertu des conditions de quasi-orthogonalité stricte
vP,P,)=0 Osmsn-2 n=2 vP,_P,)#0 n=1,

on a:

Aym=0, Os=smsn-2, n=2;, 1,,:¥0, n=l.
de sorte que':
(1.4) @ — ) Pp(®) = An n-1Pp1@) + Ay Pr @) + Pryr (), 120,

avee P_(x)=0.
Posant P, (x)=x—f,, on a

(1.5) Ao,0=Bo—C.

Dans ces conditions, la suite {P, }, o est orthogonale par rapport & u, si et seulement
si, elle vérifie:

(1.6) wPri1)=0, wuP2)#0, n=0.

De:

- P,x)-P,(c P, @—P, () P, o@—P,, .0
Pn+1(x)=7m+1,n—'x__—c—n—' n+1,n+1 nrd x_cnﬂ + nr r—c 2
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on a, compte tenu de (1.1):
u(P'rH-l) =
= Ins1,n (P2 1) + AP, () + My 1,041 (PP (€) + AP 1 1(0)) + P4 (0) + APy 42(0)

oit {PP},=o désigne la suite associée de {P,},»o relativement a L.
On est conduit au systéme suivant:

At 1,0 Pr (@) F Xpi1 n41Prs1(€) = — Ppuisp(c),
Mns1,n PR L) + AP (@) + A 1,041 PP + AP 11 (0)) = — (P 1 () + APy 42(0)) .

Introduisons la relation de récurrence vérifiée par les polynémes P, :
1.7 Ppio(@ =@~ Lus 1) Prs 1@ =~ vns1P,(@), n=0.

Le déterminant d, = d,(3;c) du systéme précédent, s'écrit alors:

7 PZ
(1.8) dn=rn(1+)\2—-"7€-cl), n=0,

v=0 v
(1.9) n=Ilr e p=1.
D’apreés (1.8) on a:
(110) dn+1=Yn+1dn+)\P1%+l(c)’ n=0.
Lorsque d,# 0, n=0, on a ainsi, compte tenu de (1.7) et (1.10):
(1.11) st = d'&“ #0,
(1.12) At = v = €= 2-Pa(@Prin ©).

(3

D’otr Yexpression de P, (), & Paide de lidentité de Christoffel-Darboux [27]:

1) Pen@=-2p 03 20D 0 p @), w0,

n v={ v

Notant

n 2 -1
(1.14) (2 i @) n=0.

On peut énoncer:

THEOREME 1.1. - Soit L une forme réguliére et ¢ € C. Pour que la forme u = u(3; ¢)
définie par (1.1) soit régulidre, il faut et il suffit que A #2,, n=0.
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LEMME 1.2. ~ Posons:
Pn=An,n—l_]’n’ 5n(x)=x—ﬂn+)\n,n: n=0.

On a:

(1.15) @—c) P, (%) = Prii@+ 5 T 1 @) Py (@),

n,m—1 n,n -1

n,n—1 n,n—1

An | = " ~
(1.16) (@—0P, (@)= (an(x) pn;——) n+1(w)—7—z——pn+1Pn(w).

DEM. - Ecrivons (1.4) sous la forme

5 A, m— An,n—
1) @-oP,@ =( ‘(x—ﬁn)un,n)Pn(xH(l— : I)Pnﬂ(x)
et en changeant n—n+1:
1.18) (m_c)Pn+l(x) = ()\n+1,n- Yn+1)Pn(x)+(x_ﬁn+1 +An+1,n+1)P'n+1(x)-

Le déterminant 4, de ce systéme peut s'écrire:

A 2
4, = —?—(x"c)

n

d’onl les équations (1.15) et (1.16). u

Lorsque A # A, , n=0, déterminons les éléments de la relation de récurrence de la
suite {Pn}nao:

119) P y@=@—Fp) P @)= Fp 1 Po®), n=0,
. Po(x)=1, Pl(x)'—'x_ﬁo.
On a
(1.20) Jo=1+21,
dysidye

(.21 Fae1= r——;;——l n=0, d =1,
(1.22) Ba=Bu+1+ A= Pn+1ne1, W0,
De

n+1 d 1 n
(1.23) [T 7 = u®is1) = dwsrn LD = == 1Ly,

on a facilement (1.21) et u(1) =1+ 21 =7,.
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Ensuite
u(P2)B, = w(@P} @) = u((x — ¢) P} () + cu(PY)
donc de (1.4):
WP2)Fp = K n(P2) + Py 11 Py) + cu(P2) = (g + ) uPE) + APy 11 (€) Py (c) .
Mais de (1.13), on a:

P2
P.o="2p =) p (&) avee (1.19)
dn—l dn

et done:

B = nyn 0+ 2-Pa(©)Para (@),

cest-a-dire (1.22), compte tenu de (1.12).

ExXEMPLES. ~ 1) Lorsque L est définie positive et ¢ e R, alors u est aussi définie
positive pour chaque A > 0. Plus généralement, la forme u est réguliére pour chaque
reC—]—o, 0.

2) Suppdsons L symétrique, réguliére et réelle alors pour chaque c et 2 tels que
Rec=0 et Imx+#0, la forme u est réguliere. La propriété a lieu, en particulier, lor-
sque L est symétrique et définie positive.

3) Soit L symétrique et définie négative, c'est-a-dire 8, =0, n=0et y,,, <0,

Prenons ¢ = 0. Alors la forme « est également symétrique et définie négative pour
chaque A>0. Car de (1.10), on peut écrire:

d2n+1=7’2n+1d2n n=z0,

n+2 = 72n+2d2n+1+ )\P'5+2(O)

On a dy = 1+ ) > 0. Par récurrence, on voit que do, >0 =0 et done dg, .1 <0 n=0.
De (1.21), on a ,+1<0, n=0 et de (1.12) et (1.22), 5, =0 n=0.

REMARQUE. — Dans le cas ol L est symétrique et ¢ = 0, alors, d’aprés (1.13) et pour
chaque 2 # 1, n=0, on a:

(1-24) p2n+l(x)=P2n+i(w); nZO’
(1.25) e (=2, n=0,
. d’aprés (1.5) et (1.12).
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On en déduit le résultat suivant: si {R,},>, est une suite orthogonale telle que
xR, (@?) = Py, ,1(x), n=0, alors toutes les suites orthogonales symétriques {P, }, >
telles que Py, ; (@) = R, (®2), n=0 sont données par (1.13) ot ¢=0 et les formes
associées respectives different par une masse de Dirac & P'origine.

Par contre si {R, },=, est telle que R, (x%) = Py, (x), n=0, on sait que la suite
{P, }n=0 est la seule possible [4].

2. - Supposons que la forme réguliére L soit une forme semi-classique, c’est-a-dire
qu'il existe deux polynémes ¥ et & tels que [25]:

2.1) YL+ D(9L) =0,

avec deg¥=p=1 et degd=1.
La classe s de L est donnée par:

lorsque 0st<p+1,s=p—-1; lorsque t=p+2,s=1-2.

THEOREME 2.1. — Soit L une forme réguliére, semi-classique de classe s. Alors
pour chaque X # A, n=0, la forme u = L + A4, est une forme réguliére semi-classique,
de classe s +1 lorsque &(c) =0 et de classe s+ 2 lorsque #(c) #0.

DEM. — Observons que Péquation (2.1) est équivalente a
(@—c)¥L+D@L)=0 et (¥L),=0,
c’est-a-dire
((@—c)P@)— @)L +D(x—-c)P@x)L)=0 et (¥L)=0.
On en déduit que u vérifie 'équation suivante:
2.2) ((x — ¢) T(x) — D)) u + D(( — ) D(x) u) = — 2d(c) &, .
a) ¥(c)=0. Alors u est une forme semi-classique avec:

(2.3) V()= (x—c) ¥x) - &(x); &) =(x—c)d@),

2.4) ps=max{p+1,1); t=t+1.

On distingue trois cas:
1) 0st<p, alors p=p+1, donc <p entraine S=p—-1=p=s+1,
2) t=p+1, alors t=p+2, dgncﬁSp+1=Z-—1i Sif=p+1,alorss=7—
~1=t-2=p=s+1. Sit=p+2 alors S=t—2=p=8+1.
3 t=p+2 alors p=t=1—1,donc 5=p—1=t—1=s+1.
b) @(c)# 0. L’équation (2.2) est équivalente 4 I'équation:

(& — ) {{(x—c)¥@)— d@)} u+ D({(z—c)Bx)u)} =0,
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c’est-a-dire

(@ — o) {((x — ¢) ¥(x) — 28(x)) u + D{(x — ¢) D(x) u)} = 0.
La forme u est semi-classique avec:
(2.5) P(x) = (& — P ¥@) -2 —0)0(x); &)= (x— D),

(2.6) p<p+2; It=t+2,

1) 0<t<p, alors p=p+2, donc t<p, soit §=p—1=5+2,

2) t=p+lalorsi=p+3,dmep<si-1Sit=p+1,§=p—1=t=s+2si
t=2p+2 §=1-2=t=5+2,

) t=p+2 alors p=t+1=%t—1, donc=p—1=t=s+2. =

La relation de structure de la suite {P,},>o.

Par hypothese, la suite {P, },», est une suite semi-classique: elle est donc une sui-
te de Laguerre-Hahn affine [25], [8], [11], c’est-a-dire que la fonction de Stieltjes for-
melle associée 3 la forme L, S(z), vérifie I'équation affine:

@7 A(2)S'(2) = C(2) S(2) + D(2)

oll

2.8 AR =2(), C@)=-Y-2@),
2.9) D(z) = — L6y ¥(2) — D(L6y D)(2) .

Dans (2.9), 6, désigne l'opérateur f— 6y f(x) = f@—fO) ;f ©

Y4 F4 P
et @L,f)— Lfx) = 2, (2 av(L)V_n)x" si f(x) = Zoa,vm”.

n=0\v=n

La relation de structure de la suite {P, },>¢ s’écrit alors [7], [8]:

(2.10) di(ac)Pé+1(w)=%(le(w)—Co(w))PnH(x)—Dn+1(x)Pn(w), nz=0,
ol
2.11) Cn+1(x)=—Cn(x)+2D”(x)(w—ﬁn), nz0,

Yn

Dy, (@)= —0(x)+ '}',:—i";Dn—l(x)"’ D?ix) (@—B,P—C,(x)x—8,), n=0,

Co)=Cx); Dy(x)=D@x),D_;x)=0.

(2.12)
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REMARQUE. - Ici Vindice ne désigne pas le degré des polynémes C, et D,. On a
degC,<s+1 et degD,<s, n=0.

Lorsque &(c) =0, on a, d’aprés (2.3):

Co@) = (@—c)Co (),
(2.13)

d(x) )

Dy () = (x—C)Do(x)H(Co(wH T —o

Lorsque #(c)#0, on a, d’apreés (2.5):

(2.14)

Co@) = (&~ ¢)*Cyla),
Dy () = (& — 2Dy () + A& — ¢) Co () + B(x)) .

On en déduit les polynémes 1/2(C, ., (@) — Co()) et D, ., (x) a laide de (2.11) et
(2.12) oi1 B,, 1. et @ sont remplacés respectivement par f,, ¥, et &, ce qui permet d’é-
crire la relation de structure de Ia suite {P,}nso-

On peut préciser le calcul des polynoémes 1/2(C,, . (x) — Co(®)) et Dy, (x). De
(1.4), on a:

(x—c)f’,{+1(w)+f~’n+1(ac) =Pn+1P1:(w)+5n+1(x)P1;+1(m)+Pn+1(w)

d’olt compte-tenu de (2.10):
2.15) (@—c) @) P, (@) +®@) Py (@) =ty @) Ppy1 (@) +0,@) Pr(x), n=0,

1 D, (x)
2.16)  u,(®)=%(x)+ E(Cnﬂ(x)—co(x))°'n+1(x)+'_7,:_9n+1: n=0,

1 D,(x)
(2- 17) vn(x)‘_‘ ’é’ (Cn(x)'_CO(m)) Pu+1 ——Dn+1(x) Gn+1(x) “Pr+i T (x _ﬂn) 3 n=0.

LEMME 2.2. - On a la relation suivante:

(2.18) Emﬂ%m@@—f”ma+9”wwk

7,1 —1 )‘n,n—l

+Pn(c){)\yn cn+1(c)vn(x)—AY” pnﬂun(m)}:(}, nz=0.

7, %=1 n,n—1
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DEM. - De (1.15) et (1.16), quw'on peut écrire:

, on Poir@—P,0) 7
— “n n+1 n+1 n
Pn(x)‘ An,n——-l r—C + )\n’n_lpn(“;)+
Yn pn(x)—Pn(c)
+An n—16n+1(6)—f)—}'—“_€_—’
2.19) /! , w1
- B (e
Pn+1<w)=Pn+1<x>+(an(c)— e A) i@ Pan@
1, 1~ 1
! P,@-P,
\ An,n—lpn+1 r—c ,
on obtient, en remplacant dans (2.15):
220)  @=)0@) Py 1 @)+ 0@ Poss @) = 1y @) Py 1 (0) + v (1) 5 B e
w,n—1

z=C An,n—l n,n—1

L P @ = Pon @ [un(x)(%(c)_ Pn’\"'”)Jr — vn(x)} +

B,@)=P,c)( v,
by

Y
g1 (@0, @) - .——"-—pn+1un<x>].
1, 7= 1 An,n—1

D’autre part, on peut multiplier les deux membres de (2.15) par « — ¢ et compte
tenu de (1.15) et (1.16), obtenir:

221) (@-cfo@)P,, @)+ @x—c)d@) P, @)=

= @-0) (un(x)PnH(wH — w(m)Pn(x))a-

2,71

+I~’n+1(x)[un(x)(cn(c)—— En An,n)+ AP” vn(x)}+

}\n,n-—l n,n—~1

Pr+1Uy ({L')} .

= Y
+ P, @) L1 (0) 0, () —
}‘n,n—l )\n,n—l

En comparant (2.20) et (2.21), on obtient (2.18). =
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Le cas ®(c)#0.

La relation (2.21) est la relation de structure de la suite {P,},=0; on a:

(%(C’nu(-’n)“éo(w)):
@2) | = 0@ 0 ) (0~ 7|+ @,
%y —1 Ny %1
Dy @)= < In (o1t @) = 501 OB = @ = 0,@), 00,

Le cas ®(c)=0.

On a de (2.15);
0=1u,(c) Py, (c)+v,(c) Prlc)

et de (1.17), (1.18):

0= ')\—P_LPn+1(c)‘“ <Gn(6)— Y o An,n)Pn(c);

n,n—1 n, %~ 1

0= °’n+1(c)Pn+1(c) +Pn+1Pn(C):

d’our

@500 = 52+ 00 =0,

%, n~ 1 Ay =1 n=0,

(2.23)

_Fn+1un(c) + °’n+1(c) ’Un(C) = O;
puisque P,(c) et P,,,(c) ne peuvent pas s'annuler simultanément.

On a alors la possibilité d’écrire la relation (2.21) sous la forme suivante:

@=c)O@) P, () +0) P,y i1 () = u, @) P, () + n () P, () +

n,n—1

Pn
g (&) — —— A, » —-
" i, n— 1 " )\n,n—l r—cC

U, () — u, () (

-, {
+Pn+1(x){ prgmaps )+ Pn U, () vn\C)}+

v, (%) = 0, () Uy, () = 2 () } Yn =0
) ’ -

+Pn(w){%+1(c) Tz —¢ TPr+1 T—c

' n,n—1
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C’est Ia relation de structure de la suite {P,},5, et on a:

r—cC :

L @000~ Co@) = 4, @)~ 0a) + M(an(a— )

fn 23 (m) ~ Uy (C)

@.24) i = L)
Ll~7n+1(w)= > Yn_l{Pn+l u”(maz:?n(c) *an+1(0)?ﬁ%—_%”~@ -vn(x)}.

Ecrivons maintenant Péquation différentielle vérifiée par chaque P,., (1], [7],
(8], [9], [12], [28]):

2.25)  &@) D1 (@) Py (@) + {(&' @) + Co®)) Dy sy @) — B D, 4 1 (@)} Py y () +

+ [%(Cynﬂ(x) - C’o(w))f),:“(m) - %(67:+1(x) - C’o’ (m))ﬁnﬂ(a’) -

= ~ D@ |
“Dpi@ 2 = 1P @) =0, w20,

Yy

Dans le cas @(c) #0, on peut écrire, compte tenu de (2.18) et (2.22):

2.26) -;—(C"m @ = Co@)Dj1® — 2 Crar(@) G4 @) Dyr @) =

Amn—l

L {Pn+ 1{@ ~ ¢) 9()) 1y, () = {0041 (€) &) + (& ~ €) 7 41 () B' (@)} v, () ~

Pn
Amn—l

—pmu,%(m)—{an(c)— An,n—anﬂ(c)}un(m)vn(x) -

P VE®) — ot 1 (& = €) B@) U, () + (X — €) (&) 7, 4 1 (X) ¥, (&) —

—(x—c)(anﬂ(x)wn(wwp" An,n){u.n(xm(x)—u,;(w)vm)}}, n=0.

0 — 1

Dans le cas @(c)=0, on a, compte-tenu de (2.18), (2.28) et (2.24):

@.27) -;-(ém(x) ~ Co@) Dy () - -;:(azﬂ(x) — 84 @) Dy (@) =

e R R R B e |

. An,n—l n,n~1
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{200 B0,

r—c r—c

e G =) GO I

{u(x) Uy, ()

(
+ones @) =1 @) - 00 - w2 2D J+
2@ 1) (D220 ) gy A»fﬂ‘c’—@}}, n>0.

3. - Applications. Exemples.

1) Les polynémes orthogonaux de type Hermite.

On considére la suite {P,},>, des polynémes d’Hermite normalisés, c’est-3-dire
vérifiant la récurrence:

Po.o@) =2P,, (x)- %(’n+ DP, @), n=0,

Pyx)=1, P@x)==z.

Iei ®(x)=1, ¥(x)=22, done Cy(x) = —2x, Dy(x) = —2. La relation de structure
s'écrit:

Poiy@)y=mn+1)P,(x),
done
2Cori@=Co@)=0; Dpos@=-(+1), n>0.
On choisit ¢=0. Alors:

Vr n!
Itn+1/2) 2n+1’

Agy = Ao 41 = — nz0,

o) =22,  Jx) = 22— 1); Colx) = — 223, Do) = 1 —2(1 + 1) 2,

A

1 1 3\A— 4
eznt1 = 0, popiz = TS " i Aoneron = 5(27?"" D, Aonizn+1 = (n + “) a2
n

2] A=lg, ’

nz=0,
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\ Aon
Uga(®) =1, Vp,(®) = @n+1) 5 u%”(x):_}____z.)\_’ v2n+1(x)=(2n+2+ —}\/\ )x,
2n 2n
n=0,
L @=-Co@) = (-1 —2—a, =0
g \Wnt = ,
Dzn+1(x>=—(2n+1—\ 2 )xz;
AT Aoy
= A
D2n+2(x)=—l~——-1?‘”————(2(n+1)+ 2 )xz, n=0.
2 (A-AZn)g — Agn

On en déduit Péquation différentielle vérifice par Ps, . s:

L —

2 __1__ A)\zn A 2 Dn
1) = [2 T +(2(n+1)+ } Azn)m JP2n+2(x)+

B A;‘Zn A
+aPy o ()) 2B (f g2 —-2(2n+1 + ol +
2n+2( {(A—A%)Z ) ( ] ) )\"')\277,
+ Py n@i2in| 2V — s+ )—2— w24 am+ 1) (om+2+ —2— il =0
A—Agy A=Ay, A= Agp ’

La suite {P,},», vérifie la récurrence:

(3.2) I:)n+2(x) =x?n+1(x)—?n+lpn(x)’ n=0,
Py=1, Pix)=uw,
ol
~ - 1/_ A
Yen+1 2(1 A_)\Zn)_{—n’ n=0,
A

¥ = = +n+1, n=0.
Yen +2 2 2~ 2g

2) Les polyndmes orthogonaux de type Hermite généralisés.

Les polyndmes d’Hermite généralisés sont définis par [4]
Hi, @)= (-1)"2®n! L#- VP @?), n=0,
Hipoy @) = (D20 laL V2 @), n=0,

ot L désigne les polynémes de Laguerre. On note H, (x; u) et L, (x; «) respective-
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ment les polynémes normalisés d’Hermite généralisés et de Laguerre, de sorte

que:
Ho, (w5 ) = Ly (€% = 1/2);  Hpyy1(oy ) = Ly (@5 n +1/2).
La relation de récurrence s'écrit alors:
Hypo(y ) =aH, o (@0~ 1/ + 146, ) H, (50, n=0
Hy(; =1, Hi@w==«
avec

6,01 =p(1+(=1)").

On note () la forme canonique ((9(w)), = 1) de la suite {H, (x; u)},>0; elle est
réguliére pour chaque i # —n—1/2, n=0. De méme, on note £(«) la forme cano-
nique de la suite {L, (z;a)},=0; elle est réguliere pour chaque « # — %, n=1. On sait

que:
(£, f) = F(ozl+ 5 j 2*e™ fx)de i Rea>~1,
0
-1 [ 2 , -’ : _
(Iw), f) = I’(pn+1/2)_J e~ fo)dr st Rep>—1/2.

Iei @)=, V(@) =222 Qu+1), s=1
Cow) =2(p—2%), Dolw)=—2x.

La relation de structure s’écrit:

, (2 N, 41
aH 1 (w5 ) = — ni;;Hm(x; w + (n+ 1+ %—ﬁ;)xﬂn(w; w), n=0
cest-a-dire
1 n6n+l n6n+1
E(Cn+1(x)—00(x))=_n+6n; Dn+1(x)=—'n+1+m X

avec la convention n/(n+6,) =0 pour n=0.
On choisit ¢=0. On a:

Ip+1/2+n)

mt1+2
INu+1/2) 2

Hy, (0; ) = (=1)* 142,

Hy o 1(0; 2) = ©; w,
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done

1+ 2u I +1/2)
2n+1+2u M(p+1/2+mn)

Ao = Aoyl =

O(x) =22, V) =2nx’i-u—1),

Co@) =2u(u~x2), Dox)=x(1+2w)-2(1+12?,

1 1 by
7\2n+1,2n=.“‘"'2‘+”«, A2n+2,2n+1=n+1+<“+ 5))\__)\%,

P> =0 o = ‘u-‘r-];'*\ 2
2n + 1 ) P2n + 2 2/)\_)\2711

U @) =1 =20)x, V(@) =Cn+1+2)2% n=0,

11 A
w1 @) = 1 ‘2‘““&—;\%}”’

Vo +1{®) = —u@u+ 1) A (2(n+1)+(21u+1) )962,
)\“‘)\Zn )\Z’rb

(CZn+1(9U) Co(%))~/ 2M+(2U-+‘) )\2 )x,
1 ~ = A
2 Consa@) = Co(@) = (—<z.u+ - )x
2n
D2n+1(%)={(2{x+1))\ A —(2%-#—1*{-2‘(;)}932
— A2n

A
A~ Aoy,

Doy (@) = —(2,i+1)2 <1— ) (2(n+1)+(2u+1)
A~ 7\2n

- )\ZM
On en déduit Péquation différentielle vérifice par Hyy, .o (%] w):

A
A— Agy

3.3) ac{ @+ 17 —2 (1—

—~ Aoy

) (2(n+1)+(2u.+1) =5 )xz}
2n

T i g4 A A
-HY, oy u) + 2Hg, o (0 1) {(1 + w)@u + 1) P <1 iy }\2”) -

2 A= Agy — Agp,

_{ZM(Z(’IZ"FD'F(Z[U.—I—D}\_)\ >+(2M+1)2 A (1—"} Py >}x2+



K. MARCELLAN - P. MARONI: Sur l'adjonction dune masse de Dirac, etc. 17

+2{2(n+1)+(2/1+1))\}}\2”}%4}+

. (
+H%+2(90;f*){z@/ﬁr1){(-2u+3)(n+1)A_AA —(2u+1)n<) AA )Z}xz_
2n = Ag

B

—4(n+1){2(n+1)+(2y+1)) = }w}:o, n=0.
T A2p

La suite {H,(®; x)},, vérifie la récurrence:

3.4) Hyo@; 0 =aH, @ 0) ~ Yo (WH, @), n=0,
Hy@w;w=1, H@p==

ou

(8.5) =

)72n+2(1u) = (.“ T ‘21‘)

- 1) 2
Y2w+1(1"~)=(“‘+ 5)(1_ )\—)\gn>+n’
(

3) Les polyndémes orthogonawx de type Laguerre.

Choisissons ¢ =0, ici u=£(u+1/2) + 2. B
Introduisons les composantes non symétriques de H,(x; w):

Hop (@5 0) =R, (0% 0);  Hopr1(@; ) = Hypioy (5 ) = 2L, (0?5 1 +1/2).

Soit w la forme linéaire par rapport & laquelle la suite {R, (x; u), >, est orthogona-
le. On a w = cI((x) ol ov pour v e P’ désigne la forme linéaire telle que (ov), = (V)ay,
n=0. D'autre part, on a: '

wow = (w); &u+1/2)
d’ot
w= W)+ W) L(x+1/2).

Or (w)y = (5C(H))o =1+4 (w,= (56(#))2 = (3 w); = (f(# - 1/2))1 =u+ 1/2 et il
est facile de vérifier que

271 8a) =1/ La—1)—8], a#0
de sorte que:
w=L(u—1/2)+ 2.

Cela signifie que w = £(x—1/2) et R, (; w) = L,(x; u—1/2), n=0.
L’équation différentielle vérifiee par L, . (x; » —1/2) se déduit immédiatement
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de (3.3) qu'on peut écrire sous la forme:
@2 E, @) Hyy oz + wH3y o Fy (@%) + Hyy 12 G (%) = 0
done
3.6) 40", @) L4 (w5 u—1/2) +20L5 4 (5 — 1/2){E, (@) + F, @)} +
+ L1 (w0 —1/2)G, (@) = 0.
La suite {L,(@; « —1/2)},=, vérifie la récurrence:

En+2(x§ u—1/2)=

3.7 = (x_ﬁn+1)f‘n+1(x;M_l/z)—?n+lin(x;#—1/2)’ nz0,
- ) _ F o _ __‘u.+1/2
Low; n=1/2)=1, Li@@u—~1/2)=% ErTe
ou
~ _ A _ A
Bns1 »2(n+1)+(#+1/2)<)\_/\2n +1 A~/\2n+z>’ n=0,

7n+1={(p.+1/2)(1— >+n}{([u+1/2) AA +n+1}, n=0,

A= Doy A= Agy

4) Les polynoémes orthogonaux de type Bessel.
Les polynoémes de Bessel normalisés sont définis par [14}, [2]:.
Bu2@a) = @ = fi1) Bus1 @)~ var1Bu(@52),  n20,
By(@;a) =1, Bima)=2+1/a
oll

1—a

>
mramtarn "0

ABn+1 =

nm+Dmn+2«—1)
Yn+1= — ) nzi.
@n + 22 — 1)2n + 20 + (0 + )®

Notons B(a) = L la forme associée a la suite {B,, (#;a)}, 0. Cette forme est régu-
liere pour chaque «# —n/2, n=0. On a

o) =22, Px)=-—2ax+1)
et
Co@=2((ca—Dx+1), Dy(x)=2a—1.
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#

La relation de structure s’éerit:

\
w234+1(w;a)=(n+1)(x—ﬁ—)Bn+1(x;a)—(2n+2a+1)m+1Bn(x;a), n=0,
o
done
l(cm(ac)—co(x))=<n+1>(x—4—); Dyir(@)=@n+2+1)y,.,, 130
2 n+ a
On choisit ¢=0. On a
I'(n+2x—1) I'(n+ 2a)
B . R —— N —on—=1, _ “~* 7 _ =
n(0;) I'en+2x—1)’ By (0;0) = 2 nf(2n+2a—1)’ 0,
done
o 1@a)
= (—1y?*1 1 =0.
=GO ey e 20
Ensuite:

dx)=x%, V@)=-2(Qu+1l2x+2); 35=1,
Co@)=2x((a—Dax+1); Dy@) = Qx—1DA+2)x+22,

_2nt+2x+1 A
n+1 Yn+1A_An,

n+l T

n+2a+1 2
)\n+1,n=7n+1(1_ & >7

n+1 A= 2y,

1 A
n+ta A— A,

)\n+1,n+1=ﬁn+1_~ ’ nBOa

un(x)=(n+2)x2—n+1<1+ A )x+ 2 _A

n+a A=Ay nta A=A,

2n+2a+1
n+1

vy () =

)\ )\
+ 20 — — —~(n+ + =
ynHH(n o — 1) T (n 1)}96 2)\ }\n}’ n=0,

fn _ 2m+2z—1 A Yo n+2a—~1 2
= ; =1- , n=0,
)‘n,n——l n+2x—1 A=A, )‘n,n—l n+2x—1 A=A,

e 1 A
0)— ——pn=
7. (0) o1 " Mta A=Ay

—;—(C'nﬂ(%’)—é’o(x))=(n+1)w2— _1|_<1@+1— A )x+

(a4
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Yn 2n+2a+1
Amm—1 n+1

A A A
. 7 —_ . _ — 2 .
Hm+1 2n+2«+1) }x 2)‘ " (1 ; ln>}’ n=0

n+ 1’

bn+1(x) =

A= Ay

Dol Yéquation différentielle vérifiée par B, ., (x, a):

J

2 _ , A _ A . A S
3.8) x{(n+1 (2'n+2cx+1)l_)\n>ac ZA—/\,L<1 A_Anﬂzam(x,mwr

\ iy

+2Bn'+1(90,a){a(n+1—~—(2n+20¢+1) 2 >x2+

A 2 A A A
+1@a+ 1) s ——2(%+2a+1))~) +n+1 96—2)_A I_J—A -

~(n+2a)B, ;1 (w;2)-

A A A
dn+ +1-Cn+2«+ x— +1- = =0.
{(n 1){% @n + 2« 1)) An}n 2)\ 3 (n 1 nl ; >} 0, n=0

\ n,

La suite {B, (x;a)},=¢ vérifie la récurrence:

En+2(x;“)=(x—.:énﬁ-l)gnn‘—l(x;“)—?n+lgn(m;a)a n=0
©.9) By@wo)=1, Bi(ra)= 1
O(x)a)_ ’ 1(90,05)—90+ a(l—’r)\)
ol
(- _ 1 A1 3
Pre1=Puirt ntatl A=dpey Hta A=), n=0,
~ Tn+1 A
1 = 1 - .
@100 {Tues (n+1)(n+2a—1){(2“+2“+ h (”’”)}

A=

'{(2n+2a—~1) 2 ~(n+2a—1)}.

\
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