Uber einige Fragen betreffend die Theorie der
Maxima und Minima mehrfacher Integrale.
Von Johann Radon in Gottingen.

Aufgabe der folgenden Betrachtungen ist es, die Methoden
der Parameterdarstellung, welche seit Weierstrafl in die Variations-
rechnung Eingang gefunden haben und fiir das Integral [ F(zy2'y')dt
vollstindig ausgebaut sind, auf den Fall mehrfacher Integrale,
welche erste Ableitungen der unbekannten Funktionen enthalten,
auszudehnen. Wir beschiftigen uns mit Integralen iiber #-dimen-
sionale Hyperflichen im » -~ 1-dimensionalen Raume und werden
fir diese einerseits die formalen Resultate betreffend die Theorie
der ersten und zweiten Variation, anderseits die Hauptsitze der
neueren Variationsrechnung — den Hilbertschen Unabhiingigkeits-
satz, die daraus sich ergebende Transformation der totalen Variation
nach Weierstrall und den Kneserschen Transversalensatz —
abzuleiten haben. Auf eine arithmetisch strenge Begriindung ist
dabei kein Gewicht gelegt; bei geniigender Einschrinkung der
Begriffe ,Hyperfliche®, 7,R.anol der Hyperfliche“ bietet sie “kaum
Schwierigkeiten, wiirde aber trotzdem viel Raum erfordern.

Die Methoden der Parameterdarstellung sind hereits von
Kobb (Acta mathematica, Bd. 16, 17) auf Doppelintegrale
angewendet worden und ist diese Theorie im 8. Kapitel von Knesers
Lehrbuch ausfiihrlich dargestellt. Es ist nun bemerkenswert, dafl
die recht komplizierten Rechnungen dieser Autoren sich durch einen
einfachen Kunstgriff sehr vereinfachen lassen und dann leicht auf
den allgemeinen Fall von #n-fachen Integralen iibertragen werden
konnen. Durch eben diesen Kunstgriff gelingt es, die Trans-
versalititsbedingung, den Unabbingigkeitssatz etc. sehr einfach
und iibersichtlich aussprechen zu konnen,

L

In dem (# -} 1)-dimensionalen Raume mit den Koordinaten
..z, sei eine Hyperfliche in der Parameterdarstellung :

w,=w(u, v, ..u) i=0,1...n (1)
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gegeben und es mogen die Determinanten der Matrix

645&
|

| 0 u,
an keiner Stelle gleichzeitiz verschwinden. Wir bezeichnen diese
Determinanten wie folgt:

da, Oz, 8”114_1 dax,

au Y Bul .aul" (2)
j B

—_ (_... l)h

Sei nun @ eine Funktion von x,...z, und den Ableitungen 371
k
Wir betrachten dann das n-fache Integral

dx,
J:f¢ <.’I/'2., 5&;) dul. . .dun

erstreckt iber die Hyperfliche. Wir wollen nun nur solche
Funktionen ® betrachten, fiir die dieses Integral von der Wahl
der Parameter #; unabhingig ist. Um das noch genauer zu fixieren,
wollen wir voraussetzen, dall unsere Hyperfliche auf ein bestimmtes
Parametersystem bezogen sei; dann wird durch die zugehorigen p,
eine positive Normalenrichtung festgelegt und damit in jedem Punkte
eine positive und negative Seite der Hyperfliche unterschieden.
Wir betrachten nun nur solche Parametertransformationen, welche
die Seiten der Fliche nicht vertauschen, d. h. deren Determinante

O(u, ...u,)

PR S L, 3
a(u;...u;t)”_A ®)

positiv ist. Das Integral geht dabei iiber in:

0, , , FEAN
J :f(b (xi, 6_1};) duy...du :fd) (”; . B_M;) —A—dul. codu,.

Man schliefit daraus leichs, daff, wenn J=J' sein soll fiir alle
Hyperflichen und maglichen Palameterdarstellungen, die Identitit

(I)< 0 x, A(I)( 0z,
xtm)— xzﬁ)

bestehen mufl, Statt nun, wie es Kobb und Kneser tun, daraus
durch verschiedene lefe1 entiationen Relationen zwischen den

Ableitungen von @ nach den

5 ! herzuleiten, machen wir die leicht
u,
k
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zu verifizierende Bemerkung, daf obige Identitit dann und nur
dann erfiillt ist, wenn @ die Form hat:

0z,
(] (xl a—u:) =F(z p),
wo F' eine positiv homogene Funktion der p, ist, sodafi: -
F(z, kp)="FkF (z;p,), wenn k> 0. 4)
Darin besteht der in der Einleitung erwihnte Kunstgriff, dessen
niichste Folge in der Annehmlichkeit besteht, in der Funktion F

nur noch 2# -2 Verinderliche zu haben, wihrend @ deren
(n—+-1)? enthielt. Aus (4) folgt weiter:

F(z,p)= Eph F;h (6)
h=0
0= Eph thpm (6)
h=0

wenn die Indizes p,, Ableitung nach der betr. Veriinderlichen be-
deuten. Aus (6) folgt, da die allgemeine Losung der Gleichung

Ez)h)\hzo

h=0

Etzau

i=1

durch

gegeben ist, daf sich die (7;—]—22(n+ D Groflen F, ~ durch
P
nm—+1)
T2

neue Grofen ¢ =@  in der Form ausdriicken lassen :

! ox 0x
7 21 i k
I;’.P - (Drs a ur a %3 * (7)

rys=1

Zu bemerken ist dabei, dal F F, , gegeniiber Parameter-
P

transformation invariant sind, und zwar bez vom Index 1, 0, — 1,
wihrend die @ wieder von der Wahl des Parametersystems

abhingig sind. Doch besteht folgende chhtlge Beziehung fiir den

Ubergang zu neuen Parametern Ufewall):

0w 0w
= AT! o r_ s
(8) q)rs = A 2 (I)Qo‘ au@a MO_

oo
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wo A durch (3) definiert ist. Man kann nun, sobald die
Determinante der @ von Null verschieden ist, die (i)” als Unter-

determinanten eines Groflensystems ¢ auffassen und erhilt das
Resultat, dafi die quadratische Differentialform

2 9,,du, du,
rs=1
sich beim Ubergang zu neuen Parametern, wie folgt, transformiert:
n 3 n
2 :P;sdu;du; =A n_lz cprsdurdus' (9)
re=1 re=1
Um die ®,, durch die ¥}, ,, auszudriicken, verfahren wir wie folgt:
Wir bezeichnen die Unterdeterminante von a—;f’ in pp mit
k

Bf’% und setzen P,(Z;)c = 0. Dann bestehen nach elementaren Deter-
minantensiitzen die Relationen:

PO PP =0

% ax/ > ax S
2 ;(2;8@ ——bgapz- EPo(Azia : _bto'p@

A=0 i=0

(10)
2 P(") 0 2, = Bog Pu — Box Po

A=1

D R(S)
2 (i u'k =0.
k=1 k
Dabei bedeutet 8;x=0, wenn ik, §;=1.
Mit Hilfe der zweiten Gleichung von (10) ergibt sich aus (7):

p,p, o= D I, , P PLY. (11)
' k=0
Wenn daher p, = 0, so gestatten diese Formeln, wenn wir A=p ="~

setzen, die Berechnung von ®,,.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die Transformation
der ersten Variation; wir haben zunichst:

6J=/6qu1...dun.
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Nun ist
SF= Fo 3o+ Fp dp= % Fo dan +
h=0 he=10
n 73
_I_EEP@)BM F, =XF, 3"’—2 i ()_
Lh=0k=1 x " h=0 k=1
_.2 EPz(h) ph_}_z 2 (h)bxz)
tLh=0k=1 h=10 h_l

Nach der letzten Gleichung (10) verschwindet das zweite Glied ;
setzen wir noch

A, 0, 9 po
du :2<F o Juy T Pe%au)

2
und driicken p ¢ durch P,(S) Lr_ aus, so ergibt sich unter
du dur 0wy 0% J

Belucksmhtlgung der Relation (10) das emfaehe Endresultat:

3F = 2 2—@’ (h)Bx;)+T.2p/L6xll, (12)

iy h=0 k=1 h=0

wo:

TZE Fmi'pi— ,2 (D” d”

i=0 r,8=1

< GEPA W 0P 3 0
drs:_Eph i - 2 bi - E “ ph'
h=0 h=0

(13)

0w, du, uy 01y auraus

Die quadratische Differentialform

n

2 drs A1, du, = ——2 dpn du,

r,s=1 h=0
transformiert sich beim Ubergang zu neuen Parametern wie folgt:
n n
a duldu = A N d,,du, du, (14)
T, 8=1 ¥, 8==1

Daraus und aus (9) folgt, daB der Ausdruck T gegeniiber
Parametertransformation absolut invariant ist. T=0 ist die
Differentialgleichung der Extremalhyperflichen. Setzen wir jetzt
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(12) in dem Ausdruck fiir § J ein, so laft sich das erste Glied durch
partielle Integration in ein Integral iber den (» — 1 -dimensionalen)
Rand der Hyperfliiche transformieren. Istdieser durcha. = (v,..0,-1)
gegeben, so erhilt man schlieBlich:

¥, F, .. F,
dwy, Ba .. 6@,
0 0x 0 @,
8J=+ 'B*Zf a_vi " T dv, ... dv,_; +
JJ/ e
dx, Oum 0z,
00,1001  00,—1 (15)

-+ /T.E])iﬁxidul...du,;

J i=0

Das Vorzeichen des ersten Integrals hingt von der Wahkl der
Parameter v;...v,_1 ab.

Man sieht daraus, daf bei fester Begrenzung fiir das Extremum
T =0 notwendig ist, d. h. daB die Hyperfliche eine Extremale
sein muf.

Ist dagegen nur vorgeschrieben, dall die Begrenzung auf
einer gegebenen Hyperfliche K liegen soll, so sind die 3z; am
Rande nicht Null. Man sieht aber ein, dal dann die Unterdeter-
minanten der ersten Zeile im ersten Gliede von (15) proportional
den Groflen =, m,...w, sein milssen, wenn wir mit m; die Richtungs-
parameter der Normale von K bezeichnen. Daher ergibt sich
fiir das Extremum bei variabler Begrenzung die weitere notwendige
Bedingung:

S B =0, (16)
=0

welche wir als Trausversalititshedingung bezeichnen.

Es hitte hier die Theorie der zweiten Variation anzuschlieBen,
es sei nur soviel bemerkt, daB sich — bei festen Grenzen — die
zweite Variation einer Extremalhyperfiiiche in die Form:

32 = [ U (wywdu, ...du,

bringen lifit, wo w = E pidz; und ¥ ein linearer, sich selbst
adjungierter Differentialausdruck zweiter Ordnung von der Form ist:

. Q 0 0w
VU (w)y= Aw — 2 m(‘%k@“)

k
hk=1

(17)
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Die daran anschliefende Jacobische Transformation der
zweiten Variation und die damit zusammenhéingenden Betrachtungen
wickeln sich genau so ab, wie wenn das Integral die Form hat

0z O . . .
f S (900 e Z, %3 axo ) da, ... dz,. Wir entnehmen dieser Theorie
n/
den Satz,!) daf “fiir das Eintreten eines Minimums bezw. Maximums

notwendig ist, dal die quadratische Form

2 D vy, (17a)

k=1

entlang der Extremalhyperfliche fiir kein reelles Wertsystem #,...y,
negativ bezw. positiv wird.

Ist die Determinante | ®;;| nicht Null, so konnen wir statt
dessen auch die Form mit den Koeffizienten @ diskutieren (vgl. 9),
welche mit der ersten Form gleichzeitig positiv oder negativ, definit
bezw. indefinit ist.

IL.

Wir wenden uns jetzt dem zweiten Teil unserer Betrachtungen
zu. Es sei eine einparametrige Schar von Extremalhyperflichen
gegeben, welche einen Teil des (% - 1)-dimensionalen Raumes
genau einfach iberdeckt, den wir als Feld bezeichnen. Dort sind
dann py...pn, By, ... Fp" eindeutige Funktionen des Ortes, wenn
wir eben unter p, ...p, die fir die durch den Punkt z, ...z,
gehende Extremalhypelﬂache berechneten Werte verstehen. Man
kann nun sofort eine Differentialrelation ableiten, der die F, ... F},

0F,,
geniigen. Bezeichnen wir nimlich mit _8-5&
k

dem Sinne, daB F,, als eindeutige Funktion von w, ...z, gedacht
wird, so haben wir:

eine Differentiation in

aF n
E P _2 ( Plbwﬂ—{—EE?;!ph a.’)" )
k=0 k=0 A==
B n_‘ ”n 393L axh aph
—kéo (If ]TIT§ME‘1®,SE)“' 0 u, a-Wk)
22 E‘k T 2 (l)rs dr,g.
k=0 rys=1

Das ist aber nichts anderes als der Ausdruck 7' und dieser
verschwindet, weil die Hyperflichen Extremalen sind.

1) der filr # =2 von Mason streng bewiesen ist.
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Wir haben also die Relation

k3 a_F;)

A=0

=0, (18)
welche aber nichts anderes besagt, als dafi das Integral

J* :/2 » B, da, ... d7, (19)
k=0

iiber alle Hyperflichen mit derselben Berandung, die ganz im Felde
liegen und deren Parameter #,...%,, deren Normalenrichtung
Do-.-pn ist, denselben Wert hat. Damit ist das Analogon des

Hilbertschen Unabhingigkeitssatzes gewonnen.
Daraus ergibt sich weiter folgende Transformation von AJ:
Sei ein Extremalenstiick mit einem Felde umgeben, so daf es selbst
einer Feldextremale angehort. Dann konnen wir das Integral
Fdu, ...du,=2J, genommen iiber die Extremale, ersetzen durch
das Integral J¥, genommen iiber eine beliebige Hyperfliche, die
ganz im Felde verkiuft und denselben Rand hat wie die Extremal-
hyperfliche. Das Integral [ Fd#, ... d#,, genommen iiber letztere

Fliche, sei mit J bezeichnet, dann wird:

AJ=f~-.f=7~J*=[E(EO...Enpo...p,JO‘..j’;n)dﬁo...dﬁn, (20)

wenn wir setzen:

E(@y...tapy.. - papy.--pn)=F(@p) _2 ?V: Fp(@p), (21)
n=10
wo die p die als Funktionen des Feldes gefafiten Normalenrichtungen
der Extremalen sind.
Wir betrachten nun die durch die Differentialgleichungen:

dr,  dxy _ dz,

Ff’o FP[ T ﬁ}’n

gegebenen Kurven des Feldes. Sie tiberdecken, '<= 0 vorausgesetzt,
das Feld einfach und sollen als ,Transversalkurven“ bezeichnet
werden. Grenzt man auf einer Extremalhyperfliche des Feldes ein
beliebiges Gebiet ab, so bilden die durch dessen Rand gehenden Trans-
“versalkurven eine Hyperflache, die als ,Transversalhyperfliche* be-
zeichnet werde. Diese begrenzt auf jeder Extremalhyperfliche des

Feldes ein gewisses Gebiet und das Integral /qul. .. du,, iber
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dieses Gebiet erstreckt, hat fiiv alle Feldextremalen denselben Wert,
wie aus (15) folgt. Das ist das Analogon des Kneserschen Trans-
versalensatzes. Lings einer Transversalfliche erstreckt, hat das
Hilbertsche Integral J* den Wert Null, da dort sein Integrand
identisch verschwindet ; auch hieraus folgt sofort der Transversalensatz.

Wir wollen nun die Folgerungen aus der Transformation (20)
entwickeln. Entwickeln wir # (z p) nach dem Taylorschen Satze
in bezug auf die Verinderlichen p, so ergibt sich, Stetigkeit der
Ableitungen F), , vorausgesetzt:

EGop) =5 3 @ —0) 0i—0) oy @, (22

i,k=0
wenn wir setzen:
pi=p,+0(p,—p,), 0<<O< L
Ferner ergibt sich:
E(w by p, kyp) =y E(z,p,p), ki, kg > 0.

Wir konnen daher bei der folgenden Diskussion tber das
Vorzeichen von K immer statt p, p die Richtungskosinus der be-

treffenden Normale einfiihren, d. b, p,. durch & = , ]9,b durch

vz

ersetzen. Wir machen nun folgende Vomussetzungen

=

VE P,
a) Entlang der Extremalhyperfliche H, die mit einem Felde

umgeben sei, sei die quadratische Form mit’ den Koeffizienten b
positiv definit.

5) Entlang derselben Extremalhyperfliche sei K(xpp) bezw.
E (2,6,8) positiv fiir alle Wertsysteme (2, p) bezw. (x, £) der Extremale
H und jedes beliebige Wertsystem » bezw. & und verschwinde nur
fir p,=1p, bezw. §,==£ (=0,1...n).

o) Aus der zweiten Voraussetzung folgt zuniichst: Wenn wir

eine beliebige Zahl &, 0 <e <1, vorgeben, so l4fit sich eine Um-
gebung (p) von H innerhalb des 'Feldes so fixieren, dafl fiir alle

Wertsysteme £, die der Relation 3£, <1 —=z geniigen, und in
jedem Punkte der Umgebung (p) dle E-Funktion ebenfalls po-
sitiv ist.

Wir betrachten jetzt den Ausdruck (22) fir E als eine quadra-
tische Form mit den Variablen p-—p wund den Koeffizienten
Fyp o, (@, p%). Fir w=u=, p,==p, gehen diese Koeffizienten in
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By p, (x,p) iiber und die quadratische Form erhélt nach Einfiibrung
der ., den Wert:

n

ax, dz
EFpin(“)P)%?/k 2 d)’sz Yi g, =i I awl.

LE=0 re==1
Da aber nach der Voraussetzung o) die CD,S die Koeffizienten
einer definiten Form sind, so verschwindet die Form 2%, ,. (2, p) v, ¥,
nur fir y, =pp, und wird niemals negativ. Sie ist also semidefinit.
Die Bedingung dafiir ist, daf keine Wurzel A der Gleichung

Fpo Po T )\ ch Ppoooeseen qu Pn l
Fioopo Fpm“)\‘ .. prn ‘ =0
Foon, Fop, o oonn By pe — N

negativ ist. Diese Gleichung hat nun die Wurzel X =0, welche
eine einfache Wurzel ist, da der Koeffizient von A den Wert
| ;x| 2p? hat, wo | ®,;| die aus den ®;; gebildete Determinante

ist. Alle iibrigen Wurzeln sind daher positiv. Gehen wir jetzt von
den F,,,(z,p) zu den F), , (x,p*) tber, so bleibt die Wurzel
A ==0 bestehen und die entsprechenden Werte von y,, die die Form
2y,y, Fo0,(®p*) zum Verschwinden bringen, sind, wie man leicht
sieht, pxopomonal dem p*. Letztere Form ist daher, wenn man
die z, p* bezw. p geniigend nahe an z,p wihlt, ebenfalls semi-
definit (positiv). Die E-Funktion, geschrieben mit den £, kann
daher nach (22) nur dann verschwinden, wenn

E—t=ot=plt,+0(E—8)], (23)

wo o eine posmve Konstante bedeutet, oder fiir E =¢,. Aus (23)
folgt aber, da ZE =3¢ =1 ist,

(1l —p@)(1—Z2EE)=—p
(1—p@®)(1—S¢8)=p3¢z,.

Da o positiv sein soll, EE £, aber, wenn die Richtung £ ge-

niigend nahe an § liegt, posmv ist, so sind diese Gtleichungen un-
vertriglich. Es folgt daher:

) Es lifit sich eine Umgebung (') von H und eine positive
Zahl ¢ <1 so bestimmen, daB E(z, £¢) in der Umgebung (p')
von H und fiir 1 > 2 EL.E‘ > 1 — z nicht verschwindet,
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Wenn wir dann den unter a) bewiesenen Satz anwenden, so
folgt, dal eine Umgebung (") von H innerhalb des Feldes ange-
geben werden kann, in der die E-Funktion nur fiir p,=p, ver-
schwindet und sonst iiberall positiv ist.

Die Bedingungen @) und 5) sind daher hinreichend fiir das
Bestehen eines starken Minimums.

Es gelingt auch die Notwendigkeit der Bedingung £ > 0 nach-
zuweisen, was fir eine spitere Arbeit vorbehalten sei.

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dali die Form, in der wir
das Problem behandelt haben, zu einer sinngemifien Erweiterung
des Begriffes Flichenintegral Aunlall gibt, die hier fiir den Fall
n =2 angedeutet werden soll. Dieselbe entspricht vollkommen der
Verallgemeinerung des Kurvenintegralbegriffes durch Weierstra8

bei der Behandlung des Problems des Integrals / Fzya'y)dt.

Wir iiberziehep die Fliche, iiber welche das Integral zu erstrecken
ist, mit einem Dreiecksnetz, dessen Seitenléinge eine positive Zahl 5
nicht iibersteigt und dessen Winkel grofer sind als eine positive
Zahl e, die beliebig klein, aber fest gegeben ist. Ist ferner die
Fliche, wie wir voraussetzen wollen, einseitig, so ist auch in jedem
Dreieck der Einteilung eine positive Seite ausgezeichnet, sobald
dies fir die ganze Fliche geschehen ist. Bezeichnen wir nun die
Projektionen eines solchen Dreiecks auf die Koordinatenebenen
bezw. ibre Flicheninhalte mit 8, 8,3,, wobei z. B. 3, die Projek-
tion auf die (y2)- libene ist, positiv oder negativ gerechnet, je nach-
dem die positive Dreieckseite der (y2)- Ebene ab- bezw. zugewendet
ist, und bilden die Summe:

S F ey, b,3), (24)

welche iber alle Dreiecke zu erstrecken ist, wo z,y,2 einen be-
liebigen Punkt des betreffenden Dreiecks bedeutet, so kann man
zeigen, dafi, wenn die Fldche eine stetig sich drehende Tangential-
ebene hat, d. h. die Funktionen x(u,v) y (»,v) 2 (u,») mit ibren
ersten Ableitungen stetig sind, dafl diese Summe fiir =0, aber

festes ¢ gegen das Integral [ F(zyz ,) dudv konvergiert. Hs
geg g Y2 Py Ps g

ist daher eine naheliegende Verallgemeinerung, den Grenzwert von
(24), falls er existiert, als Definition des Flichenintegrals zu be-
trachten.



