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~ber einige Fragen betreffend die The.orie der 

Maxima und Minima mehrfaeher Integrale. 
Von Johann Radon in Gtittingen. 

Aufgabe der folgenden Betrachtungen ist es~ die Methoden 
der Parameterdarstellung, welehe seit W e i e r s t r a ~ in die Variations- 
reehnung Eingang gefunden haben and ftir das Integral fF (x  y x' y')dt 
vollstiindig ausgebaut sind~ auf den Fall mehrfaeher Integral% 
welehe erste Ableitungen der unbekannten Funktionen enthalten~ 
auszudehnen. Wir besehiiftigen uns mit Integralen abet n-dimen- 
sionale Hyperflttehen im n-~-1-dimensionalen Raume und werden 
ftir diese einerseits die formalen Resultate betreffend die Theorie 
der ersten und zweiten Variation~ anderseits die Haupts~ttze der 
neueren Variationsreehnung - -  den H i I b e r t sehen Unabhtingigkeits- 
satz, die daraus sich ergebende Transformation der totalen Variation 
naeh W e i e r s t r a g und den K n e s e r schen Transversalensatz-  
abzuleiten haben. Anf eine arithmetisch strenge Begrtindung ist 
dabei kein Gewicht gelegt; bei gentigender Einsehrtinkung der 
Begriffe ,,Hypert]iiche"~ ,l~and der I-Iypertqache" bietet sie kanm 
Schwierigkeiten~ wtirde abet trotzdem viel Raum erfordern. 

Die Nethoden der Parameterdarstellung sind l~ereits yon 
K o b b  (Acta mathematica~ Bd. 16~ 17) auf Dopioelintegrale 
angewendet worden und ist diese Theorie im 8. Kapitel von K n e s e r s 
Lehrbneh ausfahrlieh dargestellt. Es ist nun bemerkenswert~ dal3 
die reeht  komplizierten Reehnungen dieser Autoren sieh durch einen 
einfaehen Kunstgriff sehr vereinfaehen lassen und dann leicht auf 
den allgemeinen Fall yon n-faehen Integralen iibertragen werden 
ktinnen. Dutch eben diesen Knnstgriff gelingt es, die Trans- 
versalit~ttsbedingung~ den Unabh~tngigkeitssatz etc. sehr einfaeh 
und abersichtlieh aussprechen zu kSnnen. 

n 

In dem (~@ 1)-dimensionalen tl'~nnae mit den Koordinaten 
x o x l . . . x  sei ei~e Hyperf/~iel~e in der Parameterdarstellung : 

x~ =x~(u~ u2. . .%)  i~-~ O, 1 . . . n  (1) 
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gegebon u n d e s  mSgen die Determinanten der Matrix 

]0x~ I 

an keiner Stdle gldehzeitig versehwinden. Wir bezdehnen diese 
Determinant~n wie folgt: 

1 5x o 5Xh_ 10x/~+1" 5 X  

ph = ( -  1) 0 u----7 �9 (2) 
[ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , 

~x. 
Sm nun O eine Funktion yon xo...x, and den Ableitungen 8 u~." 

Wir betraehten dann das n-faehe Integral 

j-.f o(x,, x,t ~ / d u ~ .  ..du 

erstreckt fiber die Hyporflgche. Wir wollen nun nttr solehe 
Funktionen �9 betrachten, fiir die dieses Integral yon der Wahl 
der Parameter ui unabhgngig ist. Um das noeh genauer zu fixieren~ 
wollen wir voraussetzen~ dab unsere EIyperflache aaf ein bostimmtes 
Parametersystem bezogen sei; dann wird dureh die zugehSrigen Pl~ 
eine positive Normalenrichtung festgelegt und damit in jedem Pnnkte 
eine positive and negative Seite der Hyperfl~ehe unterschieden. 
Wir betraehten nun nnr solehe Parametertransformationen~ welehe 
die Seiten der Fl~tchc nicht vertauschen~ d. h. deren Determinante 

0 (u, . . .  %) 
( u ~ . . .  u:) = ~' (a) 

positiv ist. Das Integral geht dabei iiber in: 

J'=f o(xi,~7/dus 
Man schlieiit daraus leieht~ dati, wenn J~--- J '  sein soil ffir alle 

Hyperflachen and mt~gliehen Parameterdarstellungen, die Identit~tt 

bestehen mu~. Statt nun~ wie es K o b b and K n  e s e r tun~ daraus 
dureh versehieclene Differentiationen Relationen zwisehen den 

0 x~ 
Ableitungen yon �9 naeh den ~ herzuleiten~ machen wit die leieht 
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zu verifizierende Bemerkung, da~ obige Identit~t dann und nur 
dann erftillt ist, wenn d) die Form hat: 

(D (x~ 0 x// ~ u J  = F (x, p,), 

wo P eine positiv homogene Funktion der-Pl ist, sodail: 

F ( x ~ ,  k p i  ) ~-- k F (x~ p~), wenn k ~ 0. (4) 

Darin besteht der in dur Einleitung erwi~hnte Kunstgriff, dessen 
nachste Folge in der Annehmlichkeit besteht, in der Funktion F 
nur noeh 2 n  " 4 - 2  Veriinderliehe zu haben~ wlihrend (P deren 
( n +  1) 2 enthielt. Aus (4) folgt weiter: 

F (x, p,) = : ~  1>,, ~,,, (~) 
h~O 

97, 
o = ~ p,~ G~,~, (6) 

h = 0  

wenn die Indizes p~,, Ableitung naeh der betr. Veranderlichen be- 
deuten. Aus (6) folgt, da die allgemeine LSsung der Gleiehung 

n 

h ~ 0  

dutch 
~ ~ x h xh=N , g 

i ~ 1  

gegeben ist, dal3 sich die (n--~ 2 ) (n  ~-1)  GrSllen ff  durch 
Pi Pk 

n (n -~- 1) 
2 neue GrSi~en �9 ~ (Dr in der Form ausdrficken lassen: 

~ 0 X i ~ x~: 
~,,ipk-- ~ (])rs O u O ~r s (7) 

rTs~  1 

Zu bemerken ist dabei, da~l /i' ~ ,  Fp, p k gegenttber Parameter- 
j " . 

transformation invariant sind, and zwav bez yore Index 17 O, - -  1, 
wi~hrend die O ,  wioder yon der Wahl des Parametersystems 
a..bhiingig sind. Doeh besteht folgende wichtige Beziehung ftir den 

r U t . Ubergang za neuen Parametern Ul. . .  n" 

0 u' 0 u: 
(8) 0; .  = A-, " ~ ,  

~a 
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wo h durch (3) definiert ist. Man kann nun. sobald die 
Determinante der �9 yon Null verschieden ist: die ~ als Unter- 
determinanten eines GrSBensystems q%~ auffassen und erh~lt das 
gesultat~ daft die quadratisehe Differentialform 

~z 

"~ ~ du du 
~.~=~ 

sich beim 0bergang zu neuen Parametern~ wie folgt~ transformiert: 

r 8 ~ 1  r 8 = 1  

Um die Oik durch die F~,pk auszudrticken, verfahren wir wie folgt: 
xs 

Wir bezeichnen die Unterdeterminante yon ~ in ph mit 

D(i) p~h) and setzen . ~,~ ~ 0. Dana bestehen nach elementaren Deter- 
minantensiitzen die Relationen: 

)~0 ~ ) . ~ 0  

p(~) 0 xo } (10) 

n D(s) 

. ~  O . ~ . ~ - - 0 .  

Dabei bedeutet ~ik ~ 0~ wenn i ~= k~ ~. ~ 1. 

Mit Hilfe der zweiten Gleichung yon (10) ergibt sich aus (7): 

P2P~, (b~ ~ ~ 1;' P(;') P(") (11) , ~ p l p k  ~ i  r k s  �9 

i l t ~  0 

Weun daher Pa ~ 0~ so gestatten diese Formeln~ wenn wit ~. ~ ~ ~ h 
setzen~ die Berechnung yon (I)~. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die Transformation 
der ersten Variation; wit haben zunachst: 

f  Fdu ...dun. 
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Nan is~ 

n ~z 

h ~ O  h ~ O  

~ n n n 

.,,~ ~ -  F~,, = ~e%~., , ~  ~ x ,  ~ u~ 

.~,~*~-~;-~ + ~  ~ '  ~h ',~ �9 
i~h~O k = l  i~h=O k ~ l  

:Nach der letzten Gleichung (10) versehwindet das zweite Glied;  
setzen wir noeh 

und drtteken ~ re dureh . ~  pteJ 
0 uk ~ ~s 0 uk ~ us 

Beriieksichtigung der Relation (10) das einfaehe Endresultat: 

0po ~ ~(e) O ~x~ 
aus~ so ergibt sieh unter 

WO : 

n ~z 

~r= ~ ~ ~ ( ~  ~ 
; )h~O k ~ l  h ~ O  

(1~) 

~=o . . . .  1 (13) 
n ~ ~z 

0 xh 0 ph ~ xt, 0ph 

h~O h ~ O  h ~ O  

Die quadratisehe Differentialform 

r , s ~ l  h~O 

transformiert sich beim [lbergang zu neuen Parametern wie folgt: 

~ ; s d U ~ C l u :  : ~k ~ d r s ~ U r d u s .  ( 1 ~ : )  

r , s ~ l  r , s ~ l  

Daraus und aus (9) folgt, dal~ der Ausdruek T gegenttber 
Parametertransformatlon absolut invariant ist. T--~ 0 ist die 
Differentialgleiehung der Extremalhyperfl~ehen. Setzen wir jetzt 
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(12) in dem Ausdruek ftir ~ J ein, so lal~t sieh das erste Glied dureh 
partielle Integration in ein Integral tiber den ( n - - 1 -  dimenSionalen) 
Rand der Hyperflaehe transformieren. Is~ dieser dureh x~ --x~ (v~.. v._~) 
gegeben: so erhifit man sehtieiiilich: 

~ J =  ~ : f  

Go . .  Go 

x o ~ x~ . .  ~ Xn 

x o ~ x~ ~ x~ 

V 1 0 V 1 0 V 1 
. . . . . . .  . . o 

x o 0 x~ 0 x,~ 
0v~-i  0 v,~_l 0 v,~_ 1 05) 

Das Vorzeichen des ersten Integrals h~ngt von der Wahl dei' 
Parameter v~...  v~_ 1 ab. 

Man sieht daraus, dal~ bei fester Begrenzung ffir das Extremum 
T~--0 notwendig ist~ d. h. dab die Hyperfl~ehe eine Extremale 
sein muir. 

Ist dagegen nat vorgeschrieben, da{5 die Begrenzung auf 
ether gegebenen Hypcrft~tehe K liegen soll: so sind die ~x~ am 
Rande nieht Null. Man sieht aber ein, dal~ dann die Unterdeter- 
minanten der ersten Zeile im ersten Gliede yon (15) proportional 
den Gr6fien % :~.. .r,~ sein mttssen, wenn wir mit ~ die Richtungs- 
parameter der Normale yon K bezeichnen. Daher ergibt sich 
ffir das Extremum bet variabler Begrenzung die weitere notwendige 
Bedingung: 

n 

= 0, (16) 

welche wir als Transversalitiitsbedingung bezeiehnen. 
Es hiitte hier die Theorie der zweiten Variation anzuschliegen, 

es set nut soviel bemerkt, dal~ sieh - -  bet festen Grenzen - -  die 
zweite Variation einer Extremalhyperfltiehe in die Form: 

g~ J = T ( w )  w d u l  . . . d u ~  

bringen l~gt, w o w  = - ~ p i  gx~ and W ein linearer 7 sieh selbst 

adjungierter Differentialausdruek zweiter Ordnung yon der Form ist: 

~ ~ - ~ t  " h~k~l  O Uh \ 
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Die daran anschlie~ende J a c o b i s e h e  Transformation der 
zweiten Variation und die damit zusammenhi~ngenden Betrachtungen 
wiekeln sich genau so ab, wie wenn das Integral die Form hat 

/ ~xo 0xo / 

den Satz~l) dal~ fiir das Eintreten eines Minimums bezw. Maximums 
notwendig is% dab die quadratische Form 

dP i ~ Yi Y~. (17a) 
i , k ~ l  

entlang der Extremalhyperiqiiche ftir kein reelles Wertsystem y~...y~ 
negativ bezw. positiv wird. 

Ist die Determinante I(Ihkl nicht Null, so kSnnen wir start 
dessen auch die Form mit den Koeffizienten ~ik diskutieren (vgl. 9)~ 
welehe mit der ersten Form gleiehzeitig positiv oder negativ~ definit 
bezw. indefinit ist. 

II. 

Wit wenden uns jetzt dem zweiten Tell unserer Betraehtungen 
zu. Es sei eine einparametrige Sehar yon Extremalhyperflliehen 
gegeben~ welche einen Tell des (n-~  1)-dimensionalen Raumes 
genau einfach tiberdeckt, den wir als Feld bezeichnen. Dort sind 
dann P o . . . P , ~  F p o . . .  F~~ eindeutige Funktionen des Ortes, wenn 
wit eben unter Po . . . P~  die far die durch den Punkt x0 . . . x , ,  
gehende Extremalhyperfl~tehe bereehneten Werte verstehen. ~an  
kann nun sofort eine Differentialrelation ableiten~ der die F~o...F~, 

0/v'p, eine Differentiation in gentigen. Bezeiehnen wit n~tmlieh mit -0xk 

dem Sinn% da~ F~, als eindeutige Funktion yon Xo. . .  x~ gedaeht 
wird~ so haben wit: 

k ~ O  ~ h ~ O  

n 

u, ~ ~xk] 
h ~ o  rs~l 

k ~ O  r ~ s ~ l  

Das ist aber niehts anderes als der Ausdruek T ancl dieser 
versehwinde% well die I-Iyperflaehen Extremalen sind. 

1) der far n ~ 2  yon Mason strong bowleson ist. 
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Wir haben also die Relation 

"~ ~ x k - = 0 ,  (18) 
k ~ 0  

welche abet nichts anderes besagt~ als dal~ das Integral 

J'~= f ~ ~ ~,k cl~l.., d~ (19) 
k ~ O  

fiber alle Hyperfl~tehen mit derselben Berandung~ die ganz im Felde 
liegen und deren Parameter "gl...  g~ deren Normalenriehtung 
Po-.-P~ ist, denselben Wert hat. Damit ist das Analogon des 
H i I b e r t sehen Unabhltngigkeitssatzes gewonnen. 

Daraus ergibt sieh welter folgende Transformation yon A J :  
Sei ein Extremalenstfiek mit einem Felde umgeben~ so dag es selbst 
einer Feldextremale angehtirt. Dann k0nnen wir das Integral 

fffd~t I dun--~ fiber die Extremale~ ersetzen dureh genommen 

das Integral J'~, genommen fiber eine beliebige Hyperfl~tehe: die 
ganz hn Felde verlttuft and denselben Rand hat wie die Extremal- 

hyperfl~tehe. Das Integral j F d g  1... d~,~ genommen fiber letztere 

Fl~ehe, sei mit J bezeiehnet 5 dann wird: 

t 'J=J--'l=J--d*=fE(Xo...  X\po'..J?~-~o...1;~) duo'." du~, (20) 

wenn wit setzen: 

...7,,) (m) 
a ~ 0  

wo die p die als Funktionen des Feldes gefaltten Normalenriehtungen 
der Extremalen sin& 

Wir betraehten nun die dutch die Differentialgleiehungen: 

dxo dx~ dx~ 

gegebenen Kurven des Feldes. Sie fiberdeeken, F=~ 0 vorausgesetzt~ 
das Feld einfaeh und sollen als ,Transversalkurven" bezeichnet 
werden. Grenzt man auf einer Extremalhyperfl~tche des Feldes e i n  
beliebiges Gebiet ab, so bilden die dutch dessen Rand gehenden Trans- 

versalkurven eine I:Iyperflaehe, die ais ,,Transversalhyperfltiehe" be- 
zeichnet werde. Diese begrenzt auf jeder Extremalhyperflaehe des 
Feldes ein gewisses Gebiet und das Integral fiber 
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dieses Gebiet erstreekt~ hat ft[r alle Feldextremalen denselben Werg 
wie aus (15) folgt. Das ist das Analogon des K n e s e r schen Trans- 
Versalensatzes. L~tngs einer Transversalfittehe erstreckt~ hat das 
H i l b e r t s c h e  Integral J•" den Wert ~ull~ da clort sein Integrand 
identisch verschwindet ; aueh hieraus folgt sofort der Transversalensatz. 

Wit wollen nun die Folgerungen aus der Transformation (20) 
entwiekeln. Entwiekeln wir F (x p) naeh ~ dem T a y 1 o r sehen Satze 
in bezug auf die Ver~tnderliehen p~ so ergibt sieh, Stetigkeit der 
Ableitungen Fpiv~ vorausgesetzt: 

J~ 

1 
E (xp p) = ~- ~ (~. --  p~) (~ - -  Pi) G ,  ~ (SP'% (22) 

i , k~O 

wenn wir setzen: 

Ferner ergibt sieh: 

Wir kSnnen daher bei der folgenden Diskussion fiber das 
Vorzeichen yon E immer statt p: p die Riehtungskosinus der be- 

Pk -- treffenden Normale einftihren~ d. h. pt. dureh ~k -~- ~-..., p~. clureh 

~ ~ - - a ~  ersetzen. Wit maehen nun folgende Voraussetzungen: 
W g: 

h 

a) Entlang der Extremalhyperfiaehe H~ die mit einem Felde 
umgeben sei~ sei die quadratische Form mit den Koeffizienten d);k 
positiv definit. 

b) Entlang derselbea Extremalhyperflttehe sei E(xp-p) bezw. 
E(x,~,~) positiv f[ir alle Wertsysteme (x~p)bezw. (x, ~) der Extremale 
H and jedes beliebige Wertsystem p bezw. ~- und versehwinde nut 

a) Ans der zweiten Voranssetzung folgt zunaehst: Wenn wir 
eine beliebige Zahl e~ 0 < e < 1~ vorgeben~ so l~l~t sieh eine Um- 
gebung (P) yon H innerhalb des Felcles so fixieren~ daft for alle 
Wertsysteme ~ die der Relation X~ ~ ~ < 1 - - ~  geniigen, und in 
jedem Punkte der Umgebung (p) .die E-Funktion ebenfalls po- 
sitiv ist. 

Wir i~etraehten jetzt den Ausdruek (22) fiir E als eine quadra- 
tisehe Form mit den Variablen ~ p und den Koeffizienten 
F~,~ (~p*).  Ftir 7 = x ,  ~ = p ~  gehen diese Koeffizienten in 
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Feipk (z:p) tiber and die quadratisehe Form erhglt naeh Einftthrung 
der O~, den Wert :  

[ ~ k ~ 0  r s ~ l  i k 

Da aber nach der Voraussetzung a) die (I)~ die Koeffizienten 
einer definiten Form sind~ so versehwindet die Form X Fs~pk (x~ p) Y~Yk 
nut ffir y~ ~ ppg and wird niem~ls negativ. Sie ist also semidefiait. 
Die Bedingung dafiir ist, dal~ keine Wurzel ), der Gleichung 

. . . . . . . . . . .  , . , 

r ~  t)o F j ~ . : ) ,  . . . . . .  . F ,  pn p .  - -  

neg~tiv ist. Diese Gleiehung hat nun die Wurzel ), ~ 0: welehe 
eine eins Wurzel ist: da der Koeffizient yon k den Wert  
](I)~. I Y.p~ hat: wo /(l)~.k [ die aus den (I)~1; gebildete Determinante 

i 

ist. Alle fibrigen Wurzeln sind daher positiv. Gehen wir jetzt yon 
den t~i~k(x:p ) zu den F~ip~(x~p ~') gber: so bleibt die Wurzel 
), ~--- 0 bestehen und die entsprechenden Werte yon Ys, die die Form 
X YlYk F~ipk(x~P y') zum Verschwinden bringen, sind~ wie man leicht 
sieht~ proportional dem p*'. Letztere Form ist daher~ wenn man 
die xG p-:'~ bezw. p gentigend nahe an x,p wi~hlt, ebenfalls semi- 
definit (positiv). Die E-Funkt ion ,  gesehrieben mit den ~, kann 
daher nach (22) nm" dann verschwinden~ wenn 

wo p eine positive Konstante bedet~tet~ oder ftir ~ ~ ~i. Aus (23) 
folgt aber, da E ~  Z ~ -~- 1 ist, 

Da o positiv sein soil, Z ~.~. aber~ wenn die Riehtung ~ ge- 
z" 

ntigend nahe an ~ liegt, positiv ist~ so sind diese Gleichungen un- 
vertraglich. Es folgt daher:  

~) Es 1/~13t sieh eine Umgebung (p') yon H and eine positive 
Zahl ~ <  1 so bestimmen~ dal~ E(x~ ~ )  in der Umgebung (p') 
yon H u n d  fiir 1 ~ Z ~ > 1 -  e nicht verschwindet. 

i 
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Wenn wir dann den unter ~) bewiesenen Satz anwenden, so 
fo]gt~ da~ eine Umgebung (,o") yon H innerhalb des Feldes ange- 
geben werden kann, in der die E-Funkt ion  nur ffir Pl---Pi ver- 
sehwindet und sonst fiberall positiv ist. 

Die Bedingungen a) und b) sind daher hinreichend ffir das 
Bestehen eines starken Minimums. 

Es gelingt ~ueh die Notwendigkeit der Bedingung E ~  0 naeh- 
zuweisen~ was hir eine sp~ttere Arbeit vorbehalten sei. 

Zum Sehlusse sei noah bemerkt, dal~ die Form~ in der wit 
das Problem behandelt haben~ zu einer sinngem~tl~en Erweiterung 
des Begriffes Flachenintegral Anlal~ gibt, die bier far den Fall 
at ~-~-2 angedeutet werden sell. Dieselbe entspricht vollkommen der 
Verallgemeinerung des Kurvenintegralbegriffes durch We i e r s t r a 13 

bei der Behandh~ng des Problems des integrals [F(xyx'y')dt. 
Wir fiberzieheD die FNche, fiber we]ehe das Integral zu erstrecken 
ist, mit einem Dreieeksnetz, dessen Seitenlange eine posit'.ve Zahl ~i 
nicht tibersteigt und dessen Winkel grSl~er sind a]s eine positive 
Zahl r die beliebig klein, abet fast gegeben ist. Ist ferner die 
Fl~iche, wie wit voraussetzen wol]en~ einseitig~ so ist auch in jedem 
Dreieck der Einteilung eine positive Seite ausgezeichnet, sobald 
dies far die ga,ze Fl/iehe geschehen ist. Bezeiehnen wir nun die 
Projektionen eines so!ehen Dreieeks auf die Koordinatenebenen 
bezw. ibre Fl~teheninhalte mit ~. 8o ~a, wobei z. B. ~l die Projek- 
tion auf die (5~z)' Ebene ist, positi~ oder negativ gerechnet~ je naeh- 
dem die positive Dreieckseite der (5,z)-Ebene ab- bezw. zugewendet 
ist~ and biiden die Summe: 

F (x~ z ~ ~.~ ~)~ (24) 

welche fiber alle Dreieeke zu erstrecken ist, we x, ~/~ z einen be- 
liebigen Punkt des betreffenden Dreiecks bedeutet, so kann man 
zeigen~ dat~, wenn die FJ~iehe eine stetig sieh drehende Tangential- 
ebene hat, d. h. die Punktionen x (u, v) y (u, v) z (u~ v) mit ihren 
ersten Ableitungen stetig sind~ daft diese Summa ftir ~ ~--0, aber 
festes z gegen das Integral [F(x}/zplp2ioa) d u d v  konvergiert. Es 
ist daher eine naheliegende Verallgemeinerung, den Grenzwert yon 
(24), falls er existiert, als Definition des FlAchenintegrals zu be- 
traehten. 


