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Zur Differentiat ion bes t immter  In tegra le  nach einem 

Parameter .  
Voa Alfred Heder in Riga. 

I. Bezeiehnet s einen ver~nderliehen Parameter~ so ist unter 
der Funktion 

b 

y(s)  = i f ( x ,  s)dx 
a 

an der Stelle s~---% derjenige Wert des Integrals zu verstehen~ 
der erhalten wird, wenn man in der Funktion f (x ,  s) das Argu- 
ment s dureh % ersetzt und hierauf die Integration zwisehen den 
Grenzen a und b vollzieht. Wir nehmen hiebei an, dug alle Opera-  
tionen sich auf ein reelles Gebiet besehranken und dal~ die Grenzen 
a und b yon x und s unabhangige Werte haben~ wobei aueh 
a = - -  cx~ b = -t- ~ sein kann. 

Um den Differentialquotienten der Funktion F(s )  zu erhalten~ 
hat man den Grenzwert  des Ausdruekes 

b 

F(~,+ h) - -  .F(s) = f r  (x, ~. + h) - f ( ~ ,  ~) ,~  (1) 
h J h 

a 

fttr h = 0 zu bilden, und zwar ist die Reihenfolge der hiebei zu 
vollftihrenden Operationen folgende: Zun~tehst gibt man s den 
speziellen Weft  %, fttr den die Ableitung /~' (s) gefunden werden 
soll~ hierauf berechnet man das Integral auf der reehten Seite der 
Formel (1) ftir einen beliebigen, einem gewissen Intervalle 
0 ~ [ h  t ~ g angehtirenden Weft  yon h und dann erst geht man 
zum Grenzwert ft~r tin nach Null strebendes h fiber. Wird die 
Reihenfolge dieser Reehnungen ge~,ndert, so kann sieh ein Resultat 
ergeben~ welches nicht den gesuehten Differentialquotienten liefert. 
tIiebei ist besonders h~tufig die Frage behandelt worden, unter 
welehen Umst~nden man _F'(~) erhalt~ wenn man auf der reehten 
Seite der Formel (1) naeh Festlegung des Wertes yon s den Grenz- 
wert des Integranden far h ~ - 0  bestimmt und dann zwischen den 
Grenzen a und b integriert~ d. h. unter welehen Umst~inden die 
sogenannte Leibnizsehe Formel 
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gi!t. Es hat jedoch aueh nicht an Untersuchungen dariiber gefehlt, 
wle die Ableitung yon F ( a ) b e i m  Versagen der Leibnizschen 
Formel bestimmt werden kann. 

2. In manehen Fallen kann hiebei eine Bemerkung yon 
Nutzen sein, die ieh in der mir zur Verfiigung stehenden Literatur 
nicht angetroffen babe und die sich unmittelbar aus dem naeh- 
stehenden bekannten Satze ergibt: ,,Wenn die Gr6ge F ' (a )  f~ir 

~---ao-~-0 einen bestimmten und endlichen oder einen unendlieh 
grogen Grenzwert hat, so existiert aueh die Derivierte tier F(a)  
far a =  % zur Reehten and ist diesem Grenzwert tier F '  (~) gleieh." ~) 

Aus diesem Satze folgt namlich: 
Es m 6 g e  d ie  F u n k t i o n  

h 
l, 

(z 

in e i n e m  g e w i s s e n  I n t e r v a l l  a o ~ < a o - ~ - ~  s t e t i g  s e i n  
und  f a r  n i l e  P u n k t e  d i e s e s  I n t e r v a l l s  mi t  A u s n a h m e  
des  P u n k t e s  a ~ a  0 d ie  d u r e h  d ie  G l e i c h u n g  

b 

g 

d e f i n i e r t e  D e r i v i e r t e  h a b e n .  W e n n  d a n n  d i e s e  Gr6f i e  
F ' (a)  f i i r  ~ = % - ~ 0  e i n e n  b e s t i m m t e n  e n d l i e h e n  o d e r  
u n e n d l i e h  grol~en G r e n z w e r t  hat ,  so e x i s t i e r t  a u e h  
d i e D e r i v i e r t e d e r F u n k t i o n F ( ~ ) f t t r a - - = %  z u r R e e h t e n  
u n d e s  ]st  

/, 

F ' ( % - q - O ) =  lira [ f ' ( x , = ) d , .  
~=O.o q-0 , ! J  

t t  

Das entspreehende gilt selbstverst~tndlieh aueh f~r ein Inter- 
vail % >  = > % -  ~ mad die Derivierte zur Linken. 

Die Anwendung dieses Satzes ist offenbar gleiehbedeutend 
damit, dag wit auf der reehten Sei~e der Formel (1) den Grenz- 
wert des Integranden Nr h = 0 bei beliebigem a bilden~ hieraus 
zwisehen den Grenzen a und b integrieren und zuletzt a stetig 
dem speziellen Wert % zustreben lassen. 

1) D in i ,  Grundlagen fiir eine Theorie der Funetionen einer ver~ndgrllehen 
reellen GrSfie, dtsch, v. L i i r o t h  u. S c h e p p ,  Leipzig 1892, S. 109. 
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3. Bei der Formulierung unseres Satzes ist die Annahme der 
einseitigen Stetigkeit yon F (a )  im Punkte e - ~  % wesentlich~ da 
der Ausdruck (2) ftir /~' (~), bei Anniiherung yon ~ an qo~ einem 
Grenzwerte zustreben kann, ohne dal~ die Bedingung der Stetig- 
keit ffir die Funktion F(a) erfiillt ist, so da~ diese Funktion im 
betrachteten Punkte  keinen Differentialquotienten zur Rechten~ bezw. 
zur Linken besitzen kann. 

So hat z. B. die Funktion 1) 
+1 

( c r  sin~ d x  F 

--1 
den Wert  

7~ 7~ 
2' 0, + ~ ,  

je nachdem 

ist~ wo x eine ganze Zahl ode r Null bedeutet;  sie ist also in den 
Punkten ~ ~ x ~ unstetig. 

F~ir ein Intervall, das keinen Punkt u ~ z ~ enthi~lt, ist 

sin 
1 - -  2 x eos ~ - t -  x ~" 

eine stetige Funktion yon x und ~ mit stetiger partieller Ableitang 
nach a und daher 

+1 +1 
= j ' ~ )  sin ~ x~)d x ;(l+x~)cos~--2x 

--1 --1 

__[ 
- -  L 1 - - 2 x c o s ~ - - ~ x  ~ ~=-~----  0" 

Es ist daher auch 

lira F '  (~) : 0, 

obwohl die Funktion F(~) an der Stelle ~ = x =  unstetig ist. 

4.  Als Beispiel N r  unseren oben formulierten Satz betraehten 
wir die Funktion ~) : 

F(~)  -~- fl log (x 2 @- a2) d x, 
o 

1) G o u r s a t ,  Cours d'analyse math~matique. I, Paris 1902, p. 219. 
~) Stolz~ Grundziige der Differential- und Integralrechnung I, Leipzig 

1893. S.  455. 
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die den W e r t  

(3) F@)  -=- log (1 + a 2) __ 2 + 2  a arctg 1 

ha b wi~hrend 
1 

(4) F (0) - -  ['log'x~ d x = - -  2 

ist. Da  

f 11 l im ~ l o g  (1 @ ,2) __ 2 --~ 2 ~ aretg ~- = - -  2 

ist: so ist die Funkt ion  F @) stetig in der Umgebung 
Punktes  ~ = O. 

Bilden wit' 

des 

= f . ~, x ~ a ~ d x ~  
o 

so ist der Integrand eine stetige Funkt ion yon x und % attsgenommen~ 
wenn x und ~ gleichzeitig verschwinden.  Es ist daher ftir ein 
yon Null verschiedenes a:  

1 

F ' @ ) =  f 2 ~  1 

und~ naeh unserem Satze in Nr. 2 7 

1 
F '  ( •  0) ~--- lira 2 arctg - -  ~ • r~ 

was mit dem aus den Gleichungen (3) und (4) resultierenden Wer te  

log (1 @ z ~) -~- 2 z arctg 1__ 
/~" ( •  F ( a ) - F ( 0 ) _  lira ~ ~ i r. 

e ~ i 0  ~" e = : t : 0  .5 

ttbereinstimmt. 
Die L e i b n i z sehe Formei  dagegen verl ier t  ihre Gtittigkeit~ da 

log (x ~ @ q.~)l.dx --~ 0 
0 

ist. 
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T h o m a e '~) finder den letzten Sehlal~ bedenklieh, da 

O (x + J)  

an der Stelle x ~---0, cr ~--0 keine wohlbestimmte Funktion ist. 
Ich kann reich diesem Bedenken nieht ansehliefien; denn~ naeh der 
Definition uneigentlieher Integrale ist 

1 1 1 

f log (x~" @ ~ 2 ) dx--= lim O.dx=O, 

da, naeh dem in Nr. 1 Gesagten, zuerst in der partiellen Ableitung 
yon log (x~@ e~) naeh a ftir ~ der spezielle Wer t  0 zu setzen und 
hierauf erst zu integrieren ist. 

5. Als ~r Beispiel wollen wir noeh sin yon T h o m a e 3) 
angegebenes Integral ngher nntersaehen~ ngmlieh das Integral 

+1 

= fly(x, a . ,  

ftir welches der Integrand folgendermal~en definiert wird: 

f(x, 1)~--(1--x ~)]x], /(0:0)-----0, 

3 ~ 9 
f (x, a) = O, wenn ~- ~ ~ aretg x ~ ~-~. 

Ftir die Funktion F(~)  ergeben sieh dann die naCh- 
stehenden Werte : 

~ 0 :  F(~)----O; 

1 --.  o § +3\ 

o q-1 

---- f(1 --~ 1 : F ( , ; )  - -  - -  x 2) 
- - 1  0 

] 1 
2 j  ( 1 - - x  ~)xdx~--~; 

0 

~) T h o m a e, V o r l e s u n g e n  t ibe r  b e s t i m m t e  l n t e g r a l e  u n d  die F o u r i e r s c h e n  
Re ihen ,  L e i p z i g  a n d  Be r l i n  1 9 0 8 ,  S.  38.  

"~) T h o m a %  a.  a.  O. S. 36.  
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1 < = :  
o .  . + 1  

F ( , > = - - ( ' ( l . - - x ~ x d ~ - ~  - . f ( l - x )  x d x = =  
= 2 ]  ~ 0 

=2! 1-- . d x - -  a 2 ~  3" 

Die Funktion F(~) ist stetig ftir jeden Wert yon a. 

Ft~r die Funktion f~ (x~ a) erhalt man: 

~<o:  s =) = o; 

u----~O, x----O: /,~ (x, ~.) -----f' (0, O)= l im/ (0 '~ )  - - f (O ,  O) -_~ O; 
e = O  

o < = < l x i :  s  ~ )=o;  

o<x<~: s ~+3,_:~ 
e2 

x 3 x 3 o ~ - : ~ < . . :  Z ~ ( * , ~ ) = ~ - -  ~ ; 

o < .  = . :  .f~ ( . -  o, ~) = ~ ,  s {.~ + o, =) = o; 

s 2 o < ~ . = - - x :  (--= o,~) o , / ' ( - ~ + o , . . . )  
r 

Die Funktion f :  (x, a) ist ftir x -~- ~ unstetig. :Nichts destoweniger 
ist: nach einem Satz yon H a r d y ,  1) ftir yon Null verschiedene 
Werte yon a: 

was sich 

F, <~)= ] & < ~)d x, 

leicht verifizieren lagt. In der Tat hat man: 

+1  +1  

~<o:/J:<x,~)dx=)o.d.=o;  
- - 1  1 

~) H a r d y ,  On differentiation and integration under the integral sign. 
Quart. Jonrn. of Math. XXXII (1901), p. 81. 
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o < ~ < ~: / / ~  (x, ~) d x  = ix, ~) d x = 

= f  x x , 3 x S \ .  

0 

0 

~1 o s +1 3 x 3 ,  

- - 1  - - 1  O 

= ~ - j  ~- ~ - ) d ~ -  + 2 ~ 
Nach unserem Satze auf S. 2 ist daher 

1 
F ' ( - - O ) = O ,  F ' ( + O ) = ~ ,  

was ebenfalls leicht nachgeprfiff werden kann. 

Ffir a ~ 0 erhi~lt man 

+1 

fs 
die L e i b n i z sche Formel versagt, well das Integral 

§ 

in der Umgebung der Stelle ~ ~ 0 nicht gleichma~ig konvergiert. 


