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Zur Differentiation bestimmter Integrale nach einem
' Parameter.
Von Alfred Meder in Riga.

1. Bezeichnet o einen verinderlichen Parameter, so ist unter
der Funktion

F(a):/bf(x, a)dw

an der Stelle aw==ua, derjenige Wert des Integrals zu verstehen,
der erhalten wird, wenn man in der Funktion f(z,«) das Argu-
ment o dureh e, ersetzt und hierauf die Integration zwischen den
Grenzen ¢ und & vollzieht. Wir nehmen hiebei an, dab alle Opera--
tionen sich auf ein reelles Gebiet beschrinken und daf die Grenzen
a und b von z und « unabhingige Werte haben, wobei auch
@ =— o0, b=- oo sein kann.

Um den Differentialquotienten der Funktion F'(x) zu erhalten,
hat man den Grenzwert des Ausdruckes

fir =0 zu bilden, und zwar ist die Reihenfolge der hiebei zu
vollfiihrenden Operationen folgende: Zundchst gibt man o den
speziellen Wert a,, fiir den die Ableitung F”(a) gefunden werden
soll, hierauf berechnet man das Integral auf der rechten Seite der
Formel (1) fiir einen beliebigen, einem gewissen Intervalle
0< | k| <? angehtrenden Wert von % und dann erst geht man
zum Grenzwert fiir ein nach Null strebendes A iiber. Wird die
Reihenfolge dieser Rechnungen gesindert, so kann sich ein Resultat
ergeben, welehes nicht den gesuchten Differentialquotienten liefert.
Hiebei ist hesonders hiufig die Frage behandelt worden, unter
welchen Umstiinden man F’(a) erhélt, wenn man auf der rechten
Seite der Formel (1) nach Festlegung des Wertes von o den Grenz-
wert des Integranden fiir 2 =0 bestimmt und dann zwischen den
Grenzen ¢ und & integriert, d. h. unter welchen Umstinden die
sogenannte Leibnizsche Formel
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[ r@ade=[7,¢n i
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gilt. Es hat jedoch auch nicht an Untersuchungen dariiber gefehlt,
wie die Ableitung von F'(a). beim Versagen der Leibnizschen
Formel bestimmt werden kann.

2. In manchen Fillen kann hiebei eine Bemerkung von
Nutzen sein, die ich in der mir zur Verfiigung stehenden Literatur
nicht angetroffen habe und die sich unmittelbar aus dem nach-
stehenden bekannten Satze ergibt: ,Wenn die Grofie F'(a) fiir
a=a, -+ 0 einen bestimmten und endlichen oder einen unendlich
grofien Grenzwert hat, so existiert auch die Derivierte der F'(a)
fiir ==, zur Rechten und ist diesem Grenzwert der F' (a) gleich.“ 1)

Aus diesem Satze folgt ndmlich:
Es mége die Funktion
h
Fo)y=|f(zada
in einem gewissen Intervall a <<a<{a -3 stetig sein

und fir alle Punkte dieses Intervalls mit Ausnahme
des Punktes a=a die durch die Gleichung

@) Fro=[f @nds

definierte Derivierte haben. Wenn dann diese Grobe
F'(a) fir a==a, -0 einen besiimmten endlichen oder

unendlich groflen Grenzwert hat, so existiert auch
dieDerivierteder Funktion F(u) fiir a==a, zur Rechten
und es ist

F'(o +0) = lim /fg (, o) d 2.

a:o.o-l—ov
Das entsprechende gilt selbstverstindlich auch fiir ein Inter-
vall o) >0 > a,— & und die Derivierte zur Linken.

Die Anwendung dieses Satzes ist offenbar gleichbedentend
damit, daB wir auf der rechten Seite der Formel (1) den Grenz-
wert des Integranden fir 2 =0 bei belicbigem « bilden, hierauf
zwischen den Grenzen ¢ und b integrieren und zuletzt a stetig
dem speziellen Wert «, zustreben lassen.

!} Dini, Grundlagen fiir eine Theorie der Functionen einer verinderlichen
reellen Gréfle, dtsch. v. Liiroth u, Schepp, Leipzig 1892, 8. 109.
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3. Bei der Formulierung unseres Satzes ist die Annahme der
einseitigen Stetigkeit von F'(a) im Punkte ao=—u, wesentlich, da
der Ausdruck (2) fir F'' (), bei Anndherung von o an o, efnem
Grenzwerte zustreben kann, ohne dafi die Bedingung der Stetig-
keit fiir die Funktion F'(a) erfiillt ist, so dafl diese Funktion im
betrachteten Punkte keinen Differentialquotienten zur Rechten, bezw.
zar Linken besitzen kann.

So hat z. B. die Funktion?)

+1 .
F(a):/l_ sin o ‘ da
—1

2x cos a2
den Wert

K

9 Oa “I—%:
je nachdem
Zr—Dr<a<2ur, 0=, 2unla<l(x+1Dn

ist, wo x eine ganze Zahl oder Null bedeutet; sie ist also in den
Punkten « == unstetig,
Fir ein Intervall, das keinen Punkt a =x= enthiilt, ist

sin a
1 —2zcosa--2%

eine stetige Funktion von z und « mit stetiger partieller Ableitung
nach o und daher

+1
A si 2 o —
F’(a):/ aam<1__z n « dx_/(1~]—x)cos 2xd .
-1

2zecosa—+ x? (1—2zcos u—-+x?)?

_[ l—zcosa J”:'H_O
1—2zcosat-a?|, 5
Es ist daher auch

‘ lim F' (2) =0,

obwohl die Funktion F(z) an der Stelle « === unstetig ist.

4. Als Beispiel fiir unseren oben formulierten Satz betrachten
wir die Funktion ?):

Fa)= [log @2 4-a?) d x,
]

D Goﬁrsat, Cours d’analyse mathématique. I, Paris 1902, p. 219,

?) Stolz, Grundziige der Differential- und Integralrechnung I, Leipzig
1893, 8. 4b5.
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die den Wert

3) F(a)=log (14~ a?) —2--2 « arctg %
hat, wihrend
1
@) F(0)==(logatdz=—2
o
ist. Da
lim [log(l—{—ag)—2+2aarctg—i— =2
o==0

ist, so ist die Funktion F' (z) stetig in der Umgebung des
Punktes 2 =0.
Bilden wir

ik -2
2 2 1 o
./aalog(w +a)de / P z,
0 4
so ist der Integrand eine stetige Funktion von # und a, ausgenommen,

wenn 2 und o gleichzeitiz verschwinden. Es ist daher fiir ein
von Null verschiedenes a:

1
~

F'(2)=| —22—0(———2dx:2arctg%,

VRS ol

una, nach unserem Satze in Nr. 2,
, . 1
F' (5 0)=1lim 2 arctg — = + =,
o=-40 24
was mit dem aus den Gleichungen (3) und (4) resultierenden Werte

log (1 - &°) |- 2carctg %

p(io):umw:hm R
=40 = e=10 £
iibereinstimmt.

Die Leibnizsche Formel dagegen verliert ihre Giiltigkeit, da

1

/ [66‘; log (" +- f)}.dx =0
0

o=20

ist.
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Thomae?) findet den letzten Schluff bedenklich, da
., 2
6_,110%3 (2" = o)

an der Stelle 2 =0, a = 0 keine wohlbestimmte Funktion ist.
Ich kann mich diesem Bedenken nicht anschlieffen; denn, nach der
Definition uneigentlicher Integrale ist -

1 1 1
j \ﬂlog(x +a )] r:Jl_ac():ghm /[ R ] Zlico_ £1nr310{/ 0.dz=0,
da, nach dem in Nr. 1 Gesagten, zuerst in der partiellen Ableitung

von log (2" 4~ o) nach a fiir « der spezielle Wert 0 zu setzen und
hierauf erst zu integrieren ist.

5. Als weiteres Beispiel wollen wir noch ein von Thomae?)
angegebenes Integral niher untersuchen, nimlich das Integral

41
F)=[ /(2 de,

fiir welches der Integrand folgendermalien definiert wird :

FaD=01—a) 2|, 70,0=0,

x z)\ |z 1 o 3
f(xa,)Zf(;,l):(lw?) - |, wemn = = <lar Eézﬁ’

. 3 o 9

J(x,0) =0, Wennznéarct ;éZ

- Fir die Funktion F(a) ergeben sich dann die nach-
stehenden Werte :
2 <L0: F(a)=0;

— [ +a

. +1
0 < a1 F(a):( /-{—,/—l"ff/ )f(x, a) dw =

e fl g ooy

+1
a=1: F(m):~j(1-—x2);cd,l;—|—j 1 —aedr=

1
:2/(1 — i) wdr=

]

B
—
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?) Thomae, Vorlesungen fiber bestimmte Integrale und die Fourierschen
Relhen, Leipzig und Berlin 1908, S. 38.
Yy Thomae, a. a. O, 8. 36.
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1
x\ X
1<a: Floy=— | (1—*>— vt (1 —2>E

o1 2
=2]<1_;1_'> d«%‘—l*—- 15.
J o a 2%

Die Funktion F(z) ist stetig fiir jeden Wert von a.

o\\_’“

Fir die Funktion f, (z,) erhilt man:

2<Z0: j; (2, 0) = 0

9.:07 z2=0" ji:(%‘, 1) :f; (O, 0):lﬂlinf(075):_.f(07 0)20;

0<a<l|a): Sy 2) =0;

0<e<<um f;(x,a):-—?—}— —

< —ae<a: fa'(x,fx):%—-—4;
.

, 2
O<la=z: f (a—0, a):;,f“ (24 0,2)=0;:

)

0<lo=—u: f,;(*—OL—O, a) =0, _]‘:(———a—{—(),r;)z—i—.

Die Funktion f; (, @) ist fiir = a unstetig. Nichts destoweniger
ist, nach einem Satz von Hardy,?) fir von Null verschiedene

Werte von a:
-—1

F'(a) = / f (x o) d z,
=1
was sich leicht verifizieren lifit. In der Tat hat man :

+1 41
a<0: jf (x, o) do = /O dx=0;

—1

) Hardy, On differentiation and mtegratlon under the integral sign.
Quart. Journ. of Math. XXXII (1901), p. 81.
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22

0 41
+f+/+/)fw®dw—

1 —a

: +1
0<a<I: /f;(x,a)dx=<

=5 e g e

T 32 1
:2/<*7+—4—)‘“¢=§7
6’ o ¢4
+1 0 3 +1 3
; z 3z 3x
1<a: [ f (x,a)dac:] (————4)dx—}— [(——g—i——[)d =
_1 Y o 6 o a
; 3 ° 3
z x
=9 [ (-* 2N
b/( o ! a4> 12_’_2&4
Nach unserem Satze auf S. 2 ist daher
' . 1
P 0)=0, F'eh0) =],

was ebenfalls leicht nachgepriift werden kann.
Fiir « =0 erhilt man
+1
[FACIOLEETE
-1
die Leibnizsche Formel versagt, weil das Integral
+1 ‘

/ I (@0 da

—1

in der Umgebung der Stelle « = 0 nicht gleichmiBig konvergiert.’



