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Uber die Approximation von komplexen Zahlen.

Von Nikolaus Hoireiter in Wien.

Was die Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen eines
vorgegebenen imaginiren quadratischen Zahlkorpers (i |/m) betrifft, so
ist dariiber folgendes bekannt: Es sei « einé beliebige komplexe Zahl,
die nicht in % (i)/'m) liegt, p, ¢ seien ganze Zahlen aus k(i})/m). Es
gibt positive Zahlen v, so dafl

i<

unendlich viele Lisungen hat?). B
Fiir den Korper £ (i) gab Minkowski die Zahl V6 fiir v an?).

K3
Perron gab fiir alle imagindiren quadratischen Korper Schranken fiir
v an3), die besagen, wie klein man v wihlen darf, um unendlich viele
Lisungen zu erhalten, bzw. wann nicht mehr unendlich viele Losungen

existieren. Die genaue Schranke fiir v fiir den Korper %(i) fanden

Ford+) und Perron?), und zwar v= Fir andere imagindir qua-

V—g_-
dratische Korper liegen pur Untersuchungen von Perron vor. Es er-
gaben sich die genauen Schranken Yz% fiir £(i}/3)¢) und yz%

Vi
) Perron, ,Diophantische Approximationen in imag. quad. Zahlkérpern, ins-
besondere im Korper % (i) 2)¢. Math. Zeitschr, 37 (1933), 8. 749—767.
%) Minkowski, ,Geometrie der Zahlen*, § 39.
3 A.a.0. 8.750.
*) Ford, ,On the closeness of approach of complex rat. fractions to a com-
plex irrat. number“, Transactions 27.
%) Perron, ,Uber die Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen des
Kérpers & (9)“. Math. Ann. 103 u. 105.
- % Tber die Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen des Korpers
der dritten Einheitswurzeln. Sifz.-Ber. d. bayr. Ak. d. Wiss,, 1931.
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fiir £(i)/2)7). Was die gleichzeitige Approximation von mehreren kom-
plexen Zahlen durch Zahlen eines imaginir gnadratischen Korpers be-
trifft, so liegt nur eine Untersnchung von Minkowski vors).. Min-
kowski beschrinkt sich auf den Korper %(i). BEr erhielt den Satz:
Sind by+icn (h=1,2,...,n—1) irgend »—1 komplexe Zahlen, die nicht
im Korper k(i) liegen, so gibt es unendlich viele komplexe Zahlen
yntiz, (h=1,2, ..., n), so daf

. 1
!t _n—1 2 (2n—1_4)m~2_ 1

yn-l—izn) ~ V;— =

ka3
| yn+ izn n—1

} bitien— 7 %
wird. (h=1,2,...,n—1). Abschitzungen iiber die simultane Approxi-
mation von komplexen Zahlen nach unten, d. h. Angabe von Schranken,
wenn nicht mehr unendlich viele Losungen existieren, sind bisher nicht
bekannt und sollen in dieser Arbeit durchgefiihrt werden. Dies soll
durch Verallgemeinerung einer Arbeit von Furtwidngler®) geschehen.
Wir nehmen als Grundkérper imagindre quadratische Korper und be-
trachten komplexe Relativkorper iiber diesen Grundkdrpern. Wir wollen
uns auf die Grundkérper mit der Klassenzahl 1 beschrinken. Wir be-
trachten komplexe Relativkorper #. Relativgrades iiber diesen Grund-
korpern. Es sei d die absolut kleinste Relativdiskriminante fiir diese
Relativkorper. Dann wird sich ergeben:

(I) Ist & eine positive Konstante, fir die
1
-

|d 2 -1

gilt, so gibt es sicher »—1 unabhiingige Zablen o}, o5, ..., %ny
von soleher Beschaffenheit, daB die »—1 Ungleichungen

k
< .

7=

nicht unendlich viele Losungen in ganzen Zahlen «,, . . .,
Tm_1, 2 aus k(i|/m) haben. (k(i|/m) hat die Klassenzahl 1).

Fiir =2 werden wir die absolut kleillﬁten_Rel_aitivdiskriminanten
(mit komplexen Relativkorpern) d=3, 2, 13, J/8, |5 fiir m=1, 2, 3,

") Siehe Anm. ), 8. 750.
8) Siehe Anm.?).
) Uber die simultane Approximation von Irrationalzahlen. Ann. 96 und 99,
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7,11 erhalten Es ergeben sich somit die bereits bekannten Konstanten

LI S T m=1, 2, 3, die auch die genauen Schranken sind,
¥3 2 V13
und die neuen Konstanten Tl— und % fiir m==T und 11.

)8 I3

$ 1.

Wir beschrénken uns auf die Grundkorper % (i)/m) mit der Klassen-
zahl 1. Ich behaupte: Relativkorper tiber diesen Korpern besitzen eine
Relativminimalbasis, d. h.: Es gibt ganze Zahlen o, w,, . . ., ®, ans K/k,
so dab sich jede ganze Zahl § aus K/k eindeutig in der Form

=g 0, +20s+. ..+, 0,

darstellen liBt. Die «; sind ganze Zahlen aus & (i)/m).

Es seien «,%, .- ., %, ganze Zahlen aus K/k, die K/k erzeugen.
Ich bilde die Relativdiskriminante des Zahlsystems (x;, #,, . . ., a,):

i 2

Ly o Ly |
" "
O’.l V.n
2, Lol («@ relativ konjugiert).

Diese Zahl ist +0 und ganz in %. Sie ist also von der Form
z4+iy|m, wenn m*3(4); sty ﬂ‘zﬂ@, wenn m==5 (4).

(#, y ganz rational). Ich gehe zu den absoluten Betrdgen iiber:

;x-i—il/"ﬁy}:l/xz—i-mw oder ]fv+y}—ﬂ-‘@ 1=l/(x+J) T
Die auftretenden quadratischen Formen sind positiv definit. Unter allen
n-Tupeln von ganzen Zahlen aus K/k, die eine Relativdiskriminante 4= 0
haben, gibt es mindestens eines, fiir das die Relativdiskriminante absolut
am kleinsten ist. Ein solches »n-Tupel sei w,,w,, .. ., v,. Ich behaupte,
es bildet eine Relativminimalbasis. Ich filhre den Beweis indirekt. Es
gebe eine ganze Zahl § aus K/k, fiir die

Be=byw, F by, 4. . . byom,
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gilt und fiir die nicht alle b; ganz in % sind. Ich bringe auf gemein-
samen Nenner, nenne ihn # und erhalte

oy a0t e,

m

B—

(@, @y, . . ., @, m ganz in k und nicht alle a; durch m teilbar).

In m gibt es einen Primfaktor p, der nicht in allen- a; aufgeht.
Es liegt p in % und es gelte m=p.m' (p,m” ganz in k). Ich multi-
pliziere & mit »’ und erhalte die ganze Zahl

AT S A

IR
B =f= >

Da nicht alle ¢;==0 (p) und p Primfaktor, so gibt es mindestens ein
a;, etwa a,, das zu p relativ prim ist. Es gibt in & ein ganzes @, so
daB a, @, =1(p). Ich multipliziere 8’ mit @, und erhalte die ganze Zahl

B’d _ Gy T 0+ @y @ 0y + . .. —-}—andiwn

1 » .
Es sei a,@,—Xp+1, wo X ganz in k. Ich schreibe 0,3, =—c; (i=2, .. ,n).
Dann ist

Nun ist auch
W F . e, 0,
P

ganz. Ich bilde die Relativdiskriminante

;m1+c2w2+...+cnwn 2
i 7 s Wy o v 4y Wy
\ L w™
| . n .
.. . 1 .
Sie ist gleich — D (v, 0, . . ., ), also absolut genommen kleiner als

|D(w,, ... ,0,)]. Damit habe ich einen Widerspruch erhalten. Also
existiert eine Relativminimalbasis. Es heifit

©,; ©®, 2

(!)r/ (,t)” i
4= 1 n

(1)(”) . (1)(")

Relativdiskriminante von K/k.
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Wir betrachten zunichst der Einfachheit halber komplexe Korper
vom Relativgrad 2 iiher %(i}/m). Es habe k(i}/m) die Klassenzahl 1.
Es sei o, o, eine Relativminimalbasis von K iiber k. Es sei K” relativ
wy 0y |2

l4 "
1 e

Es soll A ein

konjugiert und o, »; dessen Relativminimalbasis. Dann ist d—

" 4 2
. . . - . o, — 0
Die adjungierte Determinante ist A:l 2 1
— O ®
| 2 1

komplexer Relativkorper sein. Dann ist gﬂ komplex. Denn wiire % reell,
1

Wy

so wire K(w;, 0,)=K(1, Z—’) reell gegen die Annahme. Mit :— ist auch
1 1

1 "

w—?, komplex. Denn es ist %za-l—bi(b#o) und w?, =a—>bi. Wir be-
(01 1 u)l

trachten nun die Approximation

Wir konnen dann setzen

”

z, ©g ke

—— 4+ 2 =1
Ly U’1+]x2’2’ ’bl*
Dann folgt
7 kzw
m1x1+m2x2=—‘/|_ul 3’}2“}‘ lel
(,l)1 2
" " kém;’
W, %+ 0, By = BB
-2

Daraus ergibt sich
|Rel. norm (o, @, + 0y w,) |=kf/|d]. e|+

e (¥ nach oben und unten

geschriinkt.) Wenn

unendlich viele Lisungen in ganzen Zahlen z;, x, aus % (i)/m) hat, dann
gibt es solche mit beliebig grofien |z,|. Die Relativnorm ist ganz in
k(i)/m) und absolut =1. Also ist
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Wenn also k<V|171’ so gibt es nur endlich viele Lisungen.
§ 2.

Wir berechnen die absolut kleinsten Relativdiskriminanten fiir die
komplexen Relativkorper vom Relativgrad 2 iiber den Grundkorpern
k(if/m) mit m=1,2, 3,7, 11. Es sei § eine ganze quadratfreie Zahl
aus k(i)/m). Durch Adjunktion von |/§ erhalten wir den biquadratischen
Kérper K(i}m, |/9). Ist m=1, so heift K Dirichletscher Korper1o).

Wir ermitteln die ganzen Zahlen des Korpers K (i)/m: |/3). Jede ganze
Zahl aus K 14Bt sich in die Gestalt

Vot

R
Y

bringen, wo x, b,y ganze Zahlen aus k(i }/m) sind. Die ganzen Zahlen
ans k(im) sind gegeben durch z -+ iy |/m, wenn m—1, 2; z + yL‘%Vﬂ,
wenn m=23, 7, 11 (x, ¥ ganz rational). Zun A relativkonjugiert ist
T «—B)s
hinreichend, da A4+ 4 und A4 ganze Zahlen in % (i|/m) sind. Es ist

. Damit 4 eine ganze Zahl in K ist, ist notwendig und

— 12_526

- 90
A+ A=, AT="7

Diese sollen ganz in k(i |/m) sein. Wenn (y, 2)—1, dann ist «a=0(y)
und auch $==0 (y) und wir konnen durch vy kiirzen. Ist ) eine ganze
in v aufgehende Zahl und ist 3/z, dann awch %/ und wir kénnen
durch 2 kiirzen. Fiir ¥ kommen nur Teiler von 2 in Betracht. Die
Diskriminanten von % (¢)/m) sind 4,8, 8, 7, 11 fir m=1, 2, 3, 7, 11.
Nach den Zerlegungsgesetzen in quadratischen Zahlkorpern ist somit

a) (2)==(2, 1+4)2 firm=1;
b (2)=(2,i}2) fifr m==2;
¢), ¢ (2) Primideal fiir m==3 und 11;

d) (2)= (2’ i;yj)(% — ‘;‘iVi) fiir m—"1.

19 Hilbert, Uber den Dirichletschen biquadratischen Zahlkorper. Math.
Ann. 45, oder Ges. Werke, I, S. 24—52.
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Fiir ¥ kommen in Betracht:
@) 1,144, 2; b 1,42, 2; ¢) und ¢ 1,2;
1+if7 —14d)7
@ 1, BT =Ty

2

Fiir v—1 ist A=—a+ B} 5. Wir erhalten die Relativininimalbasis 1,

[/3 mit der Relativdiskriminante 493. Fiir Y=2 ist A———H_Sva

22— 520=0(4), also § quadratischer Rest in % (¢}/m) mod 4 sein. Wir
untersuchen zunichst die Fille m==3 (4), also @) m=1 und b) m=2.
Es ist d—a+bi)m==(z+yilm)* (4), also a=x:—my?, b=2zy(4).
' Fiir 2=y=0(2) ist  nicht quadratfrei, fiir s=y=1(2) ist a=1—m,
b=2 (4). (Fiir m=1 ist 3 nicht quadratfrei.) Fiir =0, y=1 (2) ist
=—m, b=0 (4). (Fiir m==2 ist d nicht quadratfrei) Fir z=1,
y=0 (2) ist a==1, 6=0 (4). Somit ist fiir
@) m—1, d=-—1loderl(4); b m—2, d=—142i)2 oderl (4).

Wir suchen eine Relativminimalbasis und setzen unbestimmt an

.Esmub

1‘“_"%2'/87: u+ ?J% (#,y ganze Zahlen in k(i|m)).

Versuchsweise setzen wir y==1. Es ergibt sich «=0z(2), «2=p222(4),
also 2?=3 (4).

a) x==i baw. 1, b) x=1+i)2 baw. 1.
Wir erhalten die Relativminimalbasen
. /:‘ //T
o 1, T2y 1R
N Yo ~ /A
by o1, 1+zV:+Vo. g, 4

7

und die Relativdiskriminante 9.

Fiir y=1+14 bzw. i}/2 muf «2=£2d (2), also § quadratischer
Rest mod 2 in k(i)/m) sein. Es ist a=1, b==0; d=1 (2). Wir er-
halten als Relativminimalbasis
1+)s 1+)e
iti0 YL e
und als Relativdiskriminante 2 5. Einfache Rechnungen ergeben die

absolut kleinsten Relativdiskriminanten
Monatsh, fiir Mathematik und Physik. 42. Band. 27

a) 1,
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a) d=3 Beispiel K (i,i)/3);
b) d=2 Beispiel K(i}/2,i).

Nun untersuchen wir die Fille m=3 (4), also

¢) m=3,
d) m=T,
e) m=11.

Fiir y=2 muB 3 quadratischer Rest mod 4 sein. Es ist
14+ilfm 1tilVm \2
&=a+b—é#3:%x+y¥%#i) 4),
a=ux?— m+1 2 (4), b=2xy+y* (8).
Fiir 2==y=0 (2) ist 3 nicht quadratfrei.

Fir a=y=1 (2) ist a-—~ b=3 (4),

fir 2==0, y=1(2) ist a=— 11 p=1 (4),
fir z=1, y==0 (2) ist a=1, b==0 (4).

Die Aufstellung einer Relativminimalbasis erfolgt wie vorhin. Es
ist 22=3 (4) in_k(i}[/m) zu I5sen. Wir erhalten die Basen

l—f-?/’/ﬂ—l

1—sz+V_

L2 1,

V~ 114+

’_—

mit der Diskriminante 3. Hierfiir sind die absolut kleinsten Rela-
tivdiskriminanten

¢) d=)/13 Beisp. K(z Vs, I/—1+2z'|@)

d) d=}/8  Beisp. K ,/5“1“

¢) d=5  Beisp. K(z[/ﬂ,l/“’!”}.

Fiir d) m=T ist noch
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1447 —1+if7
\{:-—;y—.~=p1 bzw. P, =—2—l—‘

. B
zu untersuchen. Es ist p, =p,. Es ist A=ﬂ_§y~ n

1

=3

d wr=p25 (p2)
also § quadratischer Rest mod p? in k() 7).
S=a+bp,=(z+yp)* (v}), a+bp=a(p)).

Es kann z nicht gerade sein. Es ergibt sich §==1(p2). Die Aufsuchung
einer Basis erfolgt wie vorhin. Es ist 2*=02x?(p?), 2°=1(p?), x=1.
Wir erhalten also die Basis

o]

RS
IR

2

~

mit der absolut genommenen Diskriminante 2 |3/==2)/a*+ab+262. Wir
erhalten keine kleinere Diskriminante. Denn a?+ ab -+ 2b2=1 nur
fir a=+1, b==0. Von vornherein kommt a==1 nicht in Betracht.
0=—1 ist nicht méglich, da — 151 (p?). Fiir p, gilt dasselbe.

$3.

Wir betrachten komplexe Relativkorper K vom Relativgrad » iiber
den imaginir quadratischen Korpern k(i[/m) mit der Klassenzahl 1.
Die Relativdiskriminante bezeichnen wir mit & (£0). Es sei v, w,,...,
v, eine Relativminimalbasis von K. Die zu

© ©y ... 0, Q, Qg...Qni

o o ... L ) R O VO
adjungierte Determinante sei

1)y m (

oM o, | ol | QM Qe Qo |

Es ist Q] eine Zahl aus K. Wire 2;=0, dann auch QE’”:O(k:Q, .o n)
und somit auch d=—0 (Widerspruch). Es ist also ;= 0. Die Quotienten

% (i=1,2, . . ., n—1) sind sicher nicht alle reell (Beh.). Angenommen,
es sel %(isl, .. ., n—1) reell. Wir lassen i——i iibergehen. Es gehe

K- K”. Dann ist

27%
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Q; Qr
Q;=§; (7/:17 2, FICRRYY n___l)

Ferner ist

QL0 Q, L,
| rr " "
Q; ol ...,
.......... o e . =0
Qm o om Q0o | (Widerspr.)
” . Q 8,
Fiir n=2 sahen wir, daﬁ komplex ist. Es sel nun =3. Von ?)i’oj

ist mindestens eine Zahl komplex. Dasselbe gilt von %, gﬁ und von
Q, 9

) 3 Q
das belde Zahlen komplex sind. Wir konnen also die Bezeichnung so

Von diesen drei Paaren ist mindestens eines vorhanden, fiir

wihlen, daf (;’ und komplex sind. Diese Uberleﬂungen gelten aller-

dings fiir groBere n mcht. Es sollen nun die Quotlenten 0— (i=1,2, ...,

n-—1) durch Zahlen aus k(i}/m) simultan approximiert werden. (Die
nun folgenden Uberlegungen sind wie bei Furtwingler.) Es sei

o Q| —
(1) __Q— < n (’L——:l, 2 5o e oy 7@-"1).
on n {nln—1
Wir kinnen setzen
x; Q; ke; <1
i n o, lsIEL
(L',n"n-—l
Daraus folgt
T \
/id k(e e Sn—1tn—
w; xl_}_ . +(,)n xn::l—é)d_xn+ (1(01—}__ +1n itn—1}
3 1
[xnln-—l
(e ot + ...+ n—1)
£, W1 PRI p—1UWp—1
w2, + L, &= ! 1
Ix"}n—vl
Ble w4 e 10
oMz 4l @ — — "

]‘%‘nln_l
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Somit ergibt sich:

| Rel. norm (w2, + ... +0,2,) =
=k f ﬁ n (51 (1)(11) +:n 1(1)5?_ 1) + l L l
i=2 ! \Tnf"“l

Es ist 2" nach oben und unten geschrinkt. Unser Ziel ist, eine Schranke
fir £ zu finden, derart, daB (1) nicht unendlich viele Losungen hat. Hat
(1) unendlich viele Losungen in ganzen Zahlen z1, %,, . . ., 2, aus £ (i Vi),
dann auch solche mit beliebig grofien |z,.|. Es ist die Relativnorm ganz
in %, also absolut = 1. Somit ergibt sich

kn% 1 = Q"‘

L|
,' d| | F{ c‘wlo‘f‘ e — 1&),2)_1)!
[ i==2

Nun wollen wir durch geeignete Wahl der Basiszahlen w,w,, ..
erreichen, daf der Quotient

.y Wy
|| Q)Z ,

Q= oD o rel ]>1—a

z'::2

wird. Dann ergibt sich der Satz I. Wir wollen ein Glied im Zihler

und Nenner, und zwar in beiden Fillen dasselbe Glied so groB machen,

daB es alle dbrigen Glieder beliebig stark tibertrifft. Dannist ¢ > 1—-=.
Wir verwenden hierzu den folgenden Hilfssatz:

Es sei ein lineares Gleichungssystem gegeben.

E1=“11 x1+ e +a1n xn_*'ll :0(1)
En_lsanmlﬂ Tyt oL +anﬁ1,n xn+ln—1 =0 (1)
c. =0Qny, T+ ... Flun Zntlan =0 (g)'

Die Determinante A=|a;;| sei==0. Es sei };=0 (1), g eine De-
liebig grofle positive Zahl. Kine Linearform sei komplex, die iibrigen reell
oder paarweise konjugiert komplex. Die n-te Linearform sei reell oder
wenn komplex, dann fehle ihre konjugiert komplexe Linearform. Es
wird behauptet: Das Gleichungssystem besitzt Losungen in ganzen
Zablen z,, zy, . . ., T, aus k(i J'm).
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Dieser Satz 146t sich anf den Minkowskischen Satz iiber reelle
und komplexe Linearformen zuriickfithren. Wir betrachten zuerst die

Korper k(i }/m) mit m =3 (4).
Gegeben sei das Gleichungssystem
§1= Z A1y 52: Z GakTyy -« LEn== Z By Lk
k=1 k=1 k=1

Es sei A=|a,|F+0, die erste Linearform komplex, die iibrigen
reell oder paarweise konjugiert komplex. Ieh setze

a1k=x1;€+iw¢@“agk, L=y +Zl/’;l’IZP (kxl, 27 “ ey n)

Dann ist

| | - i ! |

11 ... Qin 11 - d’lnl ;9(2] L. day

Aoy . Uy Ay .+ . Qg . _‘a'Zl g N Tann
A— "= " itifm " l=A+ilmA,.

{01 oo Gnn | Aot o« o Oy | [Gug oo o O |

Ferner ist
& =S annm | =| E(mu+ilmoss) (g +ilmar)| =

== ;E(dik?/k**m%kzk) +1i V%(%kyk + o) | =] E(dlk%—m%kzk) +

~+ il/%z(%kyk + ot r2)| =’/ [E (ot —m 2,2y ) 2+ e [ B (oan a4 21 2:21)]%
& !‘_‘—“2!1»27;90/:1=‘Zazk(yk+ilﬁﬂ—zk) |=|Zanyi+ilm Sasz | =

= VX aery]® +m[Eazrzil?,

L6 |l =V anry2+m[E ankzk}ﬁ.r
Wir betrachten nun das Gleichungssystem
§Z(U-1kyk--muzkzk) I =1, | py (“2 Yt 0’-17c2k) [§ b, [ Xay kY 1 =1, | Xag2k f =
EZZ) ceey !Zankyk|)_<:ln, fEankzki§ln
Die Determinante istAi+mAj Die Gleichungen sind veell oder
paarweise konjugiert komplex. Wenn 7, .7, ...0,=|A|, dann ist das

System nach dem Minkowskischen Satz in ganzen rationalen Zahlen
Y, 2 losbar. Ans den obigen Ungleichungen 'folgt: das System

=V Ermi =l T, & =0l 1, (s =0l T4m
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ist in ganzen Zahlen y,+ifmz. (aus k(i)/m)) losbar, wenn 1, 1I; ..
l,=]A|. Nun lifit sich g so groB wihlen, daff daraus der Hilfssatz folgt.

Ist m==3 (4), dann setzt man

a1y =03+ 1+;'/m Ooxy, Lp==Yx +1+12V~m_3k
(y,z ganz rational). Die weitere Rechnung ist analog wie fiir m £ 3 (4)
und es folgt wieder die Geltung des Hilfssatzes.
Nun sollen die Basiszahlen o, w,, ..., ®, s0 normiert werden,
dab @>1—c. Es werde zuerst », normiert. Es ist K” zu K konju-
giert komplex. Wir setzen

==y 0¥y ol L T O Un
Wy === Oy

S e e
Wy = O

Die u; sind ganzzahlige Unbekannte aus % (i}/m). Die Transformation
ist unimodular und ganzzahlig in k(i |[/ns). Die u; sollen die Gleichungen
befriedigen '

(2)
M — 0@+ 0P u, FoPuy + .. el u, =0 ()
(3
P =0 + 0P FoPuy+ ...+ u =0 (1)
=™ 0Py . s F0S U, — 0 (1)

Die Determinante ist==0, die erste Linearform komplex, die weiteren
reell oder paarweise konjugiert komplex. Nach dem Hilfssatz ist das
System losbar. Nun seien bereits die ersten (¢ —1) Basiszahlen normiert.
Wir bezeichnen sie mit =, 7,, .., %,_1. Von den noch nicht normierten
Basiszahlen o, .., ©, kann angenommen werden, daf

l(x)J(-l)l—:O (1) (j=l, 7/+17 ey n)) (l=2s 37 | %).

Wir haben nun 2 Fille zu unterscheiden. Es sei 1. K% reell. Wir
ersetzen nur o; durch eine neue GriBe v;, und zwar durch

Ti==; +T U+ .. ATttt L 0 U

Die u; sind ganzzahlig in k(i }/m) so zu bestimmen, daf das Gleichangs-
system erfiillt wird:
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(2) (2 9
v = 41w+ P o u ..+
2
+m£l) un_1=0(1\
; ) ( '
™ —o® 1wty +<»§?Llui + ...+

o) Uyy=0(1)

A=y ol L+
(i-fel
+ oy .t )un—1=0 (9)
T e —0(1)
T e =0(1)

Die Determinante ist 0. Die erste Linearform ist komplex, die tibrigen

reell oder paarweise konjugiert komplex, die Linearform mit =i ist

reell. Wir kinnen den Hilfssatz anwenden.
2. Es seien K9tVund K¢+2konjugiert komplex. Die Linearformen

({41 (42

za w0 und T sind konjugiert komplex. Wir setzen

G-+ . (i-4-2) . i1 . i+2) .
Wy =p 10y, w | ==p 16, Wiy ==+ 10, miﬂ =0, —10,.

Dann ist die Determinante
(41 (49 G+ G o
o Vol — o el =21 (61 g — 3 ).
Im Nenner tritt der Ausdruck auf:

i -1\ +2 ¢
(i e o) (s 0f T ey ol i) =et (62 40} )+ el (ph o) ) =

:<slpl +sgpz>2 + (s, Gy 4y 62)2.

Es handelt sich nun darum, duarch geeignete Verfigung fiber die s, s
zu erreichen, daB

20,900 | 1
—_ , —c,
(5, 0,1 8,0,)° (5, 5,2, 9,) >

Esist|e, |=1,]e | =1. Wir forderng, —5,—0(1), 2, +0,=0(1). Dann wird

, = _2leiteite 0(+s, 00
T e (oD o, 0 ()40, 0 (1)
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Es geniigt also, o?+6?, d. h. 5, oder o, von der Ordnung g zu machen.
Wir #ndern nun die Basiszahlen o; und o, ab, und zwar durch

T ==y +M1Tl+ e +'lli_1Ti41+ ui(:)i_l_] + e PN +un»—1mn:
=9; -tigy
T =0 0 Ty oo YTt +U0ut L T U=
=01 4G,

Wir fordern als Normierungsbedingungen:

=0 ), |70 =0 (1) (l=2,3,...,i,i+3,...n)
A 0 (U, | T4 =)

LT =0 (g) oder | ef“\ 0(g).

Wir erhalten ein inhomogenes Gleichungssystem von (2n—3) Glei-
chungen mit (2# —3) Unbekannten. Eine Linearform ist komplex, alle
iibrigen reell oder paarweise konjugiert komplex, die Linearform mit
O (g) ist reell. Das Gleichungssystem ist nach dem Hilfssatz losbhar,
sofern die Determinante &0, was wir noch zeigen wollen. Die Deter-
minanten der beiden Systeme zerfallen beide in das Produkt einer (n—1)-
und einer (n»—2)-zeiligen Determinante. Die erste Determinante ist == O.
da sonst nicht alle Q,+0 wiren. Wir behaupten, daf die beiden
(n—2)-zeiligen Determinanten nicht gleichzeitig verschwinden konnen.

Wire dies der Fall, so wiire auch ihre Summe 0. Es wire also

2) 2) (2) 2
T(l PR "i——l (Dl+2 e (1)51)
(1) () () @
T1 e Tig Wige L. Oy O
(1) _({+1) (z+1) @41 =V
TIH_ v e i t-|-2 ce . Oy
(n) () ( )
T1 c e uzn_l (l),;ZLi_)g PN (J)S.:L

Wir konnen die Basiszahlen ganzzahlig unimodular so ab#ndern, daf
wir zn o, o; oder w;y; addieren und die iibrigen o;(j=F%) festlassen.
Dadureh #ndert sich die Normierung nicht wesentlich. Die noch nicht
normierten Basiszahlen bleiben von der Grofenordnung 1. Wiren alle
auftretenden Determinanten 0, so miilite die Matrix
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2
@ P TE_)]_ (.022) (,Oﬁll

«® . 'rﬁil o m,ﬁrl c e Uy

T(I"+2) o £ m§i+2) mﬁﬂff’ R )

t—1

G RN O wl™ wfl)l el

den Rang »—3 haben. Das ist nicht moglich, da sie den Rang n—2
hat, da alle {,4-0 sind. Damit ist erreicht, daB @ >1-—¢ und es ergibt

sich der Satz L

(Eingegangen: 11. VII. 1935.)



