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Uber die Approximation yon komplexen Zahlen. 
Von Nikolaus Ho~reiter in Wien. 

Was die Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen eines 

vorgegebenen imagin~ren quadratischen Zahlk5rpers k (i ~m-) betrifft~ so 
ist dariiber folgendes bekannt: Es sei ~ ein~ beliebige komplexe Zahl, 

die nicht in k(i~m) liegt, p~ q seien ganze Zahlen aus k(i[m). Es 
gibt positive Zahlen 7, so dal~ 

unendlieh viele L~sungen hat@ 

Ftir den KSrper k(i) gab M i n k o w s k i  die Zahl ~/--~6 ftir y an~). 

P e r r o n  gab ftir alle imagin~ren quadratisehen K~rper Sehranken Nr 
y ana). die besagen~ wie klein man 7 w~hlen daft, um unendlieh viele 
LSsungen zu erhalten, bzw. wann night mehr unen,dlieh viele LSsungen 
existieren. Die genaue Sehranke Nr u Nr den K~rper k(i) fanden 

1 
Ford~) und Perron~),  und zwar " [=  I~.~" Ftir andere imagin~r qua- 

dratisehe KiJrper liegen nur Untersuehungen yon P e r r o n  vor. Es er- 
1 gaben sieh die genauen Sehranken ~ '=  ~ fi~r k(i g~6) und 7 = ~  

=) P err  o n~ ,,Diophantische Approximationen in imag. quad. Zahlk5rpern, ins- 
besondere im KSrpor k (iV2)". Math. Zeitschr. 37 (1933), S. 749--767. 

=) Minkowski~ ,,Geometrie der Zah]en", w 39. 

~) A . a . O . S .  750. 

4) Ford ,  ,,On the closeness of approach of complex rat. fractions to a com- 
plex irrat, number". Transactions 27. 

s) Pe r ron ,  ,~3ber die Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen des 
K6rpers k (i)". Math. Ann. 103 u. 105. 

~) gber die Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen des K6rpers 
der dri~ten Einheitswurzeln. Sitz.-Ber. d. bayr. Ak. d. Wiss., 1931. 
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fiir k(i I/~7). Was die gleiehzeitige Approximation yon mehreren kom- 
plexen Zahlen dureh Zahlen eines imagin~r quadratischen KSrpers be- 
trifft, so liegt nut eine Untersuehung yon Minkowski  rotS) .  Min- 
k o w s k i  besehrankt sieh auf den KSrper k(i). Er erhielt den Satz: 
Sind bh+icT~ (h~1,12, . . . ,  n - - l )  irgend n - -1  komplexe Zahlen, die nieht 
im KSrper k(i) liegen, so gibt es unendlieh viele komplexe Zahlen 
yh+izh (h~ l~  2, . . . ,  n), so da$ 

1 

ch i <  . . . . . . .  

i y~-sz~, . - - 1  

wird. ( h ~ l ,  2 , . .  , n ~ l ) .  Absehatzungen iibcr die simultane Approxi- 
mation von komplexen Zahlen nach unten, d. h. Angabe yon Sehranken~ 
wenn nicht mehr uneudlich vide L~isungen existieren, sind bisher nicht 
bekannt und sollen in dieser Arbeit durehgeftihrt werden. Dies soll 
dutch Verallgemeinernng einer Arbeit yon Fu r tw i i ng l e r  9) geschehen. 
Wit nehmen als Grundkiirper imaginiire quadratische K5rper und be- 
traehten komplexe Relativk5rper tiber diesen Grundk5rpern. Wir wollen 
uns auf die Grundk5rper mit der Klassenzahl 1 besehrlinken. Wit be- 
traehten komplexe RelativkSrper n. Relativgrades fiber diesen Grund- 
kiirpern. Es sei d die absolut kleinste Relativdiskriminante fiir diese 
RelativkSrper. Dann wird sich ergeben: 

(I) Ist k eine positive Konstante, fiir die 

1 k <  1 

gilt~ so gibt es sieher n - -1  unabhiingige Zahlen %, ~2,.... ~ -~  
yon soleher Beschaffenheit, da$ die n - - 1  Ungleichungen 

i xi k 

[zi ~ - 1  

nieht unendlieh viele LSsungen in ganzen Zahlen xl, . .  �9 , 
x~_l, z aus k(iVm ) haben. (k(i~m) hat die Klassenzahl 1). 

Fiir n ~ 2  werden wir die absolut kleinsten Relativdiskriminanten 
(mit komplexen RelativkSrpern) d =  3, 2, ~ ,  [ ~  ~5 fiir m ~  1, 2, 3, 

7) S iehe  A n m .  1), S. 750. 
s) Siehe Anm.~). 
~) (~ber die simultane Approximation yon Irrationalz~hlen. Ann. 96 und 99. 
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7, 11 erhalten. Es ergeben sieh somit die bereits bekannten Konstanten 
1 1 1 ftir m =  1, 2, 3, die auch die genauen Sehranken sind, 

und die neuen Konstanten ~ -  und - -  ftir m = 7  und 11. 

w 

Wit beschrih~ken uns auf die GrundkSrper k (il/m) mit der Klassen- 
zahl 1. Ieh behaupte: RelativkSrper fiber diesen Ktirpern besitzen eine 
Relativminimalbasis, d. h.: Es gibt ganze Zahlen %, % , . . . ,  r aus K/k, 
so da$ sieh jede ganze Zahl ~ aus Ktk eindeutig in der Form 

~ x  1 o) 1 + x ~ ( o ~ + . . . + x , ~ r  

darstellen laiit. Die x, sind ganze Zahlen aus k(i~m). 

Es seien ~ % , . . . ,  ~ ganze Zahlen aus K/k, die K/k erzeugen. 
Ich bilde die Relativdiskriminante des Zahlsystems (~,~2~...~:r162 

, 1 2 

t! ~ tf I 
9'~1 . . . .  n 

q(n) r I (~(o relativ konjugiert). 

Diese Zahl ist :~ 0 und ganz in k. Sie ist also yon der Form 

m + i :y ~ ,  wenn m ~* 3 (4) ; ~c + y , wenn m ~- 3 (4). 

(x, y ganz rational). Ich gehe zu den absoluten Betriigen fiber: 

' i /  1+ i l  ~ I l l . W - , , v  ~ m+il"~y ~.x~+my 2 oder x+y-- - -2- - -  ! = ~ /  (x+v. ) + 4 " 

Die auftretenden quadratischen Formen sind positiv definit. Unter allen 
n-Tupeln yon ganzen Zahlen aus K/k, die eine Relativdiskriminante ~ 0 
haben~ gibt es mindestens eines~ ftir das die Relativdiskriminante absolut 
am kleinsten ist. Ein solches n-TupeI sei % > % , . . . ,  r Ieh behaupte, 
es bildet eine Relativminimalbasis. Ich ffihre den Beweis indirekt. Es 
gebe eine ganze Zahl ~ aus K/k s ftir die 

~ b  1% + b~ (o 2 + . . .  +b,~o~ 



404 Nikolaus tI o f r ~ i t e r, 

gilt und ftir die nieht alle b~ ganz in k sind. Ieh bringe auf gemein- 
samen Nenner, nenne ihn m und erhalte 

a1%+ a s % + " "  + G ~  
~----- m 

(a~, a 2 , . . . ~  aN, m ganz in k und nieht alle a~ durch m teilbar). 

In m gibt es einen Primfaktor p, der nieht in a l ien a~ aufgeht. 
Es liegt p in k und as gelte m ~ p .  m' (p, m' ganz in k). Ieh multi- 
pliziere ,~ m i t m '  und erhalte die ganze Zahl 

a~ 0,1+ . .. +a~ ~% 

Da nieht alle a ~  0 (p) und p Primfaktor, so gibt as mindestens ein 
a~, etwa a~, alas zu p relativ prim ist. Es gibt in k ein ganzes ~ ,  so 
daft al ~,~ ~ 1 (p). Ieh multipliziere ~' mit ~ und erhalte die ganze Zahl 

~'~-- 
p 

Es sei a f i ~ - ) ~ p +  1, wo ), ganz in k. Ieh sehreibe a ~  ~c~  ( i ~ 2 ,  . . . ,  n). 

Dann ist 
~ + c ~ % + . . . - - k %  %~ 

p 
Nun ist auch 

0"1 + c= % + . . .  + % 0"., 
P 

ganz. Ieh bilde die Relativdiskriminante 

% -4- c 2 ~%/-. .  q-, % 0"~ 

Sie ist gleieh -;T D(o)~, Q I 

I D (% . . . .  , ~-) I. Damit habe ich einen Widersprueh erhalten. 
existiert eine Relativminimalbasis. Es heigt 

. . . . .  W ( ~ )  

., o~), also absolut genommen kleiner als 

Also 

I t Of . �9 �9 (O n ! 2 

e! z! i 
( 0 1  . . . (O n 

d ~  o) (~) r 
i 1 " ' "  '~ t 

Relativdiskriminante yon K/tr 
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Wir betraehten zuniichst der Einfaehheit halber komplexe K6rper 

yore Relativgrad 2 tiher k (i [/-m). Es habe k (i ]/m) die Klassenzahl 1. 
Es sei r ~ eine Relativminimalbusis yon K tiber k. Es sei K ~' relativ 

(9 1 59 2 2. 
konjugiert und (9~, (9~ dessen Relativminimalbasis. Dann ist d ~ (9~, o)~ 

Ii (91 " 

Die adjungierte Determinante ist 5 ~176 ~ Es soll K ein 
i - -  o)2 

komplexer RelativkSrper sein. Dann ist % komplex. Denn ware 0)~- reell, 
0)I (D~ 

0) 2 so ware K ( % ,  (92)~K(1., ~ )  reell gegen die Annahme. Mit ?A% ist aueh 
ft tf 

to 2 ~ 
=~- komplex. Denn es ist ~--~a-kbi(b~O) und ~-~a--bi. Wirbe- 
r I 0)~ 0)1 

traehten nun die Approximation 

x~ 2 ~ k 

- - 0 ) 1  

Wir ktinnen dann setzen 

Dann iolgt 

/! 

X 1 0)2 ]g ~. 

- -  ,, + ] x 2 i ~ ,  5C2 tO I 

% xl + t% x2 - -  [/~[ x2 q- ]~ ~ 0)----'~ 
0)~ Ix, t 

iz 

o~xl+(9~x2 = I ~ = 1  " 

Daraus ergibt sich 
, k '  

IRel. norm ((91 x l +  (92x~)I=/,Pld-[. i l+ @' naeh oben und unten 

gesehriinkt.) Wenn 
t! 

2 2  ~ . 

unendlich viele LSsungen in ganzen Zahlen xl, x2 aus k(ipm) hat, dann 
gibt es solche mit beliebig gro0en ix2 I. Die Relativnorm ist ganz in 

k(ipm) und absolut ~ 1. Also ist 

1 1 

k~l ;~"  i~ ~ I~i~L 
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1 Wenn also k < . , ~ ,  so gibt es nur end l ieh  viele L5sungen. 
[Idl 

w 

Wir bereehnen die absolut kleinsten Relativdiskriminanten ftir die 
komplexen RelativkSrper yore Relativgrad 2 tiber den GrundkSrpern 

k(~F~) mit r e = l ,  2, 3, 7, 11. Es sei ~ eine ganze quadratfreie Zahl 

aus k (i]/~n). Dutch Adjunktion yon 1/~ erhalten wit den biquadratisehen 

KSrper K(i~Tn, V~). Ist r e = l ,  so heil~t K Dir iehletscher  KSrper~o). 

Wir ermitteln die ganzen Zahlen des KiSrpers K(i]/-~, ~) .  Jade ganze 
Zahl aus K l~ltt sieh in die Gestalt 

7 

bringen, wo z, ,~, T ganzc Zahlen aus k (i I/m) sind. Die ganzen Zahlen 

aus k (i ]/~, ) sind gegeben durch x + iy V m, wenn n , =  1, 2; x + y , ~ ,  

wenn r a g 3 ,  7, 11 (x, y ganz rational). Zu A relativkonjugiert ist 

A~- - '~ [ /~  Damit A eine ganze Zahl in K ist, ist notwendig und 
Y 

hinreiehend, dag A + ] und AJi- ganze Zahlen in k (i I/m) sind. Es ist 

A + A ~  2~ A A - -  y ~ y~ 

Diese sollen ganz in k(iFm) sein. Wenn (y, 2 ) = 1 ,  dann ist ~---0(~() 
und aueh w (y) und wir k~nnen dutch g ktirzen. Ist X eine ganze 
in ," aufgehende Zahl und ist ;~/~, dann aueh 1/~ und wir k0nnen 
durch ). ktirzen. Fiir 7 kommen nur Teiler yon 2 in Betraeht. Die 

Diskriminanten yon k ( i ] ~ )  sind 4, 8, g, 7, 11 ftir m ~ l ,  2, 3, 7, 11. 
Naeh den Zerlegungsgesetzen in quadratisehen Zahlk~rpern ist somit 

~0 (2)=(2,  1+i)  2 f t i r m = l ;  

b)  (2)  = (2,  i = 

e), e) (2) Primideal ftir ~-~-3 und 11; 

d) (2 )=  (2, ~ ) - ( 2 , - - 1  +/]/7)~ ftir , n =  7. 

,o) H i l  b e r t, t3ber den D i r i c h l e t s e h e n  biquadr~t ischen Zahlk6rper.  Math. 
Ann.  45, oder Gas. Werke,  I, S. 24--52.  
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Fiir 7 kommen in Betraeht: 

a) 1, 1+i ,  2; b) 1, i~'2~ 2; c) und e) 1, 2; 

d) 1, 1+ill7 --1-1-i[7 2. 
2 ' 2 

Ftir 7 =  1 ist A =  :~ + ~ 1/~-. Wir erhalten die Relativminimalbasis 1, 

1/3 mit der Relativdiskriminante 48. Ffir y = 2  ist A ~+~'g.EsmuB 2 
v.~--}'2~-----0(4), also 3 quadratischer Rest in k(i ~-n) rood 4 sein. Wir 
untersuehen zuniiehst die Fiflle m-]_=3 (4), also a ) m ~ l  und b)m~2 .  
Es ist ~ = a + b i V m ~ ( x + y i V m )  ~ (4), also a ~ x ~ - - m y  ~-, b~2xy(4).  
Ftir x~-y----O (2) ist ~ nieht quadratfrei, fiir x----y~l (2) ist a----i--m, 
b=__---2 (4). (Fiir m = l  ist ~ nicht quadratfrei.) Fiir x~-0, y=__l (2) ist 
a=___--m, b~O (4). (Ftir m = 2  ist ~ nicht quadratfrei.) Ftir x_____--l, 
y--~0 (2) ist a~_l ,  b~__0 (4). Somit ist ftir 

a) re=l ,  a ~ - - - l o d e r l ( 4 ) ;  b) m=2,  a - - - - - - l + 2 i ~ 2 o d e r l ( 4 ) .  

Wir suehen eine RelativminimalMsis und setzen unbestimmt an 

(z, y ganze Zahlen in k(i~/m)). 

Versuehsweise setzen wir y = l .  Es ergibt sieh ~ x ( 2 ) ,  : ( ~ x 2 ( 4 ) ,  
also x2----~ (4). 

a) x = i  bzw. 1, b) x = l + i V 2  bzw. 1. 

Wir erhalten die Relativminimalbasen 

a) 1, i+[/g" 1, l+[(g 
2 ' 2 

b) 1, l+i[g+[~.2 ' 1, l+]/g2 

und die Relativdiskriminante ~. 

Ftir 7 = 1 + i  bzw. iV2 mug ~2---=-~8 (2), also ~ quadratiseher 
Rest rood 2 in /~(iVm ) sein. Es ist a ~ l ,  b ~ 0 ;  ~ 1  (2). Wir et-- 
halten als Relativminimalbasis 

1-t-[8 1+ [/~- 
a) 1, 1+i ' b) 1, i[2 

mad als Relativdiskriminante 2 8. Einfaehe Reehnungen 
abso lu t  k l e i n s t e n  R e l a t i v d i s k r i m i n a n t e n  

~Ionatsh. :[fir ~Iathematik und Physik. 42. Band. 

ergeben die 

27 
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7 "  �9 �9 / - -  a) d = 3  Beispiel /~(~,,1/3); 
b) d=2 Beispiel K(i V2,i). 

Nun untersuehen wit die Fglle m___~3 (4), also 

c) m = 3 ,  

d) m ~  7, 

e) m = l l .  

Ftir y : 2  mug a quadratiseher Rest rood 4 sein. 

8 = a + b  l + i l / ~ = / x +  l + ~ [ g ~  

m+l 2 
a ~ x ~ - -  4 g (4), b~__-2xy-t-y ~- 

Ftir x_~_y~--0 (2) ist ~ nicht quadraffrei. 

Far x ~ y ~ l  (2) ist a ~  3 - m ,  b~___3 (4), 
4 

ftir x = 0 ,  y = l  (2) ist a__= 

ftir x ~ l ,  y ~ 0  (2) ist a__~--l, 

~-~[~+W. 

2 

mit der Diskriminante 3. 
t i v d i s k r i m i n a n t e n  

Es ist 

(s). 

m + 1 
4 , b ~ l  (4), 

b_=o (4). 

Die Aufstelhng einer Relativminimalbasis erfolgt wie vorhin. Es 
ist x 2 ~  (4) in.k(/V~7) zu 15sen. Wir erhalten die Basen 

1, l+2t4~n+V~-; 1, 1--b~/~- 

2 2 

Hierftir sind die absolut  k l e ins t en  Reta- 

c) d~V13  Beisp. K(iV~ ~ V - 1 + 2 i [ / 3 )  

l~ 

Ftir d) m - - 7  ist noeh 
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~' 1q-i~/7 pl bzw. p~ --1+il/7- 
2- 2 

Es ist p~@p~. Es ist A ~  ~+~[~- and ~.2~_~(p~) 

also ~ quadratiseher Rest mod p~ in k(i[7). 

Es kann x nicht gerade sein. Es ergibt sieh ~ _ 1  (p~). Die Aufsuehung 

einer Basis erfolgt wie vorhin. Es ist ~__,$2x2(p~), x:_.~__~l(p~)~ x = l .  

Wir erhalten also die Basis 

1+IT 
~' 1+ i [u  

2 

'"l=2~a~-+ab+2b2. Wir mit der absolut genommenen Diskriminante 2i~ i 
erhalten keine kleinere Diskriminante. Denn a ~+ ab+ 2 b ~ = 1  nur 
ftir a = •  b-~-O. Von vornherein kommt a ~ l  nieht in Betraeht. 
8 = - - 1  ist nieht mSglieh, da - - 1 ~  1 (p~). Ftir p~ gilt dasselbe. 

zu untersnehen. 

w 

Wir betrachten komplexe RelativkSrper K vom Relativgrad n tiber 

den imaginiir quadratischen Ktirpern k ( i ~ )  mit der Klassenzahl 1. 
Die Relativdiskriminante bezeichnen wir mit d (~0) .  Es sei ~ % ~ . . . ,  
co, eine Relativminimalbasis yon K. Die zu 

( 0 1  0 ) 2  " " " COn  ~ ' ~ 1  ~-",-, . . . ~ l n  

t r  zs �9 �9 �9 ,'! t !  o . �9 ~ z !  
% % ~ IIi I/. 2 . .  ,~  

'~ adjungierte Determinante sei 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , . . .  

Es ist f2~ eine Zahl ausK. W~re ~ = 0 ,  dann aueh f21k)=0(k~--~-2 . . . .  n) 

and somit aueh d - - 0  (Widersprueh). Es ist also ~ : #  0. Die Quotienten 

a~ ( i ~ l ,  2, . . . ,  n - - l )  sind sieher nieht alle reell (Beh.). Angenommen~ 

-Qi 
es sei ~ ( i ~  1 , . . . ,  n - - 1 )  reel]. Wir lassen i--+--i tibergehen. Es gehe 

K--+K". Dann ist 
27* 



410 Nikolat~s H o [ r e i t e r, 

Fcrner ist 

i ( i~1~2 ,  n - - l ) .  

G . . - a o  I ' 
O "  (-)" o "  I 

-q(~) (-~(~) i , D~ ~} o(,O i (Widerspr.) 

Ftir n = 2  sahen wir~ da~ ~' komplex ist. Es sei nun n~-3.  Von p" a.~ 

9-- I 9.~ 
ist mindestens eine Zahl komplex. Dasselbe gilt yon - und yon 

"% ~-~ Von diesen drei Paaren ist mindestens eines vorhanden, ftir 
( .~  ~2~" 

das beide Zahlen komplex sind. Wit kSnnen also die Bezeichmmg so 

~' u n d ~  komplex sind. Diese tJberlegungen gelten aller- w~ihlen~ dal~ 

"% ( i ~ 1 ,  2 . . . .  dings ftir grGl~ere n nicht. Es sollen nun die Quotienten ~ , 

n - - l )  durch Zahlen aus k ( i ~ ( ~ )  simultan approximiert werden. (Die 
nun folgenden Oberlegungen sind wie bei Fu r tw~ng le r . )  Es sei 

x~ ~ tc 
( i ~ 1 , ~ , . . . ,  n - - l ) .  

Wir ktinnen setzen 

Daraus folgt 

x~ ~i k ~  
_ _ _ _ _  , I z ~ l ~ l .  

e l  X 1 -}- + o ~  Xn  ~ Xn  

tt tt 

(n) . 
1 

I X n l  ~ - 1  
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Somit ergibt sieh : 

Intl. norm ( + , x ~ + . . .  ++~x+~)i= 

Es ist k' naeh oben und unten gesehri~nkt. Unser Ziel ist, eine Sehranke 
far k zu finden, derart, dag (1) nieht unendlieh vide LSsnngen hat. Hat 

(i) unendlieh viele LSsungen in ganzen Zahlen x,, x+ . . . . .  z~ aus k (i ~/m), 
dann aueh solche mit beliebig grogen I x~l. Es ist die Relativnorm ganz 
in t~, also absolut ~ 1. Somit ergibt sich 

z~,~-,> ' I -% , 
- { / l  e {{ ? (~,~,)+ . .  .~() . 

] i = 2  �9 �9 - - i - : n - - ~  n - - l )  t "  

Nun wollen wir dureh geeignete Wahl der Basiszahlen ~o~,o)2,...~ (,)~ 
erreiehen~ dag der Quotient 

Q =  I o.,~ _l 

(~, ~1%. . .  + ~ - ~ %  ~) 

wird. Dann ergibt sieh der Satz I. Wir wollen ein Glied im Z~hler 
und Nenner, und zwar in beiden Fiillen dasselbe Glied so grog maehen: 
dal~ es alle tibrigen Glieder beliebig stark tibertrifft. Dann ist Q > 1 - -  ~. 

Wit verwenden hierzu den folgenden Hilfssatz: 

Es ski ein lineares Gleichungssystem gegeben. 

~ 1 = a l l  X l - b  . . . - } - a l n  x n +  l 1 ~ 0 ( [ )  

�9 , . . . .  , . . . .  �9 . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  

t - - a  ~ n - - 1 - -  n - l , 1 X l - { -  �9 �9 �9 " t -an - - l , n  X n ' ~ l n - - 1  = 0 (1)  

~,~ =an1 x ~ + . . .  + a ~  x~+l~ =O(g) .  

Die Determinante A=]aik!  sei@0. Es sei l~=O(1),  g eine be- 
liebig groge positive Zahl. Eine Linearform sei komplex, die tibrigen reetl 
oder paarweise konjugiert komplex. Die n-te Linearform sei reell oder 
wenn komplex, dann fehle ihre konjugiert komplexe Linearform. Es 
wird behauptet: Das Gleiehungssystem besitzt Ltisungen in ganzen 

Zahlen xl, x~, . .., x~ aus k (i Fro). 
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Dieser Satz l~tl~t sieh auf den Minkowskisehen Satz tiber reelle 
zuerst die und komplexe Linearformen zurtiekftihren. Wir betrachten 

K~rpe~ k (~ V~) mit ~.+ a (4). 
Oegeben sei das Gleichungssystem 

k = l  k . ~ . l  k ~ l  

Es sei a =  i a~{ ~ 0 ,  die erste Linearform komplex, die tibrigen 
reell oder paavweise konjugiert komplex. Ich setze 

a,~= :q,, + il/m ~2,,, Xk=yk + iFm--& ( k = l ,  2 , . . . ,  n). 

Dann ist 

. . . . . . . . .  i j . . . . . . . . .  j 
a,~,. . .a, ,~ a,~t., . a  . . . .  I ] g n l  "" . a n n  a 

Ferner ist 

] ~= ]=lr'a=~x,, ]=lr~a=,,(Y,r + i]Tm--zk) l= I Za2~Y',+il/mZa='~zk]-~ 

. . . . . . . . . . . . . . . .  , , . . . . .  o , . . . . . . . . . .  

Iw != I/p:,0~,,w], +,,[~:~o~z~]=. 

Wir betraehten nun das Gleiehungssystem 

�9 2 2 Die Determinante l s tA~+mh> Die Gleiehungen sind reell oder 
paarweise konjugiert komplex. Wenn l~. l~ . . .  l=~l  A [, dann ist das 
System naeh dem Minkowskisehen Satz in ganzen rationalen Zahlen 
~Jk, zk 15sbar. Aus den obigen Ungleichungen 'folgt: das System 

l~ l /~+ , -~=~J /~+ , ,  ~, 1~.. 
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ist in ganzen Zahlen y k + i V ~ z k  (aus k ( i ~ i  ) 15sba L wenn l ~ l ~ . . .  
l~ ~ 1A ]. Nun l ~ t  sich g so grol] w~hlen, da~ daraus der Hilfssatz folgt. 

Ist m---~3 (4), dann setzt man 

~ + i t " ~  , 1 ~ - ~  
a~k ~ k +  2--~2k' x k ~ y k  T ~ y - - - - Z k  

(y, z ganz rational). Die weitere Reehnung ist analog wie ftir m ~ 3 (4) 
und es folgt wieder die Geltung des Hilfssatzes. 

Nun sollen die Basiszahlen 0)1~ 0)~, . . . ,  r so normiert werden, 
da$ Q >  1--~. Es werde zuerst 0)1 normiert. Es ist K" zu K konju- 
giert komplex. Wir setzen 

z l ~ 0 ) l  +o)2ul +%u.2+ �9 �9 �9 +0)~u~-1 

0)  2 ~ ( 9  2 

. . . . . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . .  . �9 , �9 

0 ) n  ~ 0 ) n  

Die ui sind ganzzahlige Unbekannte aus k (i ~m). Die Transformation 

ist unimodular and ganzzahlig in k (i ~ .  Die ui sollen die Gleichungen 
befriedigen 

- -  (~) 
"C)=0)(~ ~) +0) ( : )u l  +0)( : )u~ + . . .  t0)~ ~ - 1  = 0 (g) 

0)(3)u - - 0  (1) = ( 3 ) ~ - 0 ) ( ~ 3 ) + O ) ( 3 ) U l + ( O ( S ) U  " 3 F  " ~  n n - - 1 - -  
3 2 �9 �9 �9 

. . . . . . . .  o . . . . . . . . .  �9 . . . . . . . . . . . . . . . .  , , . 

- : ~ ) =  0)(?) + ~ 7 ) u l  . . . . . . . . . .  - (~) t0)~ u,~_~ = 0 ( t ) -  

Die Determinante ist ,& 0, die erste Linearform komplex~ die weiteren 
reell oder paarweise konjugiert komplex. Nach dem Hilfssatz ist das 
System l(isbar. Nun scien bereits die ersten ( i ~  1) Basiszahlen normiert. 
Wir bezeiehnen sie mit %, %, . . ,  -:~_~. Von den noeh nicht normierten 
Basiszahlen 0)~,.., 0)~ kann angenommen werden~ dal~ 

I 0 ) ~ ~  (1) ( j=i ,  i + 1 , . . . ,  n)~ ( / = 2 ,  3, . . ., n). 

Wir haben nun 2 Fiille zu unterseheiden. Es sei 1. K (~+~) reell. Wir 
ersetzen nur 0)~ dureh eine neue GrSge "~i~ und zwar dureh 

Die ui sind ganzzahlig in k (i ~m) so zu bestimmen, dal~ das Gleiehungs- 
system erfiillt wird: 
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_ ( ~ )  _ ( 2 )  
~ )  = ~ 2 )  +z(~ ~) u ~ +  . . .  t z / - ~ u ~ - t  tO~+lU~ + . . .  + 

t _  ( 2 )  ~ u , ~ - l ~  0 (1~ / 

.:(i) (o _t_.:~i) u~ + _ (i) . (o o ~ 03i , . �9 

( /q - l )  _ ( i - H l ) ~ ( i q - 1 ) . .  _ _  (i-}-l) . (i-1-1) , 
Cp; ~ r  - i - " i  " t ~ l - ] -  - - - t ' L ' i - - 1  ? g i - - l ~ - ~ i - ~ - , 1  "r - �9 �9 

+ 03(i+i) 0 (g) 
z~ ~+'2) = .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  = 0 (1) 

. . . . .  o . . . . . . . . .  ~ . , . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

"r (~) - -  = 0(1) .  

Die Determinante  ist @ 0. Die erste L inea r fo rm ist komplex~ die tibrigen 
_(i§ 

reell  oder paarwcise  konjug ie r t  komplex ,  die L inea r fo rm mit  ~ ist 

reell. Wir  kSnnen den Hilfssatz  anwenden.  

2. Es seien K (i+1) und K (~+:) konjug ie r t  komplex .  Die Linenr formen 

zu z~ i+~) und -r~ i+:) sind konjugier t  komplex.  Wi t  setzen 

Dann  ist die Determinante  

( i - ~1 ) .  ( i-~2) . ( i ~ - 2 )  (i-L1) ,9 
03i ,,i+1 - -w~ "~+1 ~ , i ( z l p ~ - - % p O .  

Im Nenner  tritt der Ausdruek  auf:  

($103;  i-~l,-' ' l- g2 O3/+1(i']"1)S/) ~ g ' 1 0 3 i ( i @ 2 ' - - "  . ( i q - 2 ) ,  ..j_ r tuiq_ 1 . ] = C ' 1 " 2  (~,1~2 ..1_ g ~ ) _ t _  $2 ( p ~ ' ~  ~ _}_ G:a j = ~  ' 

Es handel t  sieh nun darum,  dureh geeignete  Verft igung fiber die ?~ q 

zn erreiehen, dal~ 

2 ! p, % - -  p~ {~, I 

Es ist ] $~ [ ~  1, i $o I ~  1. Wir  fordern ,q - -  % ~  0 ( l ) ,  ;: § q ~ 0 (1). Dann  wird 

= ,~-a-o~/(p~+:~)+p~O(l)+%O (1) \ 1 1 " 2 ;  
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o ~-*- ~ d .h .  oder q yon der 0rdnung g zu machen. Es gentigt also, ,~_  ~, ?, 
Wir gndern nun die Basiszahlen o)~ und ~oi+, ab, und zwar durch 

5- i ~_~CO i .JFUl,~.I_}_ . , " dU.~li__I~i__l.~-UifDi~{_ 1 Jr- . . . . . .  .JFUn_lfOn= 

= ? i  + i q  

=~i+l + iz.~+~. 

Wir fordern als Normierungsbedingungcn: 

L.4"l=o(,) ,  i <', , "~i+, [ = 0  (1) (1=2, 3 , . . . ,  i~ i + 3  . . . .  n) 

I ( i + l )  ( i -~ -1 )  i= o (1), I "§ . p , + ,  1=o(1) 
('+') I=o@. ]tat '+1) [=0  (g) oder i~, 

Wir erhaltcn ein inhomogenes Gleichungssystem yon (2n--3) Glei- 
chungen mit (2n- -3)  Unbekanntcn. Eine Linearform ist komplex, alle 
tibrigen reell odor paarweise konjugiert komplex~ die Linearform mit 
0 (g) ist reell. Das Gleichungssystem ist nach dem Hilfssatz 15sbar, 
sofern die Determinante ~ 0, was wit noch zeigen wollen. Die Deter- 
minanten der beiden Systeme zerfallen beide in das l~rodukt einer (n--  1)- 
and einer (n--2)-zeiligen Determinante. Die erste Determinante i s t ~ 0 .  
da sonst nicht alle ~ = 0  watch. Wit behaupten, dal~ die beiden 
(n--2)-zeiligen Determinanten nicht gleichzeitig vcrschwinden k~Jnnen. 

W~trc dies dcr Fall~ so wiire auch ihre Summe 0. Es wttre also 

. . . .  ~ i - - 1  i §  - . .  

. . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  ~ 

~ i )  ( i )  ( i )  ( 0 ( i )  
�9 �9 . " g i - - 1 0 J i q - 2  . �9 �9 n 

�9 �9 �9 ~ i - - 1  t ~ i - ~ - 2  �9 �9 �9 

1 
. . . .  o . . . . . . . . . . . . . . . .  

�9 . . OJi_}_ 2 . . . 0 ) ~  

~ 0 .  

Wir kSnnen die Basiszahlen ganzzahlig unimodular so abandern, dal~ 
wit zu ok co, oder (o~+1 addieren und die tibrigen co5( j ~ k )  fcstlassen. 
Dadurch ~tndert sich die Normierung nicht wesentlich. Die noch nicht 
normicrten Basiszahlen blciben yon der Gr56enordnung 1. W~tren alle 
auftretenden Determinanten 01 so miiltte die Matrix 
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~ ( 2 )  ,...( 2 ) ~ t . ~ ( 2 )  , n ( 2 )  . c a ( 2 )  I 
1 . . . .  ~ - - 1  ~ i  ~ i ~  . . . .  n 

. . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . .  . �9 

~(i) ~(i) .,(i) .,(i) . (0 I 
) 1  �9 �9 �9 ) i - - 1  v'~i u J i ' ~ l  " " | t u n  I 

t ,~(i+2) ,,.(~+2) ..,(i+9) , . ,(~.~) ._,(i-l, 2) ! 
I 

- - 1  . . . .  i - - 1  ' ~ i  ~ i ~ - I  �9 �9 �9 ~ n  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . , 

,7(n) ,7(n) (n) (.) (n) 
1 " " " i - - 1  O J i  ( D i ~ - I  . �9 - ( O n  

den Rang  n - - 3  haben.  Das  ist nieht mSglich~ da sie den Rang  n - - 2  

hat ,  da alle f t  @ 0 sind. Dami t  ist erreicht,  daft 0 > 1 - - z  und es ergibt  

sich der  Satz I. 

(Eingegangen: 11. VII. 1935.) 


