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Beitr~ge zum Metaaussagenkalkfil I. 
Von M, Wajsberg  in Lomza (Polen). 

Einlei~ung. 

Vorliegende Abhandlung enthiilt einige meiner Ergebnisse tiber 
Unabhiingigkeitsbeweise nach der Matrizenmethode sowie fiber das 
Problem der Axiomatisierbarkeit yon endlichen Matrizen~). w I dieser 
Arbeit enth~ilt terminologische Erkl~trungen sowie Einfiihrung in die 
Matrizenmethode ftir Unabh~tngigkeitsbeweise. In w 2 wird bewiesen, 
dag Unabh~tngigkeitsbeweise nach dieser Methode nicht stets vermittels 
Matrizen mit endlichvielen ausgezeiehneten Werten durehfiihrbar sind'2). 

SchlieNich enthiilt w 3 den Beweis, daft jede endliche normale 
Matrix axiomatisierbar ist, dis yon den folgenden Aussagen erftillt 
wird: CCpflCCqrCpr, CCqrCCpqCpr, CCqgCpp , CCpqCNq 
Np, CNflC Cp~Np. Letzterer Satz ist eine wesentliche Verschitrfung 
mcines Satzes 24 in L - - T .  

w 1. T e r m i n o l o g i s c h e  E r k l ~ r u n g e n  und  D e f i n i t i o n  der  
M a t r i z e n m e t h o d e .  

1. 1. A u s s a g e n  werden aus Aussagevariablen p, q~ r . . . .  (ev. mit 
Indizes oder Akzenten) vermittels der 0perationen Cpq and Np ge- 
bildet (Schreibweise yon J. Lukas iewicz ) .  - -  Die in vorliegender 
Arbeit dargelegten Erg'ebnisse lassen sich mit leicht zu ersehenden 
~nderungen auch auf den Fall ausdehnen, wenn noeh weitere Funk- 
tionszeichen hinzukommen oder das Zeichen N wegFAllt. (Aussagen 

~) +tiber den Begriff der logischen Matrix vgl. L u k a s i e w i c z  und T a r s k i ,  
Untersuchungen fiber den Aussagenkalk~il, Comptes Rendus de ]a Soc. d. Sciences 
et d. Lettres de Varsovie, 23, 1930. Diese Arbeit wird im folgenden als L - - T  zitiert. 

~) Ein verwandtes Ergebnis ist frfiher yon K. Gsde l  erhalten worden, war 
mir aber zur Zeit der Einseadung dieser Arbeit in die Redaktion der vorliegenden 
Zeitschrift unbekannt. - -  Vgl. Ergebnisse eines math. Kolloquiums, Wien, Heft 4, 
S. 9--10. 
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ohne N werden wir als C-Aussagen bezeichnen.) - -  Die Bedeutung 
von Cp!l and Np (bei L u k a s i e w i c z :  wenn 2): so q bzw. nieht wahr, 
daft p) k(innen wir hier unbestimmt lassen, doch ist der Gebraaeh vm~ 
Cpff durch die im folgenden zu verwendende Beweisregel eingesehriinkt: 
Aus C:,.,3 uud ~ ist erlaubt ,~ zu folgen. - -  Letztere Regel werden 
wir nach dem Braueh der Warsehauer Logiker-Sehule als Abtremmngs- 
regel bezeichnen. 

2. Gebrauch der Variablen: Variable fiir Aussagea: ~., ~, " ; '~. . . ,  
Variable fiir Individuen oder Zahlen: x, y, z~ a~ b~ c~ c, d, e; Variable 
fiir natiirliche Zahlen (einsehlieNieh der Null, wenn nieht anderes ex- 
plizit festgelegt wird): i , j , /~  l, m, ni Variable fiir Aussagenmengen: 
~ I~ Z; Variable flit Matrizen: ~!)l, ~ ,  ~3. 

3. Ieh gebrauehe die folgenden gelliufigen mengentheoretisehen 
Bezeiehnungen: X + Y (Summe, Vereinigung), X .  Y bzw. X Y (Dureh- 
sehnitt), X (Komplementi~,rmenge), ~.zX (u. ist Element yon X), ~.zX 

-7,, (~ ist nieht Element yon X), X ,- I r (X ist Teilmenge yon ~ ), 0 (Null- 
menge). % ~, . X bedeutet dasselbe wie: z, ~ . . . .  sind Elemente vol~ 
X .  {~, ~, . . .} bedeutet die Menge die aus % ~, . . . besteht; insbesondere 
bedeutet ~%~ ~ die ~enge~ die aus ~ als einzigem Elemente besteht. 

4. Aussagen werden nur dann als versehieden betraehtet; wenn 
sie yon versehiedener Form sind. Ersetzen wit in einer Aussage u. ge- 
wisse Variable p, q ~ . . .  beztiglieh dureh die Aussagen "5 ~ �9  so haben 
wir damit in ~. die E a n s e t z u n g  P/7~ q/'~, �9 ausgeffihrt. Das Ergebnis 
dieser Einsetznng wollen wit mit ap /y f f /~ . . ,  bezeiehnen. 

Z. B. gilt Cqq-~-Cppp/tla). ~ Entsteht eine Aussage ~ aus einer 
Aussage ~. vermittelst Einsetzung so ist ~ eine Substitution yon :,., in 
Zeiehen: ~aSb(~). Die Menge aUer Substitutionen der Elemente einer 
Menge X werden wit  mit Sb(X) bezeiehnen. 

5. Aus zwei Aussagen C ~  und ~. entsteht ~ dutch die Operation 

der A b t r e n n u n g .  
6. ~.sFI(X) (in Worten: ~. ist eine F o l g e r u n g  yon X~ ist ab- 

leitbar aus X u. dgl.)~ wenn es eine endliehe Anssagenfolge z~, ~-2, . �9 �9 ~ 
gibt~ so dat3 ~ ~ - z  sowie jedes Glied dieser Folge entweder zu X ge- 
hSrt oder aus gewissen vorangehenden Gliedern dieser Folge vermittelst 
Einsetzung oder Abtrennung en%teht. - -  Start F/({~}) werden wit  
sehreiben Fl(~) und dementspreehend yon Folgerungen yon einzelnen 

Aussagen spreehen. 
7. ~ ist u n a b h i ~ n g i g  yon Y wenn :,.~FI(X). Um naehzuweisen, 

dait eine gegebene Aussage ~. von einer Aussagenmenge X nnabhiingig 

~) Analog werde ich gebrauchen die Ausdrucks~,eise ,,Satz N~/~,...::, 
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ist, zeigt man gewShnlich, dag ~ eine gewisse Eigenschaft nicht besitzt, 
die siimtliehen Elementen yon X zukommt und die sich vermitielst 
Einsetzung und Abtrennung forterbt. Oder umfangslogisch g'esproehen: 
bezeiehnet man (mit A. Tarsk i )  als Sys t em jede Menge, die s~tmtliche 
ihre Folgerungen enthiilt: so zeigt man; dag ~.~FI(X), indem man die 
Existenz eines Systems Jr aufweist, derart dag X ," Y abet ~ Y. 

Die leichteste und fruehtbarste Methode derartige Systeme zt~ er- 
zeugen, ist die Matrizenmethode, die im folgenden erkNrt und unter- 
sucht uird ~). 

2. 1. Jede (logische) Matrix OY~ ist dureh zwei Mengen A (!)~)~ B (9)~) 
and zwei Funktionen C,~ (x, y), 5~n (x) vollsti~ndig bestimmt, ftir welehe 
folgende Beding'ungen gelten, wobei unter W(TJ~) die Menge A 03~) § 
+ B ( ~ )  zu verstehen ist: 

b) _~ 0)~) + o, JB(~) + O. 
c) Wenn x, y~ W(~Y~), so 6~(x, y), 5%~(x)~W(TJQ. 
d) Wenn x-zB(~) und y~A(~), so C,~(x,y)~A(Tk). 
Anmerkung 1. Die v-on mir oben angenommene Erklarung des 

Begriffes der Matrix unterscheidet sich yon derjenigen yon A. T a r s k i  
(vgl. L- -T~  Def. 3) wesentlieh dureh ttinzufiigung der Punkte b) und 
d). A. T a r s k i  bezeichnet eine Matrix, fiir welehe die Bedingung d) 
besteht als normal .  Dementsprechend wollen wir letztere Bedingung 
im folgenden a]s Normalheits-Bedingung bezeichnen. - -  In der Praxis 
pflegt man als Matrix 9)~ die Definition yon A (~)~)~ B (9)~) (oder z. B. 
W(9~). B(O)~))C.~(x, y) und 5%~(x) zn bezeichnen. 

2. Die Menge W ( ~ )  werden wit als W e r t m e n g e  yon 9)~ be- 
zeichnen, ihre Elemente als ~Y)~-Werte oder Werte yon ~ ;  ~ heist 
endlich bzw. unendlicb zugleieh mit W ( ~ ) .  - -  Die Elemente yon B (9)~) 
werden gewShnlich nach P. B e r n a y s  als ausgezeiehnete Elemente yon 
9)~ bezeichnet. - -  Die Werte einer jeden Matrix ~ werden wit uns 
stets vermittels gewisser Zeiehen benannt denken, die uir  der Bequem- 
lichkeit halber mit den zugehSrigen Werten identifizieren werden. - -  
Setzen wit in einer Aussage ~ ftir siimtliehe Variable ~-Wer te  ein~ so 
erhalten wir stets einen Ausdruek, der einen gewissen TJ~-Wert darstellt; 
wenn man die Funktionen Cpq und Np als g'leiehbedeutend mit 
(,'~ (p, ~) bzw. N.~ (p) setzt. Besitzt eine Aussage ~ die Eigensehaft. 
da~ u. bei jeder Einsetzung yon 9~-Werten ftir s~tmtliehe Variable einem 

4) Diese Methode geht auf P. Bernays und J. Lukasiewicz zurack. Vgl. 
bierzu Fui~note ~) yon L--7'- 
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Element yon B(92) gleieh wird, so werden wir sagen, daft ~ 92-wahr 
ist oder daft ~ dig Matrix 92 erftlllt (aueh: befriedigt, geniigt u. dgl.) 

- -  in Zeiehen: ~zE(~)~). 
Es gilt dann der folgende aus den Bedingungen a, c, d leieht zu 

ersehende Satz: 

Fiir jede Matrix ~3~ ist E ( ~ )  ein System; oder m. a. W.: Aus 
3(=E(!lJ~) and z-sE(~)  folgt stets ~Fl(X).  

Zum Beweise beaehte man. daft aus den Bedingungen a), c). d) yon 
21. die folgenden Formeln fblgen: 

c') S b ( E ( ~ ) )  , - E ( ~ ) .  
d') Wenn Cv.[, ~ s E ( ~ ) ,  so ,~sE(T2). 

Annlerkung 2. Man kr die Bedingung d) oben dutch d') 
ersetzen, wodureh man neue fur Unabh~tngigkeitsbeweise verwendbare 
Matrizen erhielte~ doeh ftir das folgende ist alas belanglos. Die Bedingung 
A ( ~ ) ~  0 (siehe b) hat zur Folge, da~ far keine Matrix F~ die Menge 
E ( ~ )  eine Variable enthalten kann. Aus dem soeben erwiesenen Satze 
entspringt die Matrizen-Methode fi~r Unabhangigkeits-Beweise, die darin 
besteht, da~ man zum Beweise der Unabhangigkeit einer Aussage ~. 
yon einer Aussagenmenge X eine Matrix ~ angibt, derart daft X ,- 
= E (92) und ~ s E (~) .  

Im nttehsten w wird bewiesen, da[~ es gewisse endliehe Aussagen- 
mengen X sowie yon ihnen unabhttngige Aussagen ~. gibt, derart dag 
ftir jede Matrix ~ mit endliehem B(92) aus X , -  E(92) stets ~ s E ( ~ )  
folgt - -  und deshalb der Beweis, dalt ~. yon X unabhttng'ig ist, nieht 
vermittels einer Matrix mit endlich vielen ausgezeiehneten Werten ge- 
ftihrt warden kann. 

w  

Satz 1. Der Menge X ~  {Cpp, CCNp~ 1Cp~, CCNpp~t} kommen 
(olgende Eigensehaften zu: 1. ftir eine gewisse Matrix ~ gilt X - - E  (TJ0 
und 2. gilt X = E ( ~ )  ftir irgendwelehe Matrix ~,  so ist B (~) un- 
endlich. 

Anmerkung 1. Aus diesen Eigenschaften yon X folgt sofort, dag 
keine Variable aus X ableitbar ist, aber der beziigliche Unabhitngig- 
keitsbeweis nieht vermittels einer Matrix ~ mit endlichem B (~) ge- 
ftihrt werden kann. 

Beweis. Eine Matrix ~ mit tier Eigensehaft X = E (92) definieren 
wir iblgendermaften: A(~)~---{0}~ B(gJ~)~{I~ 2, . . .}~ C~(x~ y)~---1, 
wenn x ~ y, = 0 sonst; N~ (x) ~ x + I (!Y)~ erFtillt die Normalheitsbe- 
dingung~ denn wenn x sB(92) and y~A(YJ~), so ist x >  y und dann 
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ist C~(x,y)=O). Dail die Elemen~e yon X ~ - w a h r  sind, zeigen 
wir folgendermaliien, wobei wir Cp q, Np bez. ftir C~ (p~ ~), No~ (p) 
sehreiben: sind p, ~ beliebige 9~-Werte, dann gilt folgendes: 

1. C p p ~ l  (weil p ~ p )  und daher ist Cpp !):~-wahr. 

2. Nehmen wir CNpq=O an, so wird C C N p q C p q ~ C O C p ~ =  
~ 1  (well COx--1 fiir jedes x s W ( ~ )  gilt); setzen wit dagegen 
C N p ~ I ,  dann ist p + l ~ q ~  mithin p < q und daher C p q = l  --  
folglich ist CCNpqCpq-~ C1 1 ~ 1 .  Damit ist erwiesen, da[~ CCNp~ 
C p q ~ E ( !~J~ ) . 

3. Es gilt CNT2=O, weil N p = p  + 1 > p ;  somit ist C C N p p q =  
--C0ff~-~-l, d. h. es ist CCNpp~ !)~-wahr, womit die Formel X , -  
~ - E ( ~ )  vollst~tndig erwiesen ist. 

Gehen wir nun zum zweiten Teil unserer Behauptung iiber und 
nehmen wir im Gegenteil an, dag es eine Matrix ~ mit endliehem 
B(~)  gibt~ derart, datl X,- -E(~) ;  wir wollen hieraus einen Wider- 
spruch ableiten: Bemerken wir, dal3 CpNpzFI(X)  (zum Beweise setze 
man Np flit p in Cpp .und fiir q in CCNpqCpq ein), so folgt aus 
xzB(O~) stets .Nxr (wobei wir Nxffir 5~(x) schreiben. Sei nun 
a irgendein Element yon B(~). Die unendliehe Folge a~ Na, N N a . . .  
besteht dann aus lauter Elementen yon B(9I). Aus der Annahme, dag 
B(~) endlieh ist, folgt daher, dag unendlieh viele Glieder dieser Folge 
identisch sein mtissen. Schreiben wir nun 5:~x ftir Nx  und N~+~x 
ftir NN~x(i~-l,  2~. . . ) ,  so haben wir damit erwiesen, da~t ftir ein 
gewisses bz W(~) und eine Zahl k # 0  die Identitiit N%--b besteht. 
Aus der Voraussetzung X , - E  (~) folgt nun insbesondere~ dag Cpp ~ E (~)~ 
woraus mit Rticksicht auf die Formel Nkb~-b die Beziehnng CNkbbz 
B(~)  folgt. Ist hierin k >  1~ so leiten wit vermittels des Elementes 
yon XCCNpqCpf f  (we man fiir p, ~ beziiglich Nl~-~b nnd b einsetze) 
sofort ab~ dag CN~-~bbzB(~). Folglich gilt CN~bbzB(~), d.h. 
CNbbsB(~) und hieraus sehliegen wir mit Hilfe des Elementes yon 
XCCNpp~,  dag qzE(~), was aber unmSglich ist. Somit mug B(~)  
unendlich sein und damit ist unser Beweis vollendet. 

Anmerkung 2. Die Elemente der soeben benutzten Menge ~ sind 
den folgenden mathematisehen Formeln (in Hilbertseher  Symbolik) 
nachgebildet: 

1. p~=p, 2. p + l ~ f f - - ~ p ~ /  und 3. p + l < ~ p - + ~ / ,  

yon den sieh analog wie oben zeigen l~igt~ dag sie zusammen keine 
Realisierung mit endlichvielen Elementen zulassen. 
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Die Menge X beh~lt die yon uns erwiesenen Eigensehaften bei, 
wenn man darin die Aussage C CXp • Cp ft durch C Cqp Cff A'-p crsetzt: 
der beziigliehe Beweis verbleibt dann fast ungeandert~ denn letztere 
Aussage erffillt gleiehfalls die obcn gebrauehte Matrix g)~. Ebenso kbnn- 
ten wit in den Aussagen yon X das Zeiehen N Nr ein gewisses [ =  
.,~ 3, . . .  dutch N z ersetzen. Analog ~berzeugt man sieh., dal3 man ganz 
allgemein folgendes behaupten kann: 

Satz 2. Sei X=[Cpp, CC~q Cpq, CC~p :~ Pi: wo ~ @ p eine blo3 
mit der Variablen p gebildete Aussage und ~ eine yon 19 freie Aussage 
ist. Gilt dann X ,-" E(~)  fiir irgendeine Matrix ~ nfit endliehem B(9~), 
so ist ~ E(9~). - -  Die Aussage CC~q Cp~ kann dabei dutch CCqp Ccl z 
ersetzt werden. 

Zum Beweise sehreibe man ~(p) statt ~ and betraehte ftir irgend- 
welches a z B (!~) die Folge a, u (a), ~ (~ (a)) . . . .  

Unter denselben Voraussetzungen ffir :,. und } gilt der fo]gende, 
analog zu beweisende 

Satz 3. Erffiltt die Menge X=(Cpp,, CCpqC~.ft~ CCp~',~ eine 
endliehe Matrix, dann gentigt aueh ,~ tier gleiehen Matrix. - Die Au.-:- 
sage CCpqC~q kann dutch CCq~.6'ftp ersetzt werden. 

Zum Beweise bentitze man die Folge a, ~(a), . . . .  wo as IV())~). 
Beispiele zu Satz 2. 
1. Sei X={Cpp, CCNS'p~Cp~,CCNNppCNN~]. Gem~i~ 

Satz '2 (u./NNp, ~/CNNqft) erftillt die Menge X keine 5fatrix ~ mit 
endliehem B(9~), die aueh yon CNNgft nieht befriedigt ware. Nun 
verifiziert man leieht, dal~ fiir die im Beweise yon Satz 1 gebrauehte 
Matrix ~ die Formeln X = E (gJ~) und ~z E ( ~ )  bestehen. Somit ~ yon 
X unabh~ngig and doeh kann nieht der bezfigliehe Beweis vermittels 
eincr Matrix g~ mit endliehem B (9~) erbraeht werden. Beaehtenswert ist 
dabei, dag die Elemente yon X sowie } beweisbare Pormeln des gewShn- 
lichen Aussagenkalkt~Is darstellen, wenn man C~ N beztiglieh als Impli- 
kation und Negation deutet. Das n itmliehe gilt yon den Elementen der 
naChstehend definierten Menge Y, die tiberdies yore Zeiehen N frei sind. 

2. Sei Y-~-{Cpp, CCCpp~Cpq, CCCplopCCCq~Cq~ ,~,. 
Um den Satz 9 anzuwenden seize man ~=Cpp 'and }-~CCCft ff 
C q ~ C ~ q:. Fiir folgende Matrix 9)l gilt Y ~ E (92R) and zugleieh [~ ~E ()?2ff) : 

+~(~X):= [0}, B ( ~ ) = { 1 ,  2, . . .} ,  C~(x, y)=y + 1 

bei x ~ y ,  = 0  sonst (N~z(x) kSnnen wit nnbestimmt lassen). Der be- 
zt~gliehe Beweis gesehieht folgenderma6en, wobei ~a: ~ % der Reihe 
naeh die Elemente yon Y bedenten: 
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1. C p p ~ p + l .  well p ~ p .  Demnaeh gehtirt ~1 ZU E(O)~), denn 
] )+1  ist ~ 1 .  

2. Aus Cp~o = p +  1 folgt % ~ CC(p + 1) q Cpq; ist dabei p +  l ~ q ,  
so ist aueh p ~ q, somit ~-.z = C (~ + 1 ) (St + 1) s B (!IX); ist abet p + 1 < q, 
so ist C (p + 1) ff = 0, somit % ~ Up ~(, + 1 z B (9)2). Mithin ist % 9)2-wahr. 

3. % ist yon der Form CCCppp}; C C p p p ~ C ( p + l ) p = O ,  
well i )+  1 > l); somit gilt % = CO } ~  ~+  l z/3 (gX). Folglieh ist aueh 
% 9J~-wahr und darnit gilt )~ ,- E (9)~). ~ erftillt abet die Matrix 9J~ nieht, 
denn } ist als Substitution yon CCp'pp naeh dieser Matrix stets gleieh 0. 

w 3. O b e r  A x i o m a t i s i e r b a r k e i t  y on  Mat r i zen .  

1. Definit ion 1. Eine Matrix gJ~ ist a x i o m a t i s i e r b a r ,  falls es 
eine endliehe Menge X =  E(g2) gibt, so dali E(Tft)~Fl(X). -- Die 
Menge X ist dann eine A x i o m a t i k  yon ~JL 

Ila diesem w wird bewiesen. 

l Iauptsa tz .  Es ist jede endliehe Matrix ~ axiomatisierbar~ die 
yon den folgenden Aussagen erfiillt wird. CCp~ CCqrCpr (Sy]I): 
C Cq r C Cp 9 Cp r (Sy]~), C Cp ~ CN~ Np (Transp~), CN7 C Cp g Np 
(Transp~.) and CCft~Cpp(Id*). 

Defini t ion 2. a. Ftir 7 = C ~ -  sei ~ = 7 0  und ~ 7  ~. b. Fiir 
T = X }  sei ~=.{1.  

Folgen yore Typus ,,x, y: .. z" �9 ~ wo x, ~,~ ..  z Nullen oder Einsen 
sind (z. B. die Folgen 0, 01, 110) werde ieh als S t e l l i n d i z e s  bezeieh- 
hen. Als Variable fiJr Stellindizes werde ieh die Buehstaben z, ).: y. ge- 
brauehen. Fiigen wir aneinander zwei Stellindizes z und ?, (in dieser 
Reihenfolge) an, so gewinnen wir einen Stellindex z;~ (z. B. ftir z---01 
und ;. = 1 0  ist z ) , = 0 1 1 0 ) .  Statt (~o)o, (~o)~. (~)o and (~)1 werden wir 
bez. sehreiben ~oo. ~ ~o~. ~lO. v.l~. sowie allgemein ~-a fiir (~7-) ~~ (z. B. gilt 
~ = (C C~, ~ r) ~', ~ = (C Cp ~' q <V o'. 

Die Stellindizes werden nns dazu dienen~ die Stellen, an denen 
eine gewisse Aussage ,~ in einer anderen ~ als Tell vorkommt, genan 
zn eharakterisieren; so gilt z .B.  fiir ~=CCppC~tCpp und ~ 
- - C p p : ~ .  ~ und ~_~_~.oo Jeder Stelle die eine Aussage ,~ in einer 
yon ihr versehiedenen Aussage ~, die keine Variable ist~ einnimmt, 
entsprieht in leiehtverstiindliehem Sinne ein e i n z i g e r  Stellindex z, so 
dal~ } ~ ~- (z. B. entsprieht der ersten Stelle (yon links) die p in Cp p 
einnimmt der Index 1. 

Definit ion 3. Vermittels der Satzformel Ers (~. ~, "5 ~, z.) werden 
wir andeuten, da$ ,~ aus ~- entsteht; indem in ~ an der SteIle z (d, h. 
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an der Stelle~ der der Index 7. entspricht) der Toil 7 dureh 8 ersetzt 
wird; z .B.  gilt Ers (Cpp, Cpq, p, q, 0). Genau k0nnen wit  den Be- 
griff Ers durch folgende rekursive Definition erklaren (wobei der Strieh 
das Definiendium yore Definiens teilt): 

a) Ers (~, ~, 7, 3, 0) 17 ~ ~o, ,~0 und ~ ' -~-~ .  

e) Aus Ers (~,  ~ ,  % ~, z) folgt Ers (~, ~, 7, 8, 9, y.). 

A n m e r k u n g  1. Es gelten, wie leieht ersiehtlieh, die fo lgenden 
Formeln (in Hilbertseher Symbolik): 

1. Ers (~., ~, 7, ~, Y-) -+ Ers (,~, ~, ~, v, z). 
9_. Ers (~, ~, 7, ~, z) & Ers (7, ~, ""~, ~', ~.) -+ Ers (~., ~, 7', ~, y- 9~). 

Wit nehmen ferner folgende Bezeiehnungen an: 

Definition 4. 

a) Ax : {Syl~, Syl,~, Transp. Transp~.} (d. h. Ax ist die Menge, die 
aus den Aussagen S y l l ~ C C p ~ C C ~ r C p r ,  Sy l2=CCqrCCp~Cpr ,  
Tra~sp~ - -  C Cp ~ C N~ Np und Transp~ ~- C Nff CCp q Np best@t). 

b) Bow (~) (:r ist beweisbar) l~.~Fl(Ax). 
c) Statt Bew (~) werden wir oft bloI3 x schreiben. 

Die Sehreibweise ,~.~ & ~s & . . .  & ~- -~  ~ wird demnaeh bedeuten 
dag ~ beweisbar ist, sofern das ni~mliehe yon dan Aussagen ~., ~ . . . .  ~,~ 
gilt ~). 

d) Ein Index ~. ist gerade bzw. ungerade, je  naehdem z eine go- 
fade (d. h. dureh 2 teilbare) bzw. ungerade Anzahl yon Einsen enthiilt. 

e) Besteht Ers (~., ~, 7, 8, z), wo ~. gerade bzw. ungerade ist, so 
werden wir sagen, da$ ~ aus ~ entsteht, indem in ~ an einer geraden 
bzw. ungeraden Stelle y dureh ~ ersetzt wird. - -  Analog werden wit 
uns tier folgenden Ausdrueksweise bed ienen :  ~ entsteht aus :~, indem 
in ~ an so und so viel geraden (odor ungeraden) Stellen ~' dutch 
ersetzt wird. 

Z .B .  entsteht Cffff aus Cpp, indem in Cpp an e i n e r  geraden 
und e i n e r  ungeraden Stelle p dureh q ersetzt wird. 

Satz I. C ~ &  C~7--+C~,~,(5yl~ p/~/~r/7 ). 
Satz 2. C,z~&C,/C~--~CyC~.~. 

5) JedesmM, wena in der Folge eine Formel  ~,om Typus ,,~.j d~ % & . . . .  & ~.n-§ 
bewiesen wird, ist  auch der folgende Satz wahr : s ind %, :% . . . ,  :1r /~-wahr, so ist 

R-wahr.  
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Bcweis. a) C ~ - +  CC~8 5':,.8 (Syll p/zq/~r/3). 
b) CTC~S&CC~SC's. 8-+CyC~8 (Satz 1 ~"'"./j<r 

f i e  ~ 8). 

Satz 36). Besteht Ers (~., ~, 7, 8, z), so sind bei geradem x. die 
Aussagen C~CC'(8,~ und CC,;SC~[ beweisbar, sonst aber die Ans- 
sagen C~CC87~ und CC87C~ ~. 

Beweis. Wit fiihren den Beweis durch Induktion nach der An- 
zahl n d e r  Ziffern yon z. 

Sei zu diesem Zwecke mit S,~ der fo!gende Satz bezeich~et: Der 
zu beweisende Satz gilt, wenn y. aus n Ziffern besteht. Z u m  Beweise 
�9 con S~ nehme man ftir den Fall •  die Aussagen Sylxp/'5,t/Tr/~ 
und Sfl,.p/Tq/Sr/~ --  dagegen im F~tlle z = l  die Aussagen ~S'y/~ 
p/T~t/~r/8, Syl, p/Sq/yr/~, Tramp, p/y~/~, Transp~ p/i,q/8. Um den Be- 
weis zu beenden, haben wit jctzt aus SkS~:+~ abzuleiten. Besteht nun 
Sk sowie Ers @, ,~, 7, 8, z), wo z aus k + 1 Ziffern besteht, so ist y. yon 
der Form 9,0 oder k l ,  wo ). aus k Ziffcrn besteht und wit haben dann 
vier F~ille zu betrachten, jc  nachdem z und ), gerade odor ungerade 
sind. Ich werde blo~ den Fall betrachten, da~ z und 9~ beide gerade 
sind (fiir die tibrigen Fiflle ist der Beweis analog zu fiihrcn): Sind z 
und k gerade, so ist •  u n d e s  gibt zwei Aussagen ~[ '~  C'5~' tu~d 
8 ~ ~ C'~,~, so daI~ Ers (~., ~, : ' ,  8', ),). Zu Folge der Annahme S~ sind 
dann (weil 9~ aus k Ziffern besteht) die Aussagen (1)C~.CC'['~'I~ und 
(2) CC,['~' C ~  beweisbar. Vermittels Satz 2 ~/C T 8, ~/C 7' ~', 7/~., 8/~, 
SyL_ q/y, r/8, p/'~ und (1) erweisen wir nun sofort, dag Cz CC'~'~ be- 
weisbar ist. Ferner zeigen wir mit Hilfe yon Satz 1 ~/Cy8 ~/C7'~ ~ .(, C~ 
sowie (3) und (23, da~ Cy8 C~,~ beweisbar ist. Damit ist abet S;~+~ 
ftir den in Frage stehenden Fall vollstiindig erwiesen. Aus dem soeben 
erwiesenen Satze folgt sofort: 

Satz 3a.  Es bestehc Ers (~, ~, y, 8, z). Es gelten dann a) bei ge- 
radem z die Formcln 

~-+CC78~ und ~ & C 7 8 - + ~ ,  

b) bei ungeradem z die Formeln 

~ ,CCS"I'~ und ~&CS,( -+~.  

6) Ein mehr vollsti~ndiger Beweis dieses 8atzes findet sich in meiner polnischeu 
Dissertationschrift ,,Aksjomatyzacja. tr6jwartosciowego rachunku zdaf~" (d. h. Axio- 
matisierung des dreiwertigen Aussagenkalktils), vgl. Kap. 2, 2' 5 : Comptes Rendus des 
s6ances de la Soeigt6 des Sciences et des Lettres de Varsovie XXIV, 1931, Classe III. 
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c) bei beliebigem z die Formel 

&C6 5 ...... io. 

Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes, Punkt  a bildet 

Satz 4.  C~1 (:~  . �9 �9 (:~,,'~" & ( " ( ~ - .  C-~, C %  . . .  (':~/,:a (], ,= t, ? , . . . , .  
Ferner beweisen wir 

Satz 5. Besteht Ers(-z~,~.,+l,%ag, z,) Nr al!e i - - 1 , 2 , . . . , k  
i l~=  1, '2 . . . .  ), so sind die Aussagen 

beweisbar, wo ~ , ( i = 1 ,  ~ , . . . ,  k) mit CT~.  oder ( '~7 ,  identiseh ist. 
je  naehdem z,: gerade bez. ungerade ist. 

Beweis. Bezeiehnen wir den zu beweisenden Salz mit Sk, so gilt 
b'~ auf Grnnd yon Satz ;4. Es gentigt daher zu zeigen~ da~3 aus S~N,+~ 
folgt. Gilt nun S~ sowie die Voraussetzung yon S~+~, d .h .  es besteht 
Ers(z~, z,+~,5%a~,z,) flit alle i yon 1 his 1 + 1 ,  so sind kraft S~ die 
Aussagen (1) ( ' ~ 1 ( ' ~ C } 2 . . .  (71hzz und (2) C~, C 3 ~ . . .  C~,(/~, ~., be- 
weisbar, wo } ~ ( i = 1 ,  2~ . . . .  l) mit C.(~a~ oder C8,7, identiseh ist, je 
naebdem z, gerade oder nngerade ist. Ferner  gilt naeh Vorausseizung 
Ers (~.~, ~-z+~, ~,'~, ~, z/) und daher is~ naeh Satz 5 (~]% f~/~.,+~, 7/3"~, 8/;/, 
z/z,) die Aussag'e (3) C~.~C~g~+~.~+x beweisbar, wo }~+~=(;!-(~a~ oder 
Ca,-,'~, .ie naehdem z, gerade bez. ungerade ist. Vermittels Satz 4 k/l + 1, 
~.U}~__~(i=9~, 5 . . . .  , 2 +  1), 5"/a~, a/Cw sowie (1) und (3) folgern 
wir nun sofort, dag die knssage C ~  (!}~ C }~ . . . .  (!,~z+,~.~+~ beweisbar 
ist; d. h. es gilt eine HSlfte der Konk]usion yon S~+~. - -  Aus Ers (~.~, 
~.~+~. "r ,~, z~) fi)lgt ferner Ers (C~  ~.~, C~-~ ~.~+~; "h, ~, 0z~). Gemat~ Satz 3 
z"C~ ~.~, }/6 '~ "J.~+~, Y/'(~, ~/i3/; z/0z~ ist daher die Aussage (4) CC:q ~ 
('}~+~(_ ~ ~+~ beweisbar, wo ~ + , = ( ~ ' ~ , ~  oder C;3~.0, je  naehdem Oz~, 
(und damit zugleieh aueh ~.~) gerade bez. ungerade ist. Mit tIilfe yon 
,12~a'[Z 4 ]*:/1.~ ~.il/}i, "[/( '~l  ~-l, ;d/(-/'ZI Nl-l-1 sowie (2) und (14) sehliel~en wir n u n  
sogleieii, dag die Aussage ( r~  C ~ . . . .  C,~z+~ 6'a~ ~+~ beweisbar ist. wo- 
mit vollst~ndig erwiesen ist, dag aus N,S~+~ folgt. Demzufolge gilt 57 
Nr jedes /~, w. z. b. w. 

Def in i t ion  5. (Reknrsive Definition yon U<). 
a) C0/) ~'----- ~, 
b) C~+~p ~.= Cp C'p q. 

Aus Satz 5 folgt sofort 

Satz 6. Entsteht ,~ aus z, indem man in z an k geraden und t 
ungeraden Stellen (1,: oder 1 @ 0) 7 dureh ~ ersetzt, so sind die Aussagen 
C z C ~ C :" S U C ~ 5' 3 und C z C ~ (! 8 ;: (Y< C-  ; ,~ beweisbar. 
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Hieraus entnehmen wir sogleieh 

Satz 7. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gelten die 
ibi~enden Formeln: 

0 ~ & C ~ 7 - + C k C y ~  �9 

Satz 8. Enthiilt ~ die Variable p als eehten Teil, so sind die 
A,~ssagen CgCCpgCCqp~.  und C ~ C C ~ p C C p q ~  beweisbar. 

Beweis. Aus der Voraussetzung fo]gt, dal~ fiir ein gewisses z 
Ers (~z, ~, p, p, z) besteht; somit ist nacb Satz 3 die Aussage (1) C~ C Cp p 
beweisbar. Ferner besteht Ers(CCpp:~, CCqpzr p, q, 11) und hieraus 
foigt gemKfi Satz 3 die Beweisbarkeit yon (2) C C Cp p ~ C Cp q CCgp ~. 

Aus Sa tz l  ~/CCpp~,7/CCpffCCqp~.  sowie (1)und (2) ent- 
nehmen wir~ daft C~CCpqCC~p~.  bewe~sbar ist. Analog" schliegen 
wit vermittels Ers(CCpp~, C C p ~ ,  p, ~, 11), dalit C~CC~pCCpq~.  
beweisbar ist und damit ist unsere Behauptung vollst~indig' erwiesen. 

Satz 9. Enthiilt ~ die Variable p als eehten Tell, so sind die 
Aussagen C~.CkCpqC~C~p~. and C~CkC~pC~pqz~(k~l ,  2 . . . .  ) be- 
weisbar. 

Beweis. Bezeichnen wir den zu beweisenden Satz mit S~, so be- 
s~e, ht nach worigem Satze S~. 

Nehmen wir nun ftir irgendwelehe Zahl l ~  1, 2 , . . .  die Richtig- 
keit yon S~ an, so folgt hieraus 2~+~ in folgender Weise: Gilt die 
Voraussetzung yon S~+~, so sind nach S~ die Aussagen (1) C:~CCpq 
U C q p ~. und (2) C ~ C Cp ~ (~p q ~. beweisbar; ferner sind zufolge S~ ~/C ~ 
U~p~ bzw. :~/UCp~'.,. die Aussagen (3) C~C~p~.CCpqCCqpCCqpu 
~md (4) U C p q ~ C C ~ p C C p q U C p ~  beweisbar. 

Beachtet man ferner, dal~ CC~pC~Cqp~.~C~+~C~p~., so er- 
kennt man, dag aus Satz 4 r 3 , . . . ,  l § 1), y/C~C~p~, 
~/CCp~C+~C~p~. sowie (1) und (3) die Beweisbarkeit yon C~.U+~ 
( : p ff C ~+~ C ~ p :r folgt. 

Analog zeigen wit vermittels Satz 4, (2) und (4), da~ aueh C~ 
C ~+~Cqp U+~ Cp~y. beweisbar ist, womit unser Beweis beendet ist. 

2. Wit wollen nun zu A x  die Aussage CCqq Cpp (Id ~) beifiigen, 
ferner soll im folgenden R eine konstante end]iche Matrix bezeichnen, 
fiir die Ax mE(R) ist. Um den Hauptsatz zu beweisen, haben wir zu 
zeigen, dal~ R axiomatisierbar ist. Zu diesem Zwecke beweisen wir ZU- 

Monatsh. ~iir Mathematik und l:)hysik. 42. Band. 16 
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erst, da~/ kS ~'tir jede natiirliehe Zahl n eine endliche Menge 3f = E(R) 
gibt, so dai/alle h~ehstens n versehiedene Variable enthaltende R-wahre 
Aussagen Folgerungen yon M sind. 

Anmerkung 2. Zum Beweise der letzteren Behauptung geniigt 
es anzunehmen, da$ die Aussage Cpp(Id) an Stelie yon CCq~Cpp 
(Id*) zu E (R) gebSrt (Id folgt aus Id*, abet nicht umgekehrt). 

Definition 6. A q,~ (% ~) (~ ist ~-gleiehwertig mit ~)]. Setzt man 
in ~ and w Werte yon 9Jr ftir alle Variablen ein, wobei jede Variable, 
die in ~ und ~ gleiehzeitig vorkommt, in beiden Aussagen duret~ den- 
selben Wert ersetzt wird - -  so tibergehen ~. und ~ stets in A~sdrtieke, 
deren Werte naeh ~ identiseh sind. 

Anmerkung 8. Die Beziehung A q~ ist offenbar refle:~iv, kommu- 
t ativ ~nd transitiv. 

Definition 7. Aq(~., ~) (:,. ist i~quivalent mit ~)]Cy.~ and CI~ 
sind R-wahr. 

Anmerkung 4. Man ersieht aus Satz 7, d., dal~ we:~n z ~ E (R) 
Aq ('f, ~) and ~ aus ~. entsteht, indem man in ~ an g'ewissen Steliea 
-[ dutch 8 ersetzt, so ~ s E (R). 

Satz 10. A qR (~, ~) ~ A ~ (~., ~). 
Beweis. Die Aussage Id* erftillt R; aus Id* ist aber die Aussage 

Cp p (Id) ableitbar und folglieh ist ftir jede Aussage ~ C'y. ~ R-wahr. 
Besteht daher A~n(:,-, ~,), so mtissen aneh Cz~ und C ~  P,-wahr sein, 
w. z. b. w. 

Definition 8. V(~)(n~--~-l, 2 , . . . )  ist die Menge aller Aussagen, 
in denen blol~ Variable veto Typus p~, p~ , . . . ,  pn auftreten. 

Satz 11. Fiir jede endliche Matrix ~ gibt es eine endlict~e Menge 
X,-V(~)(n~---1, 2~. . . ) ,  so dal] X zujeder Aussage zs V(~) eio Element 

enthi~lt mit der Eigensehaft A q~(~, ~). 
Beweis. Ist })~ m-wertig (we m aueh unendlieh sein kana), so 

zeigt man leieht, daft es keine Untermenge yon V(~) mit mehr als m "~ 
untereinander nieht ~)~-gleiehwertigen Elementen geben kann: die An- 
zahl aller versehiedenen Belegungen yon n-Variablen mit ,~-Werten ist 
namlieh gleieh m" and daher ist die Anzahl aller Belegungen dieser 
Belegungen mit m-Werten gleieh m ~*~. - -  Nehmen wir nun an, da~i 
m endlieh ist, so ist aueh m '~ endlich~ womit unsere Behauptung er- 
wiesen ist. - -  Ist die Matrix ~O~ effektiv gegeben, so kiJnnen wir eine 
Menge X mit der im obigen Satze angegebener Eigensehaft folgender- 
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mal~en konstruieren: Von der Menge MI--{PI,  P ~ . . . ,  P~} ausgehend, 
bilden wit sukzessive Mengen M~(i~2, 3 , . . . )  auf folgende Weise: 
ist 5~ die Menge aller Aussag'en yon der Form C~.~ C ~  und No., 
wo ~ zu M~_~ und ~ zn einer der Mengen ll~, M2 , . . . ,  M~_~ g'ehSrt, 
so nehmen wir ftir M~ eine beliebige Untermenge yon N,., die zu jedem 
Eiemente ~. yon 5'~., das mit keinem Elemente einer der Mengen J~I~, 
M.~,.. . ,  M,_~ ~)bgleiehwertig ist, ein einziges Element ~ enth~itt, so 
dal~ A~,,~(~, ~) - -  ist dann 31)~ die erste der Mengen M~, die leer aus- 
f~llt (auf Grnnd des soeben bewiesenen Satzes mug es ein derartiges k 
geben und k ist offenbar < m " ' ~ +  2, wenn ~, die Anzahl tier Werte 
,:on ~ ist), so besitzt die Vereinigung der Mengen :11, (i--- 1, 2.. . . ,  k) 
die yon X verlangten Eigensehaften. 

Amnerkung 5. Bezeiehnen wir eine Matrix ~ als ha lbend l ieb ,  
wenn ~ der Bedingung gentigt, dal~ die Funktionen C~(x, y) und 
~':~(x) ft{r x, :9'z W ( ~ )  nur endlieh vide Werte annehmen k~nnen, so 
behalt tier soeben erwiesene Satz aueh dann noeh seine Riehtigkeit, 
wenn die Forderung der Endliehkeit yon ~ dutch die der Halbendlieh- 
keit ersetzt wird. - -  Der Beweis lautet kurz wie folgt: Ist ~ halb- 
endlich, so gibt es gewisse 9)~-Werte a,, a~ . . . .  , a~ (k endlieh), derart, 
da$, wenn x, y s W(~0~), so sind C~ (x, y) und 5 ~  @) mit gewissen yon 
diesen a~ identiseh. Ist nun n eine beliebige Z a h l =  1, 2 , . . . ,  so gibt 
es, wie leieht erkenntlieh, stets eine endliehe Anzahl von ~-Werten 
b~, b=, . . . ,  b~ (wo 1 yon n abhangt) gilt, so dal~ so oft in den Ausdriieken 
Cm~ (p~, p~), NTm~ (P0, C.~,e (pc, a,.) und C~ (a~, 2;) (i, J = 1, 2 , . . . ,  n; r = 1, 
. . . . .  k) fiir die Pi gewisse ~-Wer te  eingesetzt werden, stets ftir die- 

selbe gariablen aueh gewisse b~ aus obiger Reihe eingesetzt werden 
k~nnen, ohne dal~ die Bedeutnng der obigen Ausdriieke dadureh ge- 
~tndert wird. Hieraus folgt ohne Sehwierigkeit, dag wenn man aus 
A ( ~ )  und B ( ~ )  s~tmtliehe Elemente aulaer die a~ und die b~ fortl~tgt 
(eventuell mit Ausnahme e ines Elementes, wenn eine dieser Mengen leer 
wird), so ergibt sieh eine endliehe Matrix ~, so dal~ folgende Formel gilt: 

Damit ist aber unsere Behauptung auf den soeben bewiesenen 8atz 
zuriickgefiihrt. (Zugleieh erkennt man, idal~ fiir dieselben Matrizen 93~ 
and ~ iund dieselbe Zahl n die Formel E(!lJ~). V(,,)~ E (~) .  V(.) be- 
steht. - -  Aus Satz 11 folgt unmittelbar 

Satz 12. Jede unendliehe Meng'e X ,-V(,,) enthiilt ftir jede end- 
liche (oder halbendliche) Matrix ~ eine unendliehe Untermenge yon 
miteinander {Y)~-gleiehwertigen Aussagen. 

16" 
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3. Mit r werden wir ktinftig die Anzahl der Werte (ktirzer: den 
Grad) yon 1r bezeiehnen sowie mit Aq eine beliebige feste Menge 

V(~), die zu jeder Aussage ~. z V(~) ein einziges mit ~.R-gleiehwertiges 
Element } enth~ilt. (Ein Verfahren A q zu konstruieren, ist oben ange- 
geben worden.) Wit werden der Bequemliehkeit halber annehmen, dag 
die Variable p~, p~ . . . . .  p~ zu A q gehiJren. 

Ferner wollen wit zu Ax hinzuftigen samtliehe R-wahren Elemente 
yon A~ sowie alle Aussagen vom Typus CC~[~7, (!7C~CN~.'5 
('~(Nz, wo ~, ~, ~'~Aff sowie C ~  mit :: bez. N~ mit 7R-gleichwertig 
sin& Es enthi~lt dann Ax fiir jedes Aussagen-Paar ~, ~sAq fiir tin 
gewisses 3, die Aussagen CCa~y und CyCu~, und zwar ist ~' das- 
jenige Element yon Aq, das mit C ~  R-gleichwertig ist. Desgleichen 
enthiflt Ax fiir jedes ~zAq zwei Aussagen CN~,~, nnd CTN~, so da$ 
Aqa(N~, ,~) besteht. AUe zu Ax hinzugeftigten Aussagen sind naeh 
Satz 10 R-wahr. Die so erweiterte Menge A x verbleibt offenbar endlieK 
well A e/ endlieh ist, und es gilt ferner folgender 

Satz 13. Wenn :r V(~) (r der Grad yon R)~ so gibt es ein ge- 
wisses s so da~l die Aussagen Cu~ ~ und C:,/~. beweisbar sind. 

Beweis. Es bedeute T(~) die Behauptung des zu beweisende~ 
Satzes. Ist zuniiehst ~. eine Variable~ so ist ~ zu Folge der Voraus- 
setzung ~z V(,.) mit einer der Variablen p~,p~...p~ identisch~ somit ge- 
hiirt :r zu Aq; fblglich gilt T(~) ftir diesen Fall~ denn C~. ~ ist beweisbar. 
Es geniigt daher zu zeigen: a) aus T(~) und T(5, ) folgt T(C~7 ) und 
b) aus I'C~ ) folgt T(N~). Zum Beweise yon a) wollen wit annehmen: 
da$ ftir gewisse Aussagen ~ und y die Formeln T(~) und .T(~,) bestehen; 
es ist T(C,~" 0 zu beweisen. Aus der letzteren Annahme folgt sofor L 
dag ftir gewisse w ~/zA~ die Anssagen (1) C ~  ~, (2) C~'~, (3) C7~ / 
and (4) C ' (T  beweisbar sin& Ferner gehSren zu Ax~ well y ,  ~,'zA~ ftir 
ein gewisses s  die Aussagen (5) CC~'~/~ ~ und (6) C~,/C~',y. 

Es sind daher zu Folge Satz 3a)~ c) die Aussagen beweisbar, die 
aus (5) und (6) vermittels Ersetzung you ~' dutch ~ und 7 ' durch "( 
sntstehen - -  d .h .  die Aussagen CC~'~'s und C~ 'C~7 i folglich gilt 
T(C~" 0 und damit ist a) bewiesen. Ganz analog begrtinden wir aueh 
b) und somit besteht der zu beweisende Satz. 

Definition 9. a) Aussagen, die genau k Variable enthalten, werden 
wir als k-dimensional bezeiehnen, b) Die Menge aller k-dimensionalen 
Aussagen werden wir mit V~ bezeiehnen (zu unterscheiden yon l~)~ 
~gt. Def. 8). 

Satz 14. Ist ~ eine /~-wahre~ hSchstens r-dimensionale Aussage, 
so ist ~ beweisbar. 
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Beweis. Wit dtirfen annehmen, dal~ ~.s t~,.), d.h.  mit Variablen 
aus der Reihe _pa, p 2 , . . . ,  p~ gesehrieben ist. Es gibt dann naeh dem 
vorigen Satze ein Element ~." yon Aq, so dal~ C~',,.' und C~.'~ beweis- 
bar sind. C:~u/ ist somit R-wahr, ferner gilt dasselbe naeh Voraus- 
setzung yon ~ und folglieh ist aueh a'R-wahr. Demnaeh gehSrt abet 
~-' zu Ax ,  weft wit alle R-wahren Elemente yon Aq zu A x  hinzngeftigt 
haben. Aus der Beweisbarkeit yon ~' und C~.'~ folgt nun sofort die 
Beweisbarkeit yon % w. z. b. w. 

Anmerkung 6. Im Beweise des obigen Satzes ist die Festsetzung, 
dal3 r tier Grad yon R nieht ausgentitzt worden ist. Damit ist bewiesen, 
dal~ es ftir jede Zahl n = 1, 2 . . . .  eine endliehe Mange X = E(R) gibt, 
derart, daft E(R).  ~ L : = F I ( X ) .  In ~bereinstimmung mit Anmerkung 4 
(naeh Satz 11) dtirfen wir dabei annehmen~ dag R nieht endlieh, son- 
dern blofi halbendlieh ist. 

4. Betraehten wir nun die Menge Maller Aussagen ~ = ('~ (/p~ p~p:s 
( i ~ 0 ,  1, 2 , . . . ) .  M ist eine unendliehe Untermenge yon V(~) und mug 
daher gem~l~ Satz 12 zwei versehiedene miteinander R-gleiehwertige 
Elemente enthMten. Seien nun ?, ? + ~(~ > 0) die zwei kleinsten Indizes, 
so da$ A~(,%, %+~) gilt. Die Aussage C~o+~?+ ist daher gemi~g 
Satz 10 R=wahr; dutch Variablen-Umbenennung gewinnen wir hieraus 
die Aussage ()C~176 die wir als Red bezeiehnen nnd 
zu A x  hinzuNgen werden. 

Wit wollen nun aus dem so erweiterten Ax einige Aussagen 
ableiten: 

Satz 15. Folgende Aussagen sind beweisbar: 

1. C ~ C ~ p (2 C ~ (/ 2~ P C~ ( ) p ~t r C~ C p q r (beweisbar gemi*l~ Satz 7 a 
~/Red, } /CC ~ Cpp  C ~ ( 'p  q r Co ( 'p q r, k/z, 1/0, y/q, a/p). 

2. C C p q  ( ' C p p  ( ,pq  (Syl~ r/p). 

3. C ( ' p ~ C C r r C p q  (Satz 3b. ~/ '2~/Crr ,{ /Cpp,  Id*). 

4. C C p ~ C ~  (mehrmalige Anwendnng yon 3. und der 
Formel (,'~} & C}y--~C~. ,  t, (Satz 1)). 

5. CC o. C'p g r C ~ ( 'p  p C o- ( 'p  qr  (4. p/Cp ~, ff/(:~-i ( ,p q r, r/p). 

6. (,0 Uqp( ' ( !~  ( ' p p  (,o ( ,p(l  r (:0 ( , pp  ('e ( ' p q r  (Satz 4: 6 '~ (rz~, 
�9 . . ,  C ~  7 - i., (7-(8---5.). 

7. ( "  C ~ p C r r  (Satz4 ],:/z, ~ .~/C~p(i= l, 2, . . ., k), y / ( ' ( ' ~ q p p  
C '~ C ~ p r  C a ( ' p p  CoCp~r ,  3 /Crr;  Id*). 

8. ( ' C r s U ~ C q p C r s  (Satz3a~a. ~./7.~ ,~ /C~  y/r, ~/o 
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9. CCC ~ ISy l~p / ( ' r s~ ( t / ( ' ~  ', r/t; 8.). 

10. (' CQ+ ~~ Cp (2 r ('Q Cp q r ( k - -  1, 2, . . .). i'Beweis vermittels In- 
duktion naeh k mit Hilfe yon I~ecl und ('~.~& C~', . . . .  C~7. ) 

Defini t ion 10. a. gr(~., ~ ) = d i e  Anzahl der geradcn Indizes z, 
so da~ ~--~.~'; ist ~ eine Variable, so ist g r (% ~ ) ~ 1  oder 0, je  nach- 
dcm 7 . ~  bzw. :~ ~ ist. b. n qr(~.~ ~ ) - -d i e  Anzahl der ungeraden In- 
dizes 7.: so dal3 ~=x '~;  ist ~- eine Variable~ so ist ngr(~., .~)=0. 

der ffrtil~te gemeinsehaftliehe Teiler aller yon 0 versehiedenen Zahlen 
df ( z ,  ~), wo ~ eine in ~ auftretende Variable ist~ gibt es keine der- 
artigen Zahlen, so sei d i v ( z ) ~ O ,  e. d i v ( X )  (der Teiler yon X ) =  
der grSltte gemeinsehaftliche Teller alter Zahlen div(~), wo ~.zX; gibt 
es keine solehe Zahlen, so sei d i v ( X ) ~ O ,  f. d i v ( ! ~ ) ( d e r  Teilcr 
von div (E 

Beispiele  : gr(U'pq,  p ) ~ O ,  n qr(U~pq, p ) ~ k ,  d f(U~p~, p) 
--~:; gr(p, p ) ~ d  f (p, p ) = l .  Die Teiler yon Id~ Id":, Syl~, Syl.~, Tramp~ 
und Transp~_ sind gleieh 0, dagegen ist der Teiler yon Red gleieh z. 

Satz 16. Wenn z keine Variable is L ~ . p / q ,  9r(:L p)-~]~: und 
ngr(z~ p)-~l ,  so sind ftir jedes nattirliche m die Aussagen C~C '~+'~ 
C ff p (,z+.,~ Cp q ~ und C ~ C~+ "~ (!p q (!~+m (~ q p ~ beweisbar. 

Beweis.  Aus Satz 6 ~/~, ~/~, "[/ff~ ~/p folgt bei der Voraussetzung 
des zu beweisenden Satzes, dal3 die Aussagen C,~CT~Cqp .... 6pc1~. und 
( ~ (! C p q C;: C! ~ p ~. beweisbar sind. Nach Satz 9 k/,m ~./C ~ p q z bzw. 
x/'( '~ C q p ~ sin d fern er die Aussa gen ( 'C' ('p q ~ C ~ ('fl P C"' C p q C ~ ('1)ff ~. 
und (r(/'(lp aC" ( :pqC "~ C~p U ~ C g p ~ ( q n ~ l  , 2, . . .) beweisbar. Wit  
k(inn(,n somit unsere Behauptung vermittels Satz 4 (d. h. der Formel 

Fiigen wit nun zu der Voraussetzung des soeben erwiesenen 
Satzes die Bedingung ~. ~E (R) hinzu, so folgt aus ~-=-~. p/q, dag ,~ ~ E (R) ; 
zu Polge der Bebauptung des vorigen Satzes ist dann die Aussage (t)  
C ~ ( ' ~ p C z C p ~  R-wahr. Nehmen wit nun z. B. k ~ l  an und setzen 
wit k - - l = ~ n ;  so k(innen wit die Aussage (1) in der Form (2) C'~C~t) 
(!: ('(~29 (!~ Cp q z sehreiben. -x enthi~lt die Variable p a l s  eehten Tell, 
weil naeh Voraussetzung z keine Variable und die Zahlen gr(:~, ~), 
n qr(% p) nieht beide g!eieh 0 sind; somit ist zu Folge Satz 9 k/l die 
Aussage (3) CzC~pC~Cpff~ R-wahr. Ferner bemerken wir, dag ( 2 ) =  
- -  ('"' Cqp (3) ist sowie, dag die Aussage C(3) Crr R-wahr ist (Satz 15,7., 
(3))~ mithin ist C" C ~ p C r r  R-wahr (Satz 4). Zu demselben Ergebnisse 
(mit gegenseitiger Vertausehung" yon p und ~) wtirden wir aueh dann 
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kommen, wenn wir l ~ k  und l - - k = m  angenommen hiitten; beaehten 
wit nun, dag k - - l = d f ( ~ ,  p) ist, so haben wir damit folgenden Satz 

erwiesen: 

Satz 17. Wenn ~.~E(R) und d f ( ~ , p ) ~ •  2 . . . .  ), so 
ist C ~" C ff p C r r R-wahr. 

Ferner gilt 

Satz 18. Sind C ~ C ~ p C r r  und C l C f f p C r r ( k ~ / : l ,  2 , . . . )  R- 
wahr, soxxie m d e r  grSl~te gemeinschaftliche Teiler yon lc und l, so ist 
C ~" Cqp Crr  R-wahr. 

Beweis. Nach der Zahlentl~eorie gentigt es zu zeigen, dal~, wenn 
(1) C '~+~ (/~ p C r r und (2) C ~ C ~/p Cr r (m, n = 1, 2 . . . .  ) R-wahr sind, so 
ist C "~ Cffp Crr  R-wahr. Beaehten wir zu diesem Zwecke, da~ ( 1 ) =  C .... 
Cqp(2), sowie da~ aus (2) die Aussage (3) C(2)Crr ableitbar ist, so 
ist nach Satz 4 die Formel (1) & (2)-+ C "~ C~p Crr  riehtig, womit unsere 
Behauptung bewiesen ist. 

Nach der Bedeutung yon d i v ( ~ )  (Definition 10) folgt nun sofort 

Satz 19. C*""(R)CqpCrr ist B-wahr. 
Wir wollen nun zeigen 

Satz 20. d i v ( R ) = , .  

Beweis. ~ ist dutch div(B)tei lbar,  weil , ~ d f ( R e d ~ p ) u n d  
J~ed ~ E (R). Sei daher , ~ k d i v (B); es gentigt nun zu zeigen, dag 
k ~ l ,  denn z und div(R) sind beide > 0 .  Ersetzen wir in Satz 15,7. 

dutch div(R), so erhalten wir Cat~(n)CffpCrr; man erkennt daher, 
dag, vermittels !etzterer Anssage, analog wie die Aussage Satz 15,9. 
vermittels 15,7. die folgende Aussage ableitbar ist: (1)CCC~*~(~)C~p 
C r s t C C r s t .  

Beaehten wir nun, da~ zu Fo]ge ~---kdiv(R)  bei k >  1 die 
Aussage (1) ~/pp/~ r/Cp ~ sic ~+~-a~(~)-~ Cp q r t/Ce Cp ~ r mit C Red 
CCr identiseh ist, so ist die Aussage (2) 
C Ce+(k-~)~zi~(:~) Cp ff r Ce Cp q r R-wahr. Bemerken wir aber, daii naeh 
der Definition yon Red ~ + ~ die kleinste Zahl > ? ist, ftir die die 
Aussage C C ~ Cp q r Ce Cp q r R-wahr ist, so mu~t in (2) k - -  1 = 0, 
d .h .  k = l  sein, w. z. b. w. 

Satz 21. Ist :,. R-wahr sowie ~=~p/f f  beweisbar, wobei ~ die 
Variable p enthiilt, so sind die Aussagen Ce CqpC~ und CeCpq 
Ce C qp ~ beweisbar. 

Beweis. Besteht die Voraussetzung und ist gr(~p)=le  sowie 
n ~ r ( ~ , p ) = l ,  so sind nach Satz 16 fiir beliebiges m = 0 ,  1 , . . .  die 
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Aussagen C I'+'~ C q p ( /~+~" ( 'p (7 ~- und ('~+" ( 'p  (t ( ~-§ ( ' q P :{ beweisbar. 
Bei passender Wahl yon m wird k + m ~  mod z, daher abet auch 
l + m Z p  mod ~ (denn dig Zahl m - - n  = d f (~ ,  p) mug dutch ~ teilbar 
sein, weil gemii$ Satz 20 z ~ d i v ( R )  ist und naeh Voraussetznng 
zzE(R))  nnd daher kSnnen wit vermittels wiederhotter Anwendung 
yon Red (notwendigenfalls mit Hilfe yon Satz 4) die beiden verlangten 
Aussagen beweisen. 

5. Wit wollen nun eine Aussage (genauer: Aussagentypus) be- 
schreiben, die, wie wir zeigen werden,  R-wahr ist sowie zu A x  hinzu- 
geftigt, die Beweisbarkeit yon allen R-wahren Aussagen naeh sich zieht. 

Diese Aussage - -  wit wollen sie im folgenden mit Fi~r bezeieh- 
nen - -  hangt yon r (dem Grade yon R) BOWie yon p und z ab. T'i~. 
liigt sieh folgendermagen sehildern: 

Bezeiehnen wir die r ( r + l ) A u s s a g e n  yon der Form ('~-' ('p~)~(:'-' 
2 

w w  ~1 r, wo k < l  und k , l = 0 , 1 , .  . , r + l  in irgendwelcher An- 
ordnung mit %, % . . . .  , %(~+~), so ist 

2 

. . ,  ('~247 ~-(~2-1) C:e ( 'q  ~ ( ' ~ ' .  Fin,  ~ 6> ,% 6 '~ 9~, - (/~ %.(< 1) ~ , . 
'2 '} 

Z. B. fiir r ~  2 k0nnen wir als J~2n~ die fo]geIld~ Aussage neht~le11: 
(Fin~) (/~ ('~ (,p~ p~ (,o C P2 P~ C(] r (;~ (>- (!p~ Pa (/,2 ('PB P~ (:q r C '0-7-1 ( 'Q (1~)2 ~)8 

('0 ('P8 P'2 (r(t r (/'~e ( ~  ~ ('(1 r. 

Wir wollen nunmehr zeigen, dal~ Fin,. dig verlangten Eigen- 

sehaften besitzt 

Satz  22. Fin,. s g (R). 

Beweis.  Zuniiehst wollen wit einige Aussagen aus Ax ableiten: 

1. ( , ' ( / p~C ~  ~ . C s r ( : e C t u C e C u t ( r v w C p q  (Substitution 
, ( r '~ ( ! r s ) .  yon Satz 15.8 = { ..... s r (,~/p 

' C (Satz 9. z / ( ' p  2. (.:'~ ( ' p  ~ (/~ ( . q  p . p p p ~y'p). 

3. C e C ! p f l ( ~ e C q p ( ! r r  (verm. 2. und ( ' C p p ( ' r r  naeh Satz 4.). 
( f  ~ Q '1 4 . .  C r s  6 Cp cl Ce ( !qp  C r s  (Satz oa, a. ~./3, y/r, 8/s). 

5. C C v w  C~ ( / t~  C -~ (~ut C v w  (4. r / v s /wp / tq /u ) .  
6. C Ce C t u C ~ ( ' u  t (~v w Ce ( ! r s  (!e C s r (7 ̀ o U t u (~'-' ( '  u t {i v ~t' ~Sub- 

stitution von 5). 
7. ( ' C p ( /  C ~-~ ('e C'rs  (.re ( ' . ~ r ( ' v w C ( r e ( / t n ( ' e C u t ( ' v w ( ' p  

(Satz 5 z/ t . ,  ~/7.; setzt man 5 . =  ("81"[1 und 6. ~ ( /~  T'z, SO entsteht 
7. aus 1., in dem man in 1. "[~ dureh 8~ an ~ - - i  ungeraden Stellm~ 

Bowie T~ dureh 8~ an einer ungeraden Stelle ersetzt). 
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Wenden wir uns nun zu Fin,. und ersetzen wir in dieser Aussage 
die Variable dureh die r Werte yon R, so werden dabei stats gewisse 
zwei Variable aus der Reihe Pl~ P~ , . . . ,  P,.+~ durch gleiehe Werte er- 
setzt. Es ist demnaeh Finr R-wahr, wenn dasselbe auf alle Aussagen 
Fi~r p~/pt (k, l ~ ], 2, . . . ,  r + 1 ; k ~ l) zutrifft. Der Ktirze halber werde 
ich diese Behauptung bloi3 ftir den Fall r--~2~ k ~ l  und l---2 be- 
weisen, d.h. ich werde zeigen, daii die Aussage .~n~lh/p2 uahr ist 
(s. oben Fin2)i ganz analog fiihre man den Beweis im allgemeinen 
Fall. Fin.2p~/p~ ist yon tier Gestalt: 

( l )  (ffr5 (ff2Q C p  2 P2 C!q g" C2(~+1 (/'Q (JP~ P~ (jQ (~'r P2, (J~ 9" (;2~o (~ /7  (J'r r. 

Ersetzen wir in letzterer Aussage tiberall ("P2P2 durch C~/~ so 
erhalten wir eine Aussage (2)~ so dal~ C(1)(2) und C(2)(1) beweisbar 
sind (Satz 7~ d und Id*). Es geniigt daher zu zeigen, dal~ (2) R-wahr 
ist. Nun ist (2) eine Substitution yon 

( ' ( /P  7 C~--~ C~ C r s  ('e6' s r  (~v w ( 'C  ~ ( ' t u  (!e ( ' u t  (/v w (;e~ Cx,y Cp T~ 

welche Aussage aber mit Hilfe von 7. (s. oben) sowie der Aussa~e 
(' Cp ff (.'~ Cr  s Cp 7 (Satz 15~8.) naeh dem Schema 6'% C~ u '~ 
C : / 3 - + C %  C~.2 � 9  C~.7~ beweisbar ist. Somit ist (1) d.h. Fin=, p~,p~ 
R-wabr und damit unser Beweis beendet. 

Wir fiigen nun Fire zu A x  hinzu und zeigen: 

Satz 23. Siimtliehe R-wahre Aussagen sind beweisbar. 

Beweis. Gemiil~ Satz 14 gentigt es, folgenden Satz zn beweisen: 
Sind ftir irgendein s ~ r  alle hSehstens s-dimensionale R-wahre At~s- 
sagen beweisbar, so gilt dasselbe ftir alia s + 1-dimensionalen R-wahren 
Aussagen. Sei zu diesem Zweeke ~ irgendwelehe R-wabre s + 1-dimen- 
sionale Aussage. Wir ktinnen annehmen~ dal~ in z alle Variable der 
Reihe p~ p ~ . . . ,  p,.+~ vorkommen. Betrachten wir nun die Aussagen 
~ Pk/p ~(k: l ~  1, 2~ . . . ,  r q- 1; k < l)~ so sind sic alle s-dimensional nnd 
dabei R-wahr (als Substitutionen yon ~), somit naeh Voraussetztmg 
beweisbar. Gemiil~ Satz 21 (p/p~ q/pz) sind daher alle Aussagen yon der Form 
C ~ Cpkp~ C ~- Cpzp~ .  (k, l ~ 1, 2, . . .~ r + 1; k ~ l) beweisbar. Ist nun ~. 
zuniiehst yon der Form C~- 5 so ist ersichtlich ~'ermittels /;in~ die A~s- 
sage C~~ beweisbar and damit aueh C ~ - { ~ .  (well ('~[5 be- 
weisbar ist). Ist aber ~. yon der Form NS, so ist die Aussage (1) 
6!C3~N~ R-wahr (vgl. Transp~ p/~g/3) und dabei s + 1 dimensional 
und yore Typus C~y. Somit ist (1) beweisbar und daher aueh 3 " ~ z  
(vermittels (~i~). Damit ist die Riehtigkeit des zu beweisenden Satzes 
und zt~gleieh tier 1-Iauptsatz vollst~tndig erwiesen women. 
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Anmerkung 7. Ist Fin~ ftir irgendwelehe Zahl lc > r R-wahr, dann 
kam~ man naeh obigem Fin,. dureh ~iinT~ sowie in der Definition yon 
tier 5lenge Aq (vgl, Punkt 3 dieses w die zui" Konstruktion yon Ax 
benum wurde, r dureh k ersetzen. 

Anmerkung 8. Betraehtet man als Aussagen bloI~ C-Aussagen 
sowie als Matrizen blog C-Matrizen (d. h. Matrizen ~)~ ohne Definition 
von =Y~(x)), so gilt der zu dem soeben bewiesenen Itauptsatz analoge 

C-ltauptsatz. Es ist jede endliehe C-Matrix axiomatisierbar, die 
yon den Aussagen Syl~, Sy]~ und Id* befriedigt wird. 

Znm Beweise gentigt ans den Ausftihrungen des gegenwiirtigen w 
alles za entfernen, was mit dem N-Zeiehen im Zusammenhange steht. 
- -  Erweitert man dagegen den Begriff der Anssage (und dementspreehend 
den Beg'rift der Matrix) indem man eine neue Verkniipfung etwa F p, 
hinzut~gt, dann hat man im ttauptsatz die Aussagen C!Cp~ C.Fp F~ und 
(/Fp C(/p~F~ oder dieAussagen CCp~CF~Fp und CFffCCp~t~'p 
hinzuzufiigen und dann bet ~ F , ~  ~ o  bzw. ~ . ~  zu setzen. Analog 
gehe man im Falle der Hinzuftigung yon Verkniipfungen mit mehr als 
einem Argumente vor, wobei dann die Verkniipfung Cpq nieht not- 
wendig eine GrundverknCipfung zu sein braueht, sondern eine vermittels 
der /ibrigen Operationen gebildete Aussage sein darf. 

$ 

Ieh miichte zum SehluI5 kurz noeh einige yon meinen Ergebnissen 
tiber logisehe Matrizen angeben; die Beweise werden sobald als m(iglieh 
ver(iffentlieht werden. - -  1. Ieh habe erwiesen, dag die in L--T,  w 3 
v on J. L u k a s i e w i e z  ausgesproehene Vermutung tiber die Axiomatisier- 
bark@ dieser Matrix vollst~indig zutrifft. Der Itauptteil des beziigliehen 
Beweises ist im Jahre 1931 yon der mathematisehen Fakulti~t der 

T " ~ '  " t  Umvers~ta Warsehau eines Preises gewtirdigt worden und wird naeh- 
stens wahrseheinlieh als Publikation der Warsehauer (~esellsehaft fiir 
Wissensehaft erseheinen. - -  Bet Gelegenheit miiehte ieh der gesehieht- 
lichen C~enauigkeit wegen bemerken, dal~ meine Axiomatisierungen der 
Systeme L~ (vgl. daselbst) ohne Kenntnis yon irgendwelehen diesbe- 
ziigliehet~ Ergebnissen des  Hrn. A, T a r s k i  entstanden sind, wie man 
infolge ether mangelhaften Redaktion der Bemerkung vor Satz 36 (da- 
selbst) denken k@nte; was den Satz 36 selbst anbetrifft~ so ist das 
letzte dort angegebene Axiom aus den tibrigen ableitbar. 

'2. Es kSnnte ferner alas folgende Ergebnis yon gewissem Interesse 
sei~: tst 9)~ eine Matrix mit folgenden Eigensehaften: 1) eine gewisse 
(J-Aussage ist ~ - w a h r  und 2) es gibt zwei verschiedene !tJ~-gleieh- 
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wertige Aussagen --- so ist E(~)2)=~ F/(E(9)]) .  V(2)). - -  Dagegen gilt 
E ( T ~ ) = F I ( E ( ~ ) .  V1)~ genauer = F l ( N p )  ftir folgende endliehe 
Matrix ~J)~, die yon keiner C'Aussage erfiillt wird. A ( ~ ) ~  {0}, B (~ )  
~{1}, C~(x, y ) = 0 ,  5 ~ ( x ) ~ 1 .  FUr die Matrix ~2 des gew~hnlidmn 
Aussagenkalktils ist yon mir der folgende 8atz erwiesen worden: Ist 
X eine endliehe Menge =E(~02). V(2), so ist F l ( X ) ~ ,  E ( ~ ) .  l~. 

3. Bezeiehnen wit als den Vol l s t~ tnd igke i t sg rad  einer Matrix 
~ die Anzahl der Systeme die E(~)~) umfassen (d. h. dasselbe: was 
A. T a r sk i  als den kardinalen Vollst~ndigkeitsgrad yon E(~0~) bezeieh- 
nen wtirde - -  vgl. dieses Autors ,Fundamentale Begriffe der Metho- 
dologie der deduktiven Wissenschaften, Monatsh. f. Math. u. Phys. 87, 
2. Heft, w 8), dann ist evident, dal3 der Vollstiindigkeitsgrad tier oben 
angeftihrten Matrix 9;)~, die yon keiner C-Aussage erftillt ist, gleieh dem 
Kontinuum ist. Dasselbe gilt abet yon tier folgenden endliehen Matrix 
~, fiir welehe z. B. CCppCCppCppzE(g~) :  A (~)={1 ,  2, 3}, B ( ~ )  : -  

- {0}, (0,  o)  = (3,  3)  = 2, (1,  1) = (/,,  (2, 2)  = 3, (2,  3) = 
:--C~ (3, 2 ) ~  0, sonst C~ (x, y ) ~  1, ~\~ (x) beliebig. - -  Ferner gilt fob 
gender Satz: Erfiillt eine Matrix die Bedingungen des oben bewiesenen 
tlauptsatzes, so ist der Vollst~indigkeitsgrad yon ~ endlieh. - -  Beide 
letzteren Bebauptungen behalten ihre Riehtigkeit bei, wenn der Gebrauch 
des N-Zeiehens untersagt wird (und dann aus dem Hauptsatz die 
Aussagen Transp~ und Transp~ entfernt werden). 

4. Zum Sehlusse mSehte ich das folgende, sehr evidente Ergebnis 
angeben: Ftir jede zwei Matrizen 9~ und ~ li~gt noeh eine Matrix 
mit der Eigenschah E ( ~ ) ~  E ( ~ ) .  E(~) folgendermal3en definieren: 
W ( ~ ) =  die Menge aller geordneten Paare (a, b), wo az W(i)2) und 
bz W(~); B ( ~ ) ~  die Menge der geordneten Paare (a, b)~ wo a zB(.g)~) 
nnd bzB(iR); Cv((x , (x')(y, y')=(C,~(x,  y), Q,z(x', y'), 5;~(x, x ' ) ) - :  
- - (N~(x) ,  ~\~(x')). - -  Sind dabei ~ und ~ endlieh, dann ist often- 
bar aueh ~ endfleh und damit ist gezeigt worden, dal~ es ftir zwei 
endliehe Matrizen 9)l, 9~ stets eine endliche Matrix ~ gibt (man ktinnte 
sie das Prodnkt yon ~ und ~ nennen), derart daft E ( ~ ) ~  E(~X). E ('~). 

gusatz bei I~orrektur.  Beispiel nichtaxiomatisierbarer endlieher 
Matrizen ~;J~: W (~)~) {0~ 1. , . . .  k} ( k = l ,  2 , . . . )~  B(~I)~ ={0}~ C~j~ 
(x, y)=y~ N~ (x)---O. Beachten wir: dal~ E(OJ~)= die Meng ea l le r  
Aussagen des Typus N~. oder C~ C~ ... C~ N~ (1~1 ,  2, . . .) ,  so 
fo]gt die Nichtaxiomatisierbarkeit yon 9)~ aus der evidenten Tatsache, 
dag jede endliche Menge yon Aussagen des obigen Typus fiir ein 
gewisses m aus Clh Cp:. . .  Qp,, 5~ ableitbar is L ,con weleher aber 
die Aussage (/p~ C2o ~ .. .  Cp,~+~ Nq unabhangig ist. 
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Ber ieh t igung .  Das in meiner Abhandlung ,,Ein erwe:~r~cr 
Klassenkalk@', Monatsheft f. Math. u. Phys.~ 40, 1. Heft, S. 125. :~n- 
gefiihrte Axiomensystem des kombinierten Aussagen- und Pradik~.~r 
kalkiils yon H i l b e r t  und A e k e r m a n n  wird vollst~ndig erst ~ c h  

Hinzufiigung eines neuen Axioms der Gestalt X & X .  

(Eiugegal~gen, 6. X. 1933.) 


