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Beitrige zum Metaaussagenkalkiil L
Von M. Wajsberg in Lomza (Polen).

Einleitung.

Vorliegende Abhandlung enthélt einige meiner Ergebnisse iiber
Unabhiingigkeitsheweise nach der Matrizenmethode sowie iiber das
Problem der Axiomatisierbarkeit von endlichen Matrizen). § 1 dieser
Arbeit enthiilt terminologische Erklirungen sowie Einfithrung in die
Matrizenmethode fiir Unabhingigkeitsbeweise. In § 2 wird bewiesen,
daB Unabhingigkeitsbeweise nach dieser Methode nicht stets vermittels
Matrizen mit endlichvielen ausgezeichneten Werten durchfithrbar sind 2).

Schlieflich enthiilt § 3 den Beweis, dal jede endliche normale
Matrix axiomatisierbar ist, die von den folgenden Aussagen erfiillt
wird: CCpqgCCqrCpr, CCqrCCpqOpr, CCqqCpp, CCpqgCNg
Np, CNqCCpgNp. Letsterer Satz ist eine wesentliche Verschéirfung
meines Satzes 24 in L— 1

§ 1. Terminologische Erklérungen und Definition der
Matrizenmethode.

1. 1. Aussagen werden aus Aussagevariablen p, ¢, 7, . .. (ev. mit
Indizes oder Akzenten) vermittels der Operationen Cpg und Np ge-
bildet (Schreibweise von J. Lukasiewicz). — Die in vorliegender
Arbeit dargelegten Ergebnisse lassen sich mit leicht zn ersehenden
Anderungen auch auf den Fall ausdehnen, wenn noch weitere Funk-
tionszeichen hinzukommen oder das Zeichen N wegfillt. (Aussagen

} Uber den Begriff der logischen Matrix vgl. Lukasiewiez und Tarski,
Untersuchungen iber den Aussagenkalkill, Comptes Rendus de la Soc. d. Sciences
et d. Lettres de Varsovie, 23, 1930. Diese Arbeit wird im folgenden als L— T zitiert.

%). Ein verwandtes Ergebnis ist frither von K. Gidel erhalten worden, war
mir aber zur Zeit der Einsendung dieser Arbeit in die Redaktion der vorliegenden
Zeitschrift unbekannt. — Vgl. Ergebnisse eines math. Kolloquiams, Wien, Heft 4,
8. 9—10.
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ohne N werden wir als C-Aussagen bezeichnen.) — Die Bedeutung
von Cpgq und Np (bei Lukasiewicz: wenn p, so g bzw. nicht wahr,
daf p) konnen wir hier unbestimmt lassen, doch ist der Gebrauch von
Cpq durch die im folgenden zn verwendende Beweisregel eingeschrinkt:
Aus C22 und « ist erlaubt (& zu folgen. — Letztere Regel werden
wir nach dem Brauch der Warschauer Lomker-Schule als Abtrennungs-
regel bezeichnen.

9. Gebrauch der Variablen: Variable fir Aussagen: =, 8, v, . ..
Variable fiir Individuen oder Zablen: x. ¢, 2, a, b, ¢, ¢, d, e; Variable
fiir natiirliche Zahlen (einschlieflich der Null, wenn nicht anderes ex-
plizit festgelegt wird): i, 4, &, I, m, n; Variable fiir Aussagenmengen:
X, Y, Z; Variable fiir Matrizen: I, 9N, P.

3. Ich gebrauche die folgenden geldufigen mengentheoretischen
Bezeichnungen X + Y (Summe, Vereinignng), X . Y bzw. X'V (Durch-
sehnitt), ¥ (Komplementérmenge), =:.X (x ist Element von X), #:Y
(2 ist mcht Element von X), X e 1 (X ist Teilmenge von Y}, 0 (Null-
menge). «, B, . . . X bedeutet dasselbe wie: =, &, . . . sind Elemente von
X . {8, ... bedeutet die Menge die aus «, 8, ... besteht; inshesondere
bedeutet {«! die Menge, die aus = als einzigem Elemente besteht.

4. Aussagen werden nur dann als verschieden betrachtet, wenn
sie von verschiedener Form sind. Ersetzen wir in einer Aussage a ge-

wisse Variable p, g, . . . beziiglich durch die Aussagen ¥, 9, ..., so haben
wir damit in = die Einsetzung p/y, ¢/3, . . . ausgefiibrt. Das Ergebnis
dieser Einsetzung wollen wir mit ap/yq/d . .. bezeichnen.

Z.B. gilt Cqqg=Cppp/q®). — Entsteht eine Aussage & aus einer
Aussage « vermittelst Einsetzung so ist £ eine Substitation von =, in
Zeichen: B:Sb(x). Die Menge aller Substitutionen der Elemente einer
Menge X werden wir mit Sb(X) bezeichnen.

5. Aus zwei Aussagen C«8 und « entsteht ¢ durch die Operation
der Abtrennung.

6. 2 FI1(X) (in Worten: 2 ist eine Folgerung von X, ist ab-
leitbar aus X u. dgl.), wenn es eine endliche Aussagenfolge x,, %, ... %»
gibt, so daf a,=2 sowie jedes Glied dieser Folge entweder zu X' ge-
hort oder aus gewissen vorangehenden Gliedern dieser Folge vermittelst
Einsetzung oder Abtrennmng entsteht. —— Statt FI({z)) werden wir
schreiben F'1(x) und dementsprechend von Folgerungen von einzelnen
Aussagen sprechen.

7. o ist unabhingig von X, wenn z¢ FZ(A) Um nachzuweisen,
dab eine gegebene Aussage « von einer Aussagenmenge X unabhangxg

%) énalog werde ich gebrauchen die Ausdmokswelse LSatz Noj@, .
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ist, zeigt man gewohnlich, daf « eine gewisse Eigenschaft nicht besitzt,
die sidmtlichen Elementen von .\ zukommt und die sich vermittelst
Einsetzung und Abtrennung forterbt. Oder umfangslogisch gesprochen:
bezeichnet man (mit A. Tarski) als System jede Menge, die siimtliche
ibre Folgerungen enthilt, so zeigt man, daf «cF/(X), indem man die
Existenz eines Systems Y aufweist, derart daB X =Y aber ac Y.

Die leichteste und fruchtbarste Methode derartige Systeme zu er-
zengen, ist die Matrizenmethode, die im folgenden erklirt und unter-
sucht wird+).

2. 1. Jede (logische) Matrix 9 ist durch zwei Mengen 4 (I), B (M)
und zwei Funktionen Cp(z, y), Np (z) vollstindig bestimmt, fiir welche
folgende Bedingungen gelten, wobei unter W (M) die Menge 4 (M) +
+ B(M) zu verstehen ist:

a) A(M). BEM) =0,

b) A(M) 0, B(IR) +0.

¢) Wenn z, ys W), so Oy (2, v), Ny (2)c W (IN).

d) Wenn zzB(M) und yec A (M), so Cx(x, y)cd (IM).

Anmerkung 1. Die von mir oben angenommene Erklirung des
Begriffes der Matrix unterscheidet sich von derjenigen von A. Tarski
(vegl. L— T, Def. 8) wesentlich durch Hinzufiigung der Punkte 5) und
d). A. Tarski bezeichnet eine Matrix, fiir welche die Bedingung d)
besteht als normal. Dementsprechend wollen wir letztere Bedingung
im folgenden als Normalheits-Bedingung bezeichnen. — In der Praxis
pflegt man als Matrix IR die Definition von 4 (), B(M) (oder z. B.
W (M), B(M)) Cp (2, ) und Ny (x) zun bezeichnen.

- 2. Die Menge W (M) werden wir als Wertmenge von R De-
zeichnen, ihre Elemente als IR-Werte oder Werte von I:; M heifit
endlich bzw. unendlich zugleich mit W (). — Die Elemente von B (M)
werden gewdhnlich nach P. Bernays als ausgezeichnete Elemente von
M bezeichnet. — Die Werte einer jeden Matrix I werden wir uns
stets vermittels gewisser Zeichen benannt denken, die wir der Beguem-
lichkeit halber mit den zugehdrigen Werten identifizieren werden. —-
Setzen wir in einer Aussage « fiir simtliche Variable IR-Werte ein, so
erhalten wir stets einen Ausdruck, der einen gewissen IN-Wert darstellt,
wenn man die Funktionen Cpg und Np als gleichbedeutend mit
Cw(p, q) bzw. Ny (p) setzt. Besitzt eine Aussage =z die Eigenschaft,
dall = bei jeder Einsetzung von IM-Werten fiir séimtliche Variable einem

*) Diese Methode geht auf P. Bernays und J. Lukasiewicz zuriick. Vgl
hierzu FuBlmote?) von L — 7.
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Element von B(IM) gleich wird, so werden wir sagen, daB o IM-wahr
ist oder dafi o die Matrix M erfiillt (auch: befriedigt, geniigt u. dgl.)
— in Zeichen: x:E ().

Es gilt dann der folgende aus den Bedingungen a, ¢, d leicht zu
ersehende Satz:

Fiir jede Matrix M ist E(IN) ein System; oder m. a. W.: Aus
N eBE(O) und «cE(M) folgt stets «s FI(X).

Zum Beweise beachte man, daf aus den Bedingungen a), ¢), d) von
21. die folgenden Formeln folgen:

¢y 86 (E(M)) = E(IN).

d’) Wenn Cof, 2eE(IR), so ScE(M).

Anmerkung 2, Man konnte die Bedingung d) oben durch ')
ersetzen, wodurch man neue fiir Unabhiingigkeitsheweise verwendbare
Matrizen erhielte, doch fiir das folgende ist das belanglos. Die Bedingung
A (M) =+ 0 (siehe b) hat zur Folge, daB fiir keine Matrix I die Menge
E(IR) eine Variable enthalten kann. Aus dem soeben erwiesenen Satze
entspringt die Matrizen-Methode fiir Unabhingigkeits-Beweise, die darin
besteht, daf man zum Beweise der Unabhingigkeit einer Aussage «
von einer Aussagenmenge X eine Matrix I angibt, derart daff X =
cE@M) und 2 E(M).

Im pichsten § wird bewiesen, daf es gewisse endliche Aussagen-
mengen X sowie von ihnen unabhéingige Aussagen « gibt, derart daf
fir jede Matrix 9 mit endlichem B(M) aus X = E(M) stets «c E(IN)
folgt — und deshalb der Beweis, daB x von X unabhéingig ist, nicht
vermittels einer Matrix mit endlich vielen ausgezeichneten Werten ge-
fiihrt werden kann.

§ 2.

Satz 1. Der Menge X=={Cpp, CCNpqCpq, CC Nppq} kommen
folgende Eigenschaften zu: 1. fiir eine gewisse Matrix I gilt X e E(IN)
und 2. gilt X <E(®R) fiir irgendwelche Matrix R, so ist 5(N) un-
endlich.

Anmerkung 1. Aus diesen Eigenschaften von X folgt sofort, dal
keine Variable aus X ableitbar ist, aber der beziigliche Unabhiéngig-
keitsheweis nicht vermittels einer Matrix ¢ wmit endlichem B(R) ge-
fiihrt werden kann.

Beweis. Eine Matrix I mit der Eigenschaft X = E(M) definieren
wir folgendermafen: A(M)==1{0}, BM)=(1, 2,...}, On(z, y)=1,
wenn ="y, ==0 sonst; Np(x)==+ 1 (M erfiillt die Normalheitsbe-
dingung, denn wenn zcB () und y A(M), so ist # >y und dann
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ist Cp(z, y)==0). Dafi die Elemente von X MM-wahr sind, zeigen
wir folgendermafien, wobei wir Cpgq, Np bez. fir Cwn(p, ¢), Nu(p)
schreiben: sind p, ¢ beliebige M-Werte, dann gilt folgendes:

1. Cpp=1 (weil p=p) und daher ist Cpp M-wahr.

2. Nehmen wir CNpg=0 an, so wird CCNpgCpqg=C0Cpg=
=1 (weil COz=1 fiir jedes xec W (M) gilt); setzen wir dagegen
CNpg==1, dann ist p + 1 =¢, mithin p <g¢ und daher Cpg=—1 —
folglich ist CCNpqCpg= C11=1. Damit ist erwiesen, dall CCNpgq
CpgeE(M).

3. Es gilt CNpp=0, weil Np=p+ 1> p; somit ist CCNppg—
=C0¢g==1, d. h. es ist CCNppq PM-wahr, womit die Formel X =
= E(M) vollstéindig erwiesen ist.

Gehen wir nun zum zweiten Teil unserer Behauptung iiber und
nehmen wir im Gegenteil an, daf es eine Matrix 3 mit endlichem
B®) gibt, derart, daB X =E(R); wir wollen hieraus einen Wider-
spruch ableiten: Bemerken wir, dal Cp Npe FI(X) (zum Beweise setze
man Np fiir p in Cpp und fir g in CCNpgCpq ein), so folgt aus
zcB(RN) stets NaoeB(N) (wobei wir Nz fir Ny (2) schreiben. Sei nun
a irgendein Element von B(3R). Die unendliche Folge a, Na, NNa . ..
besteht dann aus lauter Elementen von B(9). Aus der Annahme, daf
B(M) endlich ist, folgt daher, daf unendlich viele Glieder dieser Folge
identisch sein miissen. Schreiben wir nun Niz fiir N2 und Nitlz
fir NNiz(i=1,2,...), so haben wir damit erwiesen, dab fiir ein
gewisses bc W(N) und eine Zahl £ 30 die Identitit N*b=>0 Dbesteht.
Aus der Voraussetzung X < E () folgt nun insbesondere, dal Cppc E(),
‘woraus mit Riicksicht auf die Formel N*6=25 die Beziehung CN¥bbe
B(R) folgt. Ist hierin £>1, so leiten wir vermittels des Elementes
von XCCNpqCpgq (wo man fiir p, ¢ beziiglich N6 und b einsetze)
sofort ab, daf CN*'6beB(M). Folglich gilt CN1bbe B(R), d. h.
CNbbeB(M) und hieraus schliefen wir mit Hilfe des Elementes von
XCCNppq, dab ¢cE(RN), was aber unmoglich ist. Somit muf B ()
unendlich sein und damit ist unser Beweis vollendet.

Anmerkung 2, Die Elemente der soeben benutzten Menge X sind
den folgenden mathematischen Formeln (in Hilbertscher Symbolik)
nachgebildet:

Lp=p 2. p+1l=¢g—p=g uwd 3. p+1=p—y,

von den sich analog wie oben zeigen lifit, dal sie zusammen keine
Realisierung mit endlichvielen Elementen zulassen.
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Die Menge X behilt die von uns erwiesenen Kigenschaften bei,
wenn man darin die Aussage CCNpgCpg durch CCgpCqNp ersetat:
der beziigliche Beweis verbleibt dann fast ungesindert, denn letztere
Aussage erfilllt gleichfalls die oben gebrauchte Matrix I%. Ebenso kinn-
ten wir in den Aussagen von X das Zeichen N fiir ein gewisses /=
2,3, ... durch N* ersetzen. Analog iiberzeugt man sich, daf man ganz
allgemein folgendes behaupten kann:

Satz 2. Sei X=={Cpp, CCxqCpq, CCxpp}, wo « = p eine blol
mit der Variablen p gebildete Aussage und $ eine von p freie Aussage
ist. Gilt dann X e E(M) filr irgendeine Matrix M mit endlichem B(MN),
so ist Be E(M). — Die Aussage CCxq Cpg kann dabei durch CCqp Cq =
ersetzt werden.

Zum Beweise schreibe man =« (p) statt « und betrachte fiir irgend-
welches az B(R) die Folge a, z(a), z(x(a)), . . .

Unter denselben Voraussetzungen fiir « und £ gilt der folgende,
analog zu beweisende

Satz 3. Erfiillt die Menge X'={Cpp, CCpqgCuyg, CCpxll eine

endliche Matrix, dann gentigt auch { der gleichen Matrix. -— Die Aus-
sage CCpqCxq kann durch CCgaCygp ersetzt werden.
Zum Beweise beniitze man die Folge a, «(a), . .., wo ac H' (M).

Beispiele zu Satz 2.

1. Sei X=={Cpp, CCNNpgCpqg, CCNNppCNNgg;. GemiB
Satz 2 (2/NNp, 8/CNNgq) erfillt die Menge X keine Matrix 3 mit
endlichem B(:), die auch von CNNgg nicht befriedigt wire. Nun
verifiziert man leicht, daf fiir die im Beweise von Satz 1 gebrauchte
Matrix I die Formeln X =E (M) und £:zE (M) bestehen. Somit & von
X unabhiingig und doch kann nicht der beziigliche Beweis vermittels
einer Matrix % mit endlichem B (%) erbracht werden. Beachtenswert ist
dabei, daf die Elemente von X sowie 3 beweisbare Formeln des gewiihn-
lichen Aussagenkalkiils darstellen, wenn man C, N beziiglich als Impli-
kation und Negation dentet. Das nitmliche gilt von den Elementen der
nachstehend definierten Menge V, die iiberdies vom Zeichen N frei sind.

2. Sei Y={Opp, COCCppqCpq, CCCpppCCCqqCqgqyqy,.
Um den Satz 2 anzuwendep setze man z==Cpp und 5=CCCqgq
CqqCqq. Fiir folgende Matrix M gilt 1" = E(M) und zugleiech ¢ E (M)

AR =10}, BO)=(1,2,...), One,y)=y+1

bei » ="y, =0 sonst (Vg (x) konnen wir unbestimmt lassen). Der be-
ziigliche Beweis geschieht folgendermafien, wobei «,, oy, 2, der Reihe
nach die Elemente von ) bedeuten:
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1. Cpp=p+1, weil p=p. Demnach gehort o, zu F (M), denn
p+1ist =1L

2. Aus Cpp=p+1 folgt 2,==CC(p-+1)q Cpg; ist dabei p+1=4q,
so ist anch p =g, somit o, = C(g+ 1) (g+1)e B(MM): ist aber p+1 g,
so ist C(p+1)g==0, somit 2z, = Cpg+1eB(M). Mithin ist «, M-wahr.

3. 7, ist von der Form CCCpppl; CCppp=C(p+1)p=0,
weil p4+1>p; somit gilt «;=CO0L="+ 15 (IM). Folglich ist aunch
7, M-wahr und damit gilt ) =1 (M), & erfiillt aber die Matrix M nicht,
denn 2 ist als Substitation von C'Cppp nach dieser Matrix stets gleich O.

§ 3. Uber Axiomatisierbarkeit von Matrizen.

1. Definition 1. Eine Matrix I ist axiomatisierbar, falls es
eine endliche Menge X < E(IR) gibt, so da E()=IF{(X). — Die
Menge X ist dann eine Axiomatik von M.

In diesem § wird bewiesen.

Hauptsatz. Es ist jede endliche Matrix I axiomatisierbar, die
von den folgenden Aussagen erfillt wird. COpgCCqrCpr (Syly),
CCqgrCCpqgCpr (Syly), CCpgCNgNp (Transp,), CNgCCpgNp
(Transp,) und CCqqCpp (1d*.

Definition 2. a. Fir v=Cla sel «==vy° und p=1y'. b. Fir
y=2N05 sei f=~+L

Folgen vom Typus ,z, %, ... 2 wo z, v, ...2 Nullen oder Einsen
sind (z. B. die Folgen 0, 01, 110) werde ich als Stellindizes bezeich-
nen. Als Variable fiir Stellindizes werde ich die Buchstaben z, ., n ge-
brauchen. Fiigen wir aneinander zwei Stellindizes » und X (in dieser
Reihenfolge) an, so gewinnen wir einen Stellindex x2 (z. B. fiir x=01
und % =10 ist »2==0110). Statt (x°)°, (z9)%, («)° und («1)! werden wir
bez. schreiben 290, w01 #10 211 gowie allgemein «** fiir («*)* (z. B. gilt
p=(CCpgrn, g=(CCpNgryo

Die Stellindizes werden uns dazu dienen, die Stellen, an denen
eine gewisse Aussage [ in einer anderen = als Teil vorkommt, genau
zu charakterisieren; so gilt z B. fir «a=CCppCqCpp und L=
=Opp:f=2t und f=29 Jeder Stelle die eine Aussage { in einer
von ihr verschiedenen Aussage x, die keine Variable ist, einnimmt,
entspricht in leichtverstindlichem Sinne ein einziger Stellindex x, so
daff &=—==* (z. B. entspricht der ersten Stelle (von links) die p in Cpp
eipnimmt der Index 1.

Definition 3. Vermittels der Satzformel Ers (o, 8, v, 8, ») werden
wir andeuten, daB 8 aus « ewntsteht, indem in « an der Stelle » (d. h.



298 M. Waisberg,

an der Stelle, der der Index » entspricht) der Teil ~ durch § ersetzt
wird; z. B. gilt Ers (Cpp, Cpyg, p, ¢,0). Genan konnen wir den Be-
griff Krs durch folgende rekursive Definition erkldren (wohei der Strich
das Definiendium vom Definiens teilt):

a) Brs (#, 8,7, 9,0) | y==2% §="050 und «'={1

h) Brs (2, B, v, 3, 1) | y=21, 8 =01 und «0==po,

¢) Aus Frs (o 84, v, 8, %) folgt Ers («, &, v, 3, hx).

Anmerkung 1. Es gelten, wie leicht ersichtlich, die folgenden
Formeln (in Hilbertscher Symbolik):

1. Ers («, B, v, 9, ) — Ers (b %, 3, v, ).

2. Ers (¢, B, v, 3, )& Ers (v, 8, v, &, ) —Ers (=, 8,7, ¥, x2).

3. P=o* o Hrs («, «, B, £, %).

Wir nehmen ferner folgende Bezeichnungen an:

Definition 4.

a) Ax={Syly, Syl,, Transp,, Transp,} (d. h. Ax ist die Menge, die
aus den Aunssagen Syl,=CCpqCCqrCpr, Syl,=CCqrCCpqgCpr,
Transp, ==CCpgCNgNp und Transp,—CNqCCpqNp bestebt).

b) Bew (2) (« ist beweisbar) |«c F1(A4x).

¢) Statt Bew (x) werden wir oft blof « schreiben.

Die Schreibweise ,%; & a4, & ... & %,—$ wird demnach bedeuten
daB 3 beweisbar ist, sofern das némliche von den Aussagen =, o, ... %,
gilt 5).

d) Ein Index x ist gerade bzw. ungerade, je nachdem » eine ge-
rade (d. h. durch 2 teilbare) bzw. ungerade Anzahl von Einsen enthiilt.

¢) Besteht Ers(«, 8, v, d,%), wo » gerade bzw. ungerade ist, so
werden wir sagen, daB 8 aus o entsteht, indem in % an einer geraden
bzw. ungeraden Stelle y durch 3 ersetzt wird. — Analog werden wir

uns der folgenden Ausdrucksweise bedienen: & entstebt aus =, indem
in « an so und so viel geraden (oder ungeraden) Stellen v durch 3
ersetzt wird.

Z. B. entsteht Cgqq aus Cpp, indem in Cpp an einer geraden
und einer ungeraden Stelle p durch ¢ ersetzt wird.

Satz 1, CuB & Cpy— Cay (Syly plag/Br/y).
Satz 2. CxB & CyCpS— CyCul.

5) Jedesmal, wenn in der Folge eine Formel vom Typus ,» & o, & ... &ap—f
bewiesen wird, ist auch der folgende Satz wahr: sind «, %, ... ax E-wahr, so ist
3 R-wahr.
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Beweis. @) Cal— CCES Cud (Syl, p/ag/Br/d).
b) CyCORI&CCEICHS —~ CyCald (Satz 1 =fys 53,
v/Cad).

Satz 3¢9). Besteht Ers («, 8, v, 9, %), so sind bei geradem » die
Aussagen CaCCyd8 und CCydCxp beweishar, sonst aber die Aus-
sagen CaCCOy8 und CC3yCafb.

Beweis, Wir fithren den Beweis durch Induktion nach der An-
zahl n der Ziffern von x.

Sei zu diesem Zwecke mit S, der folgende Satz bezeichnet: Der
zu beweisende Satz gilt, wenn » aus n Ziffern besteht. Zum Beweise
von S, nehme man fiir den Fall »=0 die Aussagen Syl p/qq/; /0
und  Syly p/yq/dr/q — dagegen im Falle x=1 die Aussagen Syl,
p/ya/nr/d, Syl, p/Sq/yr/v, Transp, pjyq/d, Transp, p/vq/d. Um den Be-
weis zu beenden, haben wir jetzt aus SiSp4. abzuleiten. Besteht nun
Si sowie Ers(«, 3, v, 3, %), wo % aus k -+ 1 Ziffern besteht, so ist » von
der Form 20 oder 21, wo 7. aus % Ziffern besteht und wir haben dann
vier Fille zu betrachten, je nachdem x» und % gerade oder ungerade
sind. Ich werde blof den Fall betrachten, dai » und 1 beide gerade
sind (fiir die iibrigen Fille ist der Beweis analog zu fiihren): Sind z
und X gerade, so ist x=20 und es gibt zwei Aussagen y' = C7+ und
8= C%3, so dab Ers(x, £, 7, 3, %). Zu Folge der Annahme S, sind

dann (weil % ans £ Ziffern besteht) die Aussagen (1) C2C(Cy "% und

(2) CCy'¥ Caf beweisbar. Vermittels Satz 2 «/Cvy 3, 8/C' ¥, v/, 8/8,
Syl, q/y. /3, pfy und (1) erweisen wir nun sofort, dab Co CC+3% be-
weishar ist. Ferner zeigen wir mit Hilfe von Satz 1 «/Cyd 3/Cy'8 v, 23
sowie (3) und (2), dal Cyd C«fB beweisbar ist. Damit ist aber S,

fir den in Frage stehenden Fall vollstindig erwiesen. Aus dem soeben
erwiesenen Satze folgt sofort:

Satz 3a. Es bestehe Ers (% 8 v, 9, »). Es gelten dann aj hei ge-
radem » die Formeln
w-—>CCy3L und «&Cyd—5,
5) bei ungeradem = die Formeln
2—+CCdvE und 2&03y—8.
%) Ein mehr vollstindiger Beweis dieses Satzes findet sich in meiner polnischen
Dissertationschrift ,Aksjomatyzacja tréjwartosciowego rachunku zdah® (d. h. Axio-

matisierung des dreiwertigen Aussagenkalkiils), vgl. Kap. 2, 7%: Comptes Rendus des
séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie XXIV, 1931, Classe ITI.
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¢) bei belichigem = die Formel
2 & Cy3& C8y 5.
Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes, Punkt a Lildet
Satz 4. Cz, Coay ... Copy & Cy 08— oy Cog o Coypd(h=1,2,. . .1
FPerner beweisen wir
Satz 5. Besteht Frs (%, 21, i 0, %) fiir alle i=1,2, .. .k
ik==1,2,...), so sind die Aussagen

(.'7.1 (j(jl (1;@2 e C’.Bkak}—l und ('{Jl C-’[.J/.Z . (,"" ( gy %

o1

beweisbar, wo 8; (i=1,2,..., &) mit Cy;3; oder ('d;v, identisch ist,
je nachdem x; gerade bez ungerade ist.

Beweis. Bezeichnen wir-den zu beweisenden Satz mit S,, so gilt
S, auf Grund von Satz 5. Es geniigt daber zn zeigen, daf aus 8, .5,
folgt. Gilt nun S, sowie die Voraussetzung von S.;, d. h. es hbesteht
Ers (2 %1, Yo, 05 %) fiiv alle ¢ von 1 bis I+ 1, so sind kraft S, die
Aussagen (1) Cay CELCBy oL Oy und (2) CB C% L. . C8 oy 2y be-
weishar, wo [(i=1, 2, ... ) mit Cv;d; oder (3,7, identisch ist, je
vachdem x; gerade oder ungerade ist. Ferner gilt nach Voraussetzunu‘
Ers (w1, %01, Y1, O, %) und daher ist nach Satz 3 (x/z, &/aey, v/y, 8/,
zfz) die Aussage {3) Cx,CPi7y, beweisbar, wo 8= (7,3, oder
€8, Je nachdem z, gerade bez. ungerade ist. Vermittels Satz 4 %/7 + 1,
2/ (B=2,3, .., [+ 1), y/a, Bf(, Bioaae, sowie (1) und (3) folgern
wir pun sofort, daﬁ die Aussage Cz, (,7.31 Cls ... Ol beweishar
ist; d. h. es gilt eine Halfte der Konklusion von S.,. — Aus Ers (%,
%1, Yo O, 22) folgt ferner Brs (O 2, Coy ey, vi, Oy O%). Gemid Satz 3
2 oy a8/ C oy 2ery, Y/, /3, #/0%, ist daher die Aussage (4) (/('x, %
(154 Coy oy beweisbar, wo i ==C'v,d, oder O3y, je nachdem Oz,
(und damit zugleich auch =) gerade bez. ungerade ist. Mit Hilfe von
Satz 4 Al 2/, 7/Coy oy 3/C %, %0, sowie (2) und (4) schliefen wir nun
sogleich, dafl die Aussage ('8, C8; ... UBuy O, %y, beweisbar ist, wo-
mit vollstindig erwiesen ist, dal aus 5,54, folgt. Demzufolge gilt S,
fiir jedes k, w.z. b. w.

Definition 5. (Rekursive Definition von %),

@ Copg=g,

b) CHipg=CpCopy.

Aus Satz b folgt sofort

Satz 6. Entsteht & aus «, indem man in = an % geraden und /
ungeraden Stellen (1 oder 2= 0)y durch § ersetzt. so sind die Anssagen
Co (O b(”(’(\vJ und CxCUC 3”("‘ 'v3& beweisbar.
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Hieraus entnehmen wir sogleich

Satz 7. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gelten die
folgenden Formeln:

a) a—CtCYSCCOvB& OOy CH Oy dE.

b) 2 & Cyd—COdye,

e) a& Cdy—CECYdE.

d) 2 & Cvd & Cdv—5.

Satz 8. Enthdlt « die Variable p als echten Teil, so sind die
Aussagen CaCCpgqCCqpe und CaCCqpCCpqga beweisbar.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt, dali fiir ein gewisses x
Ers (w2, p,p. ) besteht; somit ist nach Satz 3 die Aussage (1) CaCCppo
beweisbar. Ferner besteht Ers (CCppa, CCqpa, p, ¢, 11) und hieraus
folgt gemih Satz 3 die Beweisbarkeit von (2) CCCppaCCpqCCqpa.

Aus Satz 1 B/CCppx y/CCpgCCqpa sowie (1) und (2) ent-
nehmen wir, dab CaCCpqCCqpe beweisbar ist. Analog schliefen
wir vermittels Ers (CCppa, CCpqu, p,q,11), da CaCCqpCCpqu=
beweisbar ist und damit ist unsere Behauptung vollstindig erwiesen.

Satz 9. Enthilt « die Variable p als echten Teil, so sind die
Aussagen CaC*CpgC*Cqpo und Ca(*CopCipqu(k=1,2,...) be-
weisbar.

Beweis. Bezeichnen wir den zu lLeweisenden Satz mit S;, so be-
steht nach vorigem Satze S;.

Nehmen wir nun fiir irgendwelche Zahl /—1, 2, . .. die Richtig-
keit von S; an, so folgt hieraus S,y, in folgender Weise: Gilt die
Voraussetzung von S.i;, so sind nach S; die Aussagen (1) CaC'Cpgq
('Cqpeund (2) CaC'Cp g (*p go heweishar; ferner sind zufolge S, «/C*
Cgpe bzw. a/C*Cp gz die Aussagen (3) C'CqpaCCpgCCqp C*Cqpa
und (4) C'CpgaCCqp CCpqC Cpqe beweisbar.

Beachtet man ferner, dal CCqpC'Cqgpa=C+1Cqpa, so er-
kennt man, dab auvs Satz 4 o, /aa;/Cpq(i=2,38,....1+1),y/C"Cqpa,
3/CCpqgCiCgpa sowie (1) und (5) die Bew elsbarkelt von CazCH?
CpgCH1Cqpa folgt.

Analog zeigen wir vermittels Satz 4, (2) und (4), daf auch Ca«
CH1Cqgp CH' Cpga beweisbar ist, womit unser Beweis beendet ist.

2, Wir wollen nun zn 42 die Aussage CCqqCpp (1d*) beifiigen,
ferner soll im folgenden R eine konstante endliche Matrix bezeichnen,
fir die Az eE(R) ist. Um den Hauptsatz zu beweisen, haben wir zu

zeigen, dal R axiomatisierbar ist. Zu diesem Zwecke bewelsen wir zu-
Monatsh. fiir Mathematik und Physik. 42, Band. 16
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erst, daff es fiir jede natiirliche Zahl » eine endliche Menge I ={(R)
gibt, so dafl alle hochstens » verschiedene Variable enthaltende &2 -wahre
Aussagen Folgerungen von M sind.

Anmerkung 2. Zum Beweise der letzteren Behauptung geniigi
es anzunehmen. daff die Aussage Cpp(Id) an Stelle von ('CqqCpyp
(Id*) 2u E(R) gehort (Id folgt aus Id* aber nicht umgekehrt).

Definition 6. A4 gwn (2, &) (« ist IM-gleichwertig mit £)|. Setzt man
in « und 3 Werte von I fiir alle Variablen ein, wobei jede Variable,
die in « und 8 gleichzeitig vorkommt, in beiden Aussagen durch den-
selben Wert ersetzt wird — so tibergehen 2 und & stets in Ausdriicke,
deren Werte nach It identisch sind.

Anmerkung 8. Die Beziehung A ¢ ist offenbar reflexiv, kommu-
tativ und transitiv.

Definition 7. Aq(2, £) (2 ist dquivalent mit 8)]C%f und (8=
sind R-wahr.

Anwerkung 4. Man ersieht aus Satz 7, d., dal wenn =z E(R),
Aq(y,9) und @ avs « entsteht, indem man in « an gewissen Stellen
«r durch O ersetzt, so 8cE(R).

Satz 10. Agg(x, B)— Ag(=, B).

Beweis. Die Aussage Id* erfiillt B; aus Id* ist aber die Aussage
Cpp(Id) ableitbar und folglich ist fir jede Aussage «Cax E-wahr.
Besteht daher 4 ¢g(z, &), so miissen auch C«3 und C8« R-wahr sein,
w. z. b w.

Deflnition 8. Vi,(n=1,2,...) ist die Menge aller Aussagen,
in denen blof Variable vom Typus p,, py, . . ., pn auftreten.

Satz 11. Fiir jede endliche Matrix SR gibt es eine endliche Menge
XeVumh=1,2...), sodafh X zn jeder Aussage zc Vi, ein Element
% enthilt mit der Eigenschaft 4 ¢y (x, £).

Beweis. Ist M m-wertig (wo s auch unendlich sein kann), so
zeigt man leicht, daB es keine Untermenge von Vi, mit mehr als m~"
untereinander nicht M-gleichwertigen Elementen geben kann: die An-
zahl aller verschiedenen Belegungen von n-Variablen mit #:-Werten ist
néimlich gleich m» wnd daher ist die Anzahl aller Belegungen dieser

Belegungen mit m-Werten gleich m™". — Nehmen wir nun an, daf
m endlich ist, so ist anch m~" endlich, womit unsere Behauptung er-
wiesen ist. — Ist die Matrix SR effektiv gegeben, so konnen wir eine

Menge X mit der im obigen Satze angegebener Kigenschaft folgender-
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maBen kopstruieren: Von der Menge M, = |p,, ps, . . ., pn} ausgehend,
bilden wir sukzessive Mengen M;(i=2,3,...) auf folgende Weise:
ist N; die Menge aller Aussagen von der Form Cx 3, CP2z und Ne,
wo o zu M; ; und 8 zu einer der Mengen M, M,, ..., M;_, gehirt,
so nehmen wir fiir M, eine beliebige Untermenge von N, die zu jedem
Elemente « von N; das mit keinem Elemente einer der Mengen M,
My, .. ., Mi_y M-gleichwertig ist, ein einziges Element 3 enthiilt, so
daB Aqm(x, 8) — ist dann M, die erste der Mengen M, die leer aus-
fallt (auf Grund des soeben bewiesenen Satzes mufi es ein derartiges %
geben und % ist offenbar < m™" + 2, wenn m die Anzahl der Werte
von I ist), so hesitzt die Vereinigung der Mengen M;(i= 1,2...., k)
die von X verlangten Eigenschaften,

Anmerkung 5. Bezeichnen wir eine Matrix I als halbendlich,
wenn I der Bedingung geniigt, dall die Fuanktionen Cy(x, y) und
Ny () fir 2, ye W(I) nur endlich viele Werte annehmen konnen, so
behiilt der soeben erwiesene Satz auch dann noch seine Richtigkeit,
wenn die Forderung der Endlichkeit von I durch die der Halbendlich-
keit ersetzt wird. — Der Beweis lautet kurz wie folgt: Ist I halb-
endlich, so gibt es gewisse M-Werte a,, as, . . ., ax (£ endlich), derart,
daB, wenn z, ye W(IM), so sind Cp(z, y) und Ny (x) mit gewissen von
diesen a; identisch. Ist nun » eine beliebige Zahl=1, 2,..., so gibt
es, wie leicht erkenntlich, stets eine endliche Anzahl von IR-Werten
by, by .+ o, by (Wo I von n abhiingt) gilt, so daB so oft in den Ausdriicken
Cor (P, 1), Nip(ps), Con (P, @) und Cyp(an, p) (G j=1,2, .. ., n;r=1,
2, ... k) fir die p; gewisse M-Werte eingesetzt werden, stets fiir die-
selbe Variablen auch gewisse b; aus obiger Reihe eingesetzt werden
kénnen, ohne dab die Bedeutung der obigen Ausdriicke dadurch ge-
dndert wird. Hieraus folgt ohne Schwierigkeit, dal wenn man aus
A und B(M) simtliche Elemente auler die a; und die b; fortlibt
(eventuell mit Ausnahme eines Elementes, wenn eine dieser Mengen leer
wird), so ergibt sich eine endliche Matrix ¢, so daf folgende Formel gilt:

%, oe V(’fl)_'*Ag‘m (17 nB) ~ Adgn (9:, B)

Damit ist aber unsere Behauptung auf den soeben bewiesenen Satz
zurtickgefiihrt. (Zugleich erkennt man, daB fiir dieselben Matrizen It
und N und dieselbe Zahl » die Formel E(M). Viy=ER). Vi be-
steht. — Aus Satz 11 folgt unmittelbar

Satz 12. Jede unendliche Menge X eV, enthiilt fiir jede end-
liche (oder halbendliche) Matrix I eine unendliche Untermenge von
miteinander M-gleichwertigen Aussagen.

16*
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3. Mit » werden wir kiinftiz die Anzahl der Werte (kiirzer: den
Grad) von R bezeichnen sowie mit A4¢ eine beliebige feste Menge
e Vi, die zu jeder Aussage oc Vi, ein einziges mit o R-gleichwertiges
Element & enth#lt. (Ein Verfahren 4¢ zu konstruieren, ist oben ange-
geben worden.) Wir werden der Bequemlichkeit halber annehmen, daf
die Variable py, py, . . ., p. 20 A g gehoren,

Ferner wollen wir za A2 hinzafiigen simtliche R-wahren Elemente
von Agq sowie alle Aussagen vom Typus CCuafy, CvCa2CNay,
('vNz, wo 2, 0, yedqg sowie C«2 mit v bez. N« mit v R-gleichwertig
sind, Es enthilt dann Az fir jedes Anssagen-Paar «,8cdqg fiir ein
gewisses y die Aussagen C'Cafy und CyCzf, und zwar ist v das-
jenige Element von Ag¢, das mit C«? R-gleichwertig ist. Desgleichen
enthilt Az fir jedes ze.dqg zwei Aussagen C Nay und CyNo, so dah
Agr(Na,y) besteht. Alle zu Az hinzugefigten Aussagen sind nach
Satz 10 R-wahr. Die so erweiterte Menge Az verbleibt offenbar endlich,
weil 4¢ endlich ist, und es gilt ferner folgender

Satz 18. Wenn as V,y (r der Grad von R), so gibt es ein ge-
wisses # ¢ Aq, so dab die Aussagen Czo’ und Co 2 beweisbar sind.

Beweis. Es bedeute 7'(x) die Behauptung des zu beweisenden
Satzes. Ist zundchst « eine Variable, so ist =« zu Folge der Voraus-
setzung oc ¥,y mit einer der Variablen p,, p, ... p, identisch, somit ge-
hort « zu Aq; folglich gilt 7'(x) fiir diesen Fall, denn Cx« ist beweisbar.
Es geniigt daher zu zeigen: a) aus T'() und T'(y) folgt 7' (CELy) und
&) aus T'(3) folgt T(NE). Zum Beweise von a) wollen wir annehmen,
daB fiir gewisse Aussagen & und y die Formeln 7'(8) und 7'(y) bestehen;
es ist T(CBy) zu beweisen. Aus der letzteren Annahme folgt sofort,
daf fiir gewisse £, y'cdqg die Aussagen (1) C3%, (2) CF'E, (8) Cyy
und (4) Cy'v beweisbar sind. Ferner gehoren zu Ax, weil 2/, "¢ Aq fiir
ein gewisses o’c Ag die Aussagen (5) CCf' vy« und (6) Co' CH'Y.

Es sind daher zu Folge Satz 3a), ¢) die Aussagen beweisbar, die
aus (5) und (6) vermittels Ersetzung von & durch & und 4" durch v
entstehen — d. h. die Aussagen CCRys wnd Co' CPy; folglich gilt
T(CB~y) und damit ist «) bewiesen. Ganz analog begriinden wir auch
5) und somit besteht der zu beweisende Satz.

Definifion 9. o) Aussagen, die genau &k Variable enthalten, werden
wir als k-dimensional bezeichnen. ) Die Menge aller k-dimensionalen
Aussagen werden wir mit 75 bezeichnen (zu unterscheiden von Vg,
vgl. Def. 8).

Satz 14. Ist « eine R-wahre, hochstens »-dimensionale Aussage,
s0 ist = beweisbar.
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Beweis. Wir diirfen annehmen, daf zcVy), d. h. mit Variablen
aus der Reihe p,, p», . . ., p» geschrieben ist. Es gibt dann nach dem
vorigen Satze ein Element " von Agq, so daf Cx2’ und Co'x beweis-
bar sind. C=z«’ ist somit R-wahr, ferner gilt dasselhe nach Voraus-
setzung von « und folglich ist auch o’ R-wahr. Demnach gehort aber
o' zu Az, weil wir alle E-wahren Elemente von Ag zu Az hinzugefiigt
haben. Aus der Beweisbarkeit von o und Ceo’ 2 folgt nun sofort die
Beweisbarkeit von «, w. z. b. w.

Anmerkung 6. Im Beweise des obigen Satzes ist die Festsetzung,
dafl » der Grad von R nicht ausgeniitzt worden ist. Damit ist bewiesen,
dal es fiir jede Zahl n=1, 2, . . . eine endliche Menge X = E(R) gibt,
derart, dag E(R). V,=FI(X). In Ubereinstimmung mit Anmerkung 4
(nach Satz 11) diirfen wir dabei annehmen, dafl R nicht endlich, son-
dern blof halbendlich ist.

4. Betrachten wir nun die Menge M aller Aussagen o=1("('p, p, p;
(i==0,1,2,...). M ist eine unendliche Untermenge von Vi und muf
daher gemil Satz 12 zwei verschiedene miteinander FR-gleichwertige
Elemente enthalten. Seien nun g, p + 6(s > 0) die zwei kleinsten Indizes,
50 daB Aqr(0q Pots) gilt. Die Aussage Coy1.9, ist daher gemif
Satz 10 R-wahr; durch Variablen-Umbenennung gewinnen wir hieraus
die Aussage C(eto('pgr(eCpgr, die wir als Red bezeichnen und
zu Az hinzufiigen werden.

Wir wollen nun aus dem so erweiterten Ax einige Aussagen
ableiten:

Satz 15, Folgende Aussagen sind beweisbar:

1. CoCgpC e CppCeCpgr e Cpgr (beweishar gemih Satz Ta
z/Red, B/C'CeCpp CeCpgrCeCpgr, kfs, 1/0, ¥/q, 8/p).

2. CCpqCCppCpgq Syl #/p).

3. CUpgCCrrCpgq (Satz 8b. 2/28/Crrvy/Cp p, 1d¥).

4. CCpqgC°CrrCpg (mehrmalige Anwendung von 3. und der
Formel (2B & Cly— Cuy (Satz 1)).

8. C(eCpgr°CppCeCpqr (4. p/Cpq, ¢/Ce Cpqr, r/p).

6, ("CagpCCcCpp(2CpagrcCppeCpgr (Satz 4: (o, (2,
vy Clagy=—1, (7\'8:5.).

7.0 CqgpCUrr (Satz 4 kfs, 2/Cqp(i==1,2,.. k), y/C(°Cpp
CelgprCeCpp CeCpgr, 3/Crr; 1a¥).

8. ('CrsC°CqpC'rs (Satz 3a, a. 2/7., B/C°CqpCrs,v/r, /s
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9. CCCCypCrstCCrst Syl p/Crs, g/ ('qp ('rs, r/t; 8.
10, CCetksCpgreCpgrk==1,2,...). Beweis vermitiels In-
duktion nach % mit Hilfe von Red und Cuf& CPv—Cavy.)

Definition 10. a. gr(z, %)—die Anzahl der geraden Indizes =,
so daBf @ ==2%; ist « cine Variable, 5o ist gr(z, 8)=1 oder 0, je nach-
dem z=3 bzw. $ 5 ist. b. ngr (o, §)==die Anzahl der ungeraden In-
dizes », so dal 2==«*; ist x eine Variable, so ist ngr(z, §)=0.
e df(e, B)y=gr(e 5 —ngr(z 2. d. div(x) (der Teiler von =)=
der grofite gemeinschaftliche Teiler aller von O verschiedenen Zahlen
df(x ), wo B eine in « auftretende Variable ist; gibt es keine der-
artigen Zahlen, so sei div(x)==0. e. div(X) (der Teiler von X)=
der groBte gemeinschaftliche Teiler aller Zahlen div(2), wo as.X; gibt
es keine solche Zahlen, so sei div(X)=0. f. div(IM) (der Teiler
von M)y=div(E(M)).

Beispiele : gr(Cipq, p)=0, ngr((“pg, p)=k, df(C"pg, p)=
—k; gr(p, py=df(p,p)==1. Die Teiler von Id, Id*, Syl,, Syl,, Transp,
und 7Transp, sind gleich 0, dagegen ist der Teiler von Red gleich o.

Satz 16. Wenn « keine Variable ist, B=up/q, g r(«, p)=1F% und
ngr(z p)==1I, so sind fiir jedes natiirliche m die Aussagen ('f ("™
Cagptmpgz und CRLCH™(pgC*m (fgpa beweishar,

Beweis. Aus Satz 6 «/, B/x, v/q, d/p folgt bei der Voraussetzung
des zu beweisenden Satzes, daff die Aussagen CL("Cgp(*Cpgz und
(B CpgC*Cqgpx beweisbar sind. Nach Satz 9 kfma/Clpga baw.
2/("('gpo sind ferner die Aussagen ('C“Cpqa(mCqp (" CpqClpqz
wmd (Cigpa(m CpgCmCqp ChCopr(m=1,2,...) beweisbar. Wir
konnen somit unsere Behauptung vermittels Satz 4 (d. h. der Formel
(2, Cay oo Oy & Cyd— Cay (o ... Coyd) erweisen.

Fiigen wir nun zu der Voraussetzang des soehen erwiesenen
Satzes die Bedingung = ¢ E (R) hinzu, so folgt aus 8=up/q, dab L E(R);
zu TFolge der Behauptung des vorigen Satzes ist dann die Aumssage (1)
k(g pC'Cpqo R-wahr. Nehmen wir nun z. B. £=17 an und setzen
wit k—1=m, so kinnen wir die Aussage (1) in der Form (2) C"Cqp
(“Cgp(*Cpg= schreiben. « enthilt die Variable p als echten Teil,
weil nach Voraussetzung » keine Variable und die Zahlen g#(z, &),
ngriz, p) nicht beide gleich O sind; somit ist zn Folge Satz 9 &/l die
Aussage (3) (“Cgp (*Cpqa R-wabr. Ferner bemerken wir, daf (2)—
= (" ("g p(3) ist sowie, daB die Aussage C'(3) Crr R-wahr ist (Satz 15,7.,
(3)), mithin ist (" C'gp Crr R-wahr (Satz 4). Zu demselben Ergebnisse
(mit gegenseitiger Vertauschung von p und ¢) wiirden wir auch dann
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kommen, wenn wir /=% und /—Fk==m angenommen hitten; beachten
wir nun, daB k& —Il=df(z, p) ist, so haben wir damit folgenden Satz
erwiesen:

Satz 17. Wenn 2cE(R) und df(z, p)—E+m(m=1,2,...), so
ist O CygpCrr R-wahr,
Ferner giit

Satz 18. Sind C*Cqgp Crr wnd C'CqpCrr(k,{=1,2,...) R-
wahr, sonie m der grofite gemeinschaftliche Teiler von % und [, so ist
" CqpCry B-wahr.

Beweis. Nach der Zahlentheorie geniigt es zu zeigen, daf, wenn
(1) Ot Cgp Crrund (2) C*Cqp Crr(m, n=1,2,...) R-wahr sind, so
ist (" Cqp Crr R-wahr. Beachten wir zu diesem Zwecke, dafi (1)= ("
('qp(2), sowie daB aus (2) die Aussage (3)C'(2) Crr ableithar ist, so
ist nach Satz 4 die Formel (1) & (2)— C» Cqp Crr richtig, womit unsere
Behauptung bewiesen ist.

Nach der Bedeutung von div (M) (Definition 10) folgt nun sofort

Satz 19. C4*® Cgp Cror ist R-wahr.
Wir wollen nun zeigen

Satz 20. div(R)=o¢.

Beweis. ¢ ist durch div(R) teilbar, weil 6=d f(Red, p) und
RedcE(R). Sei daher s=*Fkdiv(R); es geniigt nun zu zeigen, daf
k=1, denn ¢ und div(R) sind beide >0. Ersetzen wir in Satz 15,7,
5 durch div(R), so erhalten wir C%*® Cqp Crr; man erkennt daher,
daB, vermittels letzterer Aussage, analog wie die Aussage Satz 159.
vermittels 15,7. die folgende Aussage ableitbar ist: (1)CCCH*®Cqp
CrstCCrst.

Beachten wir nun, dafl zn Folge s=Zkdiv(R) bei t>1 die
Aussage (1)g/pp/qr/Cpqs/Ceto—tiv@®=1 Cpgri/CeCpgr mit C Red
CCk—DaivBrteCpgr(CeCpgr identisch ist, so ist die Aussage (2)
C Ceti—ndis@® Cp gy CeCpgr R-wahr. Bemerken wir aber, daf nach
der Definition von Redp+ o die kleinste Zahl > ¢ ist, fiir die die
Aussage CCtoCpgrCeCpgr R-wahr ist, so muf in (2)k—1=0,
d. h. k=1 sein, w.z. b. w.

Satz 21, Ist =« R-wahr sowie =up/q beweisbar, wobei « die
Variable p enthilt, so sind die Aussagen CeCgpCepga und C2Cpgq
Ce Cqpax beweishar,

Beweis. Besteht die Voraussetzung und ist gr(ap)=1Fk sowie
ngr(x, p)=1I so sind nach Satz 16 fiir beliebiges m =0, 1, ... die
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Aussagen (7 CgpCHm(pga und 5™ Cpg (57 (Tgpx beweishar,
Bei passender Wahl von m wird % + m=pmods, daher aber auch
I+m=pmods (denn die Zahl m —n=df(«, p) mub durch o teilbar
sein, weil gem#f Satz 20 s=div(R) ist und nach Voraussetzung
2¢E(R)) und daher kénnen wir vermittels wiederholter Anwendung
von Red (notwendigenfalls mit Hilfe von Satz 1) die beiden verlangten
Aunssagen beweisen.

5. Wir wollen nun eine Aussage (genauer: Aussagentypus) be-
schreiben, die, wie wir zeigen werden, E-wahr ist sowie zu Az hinzu-
gefiigt, die Beweisbarkeit von allen R-wahren Aussagen nach sich zieht.

Diese Aussage — wir wollen sie im folgenden mit Fin, bezeich-
nen — héngt von » (dem Grade von R) sowie von ¢ und o ab. Fin,
148t sich folgendermafen schildern :

Bezeichnen wir die V(Vj‘r”- Aussagen von der Form (e ('p;p, (@

CppeCgr, wo k<l und %, 1=0,1,... ++ 1 in irgendwelcher An-
ordnung mit o, 0, . . ., Lppiay, S0 ist
2

Fin,== ("0, COqy, .. ., (' Gririn (o 0, g, (20 Cg g Cgr.
Z. B. fiir » =2 kounen wir als Fin, die folgende Aussage nehinen:
(Fing) CoC2Cpypy (2 Cpyp, Car (S Cppg (2 Cpyp, Cqr o=t (el'p,p,
O pypy Cgr(2eCqqUgr,

Wir wolien nunmehr zeigen, dal Iim, die verlangten Eigen-
schaften besitzt.

Satz 22. Fin,<E(R).

Beweis, Zunichst wollen wir einige Aussagen aus 4z ableiten:

1. CCpgCeCeCrsCeCsr(eCtueCutCowCpq (Substitution
von Satz 15,8=CCrsCeCygp ('rs).

2. CellpgCelqpCpp (Satz 9. %/ Cppkjo).

3. (elpgCeCqgpCrr (verm. 2. und ('Cpp Crs nach Satz &)

4, (CrsCeCpgCeCqpCrs (Satz 3a,a. «/3, y/r, 3/s).

5, CCowCeCtuCeCutCow (4. v/vs/wpltg/u).

6. CCeCtuCeUytCrwCe(lys(eCsrCeCtu (R CutCrw (Sub-
stitution von H).

7. CCOpqgCo(eCysCeCsr(ow(eCinCeCut Cow Cpy
(Satz 5 2/L., B/T.; setzt man 5.=('d,v, und 6.=('3,v,, so entsteht
7. aus 1., in dem man in 1. v, dorch 5, an s—1 ungeraden Stellen
sowie vy, durch 8, an einer mngeraden Stelle ersetzt).
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Wenden wir uns nun zu Fin, und ersetzen wir in dieser Aussage
die Variable durch die » Werte von B, so werden dabei stets gewisse
zwei Variable aus der Reihe py, py, . . ., pr41 durch gleiche Werte er-
setzt. Es ist demmnach Fin, R-wahr, wenn dasselbe auf alle Aussagen
Fin,piofp, (b, 1==1, 2, . . ., v+ 1; k<) zutrifft. Der Kiirze halber werde
ich diese Behauptung blob fiir den Fall »=2, k=1 und /=2 be-
weisen, d. h. ich werde zeigen, dal die Aussage Fin,p,/p, wahr ist
(s. oben Fin,); ganz analog filhre man den Beweis im allgemeinen
Fall. Finyp,/p, ist von der Gestalt: '

(1) o C2 Cpyp, Cqr C2eH1(0eCUpypy (2 Cpypy Cqr O CgqCqr.

Ersetzen wir in letzterer Aussage iiberall ('p,p, durch Cggq, so
erhalten wir eine Aussage (2), so daf C(1)(2) und C(2)(1) beweisbar
sind (Satz 7,4 und 1d*). Es geniigt daher zu zeigen, daf (2) R-wahr
ist. Nun ist (2) eine Substitution von

CCpgotCellysCeCsrCow (' (Ctu (2 CutCow (29 Czypg.

welche Aussage aber mit Hilfe von 7. (s. oben) sowie der Aussage
CCpqg(°CrsCpqg (Satz 15,8.) nach dem Schema 'z, Cay, .. ., Coyy &
Cv8—Cay Coy ... Coz8 beweisbar ist. Somit ist (1) d. h. Fin, p,/p,
R-wahr und damit nnser Beweis beendet.

Wir fiigen nun Fin, zu Az hinzu und zeigen:

Satz 23. Simtliche R-wahre Aussagen sind beweisbar.

Beweis. Gemdl Satz 14 geniigt es, folgenden Satz zu beweisen:
Sind fiir irgendein s =~ alle hochstens s-dimensionale E-wahre Aus-
sagen beweisbar, so gilt dasselbe fiir alle s + 1-dimensionalen R-wahren
Aungsagen. Sei zn diesem Zwecke z irgendwelche E-wabre s -+ 1-dimen-
sionale Aussage. Wir konnen annehmen, dal in = alle Variable der
Reibe py, ps, . . ., Pr+1 vorkommen. Betrachten wir nun die Anssagen
wp/pi(k, 1=1,2,...,r+1; k<I), so sind sie alle s-dimensional und
dabei R-wahr (als Substitutionen von ), somit nach Voraussetzung
heweisbar. Gemib Satz 21 (p/p q/p:) sind daher alle Aussagen von der Form
CoCpep CeCpypreon (b, 1=1,2, .. ., v+ 1; k<<!) beweisbar. Tst nun =
zuniichst von der Form CPy, so ist ersichtlich vermittels Fin, die Aus-
sage C?2¢CLRCPBy beweishar and damit auch CBy==x (weil (‘S8 be-
weisbar ist). Ist aber « von der Form N3, so ist die Aussage (1)
CCU33 NS R-wahr (vgl. Transp, p/d¢/d) und dabei s+ 1 dimensional
und vom Typus C3y. Somit ist (1) beweisbar und daher auch V&=
(vermittels '39). Damit ist die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes
und zugleich der Hanptsatz vollstindig erwiesen worden.
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Anmerkung 7. Ist Fin, fiir irgendwelche Zahl 2 > » R-wahr, dann
kann man nach obigem Fin, durch Fin, sowie in der Definition von
der Menge 4¢ (vgl. Punkt 3 dieses §), die zur Konstruktion von Az
benutzt wurde, » durch £ ersetzen.

Anmerkung 8. Betrachtet man als Aussagen blof C(-Aussagen
sowie als Matrizen bloB C-Matrizen (d. h. Matrizen S ohne Definition
von Ny (), so gilt der zu dem soeben bewiesenen Hauptsatz analoge

~ (-Hauptsatz, Es ist jede endliche C-Matrix axiomatisierbar, die
von den Aussagen Syl;, Syl, und Id* befriedigt wird.

Zum Beweise gentigt aus den Ausfilhrungen des gegenwirtigen §
alles zu eutfernen, was mit dem N-Zeichen im Zusammenhange steht.
— FErweitert man dagegen den Begriff der Aussage (und dementsprechend
den Begriff der Matrix) indem man eine neune Verkniipfung etwa I'p,
hinzufiigt, dann hat man im Hauptsatz die Aussagen C'C'py (' F'p Fg und
CEp(CpgF g oder die Aussagen (CpqgCFqFp wnd CFqCCpglp
hinzuzufiigen und dann bel #=F{ f==a° bzw. =o! zu setzen. Analog
gebe man im Falle der Hinzuftigung von Verkniipfungen mit mehr als
einem Argumente vor, wobei dann die Verkniipfung C'pg nicht not-
wendig eine Grundverkniipfung zu sein braucht, sondern eine vermittels

der fibrigen Operationen gebildete Aussage sein darf.
*

Ieh mochte zum Schluff kurz noch einige von meinen Ergebnissen
iiber logische Matrizen angeben; die Beweise werden sobald als moglich
verdifentlicht werden. — 1. Ich habe erwiesen, daf die in L—T, §3
von J. Lukasiewicz ausgesprochene Vermutung iiber die Axiomatisier-
barkeit dieser Matrix vollstindig zutrifft. Der Hauptteil des beztiglichen
Beweises ist im Jahre 1931 von der mathematischen Fakultit der
Universitit Warschau eines Preises gewiirdigt worden und wird n#ich-
stens wahrscheinlich als Publikation der Warschauer Gesellschaft fiir
Wissensehaft erscheinen. -— Bei Gelegenheit mochte ich der geschicht-
lichen Genanigkeit wegen bemerken, dall meine Axiomatisierungen der
Systeme L; (vgl. daselbst) ohne Kenntnis von irgendwelchen diesbe-
ziiglichen Ergebnissen des. Hrp. A. Tarski entstanden sind, wie man
infolge einer mangelhaften Redaktion der Bemerkung vor Satz 36 (da-
selbst) denken konnte; was den Satz 36 selbst anbetrifft, so ist das
letzte dort angegebene Axiom aus den iibrigen ableitbar.

2. Es konnte ferner das foigende Ergebnis von gewissem Interesse
sein: Ist M eine Matrix mit folgenden Eigenschaften: 1) eine gewisse
C-Awssage ist M-wahr und 2) es gibt zwel verschiedene I-gleich-
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wertige Aussagen — so ist E(W) = FI(E(M). V). — Dagegen gilt
EM)=FI(EM). V;), genauer — FI(Np) fiir folgende endliche
Matrix 9, die von keiner C-Aussage erfiillt wird: 4 ()= {0}, B(V) =
=1}, Cm(z, ¥)=0, N (z)=1. Fiir die Matrix I des gewdhnlichen
Aussagenkalkiils ist von mir der folgende Satz erwiesen worden: Ist
X eine endliche Menge = E(M). Vi, so ist FI(X)FEN). V.

3. Bezeichnen wir als den Vollstdndigkeitsgrad einer Matrix
M die Anzahl der Systeme die E(SR) umfassen (d. h. dasselbe, was
A. Tarski als den kardinalen Vollstindigkeitsgrad von E (%) bezeich-
nen wiirde — vgl. dieses Autors ,Fundamentale Begriffe der Metho-
dologie der deduktiven Wissenschaften, Monatsh. f. Math. u. Phys. 37,
2. Heft, § 8), dann ist evident, daB der Vollstindigkeitsgrad der oben
angefiihrten Matrix IR, die von keiner C-Aussage erfiillt ist, gleich dem
Kontinuum ist. Dasselbe gilt aber von der folgenden endlichen Matrix
N, fiir welche z. B. CCppCCppCppeEI): AM)=1{1,2, 3}, BMN) =
=1{0}, Cx (0, 0)=1Cn (3, 8)=2, Ca(l, 1)=0C,(2, 2)=38, (5 (2,8)=
= Cp (3, 2)=0, sonst Cy(z, y)—1, Ng(x) beliebig. — Ferner gilt fol-
gender Satz: Erfiillt eine Matrix die Bedingungen des oben bewiesenen
Hauptsatzes, so ist der Vollstindigkeitsgrad von 9t endlich. — Beide
letzteren Bebauptungen behalten ihre Richtigkeit bei, wenn der Gebrauch
des N-Zeichens untersagt wird (und dann aus dem Hauptsatz die
Aussagen Transp, und Transp, entfernt werden).

4. Zum Schlusse méehte ich das folgende, sehr evidente Ergebnis
angeben: Fiir jede zwei Matrizen 9 und N 146t noch eine Matrix P
mit der Eigenschaft E(P)=E(N).E ) folgendermalen definieren:
W ()= die Menge aller geordneten Paare (e, b), wo ac W (M) und
be W(); B(B)= die Menge der geordneten Paare (a, b), wo asB(M)
wnd beBE); Culle, @) y)—=(Culo y), Cales o) Nala 27)—
= (N (), Ngn(#')). — Sind dabei MM und N endlich, dann ist offen-
bar anch § endlich und damit ist gezeigt worden, daB es fiir zwei
endliche Matrizen M, M stets eine endliche Matrix P gibt (man konnte
sie das Produkt von M und $¢ nennen), derart daf E(P)=E(I). EM).

Zusatz bei Korrektur. Beispiel nichtaxiomatisierbarer endlicher
Matrizen Ik: W (M)={0, 1,... & (k=1, 2,...), BOIR ={0}, Cn
(x, )=y, Nay(xr)=0. Beachten wir, dal E(IM)= die Menge aller
Aussagen des Typus No oder Cf CPy... CB Nz (I=1,2,...), so0
folgt die Nichtaxiomatisierbarkeit von 9t aus der evidenten Tatsache,
daB jede endliche Menge von Aussagen des obigen Typus fiir ein
gewisses m ans Cp, Cp, ... Cp, Ng ableitbar ist, von welcher aber
die Aussage Cp; Cp, ... Cpny: Ng unabhiingig ist.
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Berichtigung. Das in meiner Abhandlung ,Ein erweiterier
Klassenkalkiil“, Monatsheft f. Math. u. Phys., 40, 1. Heft, S. 126, an-
gefiihrte Axiomensystem des kombinierten Aussagen- und Pridikaten-
kalkiils von Hilbert und Ackermann wird vollstindig erst nach

Hinzufiigung eines neuen Axioms der Gestalt X & .Y .

(Eingegangen, 6. X. 1933.)



