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Ein neues Summenverfahren zur Berechnung 
der Momente. 

(1) 

wobei 

konstant ist. 

Von Kazuo Kimio Midutani in Kob~. 

Gegeben sei eine diskontinuierliche Verteilung: 

y~ = w (x~) [r-~- 1, 2~ 3, . . . ,  p] 

x ~ + ~ - - x ~ = h  [ r = l ,  2, 3 , . . . ,  (T-- l)]  

Nun miichte ich folgende Methode des Summenverfahrens 1) ZUr 
Berechnung der Momente /-ter Ordnung:) 

to l 
Mz ~ Z x~ y~ 

vorschlagen : 

Wir kSnnen annehmen, da~ die Argumente x~ symmetrisch in 
bezug auf 0 sind. Wir setzen dann 

(2) x~ = u (r ) .  d + c, 

wobei 

1) Vgl. dazu: W. P. E l d e r t o n ,  Frequency Craves and Correlation, London 
1927, S. 19--23; E. Czuber ,  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1, Leipzig und Berlin 
19247 S. 407 u. f. 

~) Vgl. z. B.: W. P. E l d e r t o n ,  a. a. O. S. 14; R. v. Mises,  Wahrseheinlich- 
keitsrechnung, Leipzig und Wien 1931, S. 40. 
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f [ i r  

d ~ h ,  

fiir 
h 

ist. 

p ~ 2 m + l  

U ( r ) ~ r  

p--~-2m 

u (r) ~ 2 r - -1  

[ r = - -  m, - -  (m--1), . . . - - 1 ,  O, 1 , . . . ,  m]  

[r--~ - -  ( m - - l ) , -  ( m - - 2 ) , . . .  - - 1 ,  O, 1 , . . . ,  m] 

Mit Hilfe des sogenannten allgemeinen VerschiebungssatzesS) 

k k 

2 ( -  ) 
r--'--0 r-----0 

worin bekanntlich a das arithmetische Mittel der x~ bedcutet, und mit 
ttilfe der Identitiit 

P P 
(3) E { u (r).  h }~. yr ~ h k 2] u k ( r ) .  y,  

diirfen wir, ohne die Allgemeinheit zu beschriinken, die Annahme treffen : 

(4 )  ~ ,  = u (~) 

Wir ftihren nun einige abktirzende Bezeichnungen ein: 

(5) sk-~r~y~; s k ~ s ~ ;  . . . ,  s(~):=v~s~ ~--" 
i = k  i ~ k  i = k  

m 

i=t~ i ~ k  ~=k 

dabei bedeutet y ,~-w(u  (r)) wie in (I) und m = ~  oder ~__~1 je nachdem 

p gerade oder ungerade ist. 

Auiierdem schreiben wir: 

(6) . .  ~ s z  

S~--~s_l; S;--.~s'_,,; ., S T = s  ~~) 

3) R.v, Mises, a . a .O .S .  40. 
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Sehlieglich machen wir den Ansatz: 

r~..~- 0 

k 

(a t + b)k~ Z ~, ,  (a, b) t I-  (k-~!], 
r = 0  

aus welchen Formeln die :% ~ (a~ b) im speziellen Fall leicht eindeutig be- 
rechnet werden kiJnnen. Insbesondere schreiben wir noch :% ~ (1,0)~o%~. 
Nun erhalten wir aus (6)~ (7)~ (8) folgende Beziehungen: 

(s) So+=Xv,; z! s, =x(it-,Jv,) 
i ~ 1  i = l  

q~z ~*n 

S o  ~ ~ y -~  ; 1 ! S F  ~ ~ (i :-zJ y_~) 
i ~ l  i = l  

( +  i) ~ ~ (+  1) z E :%~. i[-  (~-~)l 
r ~ 0  

l 

(~ i--J)~= ~ t%~ (~, --1).  it-.~)J/. 
r ~ 0  

Daraus ergeben sich die Forme]gruppen: 

Fiir ungerades p:  

(9) Mo ~ So + Yo 

M3 ~ 6D3 + 6D2 + Dl 

M ~ 2 4 S ~  + 36S3 + 14S2 + S~ 
. . . . . . . . . . . . .  , . , . . . . . . . . .  

1 

r - ~  O 

and ftir gcrades p :  

(tO) Mo - -  So 

M1 ~ "2 D1--Do 

Ms ~ 8 S~ + So 

4* 
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M.~ ~ 48 D~ + 24 D2 + 2 D1--Do 

M~-~Z ((l--r)!  "z,,.(2,--1). A,_~ }, 
r~ -O  

wobei M~ das Moment /-ter 0rdnung bezogen auf den Ursprung be- 
zeichnet und: 

A ~ _ ~  Sz-~ fiir gerades l 

Az_~ ~ D~_~ ftir ungerades 1 

gesetzt wurde. Fiir eindimensionalc Verteilungen haben wir somit die 
Formeln zur Bereehnung der Momente l-ter Ordnung abgelcitet. 

Wir wenden uns nun dem selben Problem fiir mehrdimensionale 
Verteilungen zu. Wir setzen 

P t  ~e ~Vn--1  P n  
i j k Z ( l l )  Ml~:'...(~_l)k,~ ~-~ Z Z ... Z Z x r ~ x , . . . . x ~ _ l x ~ y , ~  ~ . . . .  ~ _ ~ , .  

insbesondere 

(12) M i j  ~ M l i ~ ;  M i j  1, ~ M~,~.j~k 

und 
p~ p~ Pn--1 

(13) . . . .  r 1 r, z �9 �9 �9 Xrn__ 1 ~ r  I r~ . . . r n _ _  1 ( r ~ )  

yrt r~ . . . .  n--1 (rn) = W (3~r, ' X r ~ . . . ,  Xrn__i, (Xrn)) ,  

wobei wir r,~ und x~, eingeklammert haben, am anzuzeigen, dal~ diesc 
Gr(i~en als konstant anzuschen sind. 

Das Moment 
i l i 2 J  . . .  ( n - - l )  k n 1 

erhalten wir dann aus den Momenten 

(~)Md:5.. (~-1)~ [r~-~- 1, 2, ..., p~] 

mit Hilfe des Summenverfahrens auf die gleiehe Art und Weise, wie 
wir frtiher das Moment Mz bei eindimensionaler Verteilung aus den y~ 
erhalten haben. 
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Besonders wiehtig ist dis Bereehnung des .Zithlers eines Korre- 
lationskoeffizienten bei einer zweidimensionalen Verteilung: 

[ / , = - ~ , - ( ~ - ~ ) ,  .... o,..., (~-~),,,1 
(14) j~j~-f(x~,yj) Ly~.=--q, -(q--l), ..., 0, ..., (p-l) , /)  J" 

Der Korrelationskoeffizient sei : 

Z Z L j . x , . y j  
r~---- 

. ~  ~x ~y 

wobei N ~  E Z f i j  und z~, % die Standardabweichungen der x resp. 
y sind. 

In einem derartigen Falle, w o e s  lediglieh auf die Berechnung 
der D~ oder S~ [ i~0~  1, 2 , . . .  ] ankommt~ kann das Verfahren stets 
abgektirzt werden. An obigem Beispiel soll die Bereehnung durehgefiihrt 
werden, welche das Reehnungssehema derartiger Fiillc vollkommen er- 
kennen l~igt. 

Wir setzen 
(15) ~'.,, =f.,. +f_.,_.--f., _.-f_.,. 

r =  1.2, 3 , . . . ,  m, ~-~ die grSfiere der Zahlen m und n ist] 
s = 11 2, 3, .,_P, wobeip dis gr(igere der Zahlen p und q ist /j. 

U.,h~ZF.,.; U,--Zu,,h 
s=h h=l 

m mr 

vk = X Ur, V =  ZVk. 
r~-k k.~l 

Dann ist V der gesuehte Wert des Ziihlers, denn es ist 

) - ) 

In den entwickelten Methoden habe ich die Struktur der Koeffi- 
zienten in den Formeln des Summenverfahrens dureh die Einfiihrung 
der Symbols ~.j,, r etc. beleuehtet; damit gelang es mir die Hauptformeln 
(9) und (10)~ welche bisher') unbekannt waren, abzuleiten. 

4) Vgl. dazu: W. P. E l d e r t o n ,  Frequency Curves and Correlation, London 
1927, 8.21 ; E. Czuber ,  Wahrscheinlichkeitsrechnuag, 1, Leipzig u. Berlin 1924, S. 411. 
Eine weitere, bisher unver6ffentlichte Methode des Summenveffahrens hat mir Hem" 
O. B o s c h a n mandiich mitgeteiit. 
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Mit den Symbolen :%r etc. kann man aueh die Formeln von 
L i d s t o n e  and yon Czuber~ und zwar folgenderma~en wiedergeben: 

Die Formeln yon L i d s t o n e :  

]/o=S~+yo 
I M z : Z ( - - r ) ~ { ( 1 - - r ) ! % ~ S ~ - , . + ~ } ,  

r : O  

wobei $1 and Sz-~+l im Sinne L i d s t o n e s  5) gemeint sind. 

Die Formeln yon Czuber :  

wobei 

Ms ~ Zo + Yo -~ So + yo 

' /  l ~  = l - - r )  ! ~I+1, ~ . Az -~  , 
r.-~O 

{ A~,_~ = Et_~ ftir gerades l 

A,_~--: A~_~ fiir ungerades l 

im Sinne Czubers~) sind. 

Dutch die dargelegte Methode glaube ich unn(itige Umwege mi~g- 
lichst vermieden and dadurch die Rechnung vereinfacht zu haben. Die 
Formeln zur Bereehnung der Momente bei geradem p und symmetriseher 
Anordnung der Argumente~ die in den zitierten Werken fehlen, fand 
ich manehmal niitzlich. Au~erdem ist es mir aueh gelungen, die Methode 
des Summenverfahrens zur Bereehnung n-dimensionaler Produktmomente 
hSherer Ordnung 7) abzuleiten. 

Einen grofien Teil der vorliegenden Abhandlung habe ich 1931 
in ,Kokuminkeizai-zasshP ~ (Zeitsehrift fiir Volkswirtsehaftslehre) 50, 
Heft 6~ za Kobe in Japan ver~iffentlicht. Zum Sehlusse m(iehte ich es 
nieht unterlassen~ Frau Dr. 01ga T a u s s k y ,  Herrn Dr. Gerhard T i n t n e r  
and Herrn Dr. Alfred Mtiller ftir die freundliche Durehsieht meines 
Manuskriptes und ihre wertvollen Ratschiiige meinen herzlichen Dank 
auszudriieken. 

5) W.P.  E l d e r t o n ,  a . a . O . S .  19--23. 

s) E. C z ub e r, Wahrseheinlichkeitsrechnung, 1, Leipzig u. Berlin, t924~ S. 411. 

7) Bei einer Bereehnung eines zweidimensionalen Prodaktmomentes 1-ter 
hung hat Herr H. I y e m o t o  eine i~hnliche Methode verwendet. 
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o") 

or)  

i -t- + -F 
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+ T + + "f 

il II ~ II 
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B e r e c h n u n g  d e s  Z i i h l e r s  e i n e s  K o r r e l a t i o n s k o e f f i z i e n t e n .  
H 

!F -- 1, p 

'q,}--1 F=,7-i 

#1,  1 F2, 1 

u2, 7 

U2~p--1 

'/~: I 

. . . . . . . . . . . .  C,7 

. . . . . . . . . . . .  ~ , , u  

Um,p 

Urn, 7pL-1 

qA #l~ I 

V 

u1 
Vl 

U 2  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~Tm 

V 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Vm 

(Eingegangen: 6. III. 1934.) 


