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Ein neues Summenverfahren zur Berechnung
der Momente.

Von Kazuo Kimio Midutani in Kobe.

Gegeben sei eine diskontinmierliche Verteilung:

(1> Yr=w (x") [T: 17 23 37 EERT ]7]
wobei
(la) Lyl —Tr =h [7':: 17 2) 3a sy (.p_l)]

konstant ist.

Nun méchte ich folgende Methode des Summenverfahrens?) zur
Berechnung der Momente I-ter Ordnung?)

2 g
M, =——.2 2y,

i=1

vorschlagen :

Wir konnen annehmen, dal die Argumente x; symmetrisch in
bezng auf O sind. Wir setzen dann

@ z,=u (r)-d+c,
wobei

) Vgl. dazn: W.P. Elderton, Frequency Curves and Correlation, London
1927, 8.19—23; E.Czuber, Wabrscheinlichkeitsrechnung, 1, Leipzig und Berlin
1924, 8. 407 u. f.

*) Vgl. z. B.: W. P. Elderton, a.a. O. 8.14; R. v. Mises, Wahrscheinlich-
keitsrechnung, Leipzig und Wien 1931, 8. 40.
Monatsh. fiir Mathematik und Physik, 42. Band. 4
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fir p=2m+1
d==h, u(r)=r [r=—m, —(m—1), ... —1,0, 1, ..., m]
fir p=2m

d=2 u)=2r—1 [r=—@m—1),—@m~2),... —1,0,1,..., m]

ist.
Mit Hilfe des sogenannten allgemeinen Verschiebungssatzes3)

§<—1>’( Jor My, — ;o(—n (5) @ —ay D,

worin bekanntlich ¢ das arithmetische Mittel der », bedeutet, und mit
Hilfe der Identitit

) Bu@) -1 ge—r E )y,

r=1

diirfen wir, ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, die Annahme treffen:

@ —

Wir fiihren nun einige abkiirzende Bezeichnungen ein:

n ’ n 0 m (l——l)
(5) si=Xy;; 84=58; ..., 8y =Xs;
i=k {u=k i=k
m ’ m 7 m —1
S=Xy_y S p=X5_q ...., s=xsT",
i=k 1=k i=k
dabei bedentet y, = w (u (r)) wie in (1) und m ——7_)— oder £ ———, je nachdem
p gerade oder ungerade ist.
Auferdem schreiben wir:
4 i
(6) St=s,; S =gy .. , ST =P

— — d — @
So ==8_13 81 F=8qy e ny Sl =8

Sk:Sk++ Si 3 D= Sk+ — Sk

3 R.v, Mises, a.a. 0. 8.40.
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SechlieBlich machen wir den Ansatz:

k-1
(7) t[_k] =1 (t—’l‘)’ == 1

r=0

13
(at-*—b)"EZak’,.(a, b) tl—C=n],
r=0

aus welchen Formeln die a, » (¢, b) im speziellen Fall leicht eindeutig be-
rechnet werden konnen. Insbesondere schreiben wir noch «, . (1,0)=uay,.
Nun erhalten wir aus (6), (7), (8) folgende Beziehungen:

(®) S =2y NST=E@1y)
i=l

i=1

Se—=Sy_; DST—=E @y
i=1 i=i
14
(i iV = (il)’z e =0l

r=0

I
(2i—1)=2X{o, (2, —1) e il= 01},

r=49
Daraus ergeben sich die Formelgruppen:

Fiir ungerades p:

(9) Mo=So + Y%
M,=D,
My,=28,+ 5,

My=6D; +6D,+ D,

.........................

l
My=3{(—) oy - Aiy}

r=0

und fiir gerades p:

(10) M=So
M, =zD,—D,
M, =88,+8,

4*
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M=4803+24D2+ QDI—*DO

.........................

:
Mi=E{(0—r)!%,,(2, —1) dir},
r=0

wobei M; das Moment /-ter Ordnung bezogen auf den Ursprung be-
zeichnet und:
A =8, fiir gerades /

A =D, fiir ungerades !

gesetzt wurde. Fiir eindimensionale Verteilungen haben wir somit die
Formeln zur Berechnung der Momente /-ter Ordnung abgeleitet.

Wir wenden uns nun dem selben Problem fiir mehrdimensionale
Verteilungen zu. Wir setzen

) nop Pnel ; B
(1) My wenf’l= 2 % ... % B m @y T Yrire o yr,
ry==1 ry=1 Fp—1=1r,=1
Yrim ooy, =W (x"v Zrgy w3 Ty, x"n)
insbesondere
(12) Mij=Miy;; Mijr= My
und
P Pa Pp—1 T P
(13) (’n)Mllﬂ e — = L. % Ty g e e Bry _yYnimg oy ry)

ry=1 rp=1 Tp—1=1
Yrits oo Ty Oy =W (@, Ty ooy By (@),

wobei wir », und z, eingeklammert haben, um anzuzeigen, dafl diesc
Grofien als konstant anzusehen sind.

Das Moment
M

127 ... (ne-p)* nl
erhalten wir dann aus den Momenten

o Myigi | (n—1)F [rn=1, 2, ..., pu]

mit Hilfe des Summenverfahrens auf die gleiche Art und Weise, wie
wir frither das Moment 3, bei eindimensionaler Verteilung aus den y;
erhalten haben.
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Besonders wichtig ist die Berechnung des Zihlers eines Korre-
lationskoeffizienten bei einer zweidimensionalen Verteilung:

[xi =—n, —(n—1),...,0, ..., (m—1), m]
y;=—¢ —(@—1,...0,.., (p—Dp I

14 Sy=flwy)

Der Korrelationskoeffizient sei:

N o, 0,

wobei N= X X fi; und o,, 6, die Standardabweichungen der z resp.
y sind.

In einem derartigen Falle, wo es lediglich auf die Berechnung
der D; oder S; [i=0,1, 2,...] ankommt, kann das Verfahren stets
abgekiirzt werden. An obigem Beispiel soll die Berechnung durchgefiihrt
werden, welche das Rechnungsschema derartiger Fille vollkommen er-
kennen liBt.

Wir setzen
(15) Fr, sz,f;‘,s +f—r, —3 —f;', —8 _f—r, s
[r= 1,2,8,...,m, m die grofere der Zahlen » und » ist]
s=1,2,3,..., 7, WObelﬁ die grofiere der Zahlen p und g ist
2 7
ur,hzzFr,s; Urzzur,h
s=h h=1
vy = o U, V= gvk.

r=k k=1

Dann ist F der gesuchte Wert des Zshlers, denn es ist

Vzgr ( §S.Fr,s)=§ ﬁrs(f,,s—i-f_,,_s—fr,_s—f-_m).

r=1 §==1 r=1 g§g==1
In den entwickelten Methoden habe ich die Struktur der Koeffi-
zienten in den Formeln des Summenverfahrens durch die Einfiihrung

der Symbole o, , etc. belenchtet; damit gelang es mir die Hauptformeln
(9) und (10), welche bisher<) unbekannt waren, abzuleiten.

. % Vgl. dazu: W. P. Elderton, Frequency Curves and Correlation, London
1927, 8.21; E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1, Leipzig u. Berlin 1924, S.411.
Eine weitere, bisher unverdffentlichte Methode des Summenverfahrens hat mir Herr
0. Boschan miindlich mitgeteilt.
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Mit den Symbolen « , etc. kann man auch die Formeln von
Lidstone und von Czuber, und zwar folgendermaBen wiedergeben :

Die Formeln von Lidstone:
! My= 8, + Yo
13
l Mlzgo(———r)’ { (—r)tey , Sz~,-+1},

wobei §; und S, im Sinne Lidstones?®) gemeint sind.

Die Formeln von Czuber:

Mozzzo‘*‘?/o:‘so + %

l r
My==3 0= Vo, 41,
: r=0 K

wobei
{ Ar,—X%,, fir gerades [
A=A, fir ungerades !

im Sione Czubers®) sind.

Durch die dargelegte Methode glaube ich unnétige Umwege mog-
lichst vermieden und dadurch die Rechnung vereinfacht zu haben. Die
Formeln zur Berechnung der Momente bei geradem p und symmetrischer
Anordnung der Argumente, die in den zitierten Werken fehlen, fand
ich manchmal niitzlich. Auflerdem ist es mir anch gelungen, die Methode
des Summenverfahrens zur Berechnung n-dimensionaler Produktmomente
hoherer Ordnung?) abzuleiten.

Einen groBen Teil der vorliegenden Abhandlung habe ich 1931
in ,Kokuminkeizai-zasshi* (Zeitschrift fiir Volkswirtschaftsiehre) 50,
Heft 6, zu Kobe in Japan verdffentlicht. Zum Schlusse mochte ich es
picht unterlassen, Frau Dr. Olga Taussky, Herrn Dr. Gerhard Tintner
und Herrn Dr. Alfred Miiller fiir die freundliche Durchsicht meines
Manuskriptes und ihre wertvollen Ratschlige meinen herzlichen Dank
auszudriicken.

% W.P.Elderton, a.a. 0. S.19—23.
9 E.Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1, Leipzig u. Berlin, 1924, 8. 411.

™) Bei einer Berechnung eines zweidimensionalen Produktmomentes 1-ter
nung hat Herr H.Iyemoto eine shnliche Methode verwendet.
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(h="s) s .uw g s “Ah w Yy
(R A=) s % s Tty 3 R -y,
_ o ;
: +_w4|\:m. tu.
AN\TT e +HJ§\~.+§§.”awv ﬂ.@“wm mm. Bg %4 z Ty
(%t s TR =) Fe=Ts | Sg="s K 1 K
04 0 0y
(o 0T =) Lo=""s | %=""¢ A e
: M@”muw m.l\h .a[.w. .N|\.. m.l [ ™
g 8~ : “ : :
8= 5 : : : i
(=)= W= (=) —gy (W= | aw—g | G-w—yg | Gy | (—w— | ((—t)— | —w1—,
i a i
Aﬁhl% — S'I.Wv E\u’.w ﬁ'\lh. »gll.% Q&I» gl“ 2 — SII.§
_ g ‘sww .?ﬂ\m +Fg ¥4 T 1,
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Berechnung des Zihlers eines Korrelationskoeffizienten.

Py oty Fay %y Fus  "m
iy 1,51 F 3,p—1  Yop-1 AP, o1 Y, 1 ‘
. : : : H : |
Fy 4 w1 [ Fyq ¥yl A U, 1
U, U, .U
vV (2 Uy Um

(Eingegangen: 6. III. 1934.)




