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Uber die Zerlegung der ganzen Zahlen.
Von Karl Glosel in Bielitz.

Bei Beantwortung der Frage, auf wie viele Arten sich eine
gegebene Zahl ¢ in » positive Summanden zerlegen lisst, hat man
bekanntlich zu unterscheiden, ob die Summanden durchaus ver-
schieden sein sollen oder ob unter ihnen auch gleiche vorkommen
konnen. Im ersten Falle ist die Frage identisch mit der nach
der Anzahl C (s) der Combinationen st Classe ohne Wiederholung
der ganzen positiven Zahlen zur Summe o, im zweiten Falle
handelt es sich um die Anzahl C°(s) der Combinationen dieser
Elemente mit Wiederholung.

Wegen der Beziehung
0:@=Cfs+(3)

gentigt es die Werte der C,(s) zu kennen. Fir die Werte von
r<H hat man sehr einfache independente Ausdriicke derselben
aufgestellt, von denen der zu =23 gehirige von De Morgan
Sylvester gefunden und im Bande IV, 1893 der Monatshefte
von J. Zuchristian bewiesen wurde, der bei dieser Gelegenheit
auch einen solchen fiir C, () ermittelte.

In den folgenden Zeilen sollen nun die bekannten Formeln
fir G (g), C,(s), C;(a) auf einem einfachen Wege neuerdings abge-
leitet, fir den zu =4 gehorigen Zuchristian’schen Ausdruck
ein einfacherer ermittelt und iiberdies eine independente Darstel-
lung von Cj(s) gegeben werden.

I. Setzt man

A=g—1

Q@) Cl(e)=_ 0" (s —N),

=0

so folgt aus der bekannten Relation:

;:{6—("2“)}

r

Co=>C_, (6—hr)

A=1
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die Beziehung

2 CHa) = O (a—)r).

A=1

)]

Da C; (s) die Anzahl derjenigen Combinationen erster Classe
der Elemente 1, 2, 3, ..., co ist, deren Summe s nicht iibersteigt,

50 ist
a@=()
und daher nach (2)

3) GO+ (7T
oder |
O @0 =xlx—1) C@z}1)=2,

weleche Formeln sich in die folgende vereinigen lassen:

“ ae=[ 5],

aus welcher sich wegen der aus (1) folgenden Relation:
) Of_’l(@ =C*)—C (a—1)

die Gleichung

(6) C,(5)= {6;21] und demnach C’Z(w)(c): [%]
ergibt.

Aus (1) und (3) leitet man unter Beriicksichtigung der Relation
s s—1 c—2 __ (o1
(-2 + )+ 2 =0T
zundchst die Beziehung

o

LT

(M)
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ab, aus welcher folgt:
0; (G)—OSI (G __6) — (G;ﬁ) + (G-—;D) —
= oo (=8 — (5—9Y) + 5 ((6— 92— (5—10)9)

Diese Relation fithrt aber unter Beriicksichtigung des Um-
standes, dass C,(x) den Wert O hat, wenn = den Rest bedeutet,
welchen ¢ bei der Division durch 6 gibt, sofort zu der Beziehung:

(8) 120! (5)=2(6—3)°+8(6—4)2*—2(x—3)*—3(:—4)°.

Nun hat fir | v | —2(:-—8)*—35(x—4)? den Wert
0 6 -
1 —11
2 — 10
3 — 3
L4 — 2
) —19
: —3)3 )2
und demnach unterscheidet sich C) (s) von 2(s—3) ;};3(6 £
absolut genommen um weniger als %, so dass also
p 2(6—3)°+-3(c—4)?
©) 6 =[BT

wo mit [a} die an o zuniichst liegende ganze Zahl bezeichnet ist.

Aus' (8) leitet man unter Bentitzung von () unmittelbar die
De Morgan-Sylvester’sche Formel ab; man hat ndmlich

12 0,(0)="12(C; (9)—C; 6 — 1)) =
=606—3)—T1—2(r—38)*—3(r—4)2+2(x;,—3)°+3(x; —4)3,

wo 7, der Rest ist, welchen s—1 bei der Division durch 6 ergibt
Nun ist aber fir

— T4 2(x, —3)° + 8(5, — 4)2— 2 (1 —8)3 — 3 (t—4)?
18
— o4
— 6
0
— 6
— 24

T

Ot W N = O
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und daher
o=l
II. Aus (2) und (4) folgt ferner wegen:
=55

et =5 (S5

oder nach (7)
G @xt )= 5)+ O3 + € (e -2)

und analog
6 @)—(§)+ ¢ et 0+ e,

welche Formeln sich ebenfalls zur Berechnung von C, () recht gut
verwenden lassen. Verbindet man dieselben mit (2), so erhilt man

G @uHD=("37)+ (5 )+ C )+ O -

=37+ (5 + et

gen =)+ G+ a2+
=(*3%)+ (5" + .

Durch Subtraction der unteren Gl. (10) von der oberen folgt
nach (5)

(11a) C,2x+1)=C; (x-1) - O ().

Setzt man jedoch in der cberen Gl (10) statt x, »—1 und
subtrahiert diese Gl. von der unteren, so folgt zundchst:

C,(2%)= (”E 5) 4 (“;5> + ("—2‘7> B 032 (x—1)— 032 (»).
Aus (7) aber folgt leicht, dass

CH -0 (e —1) + O (x—2) = (“;4) + ("’-“2‘6) + (*’--2—8)+. .

(10)
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mithin auch

(112) 020 = CLfa 1) - € (o= 1)

oder allgemein:

a5 rals)

Durch Verbindung von (8) und (11) ergeben sich die Glei-
chungen:

‘ 720,24~ 1) = 42 (x— 8)* 15 —2(p,—3)3 —
(124) 3 (o — 42— 25— ) — B (py— )",

wo p; und p, die Reste vorstellen, welche sich bei der D1v1s1on
von z--1 beziehungsweise » durch 6 ergeben.

Nun ist fiir
o | s |5 =200 —3°—3 (0 —4)*—2(ps —3)* — 3 (0 — 9)*
0|5 — 8
110 0
211 — 16
312 — 8
4| 3 | 0
[ 5| 4 ‘ — 16
und daher wird
< v 2
(13a) 0,271 1)= 2 (x 32~'

36 j
Ebenso erhilt man:
(12h) 12C,(2%)=H4»xn—6)(x—3)*4-12—2(p; —8)>—
—3(p;—4)2—2(03—3)°—3(ps — 4)%

wo wie frither p, der Rest ist, welchen »—1 und p; der Rest,
den x—1 bei der Division dmeh 6 gibt.
Nun ist fiir

l or | ps |12—2(p; —8)*—3(p,—4)? — 2(p;—3)> — B (p;— 4)?

16
—18
-+ 8
— 2

0
—10

LN = OO

T QO D0 = O
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und daher wird

~ [@x—3) (x—38)?
(136) C,(2%) = 1‘*—“6
oder allgemein

(555 B E =6

.3 —i5
b el
denn wie man leicht ersieht, ist, ob 6=2%-1 oder 6=2x«
5=
-und ebenso
3. [G«;vl] — E} =2%—3 fir 6=2x und

3{6“;:_%_[%}:24 fir o=2x-1,

womit erwiesen ist, dass (14) beide Formen (13«) und (134) in
sich schliefit.
Die Formeln kann man auch aus (10) ableiten, indem man C; (s)

durch dasselbe Verfahren bestimmt, welches zur Ermittelung von
0; (6) beniitzt wurde. Aus (7) folgt

N e T e T

+(GE4>+<5—210)+(5_216>+_”
somit
144 (CX6)—C? (6 — 6)) = 144 ((554) + (‘5;5)) —246*—3605°-}
-~ 1920 — 3600
=¢*—80 311667 — ((6—6)*—8(s—6)*--
| +16(s—6)?)

und somit, wenn 1, den Rest bezeichnet, den o bei der Division
durch 6 gibt, weil C; (x))==0 ist
144 ] (6) =" (s—4)" — (1} — 8] - 16)

=" (6—4)'—< (r,—4)
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und weil fir

3 | —<.(x;—4)" den Wert hat
0 | 0
1 — 9
P2 w — 16
3 — 9
4 0
5 —25
- 2 ¢? ¢—4 2
(15a) 03 <G>:{ (14%}
oder auch
1 ' A
oot -l
. 9 3 3 2 2

‘ l
denn 16 <[1?J — gD gibt den Wert 16 fir r; = 2 und 5

und 9 ({%EJ—[%D gibt den Wert 9 fiir 7, =1, 3 und 5,

wihrend diese Glieder beziehungsweise fiir die Reste 0, 1, 3, 4
und 0, 2, 4 verschwinden. Mit Hilfe der Gl (15) konnte man
jetzt wieder (12) und (18) beweisen.

Hs mag hier noch bemerkt werden, dass durch Subtraction
der Gleichungen (10) die bemerkenswerte Beziehung:
C (224 1)— Cy(20) = G5 ()
entsteht, welche auch fiir Combinationen mit Wiederholungen giltig

ist, da %(g):@) Aus derselben kann man unter Beniitzung
von (12) wieder die De Morgan-Sylvester’sche Formel ableiten.

III. Weit complicierter als die bisher aufgestellten, ist der
independente Ausdruck fiir O (s), dessen Herstellung nun durch-
gefiihrt werden soll.

Aus (2) und (11) folgt
G R2x+1)= :
= G, tz—1)—(C, x—2)+ C; x—T1) + C} (x—12) -} ---)
52w =
= 5 (¢t—2) ~(C; (+—5) 1 €] (+~10) 4 C; (z—15) =)
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Nun ist nach (7)
Cy () + Oy (x—1) - -+ 0;<x_5):<x€5>+(x;4)
und demnach
Cs (#—5)+ C} (x—10)+ €} (x—15) |-+ =
:(XE5>+<Y'_31O>+"-+(V'E4)+("‘§9)+---—oj(-A),

Die Summe der Reihen

(005 ) (R

lisst sich nun sehr leicht in folgender Art bestimmen; bezeichnet
man

—4\ , (x—=9\ | [x—14 «—8\ | (x—8\ | [+—13
i B B A e o ek R U B (R
mit S(x), so ergibt sich leicht
120 (8 () — 8 (x— b)) = 20 #°—240 %*}- 1060 x — 1680 =
=63~ 11x%—6 x — ((x—5)'— 6 (x—>5)° 411 (x—5)*— 6 (x—5)) ,

es folgt wieder, da S(p) gleich Null ist, wenn p den Rest bedeutet,
der sich bei der Division von »x durch 5 ergibt und

x—628 11> —6x =2(x—1)(x—2) (x—3)
ist
120 () = % (e 1) (—2) (+—3) —p (—1) (—2) (—3),

p(p—1) (p—2) (p—3) ist aber fiir die Werte von p=0, 1, 2, 3
gleich 0 und bat nur fir p=4 den Wert 24; im letzteren Falle

1st jedoch immer

=1

‘ 5 =5 b
in allen anderen Fillen

[x 5 }_H:O’

somit geht der Wert S(x) tiber in:

so=}() - [ ) =R
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und nun folgen unter Beniitzung von (13) die Relationen:

19 — 9 (x—6)? } {( 4 1)}

22 (v —
{ 144 +{ 144 5

(x8)2 (x—1)* (x—1)* (x—5)* J(,_‘J[j2>
14 05(2~,.+1)={' s }+{ o l“ : }

(15) Cs (2%) =

Es lassen sich zwar diese beide Formen in eine einzige ver-
einigen. Doch diirfte dieselbe ihrer Compliciertheit wegen weniger
(0)

(71l )([QJ—4BJ Y -
—1o (- ) - E—QD—
()R- RE-)

+;(<3F?Jﬂ3“)—<[a~rga>)-

Anf einem anderen Wege lisst sich noch folgende einheitliche
"~ Form fiir 0y (s) ableiten:

Q

Cs(0) =

1 ({6+1])+3<t§J)+6([§g})+7(t 2,5,
HAH




