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Uber die Zerlegung der ganzen Zahlen. 

Von Karl G15sel in Bielitz. 

Bei Beantwortung der Frage, auf wie viele Arten sieh oine 
gegebene Zahl o in r positive Summ~nden zerlegen l~tsst~ hat man 
bekannt]ich ztl unterscheiden~ ob die Summanden durehaus ver- 
schiedon sein sollen odor ob unter ihnen auch gleiche vorkommen 
kSnnen. Im ersten Falle ist die Frage identiseh mit der nach 
tier Anzahl Q (o) der Combinationen r *~ Classe ohne Wiederholang 
tier ganzen positiven Zahlen zur Summe o, im zweiton Falle 
handelt es sieh um die Anzahl C'(r  Combinationen dieser 
Elemente mit Wiederholung. 

Wegen der Beziehnng 

gent~gt es die Werte der Q ( o ) z u  kennen. Far  die Werte yon 
r ~  5 hat man sehr einfaehe independente Ausdraeke derselben 
xufgestellt~ yon denen der z~l r - -  3 gehSrige yon D e 3g o r g a n 
S y l v e s t e r  gefunden nnd im Bande IV~ 1893 der Monatshefte 
yon J. Z n e h r i s g i a n  bewiesen wnrde, der bei dieser Gelegenheit 
aueh einen solehen fttr C~(o) ermMelte. 

In den folgenden Zeilen sollon nan die bekannten Formeln 
fat- q (0), C 2 (0), C~(~) auf einem einfaehen Wege neuerdings abge- 
leitet~ far den ztt r - -~4 geMrigen Zuehristian'sehen Ausdraek 
ein einfaeherer ermittelt nnd tiberdies eine independente Darstel- 
lung yon C5 (~) gegeben werden. 

I. Setzt man 

(1) C" (~) = ' ~  C; ~-~ (o--),), 
L = O  

so iolgt aus der bekannten Relation: 

c o = Q _ I  ( 0 -  
) , = 1  
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die Beziehang 

(2) 

Karl G15sel. 

der Elemente 1~ 2~ 3~ . . .~  
so ist 

Da C~ (~) die Anzahl derjenigen Combinationen erster Classe 
cx~ is% deren Summe a nieht t~bersteigt~ 

und daher naeh (2) 

(3) 

oder 

C~ (2 z) ----- z (•  1) C~ (2 z -}- 1) = z '~, 

welehe Forme]n sieh in die s vereinigen lassen: 

aus weleher sieh wegen, der arts (1) folgenden Rdation: 

die Gleiehung 

(6) C~(~) nncl demnaeh (~) ~ 

eNibt. 
Aus (1) uric (3) leitet man unter Bertteksiehtigung der Relatio~ 

zan~tehst die Beziehung 

(v) 
+ (a-i-5) + (:1'1) + (~-~ 10 + ... 
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ab~ aus welcher folgt: 

6 - - 6  

_ •  - 36  ((~-~)3-(6-9h + 1 ((~-~)~- r ~o)~) 

Diese Relation ftthrt aber unter Bertieksiehtigung des Um- 
standes, dass C~(z) den Weft  0 hat~ wenn z den Rest bedentet~ 
welehen 6 bei der Division dutch 6 gibt~ sofort zu der Beziehung: 

(8) 72 C~ (~) = 2 (6 - -  3) 3 + 3 (z - -  4) ~ -  2 (~ - -  3) 3 - -  3 ('~ - -  4) ~. 

~un  hat f~ir z - - 2 ( z ' 3 ) 3 i 3 ( z - - 4 )  2 den Wert  

0 6 
1 - - 1 1  
2 - -  1.0 
3 --- 3 
41 - - 2  
5 [ - - 1 9  

und demnaeh unterscheidet sich C~ (6)yon 
72 

genommen um weniger als 2~ so absolut dass also 

col_{  I 
72 

wo mit {~} die an a zun~ehst liegende ganze Zahl bezeichnet ist. 
A u s  (8) leitet man nnter Bentitzung yon (5) unmittelbar die 

De Morgan-Sylvester'sche Formel ab; man hat ni~mlieh 

1 ~1 7~ cd~)=72 (c~ (~,)-q (6-1))= 
= 6 ( 6 - - 3 ) 2 - - 7 - - 2 ( z - - 3 ) ~ - - 3 ( z - - 4 ) 2 + 2 @ , - - 3 ) 3 + 3 ( r , - - 4 )  ~, 

wo z 1 der Rest ist~ welehen 6 - - 1  bei tier Division dutch 6 ergibt 
Nun ist aber fur 

- -  7 + 2 (~l - - 3 7  + 3 (z, - - 4 ) ~ - - 2  (z:-- 3) 3 - -  3 (z - -4)  ~ 

18 
- -  24 
- -  6 

0 
- -  6 

- -  2 4  

2 (6--3)3-~- 3 (z - -4 )  ~ 
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und daher 

II. Aus (2) uncl (4) folgt ferner wegen: 

oder nach (7) 

und analog 

(z) 1 c: (e ~)= 3, + c; (~. § 1 ) +  e i (~), 

welche Formeln sigh ebcnfalis zur Berechnung vo• C~ (z)recht gut 
verwenden lassen. Verbindet man dieselben mit (2), so erh~lt man 

§ 
(~o) 

Durch Subtraction der nnteren G1. (10) yon der oberen foIgt 
nach (5) 

(11 ~) 

Setzt man jedoch in der oberen G1. (10) start z, z - - 1  uncl 
subtrahiert diese G1. yon der unteren~ so s zunachst: 

~x--7 / 2 ~(~=  (~  ~)+ (~-~)+ ~ ~ ~ + . . .+  ~; ~ - ~ - ~ : ~ .  

Aus (7) aber folgt leicht~ class 
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mithin aueh 

( u b )  

oder al]gemein : 

C4(2 z) = C~ (z -~ 1) -{- C~ (z -- 1) 

1 1 o - - 1  

Dureh Verbindung yon (8) und (11) ergeben sieh die Glei- 
chungen: 

72 C~ (2x ~- 1)~--4z(z--  3)~-~- 5 - - 2  (?1-- 3) 3 -  
(12a) __3(p__4)~ 2 (p __ 3) a _ 3 (?.2 __ 4) 2 ' 

wo p~ uncl ?~ die Reste vorstellen~ welche sich bei der Division 
yon z - ~  1 beziehungsweise z dutch 6 ergeben. 

1Nun ist ffr  

P1 P~ 5 - 2 (m - a) ~ -  3 (91 - -  4) ~ -  ~ (?~ - -  3) a - -  3 ( ~  - 4) ~ 

0 5 
1 0 
2 1 
3 2 
4 3 
5 4 

and daher wircl 

- -  8 

0 
- -  16 
- -  8 

t 0 

- - 1 6  

Ebenso erh~tlt man: 

72 C~ (2z) = ( 4 z - -  6) (x- -3)~-~  12- -  2(?~-- 3) 3 -  
(12b) __3 (91__4)2  2(?a__3)a__3(? ~ - 4 )  2 , 

wo wie fi'tiher ?~ der Rest is% welchen z - ~ l  und ?a der Res% 
den z - - 1  bei der Division durch 6 gibt. 

l~un ist fiir 

P1 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

Pa 

-~16 
- - 1 8  
§  
- -  2 

0 
- -  10 
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und daher wird 

(13b) 

oder allgemein 

c~ (~ ~) = i (2 3 6 ! 

denn wie m~n leieht ersieht: ist~ ob ~----2z-~ 1 oder z = 2~ 

.nncl ebenso 

3 .  - -  # - - - -2z- -3  fiir z = 2 z  ~nd 

3 - -  ~ = 2 z  fiir z = 2 x @ l ,  

womit erwiesen ist~ dass (14) beide Formen (13a) uncl (13b) in 
sich schliel~t. 

2 Die Formeln kann man auch aus (10) ableiten~ indem man C 3 (a) 
durch dasselbe Veriahren bestimmt~ welches zrtr Ermittelung yon 
C13(~) beniitzt wurde. Aus (7) folgt 

somit 

-~ 1920 z - -  3600 

= ~ - s  ~ ~4-16~ ~ -  ( ( ~ - 6 ) ~ -  8 ( ~ -  6)~4- 

und somit, wenn z, den Rest bezeichnet~ den z bei der Division 
dutch 6 gibt~ well C 2 3 (zl) = 0 ist 

t44C3 ~ (~) = z2(z--4)2--( '~:--Sz: -~- 16z~) 
2 2 2 2 = (~--4) - -z ,  (z,--4) 
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und weil itir 

(15 a) 

oder auch 

0 
1 

2 
3 
4 
5 

--z:~l" ( z l -  4) s den Wert hat 

0 
- -  9 

- - 1 6  
- -  9 

0 
- -  25 

io- l 16 
(15b) C~ (~) --~ 144 

denn 16 - -  gibt den Wert 16 s ~1 = 2  und 5 

uncl 9 - -  ~ gibt den Wert 9 fitr z l = l ~  3 und 5~ 

w•hrend diese Glieder beziehungsweise far die Reste 07 1~ 37 4 
uncl 0, 2, 4 versehwinden. 3{it Itilfe der G1. (15) kSnnte ma~ 
jetzt wieder (12) uncl (13) beweisen. 

Es m~g hier noeh bemerkt werden 7 dass dureh SubWaetion 
der Gleiehungen (10) die bemerkenswerte Beziehung: 

entsteht~ welche auch s Combinationen mit Wiederholungen giltig 

1(~)2 (32) Aus derselben kann man unter Bentitzung ist 7 d a ~  

yon (12) wieder die De Morgan-Sylvester'sche Formel ableiten. 
III. Weit complicierter als die bisher aufgestellten~ ist der 

independente Ausdruck fiir C 5 (s)~ dessen Herstellung nun dnrch- 
geftihrt werden soll. 

Aus (2) und (11) folgt 

C5 (2x-~- 1) = 
: C: (z - -1)  - -  ( C 1 @ - - 2 ) +  C~ (x--7)-~- C2 (•  

= c:(~-2)-(c2(~-5)+ c:(~-~o)+ c~(.~.-15)+...) 
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Nun ist nach (7) 

1 1 X - - 4  C:(z)@C3(x--1)-~-"'C:(• 2 ) 
nnd demnach 

= (~ ~) + (~.7 ~ + . . .  + (~ ~) + (~.~ ~) + . . . .  ~: <~. 
Die Summe der Reihen 

( ~ ) +  (~;~o)~ .... + (~.~)+ (~_~)+ 

l~sst sich nun sehr leicht in folgender Art bestimmen; bezeichnet 
m a n  

mit S(z)~ so ergibt sieh leieht 

120 ( S ( ~ ) - - S ( z - - ~ ) ) =  20 z~--240 x~ 4- 1060 ~ . - -1680= 

= ~;--G ~ ~ +  1 ~ ~ ~--6 ~ - -  ((~--5)~-- B (~.--5) ~ + 11 (~--5)~-- 6 (~--5)), 

es folgt wiede% da S(9 ) gleich Null ist, wenn P den Ptest bedeutet: 
der sich bei der Division yon x darch 5 ergibt und 

x~--6 z ~ -@ 11 x~--6x = x (z--  1) @--2) (• 
ist 

120 S(z) = z (z--  1) (x--2) (• - -  p (9-- I) (9--2) (p--3), 

,9(9--1)(9--2)(9--3)  ist aber fttr die Werte yon p = 0 ,  1: 2, 3 
gleieh 0 und hat nur ftir p = 4 den Weft 24; im letzteren Falle 
ist jedoeh immer 

[~]=[~l+, ,  
in allen anderen FS,11en 

[~.+,j_[~l=o, 
5 

somit geht der Wert S(z) fiber in: 

= / z  (z--  1) @--2) (~--3)[ 
[ 120 J 
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(15) 

(1~1) 

und nun folgen unter Ben~itzung yon (13) die Relationen: 

/[77 (z--4)2' ~ ) :  [ /_(x--2)~ (x--6)2[ - -  { q  ~ 1 ) } i - 4 ~  , 

=t ,~ ,+ )2:; l -  
Es lassen sieh zwar diese beide Formen in eine einzige ver- 

einigen. Doeh dtirfte dieselbe ihrer Comlolieiertheit wegen weniger 
brauehbar sein. 

18 ~-1.  ~-2 
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Auf einem anderen Wege litsst sieh noeh folgende einheitliche 
Form ftir C 5 (z) ableiten: 

§ 


