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{~'ber die Construction der gleichseitig-hyperbolischen 
Sehnitte der Fl~tehen zweiten Grades. 

Von Karl Schober in Innsbruck. 

Das Problem~ eine Flgehe zweiten Grades naeh einer gleieh- 
seitigen Hyperbel zu schneiden~ wurde auf analytisehem Wege 
sehon vor 15ngerer Zeit yon S e h 1 {5 rail e h ~)~ ferner in neuester 
Zeit yon N. K r e w e r  2) in Dorpat und au~ elementarem Wege, 
nur den Kegel betreffend~ yon G. W e y e r  3) in Kiel behandelt. 
Eine ~tltere Bespreehnng der letzteren Frage rtthrt von De  l a 
C h a p e l l e  ~) her. 

Einer synthetisehen und eonstruetiven Behandl~mg seheintjedoeh 
die genannte Aufgabe, einige besondere Falle ausgenommen~ noeh 
aaieht unterzogen women za sein. Dies soll nnn im Folgenden 
versueht werden. Die betreffenden ErSrterungen and Construetionen 
gestalten sieh infolge der Benfitzung einer tIil~skugelflsehe ~aber- 
rasehend einfaeh nnd durehsiehtig; sic fiihren aul3erdem za einigen 
interessanten SStzen tiber den Ort de~jenlgen Punkte der wind- 
sehiefen F15ehen zweiten Grades~ in denen die beiden Erzeugenden 
zueinander normal sind. 

Indem Mr das dreiaehsige Ellipsoid und das elliptisehe Para- 
boloid sammt den entspreehenden Rotationsfl~tehen~ ferner den ellip- 
tisehen und den parabolisehen Cylinder als Flaehen~ welehe mit 
der unendlieh fernen Ebene keinen Kegelsehnitt gemein haben 
and deshalb yon einer Ebene nach einer Hyperbel nieht geschnitten 
werden kSnnen~ yon vornherein aus dem Kreise unserer Er(irterungen 
ausseheidenj haben wir uns nur mit den beiden dreiaehsigen t:Iyper- 

1) ,,t~rber die glelchseiilg-hyperbolischen Schnitte der F1/ichen zweiten 
Grades ~, Zeltschrlft L h~[ath, u. Physik~ 6. Jahrg.~ pag. 418 ft. 

3) ~Uber das Problem, eine F]~iche zweiten Grades in einem der Gestal~ 
und Griifie nach gegebenen Kegelsclmitte zu sehneiden a. ArcMv f. Math .  m 
Physik, II. R., 12. Thl., pag. 185 ft. 

3) ,Elementare Bestimmuug der Lage der gleichseltigen Hyperbel im KegeL" 
Archiv f. Math. u. Physik~ II. R.~ 14. Thl.~ pag. 139 ft. 

4) ,,Trait6 des sections coniques ~', Paris 1750~ deutsch yon B S c k m a n n ~  
Karlsruhe 1791. 



112 Karl  Schober. - -  {;~ber die Construction 

boloiden und dan entspreehenden Rotationsfl~tehen, dam hyper- 
bolisehen Paraboloid, dam hyperbolisehen Cylinder und dem Kegel 
zu besehsftigen. 

Betraehten wit zuerst den K e g e l .  
Die A s y m p t o t e n r i e h t u ug e It irgend eines hyperbolisehen 

Sehnittes eines Kegels zweiten Grades sind bekanntlieh diejenigen 
Erzeugenden des Kegel% welehe za der sehneidenden Ebene 
parallel siad; dieselben mttssen ffir den in Redo stehenden Fall 
der gleiebseitigen Hyperbel zueinander normal sein. Es handelt 
sieh somit ~lm d ie  E r m i t t l u n g  d e r j e n i g e n D u r e h m e s s e r -  
e b e n e n  e i n e s  K e g e l %  w e l e h e  d e n s e l b e n i n P a a r e n v o n  
z u e i n a n d e r  n o r m a l e n  E r z e a g e n d e n  s e h n e i d e n .  Z a  
j e d e r  d e r a r t i g e n  D u r e h m e s s e r e b e n e  g e h s r t  e i n e  P a -  
r a l l e l s e h a r  yon  E b e n e n ~  w e l e h e  d e n  K e g e l  n a e h  
g l e i e h s e i t i g e n  H y p e r b e l n  s e h n e i d e n .  

Da jeder beliebige Kegel zweiten Grades als ein Kreiskegel 
dargestelh ,~erden,~ kann, dessen Basis irgend ein Kreissehnitt jones 
Kegels ist~ so kSnnen wit un% ohne der Allgemeinheit za sehaden~ 
anf die Bespreeh~ang des K r e i s k e g  e ls besehrgnken. 

I. Der schiefe Kreiskegel.  

Wir bringen denselben in mOgliehst einfaehe Lage zu den 
Projeetionsebenen~ indem wit dan Basiskreis K in Pj and die za 
demselben normale Hauptebene in PI~ verlegen. Dam1 scion A S 
und B S die lgngste and die kCtrzeste Erzeugende~ welehe am 
Seheitel dan Winkel c~ miteinander einsehliegen~ A S B  k~lrz das 
eharakteristisehe Dreieek des sehieien Kreiskegel% S M  die Mittel- 
linie m und S S' die tIShe h; ferner seien a, b~ c die drei Halb- 
aehsen, u. zw. a und b die in P~I liegenden (a innerhalb des Kegels} 
u n d c  die auf PI~ normale. 

Mit R[teksieht atff die GrSge des Winkels a wollen wit die 
drei F~lle unterseheiden: 

1. ~. ~ 9 0  ~ Dass in diesem Falle auger der Hauptebene 
PI~ aueh dis beiden dureh mund  h gelegten ztl PI~ normalen Ebenen 
dan Ke~el S K  1) naeh Erzeugenden sehneiden~ die aufeinander 
normal ~'stehen, ist ohneweiters klar~ da die Sehnittdreieeke tier 
letzten zwei Ebenen mit dem Kegel gleiehsehenklig-reehtwinklig 
sin& Es schneider aber aueh jede beliebige dutch ~n und jede 
beliebige dureh h gelegte Ebene ads dem Kegel zwei zueinander 
normale Erzeugende aus ; dies zeig~ die Betraehtung der entstandenen 
reehtwinkeligen Sehnittdreieek% yon denen sieh jades der ersten 

1) Der Kegel mit dem ScheiteI S nnd gem Basiskreise K wlrd kurz m[t 
S K bezeichnet, 
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Gruppe aus zwei gleichsehenkligen Dreieeken mit dem gemeinsamen 
Sehenkel m and jedes der zweiten Gruppe aus zwei rechtwinkligen 
Dreiecken mit h als gemeinsamer Kathete zasammensetzt. Noch 
leichter wird dies erkannt~ wenn mart sieh fiber dem Basiskreise K 
des Kegels die H a l b k u g e l  construiert denkt~ an~ weleher der 
Kegelseheitel S liegt. J ede  dureh S and den Mittelpunkt des 
Basiskreis.es (gleichzeitig Kugelmittelpunkt M)~ also durch m, ebenso 
jede dureh S normal zu PI~ also dureh h, gelegte Ebene schneider 
die Halbkugel naeh einem Halbkreise~ somit den eingesehriebenen 
Kegel naeh einem bei S reehtwinkligen Dreieeke. 

Es gilt somit der Satz: 
J e d e r  s c h i e f e  K r e i s k e g e l ,  in we lehem d e r W i n k e l  

am S e h e i t e l  des  e h a r a k t e r i s t i s e h e n  D r e i e e k o s 9 0  ~  
tr~gt~ w i r d  d u r e h  u n e n d l i e h  v i e l e  P a r a l l e l s c h a r e n  
yon  Ebenen  naeh  g l e i ehse i t i gen  H y p e r b e l n  gesehn i t t en ,  t) 
A l l e  zu d e n s e l b e n p a r a l l e l e n D u r e h m e s s e r e b e n e n  des  
K e g e l s  e r f i i l l e n  zwei  E b e n e n b i i s e h e l ~  d e r e n  A e h s e n  
d ie  M i t t e l l i n i e n  m a n d  d ie  H S h e  h des  K e g e l s  s in& 

Da dutch jede Erzeugende des Kegels S K  eJne Ebene des 
Bfisehels m an4 eine des Bfischels h hindurehgeht~ so gibt es zu 
jeder Erzeugenden zwei ander% die auf ihr normal stehen. Aus- 
genommen sin4 die Erzeugenden A S  und B S~ ~tir welehe die 
entspreehenden Ebenen der beiden Biisehel zusammenfallen. 

2. v. ~ 90 o. Die Msgliehkeit yon Durehmesserebenen~ 
welehe den Kegel naeh zueinander normalen Erzeugenden sehneiden, 
ist sofort einzusehen; denn die dutch S gehende Normalebene irgend 
einer Erzeugenden schneider in diesem Falle den Kegel stets naeh 
zwei Erzeugenden~ deren jede auf der ersteren normal steht~ daher 
mit derselben eine Durehmesserebene yon der verlangten Eigen- 
sehaft bestimmt. Alle jene Normalebenen hiillen einen Kegel~ den 
Normal- odor Reeiproealkegel~ ein~ dessen Tangierungsebenen zur 
Construction der  verlangten Durehmesserebenen benfitzt werden 
k~nnen. 2) ttier sell jedoeh ein anderer Weg eingesehlagen werden, 
indem wir die letztgenannten Ebenen mittelst ihrer Enveloppe 
direct ermitteln. 

Wit eonstruieren tiber dem Basiskreise K des gegebenen Kegels 
das K u g e l s e g m e n t  ~ (Fig. 1)~ welches den Kegelseheitel S enthalt. 

Jede Eben% dureh welehe dieses Kugelsegment naeh einem 
ttalbkreise gesehnitten wird, schneider den Kegel offenbar naeh 
zwei zueinander normalen Erzeugenden. Der in K(P~)gelegene 
Durehmesser eines jeden solehen Kreises halbiert die dureh S 
normal zu jenem Durehmesser gelegte Kugelsehne. Nun liegen die 

1) Vergl. G. W o y e r ,  a. a. 0., pag. 141, we in diesem Falle nur  yon zwei 
Systemen yon Sehnit tebenen gesprochen wird. 

3) Vergl. P e s c h k a ,  Darst. and proj. Geometric, III. B3., pag. 59. 
D~[ona~sh, f. '~athemt~tik u. ~2hysik. VII. 3-ahrg. S 
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Endpunkte aller dutch S gehenden Kugelsehnen, welch( dureh PI 
halbiert werden~ auf demjenigen Kugelkreise x (XY.-~ z"), dessert 
Ebene zu P~ parallel ist und yon S die Entlernung 2h besitzt. 
(Dann ist S C ~ CX~ S D ~ D Y u. s.w.) Die Mittelpunkte dieser 

Sehnen erfallen den Kreis K 1 in PI (CD ~ XY) .  Jede Ebene s, 

welehe dureh eine 
. . . . . . . .  ;:_ \ a f  sol(he Sehn% z. B. 

, / f i / J  ~-.-.s = / SQ=-2 SR, derartge- 
E K-v.~L Z o " - - - . 2 ~  iegt wird, dass ihre er- 
, / ~ ~ 6 .  ste Spur a; auf ihr nor- 
' ~ h ' / ! ' m ~  ( " " r am steht(% + S'/2'), 

A ~ ~ - ' [ h ~  sehneidet da s  Kngel- 
,1 . %  '-" se=me=t k =aeh c ne= 
' ~ . , \  ~ ~:!; /'i\ Halbkre~se nnd den 
t ~ i~ ., \ ~, . /"  I+ /__\iy"l 

\ -- , nem be  demD,=oh-  
t " x  ' ' .,./V', tb / / I messer g v  des ttalb- 
' ,  . ..... a1"-it ; /  t krelses ernehtoten~ 

\ l k  / "  I - �9 . , 1~ ~ . /  ~ > , ,  bel S rechtwmkhgen 
' ~ ~ ' ~ " Dreiceke U S K  

t~. '  Aus der Construe= 
Fig. I. t i o n  UV_L S' If' tblgt~ 

dass alle derartigen 
Sehnen U V des Basiskreises K des gegebenen Kegels eine Ellipse E 
einhtfllen, ffir welehe tier Durehmesser C D des Kreises K 1 (des 
Seheitelkreises ,~on E) die Hauptaehse und die Projection S' des 
Kegelseheitels (in Brennpunkt ist. Beaehten wit noeh~ dass wegen 
der Gleiehheit der Peripheriewirtkel A S X  und B S Y im Kreise k 
die Winkel A S B  una X S Y  der Contourerzeugenden der beiden 
Kegel S K  und S E  die namliehe Halbierende a besitzen, so er- 
halten wit folgenden Satz tiber das Kugelsegment: 

A l l (  E b e n e n ,  w e l c h (  d u t c h  e i n e n  P u n k t  e i n e s  
K u g e l s e g m e n t e s ~  da8 k l e i n e r  a l s  e i n e  t t a l b k u g e l  ist~ 
h i n d u r e h g e h e n ~  u n d .  d a s s e i b e  n a e h  H a l b k r e i s e n  
sc, h n e i d e n ,  h i i l l e n  ( i n e r t  e l l i p t i s e h e n  Kege l  ein~ (lessen 
A c h s e n r i e h t u n g e n  m i t  d e n e n  d e r  g l e i e h a r t i g e n  
( i n n ( t e n  u n d  a n g e r ( n )  A e h s e n  d e s j e n i g e n  K e g ( I s  zu-  
sammenfa l l en~  der  den g e g e b e n e n  P u n k t  cam S e h e i t e I  
u n d  d e n  G r e n z k r e i s  des  K u g e l s e g m e n t e s  zur  Basis hat. 

Nit Rtteksieht auf die Bedeutung der Halbkreissehnittebenen 
des Kugelsegmentes fttr den Kegel S K  k~nnen wit den vorigen 
Satz fiber das Kngelsegment ohneweiters aueh ftir den sehiefen 
Kreiskegel verwenden und ihn folgendermaf~en ausdrtieken: 

A l l e  D u r e h m e s s e r . e b e n e n  e i n e s  s e h i e f e n  K r e i s -  
k e g e l s  m i t  d e m  W i n k e l  a ~ 90~ w e l c h (  d e n s e l b e n  
n a e h E r z e n g e n d e n  s e h n e i d e n ~  d ie  zu e i n a n d e r  no rma l  



der gleiehseitig-hyperbollschen Schnitte der PlKchen zwdtea Grades. 115 

~ind~ h t t l l e n  e i n e n  e l l i p t i s e h e n  K e g e l  ein~ d e s s e n  
A c h s e n r i c h t u n g e n  m i t  d e n e n  de r  g l e i c h a r t i g e n  
( i n n e r e n  u n d  ~ u g e r e n )  A c h s e n  des  g e g e b e n e n  K e g e l s  
. z a s a m m e n f a l l e n .  

Jede Sehne (UV, UW') des Xreises K~ wolehe g]eiehzeitig 
Tangente der Ellipse E ist: bestimmt mit Se ine  Tangentialebene 
<des Kegels SE, somit Pine Durehmesserebene des Kegels S K  mit 
zwei zueinander normalen Sehnitterzeugenden; diese selbst sind 
die Verbindungsgeraden des Kegelscheitels mit den Endpunkten 
tier betreffenden Sehne (S ~ S V und S U, S W-J. 

Jede zu irgend einer Tangentialebene des Kegels SE parallele 
Ebene schneider den Kegel S K  nach einer, gleichseitigen. Hyperbel.. 

Es  w i r d s o m i t  a u c h  j e d e r  s e h l e f e  K r e l s k e g e l m l t  
d e m  W i n k e l  ~ > 9 0  ~ y o n  u n e n d l i c h  v i e l e n  P a r a l l e l -  
: s c h a r e n  y o n  E b e n e n ,  d e r e n  S t e l l a n g e n  d u r e h  d i e  
T a n g e n t i a l e b e n e n  des  H i l f s k e g e l s S E b e s t i m m t  sind~ 
n a c h  g l e i c h s e i t i g e n  t t y p e r b e l n  g e s c h n i t t e n .  

3. r 900 . In  d i e s e m  F a l l e  l~s s t  n i c h t  j e d e r  
s e h i e f e  X r e i s k e g e l  g l e i c h s e i t i g e H y p e r b e l s c h n i t t e  zu; 
die Msglichkeit solcher Schnitte ist an Pine bestimmte Beziehung 
zwischen den GrSl~en % h und dem Radius r des Basiskreises K 
gebunden, x) 

Die constructive Untersuchung irg'end pines vorliegenden Falles 
erfolgt mit Bentitzung der dem Kegel umgeschriebenen K u g e l  k 
~ugerst einfaeh; das Segment~ in welchem der Kegel liegt, ist hier 
grSl~er als eine Halbkugel. 

Die zu P~ parallele Ebene im Abstande 2 h vom Kegelscheitel 
3 * O "  ,S (I~1~. 2) schneider das untere Erg~nzungssegment nach einem 

Kreise z (XY--~- • \ 
wenn die H S h e  h 
,des K e g e l s  k l e i -  ,' ~,-- �9 "- ,  , 

/ , ' 1 '  \ , \ ,  x x. " O~ 

I I *{\\ \ , t u 

g a n z u n g s s e g m e n -  ,. ~ ~ ~ " " ,  
',. / i ' .. ~ "\b t es. Der K llgelkreis ', [ ~ ~ h  ',~ 

x bestimmt wie f l ' t ther  ",' ~ ~ ~ S '  \ 
mit S den Kegel, ~ ~ X ~  
dessen Erzeugenden / ~ ~ / y  i ' 

\ " , .  . ~  i , \ J<i .... .x ,  i t , / ,  ~ i 
din'oh P, in den Punk- / , ....... -" sT:' 7 / :~>-< '  ~s 7~ 
ten des Kreises K~ ~ - ->~:. x,, ~ ~ ..r ,t,r ~ \ -~z . . . .  ~*.r ...... #-/7>' ....... >s:~-q~ -/V > . . . . .  
halbiert werdcn, und \ ~ ' - .  ...... i / . ' /  ../~ -I,"I",. 
die Ebenen~ welche L(~. J~';/' ; ~  
dureh dioseEr eugon- - -  . . . ._ 
.den so gelegt werden~ ~ i: 
dass ihre ersten Spuren *~/ 
auf denselben normal Fig. ~. 

. l) Vergl. G. W eyer, a. a. O., pug. 143, wonach ~ nicht untor 900 spin diirfte. 
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stehen~ sehneiden die Kngelsegmente naeh Halbkreisen und den 
gegebenen Kegel S K  naeh zueinander normalen Erzengenden. 
Die ersten Spuren dieser Ebenen hiillen jedoeh in diesem Fall% 
da S' aul~erhalb des Kreises K~ lieg% eine Hyperbel H ein; die- 
selbe ist die Schnittlinie ~on PI mit der Ea~eloppe jener Ebenen~ 
einem elliptischen Kegel~ dessen innere Aehse mit der ~ul~eren b 
des gegebenen Kegels zusammenf~tllt. 

Es g e l t e n  somi t  in B e t r e f f  tier Ebenen~ w e l e h e  
e in  K u g e l s e g m e n t :  das gr ( iger  als e ine  H a l b k u g e l  ist~ 
n a e h  H a l b k r e i s e n  und  e i n e n  s c h i e t e n  K r e i s k e g e l m i t  
dem W i n k e l  ~ < 9 0 0  n a e h  z n e i n a n d e r  n o r m a l e n  Er- 
zeugenden~  bezw. n a e h  g l e i e h s e i t i g e n  Hyperbe ln~  
sehne iden~ far  den  Fa l l ,  dass  die  Hohe  h des K e g e l s  
k l e i n e r i s t  a l s d i e t t S h e M N d e s E r g a n z u n g s s e g m e n t e s ~  
d ie  den  f r t t h e r e n  S a t z e n  analogen~ wobe i  j e d o e h  d i e  
A e h s e n  des H i l f s k e g e l s  in d ie  R i c h t a n g e n  de r  n n -  
g l e i c h a r t i g e n  des gegebenen fallen. 

Nioht zu jeder Erzeugenden des Kegels S K  gehSren bier 
zwei zu derselben normale Erzeugenden wie in den beiden frttheren 
Fallen~ sondern nnr zu denjenigen~ deren Fulgpnnkte aui den 
zwisehen den beiden. Hyperbel~sten gelegenen Kreisbogen. I III 
und II IV yon K hegen~ denn nur flit solehe Punkte 1st es 
mSglieh~ an die ttyperbel z w e i Tangenten~ somit dureh die ent- 
spreehenden Kegelerzengenden z w ei Tangentialebenen an den 
Hilfskegel S H  zu legen. Zu jeder der vier Erzengenden SI - -  SIV 
gehSrt nur e ine  normale Erzengend% n~mlieh diejenige, deren, 
Fugpunkt der zweite Schnittpn,nkt tier Tangente des betreffenden 
tIyperbelpunktes mit dem Basiskreise K des gegebenen Kegels ist. 

Die B e d i n g u n g  daftir~ dass tier sehief'e Kreiskegel mit dem 
Winkel ~ < 9 0  ~ dureh nnza .h l ig  v i e l e  Parallelscharen yon 
Ebeaen naeh gleiehseitigEn HypErbEln gesehnitten werden k~nn% 

ist naeh dem Obigen h <  M N  oder mit Rcieksieht auf M N :  rtg 

h < r t g ~ .  

Ist h ~ r tg ~ ~ dann bertthrt die im Abstande 2 h yon N zu Px 

parallele Ebene die Kngel im Pankte 3r es gibt dann nur eine 
einzige Eben% die dutch die inhere AEhse a gehende za PII nor- 
male Hauptebene (ac)~ welehe den Kegel naeh zwei zaeinander 
normalen Erzeugenden sehneidet~ somit aueh nut e ine  e i n z i g e  
Parallelsehar gleichseitiger Hyperbelsehnitte. 

Ist endlich h >  r t g ~  dann kann der sehiefe Kreiskegel 

naeh gleiehseitigen Hyperbeln n i eh t  gesehnitten werden. 
Im letzteren Falle ist der Winkel~ welehen die in der 

Hanptebene (a c) gelegenen Erzengenden miteinander einsehliel~en, 
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~ 90 ~ w~hrencl in dem unmittelbar vorhergehenden ~ ~ 90 o und 
an allen irtiheren P~llen ~ ~ 900 ist. 

Daraus ist zu erkennen~ dass nieht der Winkel ~ derjenigen 
Erzengenden, die in der Hauptebene (a b) liegen, auf der die 
Kreissehnittebenen normal stehen~ ftir die Msgliehkeit gleiehseitig- 
hyperboliseher Sehnitte clues Kegels zweiten Grades maggebend 
ist, sondern der Winkel ~, der yon den Erzengenden eingesehlossen 
wird~ die in der Hauptebene (ac) liegen; und zwar g ib t  es keine~ 
e i n e  o d e r  u n e n d l i e h  v i e l e P a r a l l e l s e h a r e n d e r a r t i g e r  

< 
S e h n i t t e b e n e n ,  j e  n a e h d e n  ~ 9 0  ~ ist. 

Es kann das oben in dem besonderen Falle z . ~ 9 0  ~ fat" 
,die 3Iogliehkeit gleiehseitig-hyperboliseher Sehnitte aufgestellte 

K r i t e r i u m  h~=rtg~ fiir jeden beliebigen Kreiskegel beniitzt 

werden; es ist allgemein giltig. 

II. Der Rota~ionskegel. 

Bezeiehnen wir den Winkel der beiden in einem Aehsen- 
sehnitte gelegenen Erzeugenden mit % so ist ohneweiters klar, 
class es fiir ~ 9 0  ~ k e i n e  g l e i e h s e i t i g e n  H y p e r b e l s e h n i t t e  
gibt. Hingegen existieren deren u n e n d l i e h  v i e l e  far a ~ 9 0  ~ 
und ~ ~ 90~ und zwar sind die Parallelseharen der betreffenden 
Sehnittebenen im ersten dieser zwei F~lle zur Rotationsaehse 
parallel, im zweiten zu derselben geneigt. 

Im letzten ])'alle ist die Stellung jener Parallelseharen wieder 
dureh die Ebenen bestimmt~ welehe den Rotationskegel naeh zu- 
einander normalen Erzeugenden sehneiden. Dieselben hiillen einen 
mit dem gegebenen eoaehsialen Rotationskegel ein~ dessen Basis- 
radius p aus der H~She h and dem Basisradius r des gegebenen 
Kegels mittelst der Gleiehang 2p~=r~--h ~) leieht eonstruiert 
~-erden kann. 

Am ein~aehsten wird jedoeh jener Hilfskegel auf eonstruetivem 
Wege erhalten~ indem man in analoger Weise wie frtther beim sehiefen 
Kreiskegel die dem Rotationskegel umgesehriebene K u g e 1 bentttst. 

I II .  Das zweischal ige dreiachsig~ Hyperboloid .  

Da ein Hyperboloid and sein Asymptotenkegel yon einer 
Ebene naeh ghnliehen oder eonjugiert ~thnliehen Kegelsehnitten 
gesehnitten werden, gibt jede Ebene~ welehe den .Asymptotenkegel 
naeh einer gleichseitigen Hyperbel schneide~ omen ebensolehen 

1) Diese einfache Beziehun~ zwischen p~ r u n d  h wird durch elne kleine 
l~echnung aus der entsprechenden Figur erhMten. 

Der Winkel r eines Achsenschnit~es des Hil~skegels ist dutch die GleichunK 

_ I / ,  ~ -  1~ ~:g 2 - - -  ~-- 2h s bes~immt;. 
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Schnitt mit dem tIyperboloid. Somit ist die Untersuehung tiber 
die ) / I ~ g l i c h k e i t  g l e i c h s e i t i g - h y p e r b o l i s c h e r  S c h n i t t e  
e i n e s  t t y p e r b o l o i d e s  z u r t i c k g e f t t h r t  auf die analoge 
Untersucheng des zugehSrigen A s y m p t o t e n k e g e 1 s ; flies erfolgt 
mit Bentitzung der Kreisschnitte desselben in der beim Kege] be -  
sprochenen Weise. 

Beachtet man den Zusammenhang zwisehen den Winkeln der 
in den Haaptebenen gelegenen Erzengenden des Asymptotenkegels 
(den Asymptoten der beiden hyperbolischen I-]anptschnitte des 
Hyperboloides) an4 den Aehsen desselben~ so to|gt mit Rtieksieht 
auf das beila Kegel fiber den Einfluss der beiden Winkel ~ and 
Gesagt% dass das  z w e i s e h ~ l i g e  t I y p e r b o l o i d  n u t  d a n a  
n a e h  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l n  g e s e h n i t t e n  w e r d e n  
kann~ w e n n  d i e  r e e l l e  A c h s e  n i e h t  d i e  g r S ~ t e  d e r  d r e i  
A c h s e n  ist .  

Bringen wit den Asymptotenkegel in dieselbe Lage win de~a 
sehiefen Kreiskegel in Fig. 1 ~nd 2~ und behalten wit dieselbe Be- 
zeiehnung bei. dana ist ftir ~ 90o die reelle Achse 2 a des 

�9 ] 

Hyperbololdes die kleinste (a ~ b  ~ c), fttr ~. ~ 90 o hingegen 
die imagin~tre 2b  (b ~ a ~ c); ftir ~ ~--- 900 sind die reelle 
Aehse 2 a and die imagin~re 2 b einander gleieh~ jedoeh beide 
kleiner als die imagin~ire 2 c (a ~ 5, 5 ~ c). 

Es fallt daher d i e  R i e h t n n g  d e r  i n n e r e n  N e h s e  des. 
e l l i p t i s e h e n  H i l f s k e g e l s ~  weleher ~on denjenigen Ebenen 
eingehiillf wird~ die den Asymptotenkegel naeh zneinander nor- 
malen Erzeugenden sehneiden und somit die Stellung der Parallel- 
seharen yon Ebenen bestimmen, welehe das Hyperboloid naeh 
gleiehseitigen ttyperbeln sehneiden, m i t j e n e r d e r k 1 e i n s t e n 
A e h s e  d e s  F l y p e r b o l o i d e s  z n s a m m e n .  

Im F a l l e a  = 90 ~ we es nieht ein% sondern zwei kleinste 
Aehsen gibt~ geht inner ttilfskegel in eine mit der Hauptebene 
(ab) zusammenfaUende Ebene t~ber~ welehe yon denjenigen Darch- 
messern des ttyperboloides begrenzt wird~ die den beiden Kreis- 
sehnittsystemen eonjugiert sind; die Tangentialebenen jones Hills' 
kegels biIden dann die zwei EbenenbCtsehel~ deren Aehsen die ge- 
nannten zwei Dnrehmesser sind. 

Aus dem Vorangehenden ergibt sieh aueh der Satz, dass 
a l l e  E b e n e n ,  w e l e h e  d u t c h  n i n o n  P u n k t  g e h e n  u n d d a s  
t I v p e r b o l o i d  n a e h  g l e i c h  s e i t i g e n  t - I y p e r b e l n  s e h n e i d e n  
(d{e 3{Sgliehkeit soleher Sehnitte vorausgese~zt)~ e in e n e l l i p -  
t i s e h e n  K e g e l  (den  P a r a l l e l k e g e l  u n s e r e s  t : I i l f s k e g e l s )  
e i n h t i l l e n ~  d e s s e r t  i n n e r e  A e h s e  m i t  d e r  k l e i n s t e n  d e s  
t t y p e r b o l o i d e s  p a r a l l e l  i s t l ) .  

1) Dieser Satz~ der nattlrllch anch flit den Kegel nnd, was sich aus dem 
Folgenden ergeben wlrd~ fiir die iibrigen hler in Frage kommenden Fl~chen 
zwelten Grades gilt, ~urde yon S c h l i S m i i c h  ~m Schlusse seiner elngang~ 
erwS, hnten analytischen Abhandlung augefiihrt; inner Kegel~ bezw. seine Be- 
stlmmung'se]emente~ wurden jedoch deft uicht n~iher besprochen. 
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Es ergibt sieh auch weiter~ d a s s  in d e m  b e s o n d e r e n  
F a l l e ,  we  a ~ b ist~ a l l e  d i e s e  E b e n e n  z w e i  B t i s e h e l  
b i l d e n ~  d e r e n  A c h s e n  d u r e h  j e u e n  P u n k t  g e h e n  u n d  
zu den  d e n  K r e i s s e h n i t t e b e n e n  e o n j u g i e r t e n  D u r c h -  
m e s s e r n  des  t t y p e r b o l o i d e s  p a r a l l e l  s in& 

IV. Das zweischalige Rotationshyperboloid. 

Dasselbe kann nut dann nach gleiehseitigen ttyperbeln 
geschnitten werden~ wenn die Erzeugenden eines Achsensehnittes 
des Asymptotenkegels einen Winkel einsehliegen~ der nieht kleiner 
als 900 ist. Dies tritt dann ein~ wenn die r ee l l e  (Rotat ions-)  
A e h s e  des  t t y p e r b o l o i d e s  n i c h t  grSf ier  is t  a ts  d ie  
im agin~tren Achsen .  

Ftir a ~ b ~ c~ (~ ~--- 90~ ist das Hyperboloid g le ichse i t ig ;  
jede zur Rotationsachse parallele Ebene schneider es nach einer 
gleiehseitigen Hyperbel. 

Is~ a ~ b~ b ~ g (~ ~ 90~ dann gibt es unendlieh viele 
gegen die Rotationsaehse geneigte Durehmesserebenen und deren 
Parallelebenen~ welehe gleiehseitige Hyperbelsehnitte liefern. Der 
Radius p des Parallelkreises des yon jenen Durehmesserebenen 
eingehfillten Rotationskegels ist im Abstande a veto Seheitel dutch 
die Gleiehung 2 p2 ___ b2 __ a s bestimmt.1) 

V. Das einsehalige dreiachsige Hyperboloid. 

Es ist wohl sofort klar, dass bier g l e i c h s e i t i g e  H y p e r .  
b e l s e h n i t t e  n u r  d ~ n n  m S g l i e h  s i n d ,  w e n n  d ie  i m a g i -  
n ~ r e  A c h s e  n i e h t  ctie l a n g s t e  d e r  d r e i  A c h s e n  ist. 

Mit R~cksicht auf die Be~ntwortung einer ~'rag% die weiter 
unten fiber das einschalige LIyperboloid, dasselbe als Regelfl~ehe 
betrachtet~ gestellt wird~ sollen die einzelnen dureh die verschiedenen 
GrSi~enverhaltnisse der drei Aehsen bedingten Falle kurz be- 
sprochen werden~ wobei wir die aus der Betrachtung des schiefen 
Kreiskegels gewonnenen Resultate bentitzen. 

Ist 2 a die imagin~re Aehse~ so iiegen die beiden hyperbo- 
lischen ttauptsehnitte der Flaehe in den Hauptebenen (ab)und 
(a c); die Winkel der Jn den letzteren gelegenen Erzeugendeu des 
Asymptotenkegels (oder die ~tu~eren Winkel der Asymptoten jener 
zwei ttauptsehnitte) seien % bezw. ~. 

~) Der Winkel ,o des Achsenschnittes dieses Rota~ionskegels oder der 
to 

NelgungsMnkel ~ jener Darehmesserebenen mlt tier Ro~ations~chse erglbt slch wle 

o b e n  helm Kege] aus tg ~ - ~ J /  ~a ~ . 
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1. a ~ b ~ c ;  ( a ~ 9 0  ~ ~ 9 0 ~  Die imaginSre Aehse ist 
die 15ngste. Es sind keine gleiehseitigen I-Iyperbelsehnitte m~glieh. 

2. a ~- % a ~ hi). (a ~ 90% ~ = 90 ~ Nut tier I-tauptschnitt 
(ac) und die zu demselben parallelen Sehnitte sind gleiehseitige 
Ityperbeln: 

3. a = [ ,  a g e ;  ( a = 9 0  ~ ~ 9 0 ~  In diesem FMle 
sehneiden die fIauptebene (a b) and unendlieh viele andere Dureh- 
messerebenen sammt ihren Parallelebenen das Ityperboloid naeh 
gleiehseitigen Ityperbeln. Jene Durchmesserebenen erftillen zwei 
EbenenMsehel~ deren Aehsen die zwei den Kreissehnittebenen des 
ttyperboloides eonjugierten Darehmesser d 1 uud d~ sind (fig. 3). 

4. a ~ b ~ c ;  ( ~ 9 0 %  ~ 9 0 ~  Die imagin~re Aehse ist 
die kleinste. Alle nnendlieh vielen Durehmesserebenen mit gleietl- 
seitigen Ityperbelschlritten~hNlen einen elliptisehen Keget ein~ 
dessen inhere Aehse mit der imaginaren Aehse des tIyperboloides 
zusammenf~llt. 

5. b ~ a ~ c ;  ( a ~ 9 0  e, ~ 9 0 ~  Die kleinste Aehse ist 
die reelle 2 b. Alle unendieh vielen Durehmesserebenen mit gleieh- 
seitigen tIyperbelsehnitten htillen in diesem Palle einen elliptisehen 
Kegel ein~ dessen inhere Aehse mit der kleineren (2b) der beiden 
reellen Aehsen des Hyperboloides zusammenfallt. 

Die Eigensehaf% dass das e i n s e h a l i g e  H y p e r b o l o i d  
e i n e  R e g e l f l ~ t e h e  ist ,  dt~reh deren Punkte je zwei Erzeugende 
hindurehgehen~ ftihrt uns unwillktirlieh za der Frage naeh dem 
Orte  d e r j e n i g e n  P u n k t e  des Hyperbo lo ides ,  in denen  die 
b e i d e n  E r z e u g e n d e n  z u e i n a n d e r  n o r m a l  s in& 

In jeder Parallelsehar yon Ebenen~ welehe das einsehalige 
oder windsehiefe IIyperboloid naeh gleiehseitigen tIyperbeln sehneiden~ 
befinden sieh aueh zwei Berahrungsebenen desselben; dis dutch 
ihre Bertihrungspunkte hindurehgehenden Erzeugendenpaare sincl 
degenerierte gleiehseitige Ityperbeln, sie stehen auf einander nor- 
mal. Es sind dies diejenigen Erzeugenden des ttyperboloides, 
welehe zu den Erzeugenden des Asymptotenkegels parallel sind~ 
die in der jener Parallelsehar entspreehenden Durehmesserebene 
liegen. 

Aus dieser Betraehtung ergibt sieh der folgende Satz: 

Ai le  B e r t i h r u n g s e b e n e n  eines w in dseh i e f en  t t ype r -  
boloides~ w e l e h e  zu d e n j e n i g e n  D u r e h m e s s e r e b e n e n  d e s -  
se lben  und seines A s y m p t o t e n k e g e l s  para l l e l  sind; die 
den l e t z t e r e n  naeh z u e i n a n d e r  no rmMen E r z e u g e n d e n  
schneiden,  hi i l len eine deve loppab le  Fl~tehe v i e r t e r  Classe 

1) Der Fall, we die belden reellen Italbachsen b undc mltelnander ver- 
tauscht erschelnen, sell weder bier, noch in den tibrigen F~llen eigens erw~ihnt 
werden, denn er ergibt nichts Neues; es erschelnt nur das ttyperbolold um die 
imag~niire Achse um 900 gedreht. 
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ein~ welehe dem t Iyperbolo ide  umgesehr ieben  ist and den 
yon jenen  Durchmesserebenen  e ingeht t l l ten  e l l ipt ischen 
Kegel  zum Richtkege l  hat. Diese Developpable  D be- 
r t thrt  das Hyperbolo id  naeh einer  Curve v ier ter  0 rdnung  
C~: welehe aer  0 r t  de r jen igen  Punk te  des t typerbolo ides  
ist: in denen die Erzeugenden  zue inander  normal sin& 

Da das Fiyperboloid und der Riehtkegel alle drei ttaupt- 
ebenen gemeinsam haben~ sind dieselben far die C4 Ebenen ortho- 
gonaler Symmetric; daher sind die Pro jee t ionen  der C4 auf 
.alle drei Hauptebenen  Kegelschnit t% deren Aehsen mit 
denen  der en tspreehenden  t t aup tsehni t t e  der Lage naeh 
zusammenfal len.  

Infolge der dreifaehen orthogonalen Symmetric Jst die C 4 
fttr den Mittelpunkt ~/des Hyperboloides als Centrum auch een- 
triseh symmetriseh, 

Die constructive Ermitflung der C 4 erfelgt t~m besten in 
der Weise~ dass man sie nieht als Bertthrungseurve des Hyper- 
boloides mit der Developpabeln, sondern als Durehdringungseurve 
desselben mit einem der drei ihr doppelt nmsehfiebenen Cylinder 
(welehe die C~ auf die Hauptebene als Kegelsehnitte projieieren) 
oder mit dem ihr aus M~ dem im Endliehen gelegenen Eekpunkte 
des gememsamen Poltetraeders: doppelt umsehriebenen Kegel 
{weleher die oben hervorgehobene eentrisehe Symmetrie der C 4 
bestimmt) eonstruiert. Die in den ttauptebenen gelegenen Er- 
zeugenden des letzteren werden als die Verbindungsgeradert des 
Nittelpunktes M mit denjenigen Punkten der Q: die in den 
Itauptsehnitten des Hyperboloides liegen~ leicht erhalten; diese 
Punkte sind abet die Bertthrungspankte der H~uptsehnitte mit 
denjenigen Tangenten~ welehe zu den in den gleiehnamigea 
tIauptebenen gelegenen Erzeugenden des yon den wiederholt er- 
wahnten Durchmesserebenen des Asymptotenkegels eingehttllten Hilfs- 
kegels parallel sind. 

]n den einzelne% oben 
besprochenen ftinf Fal len des 
e inschal igen  I t yp  erb~oloi- 
des ist tiber den Ort der 
Punk te  mit zue inander  nor- 
nlalen Erzeugenden  Folgen- 
des zu bemerken: 

1. Das Hyperboloid ent- 
Ja~lt keine solchen Punkte .  

2. Es gibt nur zwei 
solche Punkte:  namlich die 
Endpunkte B 1 und B~ der zum 

gleichseitig-hyperbolisehen 
I=Iauptsehnitte (a c) normalen 
Aehse 2 b. 

/ ~l "',..-'Z \ .~..-i/t ,, 

Fig. 3. 
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In den fibricen,, . drei F~llen ~gibt es jeclerzeit unendl ieh  
viele  P u n k t e  mit zueinander normMen Erzeugendcn. 

3. Die Developpable D zertSllt in zwei Cylinderflaehen 
zweiten Grades, deren Achsen d 1 und d~ (Fig. 3) die den Kreis- 
schnittebenen des Hyperboloides conjugierten Darehmesser desselben 
sind. Die Ber t thrungseurve  C 4 besteht aus den be iden  
Durehmesse r -Kre i s sehn i t t en  K1 und K~ des Hyperboloides.  

4~. Die Developpable D bertthrt das IIyperboloid in keinem 
Pnnkte der Kehlellipse. Deshalb schneider  die C A die Kehl- 
ellipse nieht~ sondern sic besteht aus zwei dutch  die 
Ebene  der le tz teren v o n e i n a n d e r  getrennten~ gesehlos- 
senen Zweigen. Die Projection derselben auf die tIanptebene 
(ab) ist eine Hyperhel, deren redle Aehse mit der imagin~ren 
des tlyperboloides zusammcnf~llt, jene anf die Hauptebene (ac) 
ist eine Ellipse mit parasitischen Theilen innerhalb jedes der beiden 
_~ste dieses hyperbolischen ttauptsehnittes~ nnd jene auf die Hanpt- 
ebene (be) is~ eine Ellipse, welche die Kehlellipse einsehlieiSt. 

5. Die Developpable D bertihrt das Hyperboloid in vier 
Punkten der K.ehlell!pse. Deshalb s c h n e i d e r  die C~ d ie  
K e h l e l l i p s e  in v l e r  P u n k t e n ;  sic be s t eh t  aus zwei 
geseh los senen ,  d u t c h  d ie  I t a n p t e b e n e  (ac) v o n e i n a n d e r  
g e t r e n n t e n  Zwe igen .  Die Projection derselben auf die ttaupt- 
ebene (ab) ist eine t:typerbe|; deren imagin~ore Aehse mit der 
imagin~ren des ttyperboloides zusammenfallt;..jene auf die Haupt- 
ebene (de) ist eine Ellipse zwisehen den beiden Asten des betreffcndLea 
hyperbolisehen Hanptsehnittes, nnd jene anf die Hanptebene (be) 
eine Ellipse mit parasitischen Theilen innerhalb der KehMlipse. 

In Fig. 4 sind die dicsen Fall betreffenden Constrlletionen 
ftir ein Hyperboloid durehgeftihrt, dessen Itauptebene (a b)mit  der 
zweiten Projectionsebene zusammen~gllt, and dessen imaginare Aehse 
A~ A~ zur ersten Projeetionsebene normal ist. 

Mittelst eines Kreissehnittes K des Asymptotenkegels wnrde 
in der frtiher besproehenen Weise jener elliptisehe Hiifskegel er- 
halten~ dessen Berahrangsebenen das Hyperboloid naeh gleiehseitigen 
Hyperbeln sehneiden~ and der gleiehzeitig der Richtkegel der 
Developpabeln D ist. Seine innere Aehse ~allt in die Riehtung der 
reellen B1B ~ des Hyperboloides; die in der Hanptebene (ab) 
liegenden Erzeugenden sind d 1 ~nd d~, und die Spureurve in der 
ersten Projectionsebene ist die Hyperbel H. Die im Hauptsehnitt~ 
(a b) des Hyperboloides gelegenen Punkte I~ II~ III~ IV der r 
sind die Bertihrnngspunkte der zu d t ~md d 2 paarweise parallelen 
Erzeugenden e~, % es, e a der Developpabeln mit dieser Hyperbel, 
trod die im ttanptschnitte (bc)~ der Kehlellipse~ gelegenen Ptmkte 
V, -VI~ VII~ VIII jene der horizontalen Erzeugenden es~ e~, ev, e s 
der Developpabeln mit der Kehlellipse. Die entsweehenden 
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horizontalen Erzeugenden %~ % des Richtkegels werden am ein- 
fachsten mitte]st der beiden horizontallorojicierenclen Dureh- 
messerebenen (Bertihrungsebenen des Richtkegels) erhalten, welche 
den Asymptotenkegel" naeh rechten Winkeln schneiden; die Hori- 

Fig. 4. 

zontalspuren dieser zwei Ebenea sind offenbar die Verbindungs- 
geraden yon M' mit den Punkten U t uncl U2~ in denen die Hori- 
zontalspur E~ des Asymptotenkegels yon dem Kreise mit dem 
Ractius h iM' M) und dem 3Iittelpunkte M' geschnitten wird. 

VI. Das einschalige Rotationshyperboloid. 

1?'tit dasselbe liegen die Verh~ltnisse so wie beim z w e i -  
sehaligen Rotationshyperboloid~ es darf n~mlich der Winkel des 
Aehsensehnittes des Asymptotenkegels nicht unter 900 sein. Das 
ist dann der Fall, wenn d i e  i m a g i n i ~ r e  (Rota t ions- )~_ehse :  
2 a  n i c h t  grSt~er  i s t  a l s  d ie  r e e l l e n  A e h s e n .  

In Betreff des Or tes  de r  P u n k t e  mi t  z u e i n a n d e r  nor -  
m a i e n  E r z e u g e n d e n  ist hier t?'olgendes za beaehten: 
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Ist a ~ b = c~ (~ = 900), das einsehalige Rotationshyperboloid 
also g l e i c h s e i t i g ,  dann ist die demse!ben umgeschriebene Dave- 
loppable D ein mit ibm eoaehsialer Rotationseylinder, und die 
B e r f i h r n n g s c u r v e  mi t  d e m  H y p e r b o l o i d  d e r  K e h l -  
k r e i s  d e s s e l b e n .  

Ist a < b, (~ > 90~ dann zerfallt die Developpable D in 
zwei mit dem ttyperboloid coachsiale Rotationskegel~ welehe mi~ 
dem yon den Durehmesserebenen:~ die das ttyperboloid naeh gleieh- 
seitigen Hyperbeln sehneiden, eingehtillten ttilf'ske.gel congruent 
sind. D i e  B e r i t h r u n g s c u r v e  C 4 ze r f~ t l l t  ~n zwe~ zu 
b e i d e n  S e i t e n  d e s  K e h l k r e i s e s  in g l e i c h e n  Abs t~nden  
g e 1 eg e n e P a r a 11 e 1 k r e i s e; die constructive Ermittlang derselben 
bedarf keiner weiteren ErSrterung: sie ergibt sieh aus dem Fr~iheren. 

VII. Das hyperbolische Paraboloid. 

Jede zm- Aehse des hyperbolischen Paraboloides nichtparallele 
Ebene sehneidet dasselbe naeh eiaer Hyperbel~ ffir welche be- 
kanntlich die Schnittlinien jener Ebene mit den beiden Riehtebenen 
des Paraboloides die Asymptotenrichtungen sin& Im Falle des 
gleichseitigen Hyperbelsehnittes m~issen diese zwei Sehnittlinien 
zu einander normal seil~, i) 

Es handelt sieh somit zunaehst um die Ermittlung soleher 
Ebenen~ de ren  S e h n i t t l i n i e n  mit  zwei sich s c h n e i d e n d e n  
E b e n e n  z u e i n a n d e r  no rma l  sind. 

Ist die ein% g, der beiden Geraden in der Ebene ~. gegeben~ 
so schneidet die im Schnittpunkte derselben mit der zweiten 
Ebene ~ aus ,9 normale Ebene die ~ naeh der zu j normalen 
Geraden gl" Und so kann in jedem einzelnen Falle~ wean k and 

die beiden Riehtebenen des hyperbolischen Paraboloides sind~ 
zu einer gegebenen Asymptotenriehtung eines gleiehseitigen Hyper- 
belschnittes die dazugehSrige zweite und damit die StelIung der 
schneidenden Ebene und ihrer Farallelschar gefunden werden. 

Wir wollen aber nicht einzelae~ sondern wie bei den fr~iher 
behandelten Fl~chen die G e s a m m t h e i t  derartiger Ebenen~ welehe 
dureh einen Punkt gelegt werden~ betraehten. 

Es seien ) .und ~ (Fig. 5) die beiden dutch den Seheitel A 
des hyperbolisehen Paraboloides gelegtea vertieaiprojieierenden 
Riehtebenen~ die au[3erdem gegen die erste Projectionsebene PI 
gleiehe Neigung besitzen; ferner sei der grs~,ere der beiden 
Neigungswinkel der Richtebenen (a > 90 ~ gegen P~ gekehrt. Wir 

l) Siehe l ~ e s c h k a ,  Durst. and proj. Geom, III. Bd., pug'. 172 u. 173. 
Daselbst wlrd die Aufgabe gel~st 7 sdurch elne gegebene Gerade eine Ebene zu 
fiihren, welche eln hyperbollsches Paraboloid in einer gleichseitlgen ttyperbel 
schneldet". 
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nehmen in der Sehnittlinie yon k und } (der Achse des Para- 
boloides) irgend einen Punkt, z. B. den Seheitel A~ an und legen 
durch denselben alle Ebenen~ welche X und ,u nach zueinander 
normalen Geraden sehneiden. Zu jeder Geraden g in ), gehsrt 
nur eine auf ihr normale Yi in ~; es bilden somit die Spurpunkte 
solcher Geradenpaare in P~I zwei projeetivisehe Pnnktreihen~ deren 
Triiger die Horizontalspuren X~ und ,% der Riehtebenen sind. Die 
Verbindungsgera- 
den entsprechender ~,, /v" 
Punkte (PPi, Q Q1, 
2PT~, U ~~ U~,...) 
sind die Horizon- 
talspuren der ge- 
suehten Ebenen ; 
sie httllen die El- 
lipse E ein, deren 
grol~e Aehse often- 
bar T U1 und de- 
ren Mittelpunkt A' 
ist. Die kleine 
Achse B 1 B 2 wird 
am einfaehstenmit- - 
telst der gegen ), 
und ~ gleiehgeneig- 
ten Ebenen erhal- 
ten, deren Hori- 
zontalspuren PP1 
nnd QQ1 zu T U1 
.parallel sin& Die 
in denselben ge- 
legenen Dre ieeke  
A P P I  und A O Q1 
sind gleiehsehenk- 
lig - reehtwinklig, 

daher AB 1 =(A) B~ 
=-PB 1 = T A '  = a. 

Es gilt somit 
der folgende Satz: Fig. 5. 

At le  Ebenel}~ we lche  d u r c h  i r g e n d  e inen  P u n k t  der  
S e h n i t t l i n i e  zweie r  s ich  u n t e r  seh ie fem W i n k e l  sehnei-  
d e n d e n  E b e n e n  so ge leg t  werden ,  dass sie d iese lben  n a e h  
z u e i n a n d e r  n o r m a l e n  @eraden  sehneiden~ ht t l len  e i n e n  
e l l ip t i sehen  Kege l  ein~ w e l e h e r  die  g e g e b e n e n  E b e n e n  
zu T a n g e n d M e b e n e n  be s i t z t~ 'und  dessen i n n e r e  Aehse  
im grSl~eren (s tumpfen)  W i n k e l r a u m  de r se lben  l iegt  und  
auf  i h re r  Sehn i t t l i n i e  normal  steM. 
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D i e s e r  Satz  1) k a n n  o h n e w e i t e r s  nut  d i e j e n i g e ~  
E b e n e n  b e z o g e n  werden~ w e l e h e  ein h y p e r b o l i s e h e s  
P a r a b o l o i d n a c h g l e i e h s e i t i g e n  t I y p e r b e l n  s e h n e i d e n .  
wenn jene zwei Ebenen als die durch die Aehse des Paraboloides 
gelegten Richtebenen desselben angenommen werdeu. 

ttiebei ist jedoeh zu beaehten, d ass unter allen Tangential- 
ebenen des Kegels die beiden Riehtebenen Grenzlagen einnehmen~ 
in denen die Sehnittenrve aus einer Scheitelerzeugenden nnd der 
unendlieh fernen Geraden der betreffenden Riehtebene besteht. 

Stehen die beiden Ebenen k und } atffeinander normal, so 
geht~rt zu jeder dutch einen Punkt A der Sehnittlinie gehenden 
und zu derselben sehiefen Geraden in der einen Ebene dieselbe 
normale in der anderen Ebene; ni~mlieh die Normale in A zur 
Sehnittlinie. 

E s e r f t i l l e n s o m i t a l l e E b e n e n ,  w e l e h e d u r e h e i n e n  
P u n k t  de r  S e h n i t t l i n i e  z w e i e r  s ieh  n n t e r  r e e h t e m  
W i n k e l  s e h n e i d e n d e n  E b e n e n  g e h e n  and  d i e s e l b e n  
n a e h  z u e i n a n d e r  n o r m a l e n  G e r a d e n  sehne iden~  zwei  
E b e n e n b i i s c h e l ,  d e r e n  A e h s e n  die  in den b e i d e n  
E b e n e n l i e g e n d e n N o r m a l e n d e r  S e h n i t t l i n i e  in j enem 
P u n k t e  sind. 

Stellen die Ebenen ), nnd ~ die Riehtebenen eines g lei  e h- 
s e i t i g e n  h y p e r b o l i s e h e n  P a r a b o l o i d e s  vor~ so ergibt sieh 
mit Rtteksief~t darauf, dass die in den Riehtebenen liegemen 
Normalen ihrer Sehnittlinie zu den Seheitelerzeugenden parallel 
sind~ arts dem Vorangehenden iolgencler Satz: 

Alle Ebenen~ welehe dutch einen festen Punk t  gehen 
and ein gleiehsei t iges hyperbol isehes  Paraboloid naeh 
gleiehsei t igen Hyperbe ln  sehneiden~ erfttllen zwei E b e n e n  
bttsehel~ deren Aehsen zn den Sehei te lerzengenden der 
Flgehe  paral le l  sin& 

Itiebei stellen wieder die zu den Riehtebenen parallelen 
Ebenen der beiden Bttsehel Grenzlagen dar, in denen die Sehnitt- 
curve aus einer Erzeugenden und der nnendlieh fernen Geraden 
der betreffenden Ebene oder der entspreehenden Riehtebene 
besteht. 

Aus dem Vorangehenden erhellt auch sofort die Riehtigkeit 
des ~olgenden Satzes: 

1) Beachtet man, dass der im stumpfen Winkel der beiden Richtebenen ). 
und~.  (Fig'. 5) liegende Hauptschnltt []2 des hyperbolischen Paraboloides jener 
rait dem kleineren Parameter P2 ist~ so ergibt sich daraus der frfiher erw~hnte 
S e h l ~ m i l c h ' s c h e  Satz, nach welchem ,alle Ebenen, die durch elnen festen 
Punkt  gehen nnd ein hyperbollsches Parabolokl nach gleichseitigen Hyperbeln 
schneiclen~ einen elliptisehen Kegel einhiillen~ dessen Achse zum klelneren Para- 
meter der Fl~che parallel ist". 

Nach dem Obigen sind die Bestlmmungselemente dieses Kegels lelcht zu 
ermltteln. 

Aus der Figur ist ersichtlieh, dass der Punkt (A) ein Brennpunkt der Basis- 
ellipse E des Kegels S E  ist; die Exeentricit~t der Ellipse /~' ist somlt gleich der 
ttShe h des Kegels. 
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J e d e  zu e ine r  S e h e i t e l e r z e n g e n d e n  des g l e i e h s e i t i g e n  
h y p e r b o l i s e h e n  P a r a b o l o i d e s  pai 'a l Ie le  und  zur  Aehse  
g e n e i g t e  E b e n e  s c h n e i d e r  da s se lbe  naeh  e iner  g le ich-  
s e i t i g e n  H ype rbe i .  

Ist die betreffende Ebene zu beiden Seheitelerzeugenden 
parallel~ so liefert sie einen Normalschnitt zur Aehse. 

In Betreff des Or tes  der  P u n k t e  mi t  z u e i n a n d e r  nor- 
m a l e n  E r z e u g e n d e n  sind die Verh~tltnisse beim hyperbolisehen 
Paraboloide viel einfaeher als beim windsehiefen IJyperboloide. 
Da der Riehtkegel d e r d e m  Paraboloide umgesehriebenen Develop- 
pabeln D zwei Tangentialebenen besitzt, welehe zu den l~iehtebenen 
des Paraboloides parallel sind~ d e g e n e r i e r t  die D e v e l o p p a b l e  
D in e inen  K ege l  zwe i t en  Grades  ZE~ (Fig. 5)~ w e l e h e r  
mi t  dem R i e h t k e g e l  c o n g r u e n t  ist. Der Scheitel 2 dieses 
Kegels liegt auf der Aehse des Paraboloides and zwar innerhalb 
des Hauptschnittes II I mit dem grSgeren Parameter; er wird am 
einfaehsten erhalten~ indem man an das Paraboloid~ bezw. an den 
ttauptschnitt I]s~ die Tangentialebene parallel zur Ebene A P P  1 
(A~' als Riehtkegel vorausgesetzt)legt. (3)C 1 11 ( A ) B  1. 

Die Bertihrungseurve des Kegels Z E  1 mit dem hvperbolisehen 
Paraboloid% d. h. der 0rt  der Punkte mit zueinancler normalen 
Erzeugendenv ist die H y p e r b e l  H~ deren Ebene auf der Achse 
des Paraboloides normal steht~ deren Asymptoten somit zu den 
Seheitelerzeugenden parallel sind; die reelle Aehse derselben ist 
parallel zur inneren Aehse des Riehtkegels oder zum kleineren 
Parameter des Paraboloides. 

Ist das hyperbolisehe Paraboloid gleiehsei t ig~ dann dege- 
neriert die Developpable D in die Tangentialebene im Seheitel~ and 
der  Ort der Punkte mit zueinander normalen Erzeugenden in die 
beiden Seheitelerzeugenden; es wird somit jede der beiden Seheitel- 
erzeugenden yon allen Erzeugenden der anderen Sehar reehtwinklig 
geschnitten~ eine Eigensehaft des gleiehseitigen hyperbolischen 
Paraboloides~ die bekanntlieh nnmitte]bar aus seiner Entstehung 
folgt. 

VIII .  Der hyperbol i sehe  Cylinder.  

Jede Ebene~ die nieht zur Aehse des Cylinders parallel ist~ 
schneider den hyperbolischen Cylinder naeh einer Hyperbel~ deren 
Asymptoten die Schnittlinien der Ebene mit den beiden Asymptoten- 

Der bel jeder tier besprochenen Fl~chen zweiten Grades erw~ihnte t t i l f s -  
k e g e l  kann bei tier L~sung der Aufgabe~ durch eine gegebene Gerade Ebenen za 
legen, welche eine gegebene t'l~che zweiten Grades nach gleichseitigen Hyperbeln 
schnelden (die MSgllehkeit soleher Sehnitte vorausgesetzt)~ mit Vorthell beniitzt 
werden, indem man irgend elnen Punkt dieser Geraden als Scheitel des Kegels 
wEhlt. Nach der Anzahl der Tangententialebenen, welche durch die Gerade an 
den Kegel gelegt werden kSnnen, (je nachdem die Gerade aulgerhalb, auf oder 
innerhalb der Kegelfl/iche llegt) hat die genannte Aufgabe zwei~ elne oder keine 
LSsungen." 
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sbenen des Cylinders sind~ diese Schnittlinisn mttsssn in dem vor- 
liegsnden Falls zusinandsr normal ssin. 

Es ist leieht einznsehsn~ dass in Bezug anf dis Ebsnen~ welehs 
einsn allgemeinen oder sinsn gleichseitigen hyperbolischen Cylinder 
nach gleichssitigen ttyperbeln sehneiden~ die oben ~t~r das hyper- 
bolische Paraboloid entwickelten S~tze mit geringen Abi~nderungen 
ebenfalls Giltigkeit haben~ wenn die Asymptotenebenen des Cylin- 
ders an dis Stelle der dnrch die Achse des Paraboloides gelegte• 
Richtebensn ~ und ,~ treten. 


