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Die Seltenheit der reduziblen Gleichungen 
und der Gleichungen mit Affek~. 

Von B. L. v a n  d e r  Waerden in Leipzig: 

Das Problem dieser Arbeit kSnnte man als das einer quantitativen 
G al oi s sehen Theorie bezeichnen. Mit einem iihnlichen Problem hat sich 
schon frtiher K.D(irge I) beschifftigt. 

Es sei T die Anzahl aller ganzzahligen Polynome festen Grades 

f ( x ) ~ - C o  + C ~ X  + .  . . + c ~  x ~ 

deren Koeffizienten c~ absolut genommen eine sehr grol~e Schrankc N 
nieht tibersteigen. Es sei S die Anzahl derjeniger unter diesen Poly- 
nomen f ( x ) ,  fiir welehe die Gleiehung f (x)~O einc bestimmte Galois-  

s 
sche Gruppe | besitzt. Den Quoticnten ~ nennen wir die Hi iu f igke i t  

der Polynome oder der Gleichungen mit der Gruppe '(~. Es handelt 
sieh nun darum, das Verhalten dieses Quotienten ftir gro$e Werte yon 
N zu untersuehen. 

s 
Es ist sehon bckannt~)~ daft ~ gegen Eins strebt, wenn (~ die 

symmetrische Gruppe ist (Gleichungen ohne Affekt), sonst gegen Null 
s 

(Gleiehungen mit Affekt). Unsere Frage ist nun: Wie stark strebt z~ 

gegen Null ftir verschiedene Gruppen (~? 
Eine erschiipfende Antwort auf diese Frage wiirde gleiehzcitig 

das beriihmte Hi lber tsche Problem der Existenz yon Gleichungen mit 
vorgegebener Gruppe l(isen. Die Vorliegende Arbeit bietet nur eine 
LSsung eines Teilproblems, indem zun~ichst (in w 1) gezeigt wird, daft 
im Fall einer intransitivcn Gruppe (also im Fall zerfallcnder Polynome) 
die Hiiufigkeit wie eine Potenz yon N -~ gegen Null strebt. Und zwar 
ist die Hi~ufigkeit der Polynome vom Grade n~q+r,  welche in Fak- 
toren der Grade q und r zerfallen~ im Fall q<r genau yon tier GrSgen- 
ordnung N-q~ im Fall q ~ r  genau yon der GrSgenordnung N-rlnN. 

~) K. DSrge, Uber die Seltenheit der reduziblen Polynome und der Normal- 
gleichungen, Math. Ann. 95 (1925), S. 247--256. 

3) B. L. van tier Waerden, Math. Ann. 109 (1933), S. 13--16. 
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Auch ~ber die HaufigkeitsverhUltnisse der verschiedenen intransitiven 
Gruppen untereinander lUSt sich einiges aussagen. 

FUr den Fall transitiver Gruppen ist es mir bisher nieht gelungen~ 
ein so scharfes Ergebnis zu erhalten. In w 2 wird die AbsehUtzung 

.s<~ 1 1 
T ~ N  ktntnN~ k ~  ~n_.~)  

fur die gesamte HUufigkeit aller Gleichungen mit Affekt bewiesen. In 
w 3 wird dureh eine teils strenge, teils heuristisehe Betrachtung tiber 
kubische Gleichungen wahrseheinlich gemaeht~ da~ die irreduziblen 
Gleiehungen mit Affekt eine noch kleinere Hi~ufigkeit haben als die 
reduziblen Gleichungen. Zu diesem Zweck Werden zunUchst si~mtliche 
zyklische K(irper 3. Grades iiber dem rationalen ZahlkSrper gebildet 
und dann zu jedem dieser Kiirper sUmtliehe Gleichungen aufgestellt, 
deren Wurzeln diesem Kiirper angehiiren und deren Koeffizienten die 
Schranke N nieht tiberschreiten. 

w 1. Die H~ufigkeit der reduziblen Polynome. 
Es sei f ( x )  ein ganzzahliges Polynom vom formalen Grad n, d.b. 

ein Polynom vom Grade ~ n  der Gestalt 

f ( x )~Co  +CiX-[-. . . + c n x  n 

mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten. Wir nehmen an, daii das 
Polynom nicht identiseh verschwindet und dall seine Koeffizienten ab- 
solut genommen eine positive Schranke N nicht tibersteigen. Es gibt 
insgesamt 

T - - ( 2 N + I )  ~ 1 > ( 2 N )  ~ 

solehe Polynome f ( x ) .  Wir wollen untersuehen, wieviele yon diesen 
Polynomen sieh in zwei Faktorcn g ( x ) . h ( x )  yon gegebenen formalen 
Graden q und r mit q + r - - n  zerlegen lassen: 

f (x) - -  g (x) h (x) 
g (x) - -  ao + al x + . . .  + C~q xq 
h ( x ) - -  bo -[- b~ x + . . . + b~x ~. 

Wit haben also zu untersuchen, in wievielen Weisen man die 
ganzzahligen Koeffizienten a~ und b~ der Polynome g(x )  und h(x )  so 
bestimmen kann, dal~ die Koeffizienten c~ ihres Produktes f ( x )  ~ -g (x )  .h (x) 
den Ungleichungen 

(1) c~ i_~_ N 

geniigen. Zu dem Zweck versuehen wir~ obere Sehranken fur die 
Koeffizienten a~ und b~ zu gewinnen. 
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lqach einem bekannten Satz yon K r o n e c k e r  3) ist jedes Produkt 
~ . : a ,  b~ Wurzel einer Gleichung 

(2) ~"+  dl ~'~-' §  d ~ = 0 ,  

wobei jedes d~ eine Form yore Grade j in co,. . . ,  c,, ist. Aus (1) folgt 
jetzt die Abschiitzang 

Idol 

mit festen nattirlichen Zahlen ~. Nunmehr besagt (2), dal~ ~, Wurzel- 

einer Gleichung mit unabhiingig yon N beschriinkten Koeffizienten ist. 

Also ist ~ selbst besehrlinkt: 

wo die Sehranke ,[ nut yon den Gradzahlen q and r abhiingt. 

Setzt man nun 

a=Max.(]aol ,  Ja i l , . . . ,  ]aq[) 
b Max.([b01, ]b~],...,]b~[) 

so folgt aus (3) 

Die Abschiitzung (4) ist, yon dem genafien Wert::des Zahlen- 
faktors-[ abgesehen, die Sch~irfst mSgliehe. Ersetzt man niimlich in (4) 

1 den Zahlenfaktor "~ dureh den kleineren Zahlenfaktor r-~--i, so folgt aus 

der Bedingung (4) rUckwitrts die Ungleichung (1), was man sofort 
sieht, wenn man die Koeffizienten cx dareh die a,, and b~ ausdriickt. 
Bedingung (4) ist also mit einem griigeren Zahlenfaktor notwendig, 
mit einem kleineren Zahlenfaktor hinreichend fur das Erfiilltsein 
yon (1). 

Bei gegebenen a und b gibt es hi~ehstens 2 ( q + l ) ( 2 a + l )  ~ miig- 
liche Polynome g(x) und 2 ( r + l ) ( 2 b + l )  ~ mtigliche Polynome h(x); 
denn ein Koefilzient a~ v0n g(x) mul~ gleich •  sein, wobei ),-----0~ 
!~ . . . .  ~ gewiihlt werden kann, and die tibrigen Koeffizienten a,  mtissen 
zwisclien - - a  und a liegen. Insgesamt gibt eS also bei gegebenen a 
and b hSehstens 

4 ( q + l )  (, '+ 1) (2a+  t)~ ('2 b+  a) ~ 

~L~ Kr0necker,.Sitz.-Ber. preuIl. Akad. Wiss., Berlin 1883, S. 957. 
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Produkte g(x). h(x). Die Gesamtzahl der  zerlegbaren Polynome f(x)~-- 
~g(x) h(x) ist demnaeh hSehstens 

s~,~= 4 (q+ 1) (,.+ 1) E (~a+  1) ~ (2b+ 1)", 
a b ~ M  

wobei M~7~V gesetzt wurde und wo a und b alle nattirliehen Zahlen 
durehlaufen. 

Wir ftihren zuerst die Summation fiber b, die von l b i s  B =  I M] 

liiuft, aus. In der ffir alle positiven x giiltigen~ aus der Binomialformel 
folgenden Ungleiehung 

(x+ 1)~+~--( / -1)  r+~ => 2 (r + l) x ~ 

setzen wir x ~ 2 b + l  und erhalten 

2 (r --F 1) (2 b -t- 1) ~ ~ (2 b + 2) r+~-- (2 b) ~+1 
B ) r~-I 

2 ( r +  1) E (2b+ 1 ) r ~  (2 B+2)r+l--1 < (2 M-~2 
~ a 

1 

M 
(5) Sq,~ ~ 2 (q+ 1) (1.2 M) "+~ Z (2a+  1) q-'-~, 

1 

Wit kSnnen q ~ r  voraussetzen. Im Falle q < r  ist die letzte 
Summe konvergent, d.h.  unabh~ingig yon M besehriinkt. Das ergibt, 
wenn man M ~ - y N  beaehtet: 

(6) Sq,, ~ ~ N r+a (q < r). 

Im Falle q ~ r  dagegen wird 
2 

' 2 a + l  
1 

z~ ( r + l )  (12M) ~+~ ln(M+l), 
also wegen M-- ,[N 

(7) Sq, r ~ ~ N "+~ In N ( N ~  2). 

Dureh die Formeln (6) nnd (7) ist daM gestelite Problem gelSst. 
Dividiert man die Anzahlen der redaziblen Polynome durch die Ge- 
samtzahl der Polynome f(x), so erh~ilt man ihre Hiiafigkeiten. Fiir 
diese ergibt sieh der Satz: 

Die H a u f i g k e i t e n  der  in F a k t o r e n  der  Grade  ~ und  r 
z e r f a l l e n d e n  P o l y n o m e  f(x) un t e r  a l l en  P o l y n o m e n  yore for- 
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m a l e n  Grade  n~q+r, die der  U n g l e i e h u n g  (t) geni igen ,  ist  

O(N -q) ftir ~ r  und 0 (N-rlnN) fiir q~---r. 

Die Absehiitzungen (6) und (7) sind, yon Zahlenfaktoren abge' 
sehen, absoht seharf. Das ergibt sich aus ihrer Herleitung, denn wenn 
man auf jeder Stufe der Herleitung die Zahlenfaktoren dureh kleinere 
ersetzt, kann mar  alle <-Zeiehen dureh >-Zeiehen ersetzen. Dabei 
ist nur noeh folgendes zu beachten: Wenn man jedes zerlegbare Poly- 
nom f(x)~g(x), h(x) nur einmal erhalten will, mug man einen der 
Faktoren, etwa g(x), so normieren, dag die Koeffizienten a teilerfremd 
sind und der erste niehtverschwindende unter ihnen pos i t iv i s t .  Diese 
Normierung schrankt aber die Anzahl der miig!iehen g (x) bei gegebenen 
a h~iehstens am einen Zahlenfaktor ein. 

Im Fall q <  r kann man sieh noeh einfaeher dureh folgende i)ber- 
legung klarmaehen, dag die Formel (6) sieh nieht mehr verbessern 
1Kgt. Unter den zerfallenden Polynomen f(x)=g(x).h(x), die (1) ge- 
niigen, kommen iedenfalls die Polynome 

x~(bo+blx+...+brx'), I b~l ~ V  

vor, deren Anzahl allein sehon mehr als (2 N) r+l betr~tgt. 

Es mSge hier noeh eine Bemerknng tiber die Galoissehen Gruppen 
der zerfallenden Gleiehungen g(x).h(x)=O Platz finden. Dabei be- 
sehranke ieh reich auf den Fall q < r .  Die Reihe reehts in (5) kon- 
vergiert in diesem Fall so raseh, dal] die Anfangsglieder mit a =  1 und 
a=2 zusammen sehon mehr als die H~tlfte der ganzen Summe aus- 
maehen. Das heil~t: Der erste Faktor in der Zerlegung f(x)=g(x)h(x) 
hat in mehr als der H~tlfte aller F~tlle Koeffizienten ~ 2. Unter den 
Gleiehungen g(x)=O mit Koeffizienten ~ 2  kommen nun selbstver- 
st~tndlieh solehe mit sehr versehiedenen Galoissehen Gruppen vet. 
Jedes einzelne solehe Polynom g (x) gibt nun zu einer Menge ~r Pro- 
dukten g (x). h (x) Anlal~, deren Anzahl yon derselben GrSl]enordnung 
ist wie die Gesamtzahl der zerfallenden Polynome g (x). h (x). Es haben 
also ganz versehiedene Galoissehe Gruppen his auf Zahlenfaktoren 
dieselbe H~tufigkeit. 

leh babe einmal die Illusion gehabt, die Hi lber t sehe  Vermutung 
yon der Existenz yon Gleiehungen mit be!iebiger Gruppe dahin ver- 
seh/irfen zu k~Jnnen~ dal] zu jeder Galoissehen Gruppe eine bestimmte 
HKufigkeit (etwa eine bestimmte Potenz N -Q) und zu einer grSl~eren 
Gruppe aueh eine wesentlieh grSl~ere H~tufigkeit geh~rt. In der Tat hat 
die symmetrisehe Gruppe die griSl]te H~tufigkeit (vgl. w 2). Diese Illusion 
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erweist sieh jetzt als unhaltbar. Zum Beispiel haben unter den Glei- 
ehungen 9. Grades die in Faktoren 2. und 7. Grades zerfallenden-Gtei- 
ehungen mit den Oaloissehen Gruppen 

6~•  und @• 

(6~ symmetrisehe Gruppe, @~Einheitsgruppe) beide die Hiiufigkeit 
:r N -~, eventuell mit versehiedenen :r 

E i n  anderes Beispiel:: Die in Faktoren 3. und 6. Grades zer- 
fallenden Gleiehungen mit der Gruppe ~•174  haben die Haufigkeit 
N-~: , Die in Faktoren 4. und 5. Grades zerfallenden Gleiehungen mit 
der Gruppr 64 •  aber haben die Hiiufigkeit N =4 (alles yon Zahlen- 
faktoren abgesehen), trotzdem die Gruppe 6~ • 6~ mehr Elemente hat 
als die Gruppe @• 

w 2, Die Itiiufigkeit tier Gleiehungen mit  Affekt. 

In meiner Arbeit tiber die Seltenheit der Gleiehungen mit Affekt 4) 
habe ieh bewiesen: Sind p~,p~,..., p~ ungerade Primzahlen, ist weiter 
P , ~ l h P ~ . . . p . ~ 2  N+ l, und setzt man 

so haben yon den ( 2 N + l )  "+~ Gleiehungen f(x)=O, deren Koeffizien- 
ten dem Betrage nach ~ N sind~ h~iehstens 

s 2-+ 3 .: x+1)-+ 
S nicht die symmetrische Gruppe. Die H~iufigkeit ~ der Gleichungen mit 

Affekt ist also hSchstens 2'~+~ 3 s. 
Wir wollen nun die GriJlienordnung yon m und s als Funktionen 

yon N bestimmen. Zu diesem Zweck wiihlen wir bei gegebenem N die 
Primzahlen p~,p~,..,p,~ als die kleinsten m ungeraden Primzahlen 
und bestimmen m so, daft 

(8) P., ~ 2 ~u l <  P~+,. 

Setzt man weiter x ~P,,-t-i, so ist naeh dem Primzahlsatz 

In 2P,. =In 2+Elnp,.=:~ (X~-I) ~ x--1  ~ x 
1 

und ebenso 
m§ 

in 2P +i=l. 
1 

4) B. L. van' de r  W a e r d e n ,  M~th. Ann. 109 (1931) , S, 13--16. 
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also wegen (6) 
b, (2 N §  1) 2 (2 r162 1) x 

und wiederum naeh dem Primzahlsatz 

x l n ( 2 N - { - l )  
m q- 2 7: (x )  In {c In ln'(2 N--}- 1) 

F f ~  k - - 1  
1.~+13 .') ~ In ~ ~ m  In: In 

Da nun 

In (1-- ~-)< /~ 

so ist fiir geniigend grol~e: N 

(9) 

In N 
In In N 

In N , 

1 lnN 
In (2 ~ 3 z) % k l~ tn N 

1 

Damit ist eine Sehranke ftir die Haufigkeit der Gleiehungen mit 
Affekt gefun(ien. Diese Schranke strebt wohl gegen Null mit waeh- 
sendem N, aber nieht wie eine Potenz N -b wie die in w gefundenen 
Schranken, s0ndern wie eine Potenz yon N mit negativem~ sehr lang- 
sam gegen Null strebendem Exponenten. 

Im Fall n = 2  sind die Gleiehungen mit Affekt nichts anderes als 
die zerfallenden Gleiehungen~ deren Haufigkeit (nach w 1) O ( N - 1 l n N )  
ist. Die Sehranke (9) erweist sich somit als unseharf. 

Ieh Vermute, dal~ die tIiiufigkeit der Polynome mit Affekt aueh 
fiir n ~ 2 ira wesentliehen gleieh der Hiiufigkeit der reduziblen Poly- 
novae ist. Es seheint ni~mlieh~ dal~ die irreduziblen Polyn0me mi.t Affekt 
noch erheblieh seltener sind als die reduziblen Polynome. Diese Ver- 
mutung wird bestiitigt dureh die heuristiseh e Betraehtung des folgenden 
Paragraphen~ welehe es plausibel maeht, dal~ die Hiiufigkeit der Glei- 
chungen 3. Grades mit alternierender Gruppe , O ( N  -2+~) ist. 

w 3. Kubisehe Gleiehungen mit alternierender Gruppe. 

1. Aufstel lung a l l e r  zykl isehen Zahlk(irper  
dr i t ten  Grades. 

Jeder zyklische K~rper K ist Kreisk(irper, etwa Unterkiirper des 
Kiirpers der m-ten Einheitswurzeln ~O,~wobei die Zahl m jeweils mSg- 
liehst klein-gewKhltsei. Die Gruppe yon ~ :  ist die mUltiplikative 
Gruppe (~ der zu m prime n Restklasscn rood m. Der Kiirper K gehiirt 
zu einer Untergruppe ~) yon ~ mit zyktischer Faktorgruppe. Diese 
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Untergruppe wird definiert dureh einen Charakter Z (x) mod m~ welcher 
fiir die Elemente yon ~ den Weft Eins annimmt. Der Charakter Z (x) ist 
eindeutig als Prodakt yon Charakteren Z~ (x) modulo den einzelnen in m 
aufgehenden Primzahlpotenzen darstellbar. Da Z und somit aaeh alle X~ 
in unserem Fall die Ordnung 3 haben mUssen~ so kommen in m, auSer 
eventaell der Primzahl 3, nur Primzahlen der Form p = 3 v ~ + 1  vor~ 
and zwar kann 3 nur zum Quadrat and die iibrigen Primzahlen Pv 
nur in der ersten Potenz in m vorkommen. Sonst n~tmlich wUrde sich 
der Charakter Z(x) schon nach einem kleineren Modul erklitren und 
der Kilrper K sich sehon in einem KreiskSrper mit kleinerem m ein- 
betten lassen, m hat also eine der beiden folgenden Gestalten 

(10a) m = p l p 2 . . . p ~  ( p ~ = 3  v~+l)  

(10b) m = 9  P 2 . . . p r  (p~=3v~+l ) .  

Ist ~, eine primitive m-te Einheitswurzel~ so bilden die Potenzen 
~z eine Basis fiir die ganzen GrS$en yon ~ wobei im. Fall (10a))~ 
prim za m~ im Fall (10b) k prim zu m ' = p ~ . . . p ~  and k=-4-m'~ 
__+ 2 m'~ _ 3 m' (mod 9) sein soll~). Untersacht man nun, anter welehen 
Bedingungen eine Linearkombination der Basiselemente ~z die Gruppe 
gestattet~ also zu K geh(irt~ so findet man~ dal~ die Basis f'fir die ganzen 
GrSgen yon K in beiden Fiillen (10) die Gestalt 

(1,~,~') mit ~ = ~ "  
~. in@ 

hat. Die Konjagierten ~' und ~'~ yon ~ habea ebenfalls die Gestalt 
Z ~ wo ), eine Nebenklasse ~ in (~ durehlliuft. Die Summe ~ = ~ +  
+ ~ ' + ~ "  ist im Fall (10a) gleieh (--1) ~, im Fall (10b) gleieh 0. 

Welter erh~lt man nach einiger Reehnung 
1 

1 (r 

Fiir die Diskriminante D des K~rpers K finder man sehliel~lich 

(11) D =  1 ~' ~'~ = m  ~. 

Mit weniger Rechnung erh~ilt man (11)~ wenn man einen Satz 
der KlassenkSrpertheorie ~) heranzieht, nach welchem die Diskriminante 

~) Vgl. etwa Hilbert, Zahlbericht, Satz 88. 
~) Vg!. H. Hasse, J. reine u. angew. Math. 162 (1930), S. 169. 
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eines Abelschen Kiirpers das Produkt der Fiihrer tier versChiedenen 
Charaktere der Klassengruppe ist. Die FUhrer dieser Charaktere sind 
in unserem Falle 1~ m~ m und ihr Produkt ist m ~. 

Zu einem vorgegebenen Wert yon m gehSren soviele zyklische 
KSrper dritten Grades~ als es Untergrappen ~ in (~ gibt. Jede Unter- 
gruppe ~ ist nach dem Obigen durch einen Charakter 

z (x)----- z, (x) z~ (x) . . .  z~ (x) 
bestimmt, wo jedes X, ein Charakter der Ordnung 3 modulo p~ (bzw. 
rood 9) is~. Nun gibt es zu jedem Faktor p~ oder 9 genau zwei Cha- 
raktere Z~ u n d -  -1 ~ yon der Ordnung 3. Ftir das Produkt Z (x) entstehen 
so 2 ~ MSglichkeiten. Da abet Z und Z - I  stets dieselbe Untergruppe 
ergeben~ so gibt es nur 2 ~-1 verschiedene Untergruppen ~ and daher 
aueh 2 ~-I verschiedene KSrper K bei jedem m der Gestalt (10 a) 
oder (10b). 

Es sei noeh bemerkt, daft alle KSrper K total-reell sind. 

2. Die Anzahl  der  G le i ehungen  f ( x ) = 0  bei  e inem 
g e g e b e n e n  KSrper  K. 

Wir wollen nun abziihlen~ wieviele Polynome 

(12) f ( x ) = C o  +Cl  X + .  . . §  

es gibt, deren Wurzeln ~, ~', ~" konjugierte Zahlen eines festen total- 
reellen kubisehen ZahlkSrpers K sind und deren Koeffizienten c~ die 
Ungleichungen (1) erfiillen. 

Die Zahl ~ li~t sich als Quotient von ganzen Zahlen des KSr- 
pers K schreiben: 

Der grS~ite gemeinsame ]dealteiler yon :r und ~ sei c. Dann ist 

~c (a, I J )~ l .  

Die teilcrfremden Ideale a and b sind dureh ~ eindeutig bestimmt. Das 
Ideal c aber kann bei gegebenem ~ noch willktirlich in der Idealklasse a -~ 
gewiihlt werden. Um also alle m(iglichen K(irperzahlen ~ zu erhalten, 
hat man erslens in jeder Idealklasse Willktirlieh ein Ideal c auszu- 
wiihlen und sodann in allen mS glichen Weisen zwei durch c teilbare 
Zahlen :r and ~ mit der Nebenbedingung (a, ~ ) ~ c  zu nehmen und ihre 
Quotienten zu bilden. Die Wahl der Ideale c aus jeder Idealklasse 
denken wir uns ein ftir allemal lest gesehehen. 
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Jede so gebildete Zahl ~ ist Nullstelle des Polynoms 7) 

N ( ~ ' ~  x) = (~--~ x) (~'--V x) (~-"--Y' x). 

Der Inhalt dieses Polynoms, d. h. der G. G. T. seiner Koeffizienten, 
ist N(c). Das ganzzahlige Polynom 

(13) N 
iv(c) 

hat also den Inhalt Eins. Da f(x) naeh Voraussetzung dieselben Null- 
stellen ~, ~', ~" hat wie das Polynom (13), mug f(x) his auf einen 
ganzzahligen Faktor d mit (13) iibereinsfimmen: 

(14)  . . . . . .  ,N jkx)--.-~-a. ~ -. 

Die Formel (14) stellt, wenn man d ~ l ~  2, 31 . . .  nimmt~ alle 
m(igliehen Polynome f(x) dars). Bezeiehnet man die Anzahl der Poly- 
home (1.3) mit Inhalt Eins: d~en Koeffizienten absoht =~N sind~ mit 
~?(N)~ und die Anzahl der Polynome f(x): deren Koeffizienten absoht 
~ N  sind, mit Z(N), so folgt 

Fiir die folgende Abziih!ung ist  es bequem~ die Nebenbedingung 
(% ,~)~c, derzufolge das Polynom (13) das Gewieht Eins hat, fallen 
zu lassen. Es wird nur daran festgehalten, dag ~ und ~ einem der 
lest ausgewKhlten Ideale c angehSren und da$ die Koeffizienten des 
Polynoms (13) dem Betrage naeh _~N sein Sollen. Die so erhaltene 
Anzahl ~(N) yon Polynomen (13) ist einerseits grgtfer als die Anzahl 
?(N) mit der obigen Nebenbedingung, andererseits aber h(lehstens 
gleich der Gesamtzahl aller Polynome f(x). Somit ist 

(16) ~ (~V).~ r (N) ~ Z (~'). 

Aus (15) und (16) folgt 

Die Zahl ~(N) setzt sieh zusammen aus h Summanden ~r 
die zu den einzelnen aus den Idealklassen ausgewiihlten Idealen c ge- 
h(iren, wo h die Klassenzahl ist. 

Zur Bestimmung yon +r (N). haben wir zuniiehst die Zah|enpaare 

7) Das fettgedruckte kursive Zeichen N bedeutet: Norm in K. 

s) Es ist nicht n6tig, die negativen werte d = - - l , - - 2 , . . ,  in Betracht zu 
ziehen, da man statt dessert auch ~ und ~ beide m i t - - 1  multiplizi6ren: kann. 
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(~.; ~) des Ideals :r zu: bestimmen, weiche den Ungleichungen 

(18) I Koeffizienten yon N(:~--~x) ~ N ( c ) .  N 

geniigen. Die (unendliehe) Anzahl dieser Zahlenpaare stimmt abet aus 
zwei Grtindetl noeh nicht mit der gesuchten Anzahl der: Formen (13) 
iiberein : 

1. Multipliziert man ~ und ~ beide mit einer Einheit s mit N(s)--~-i 
so bleibt N(~ - -~  x) unge~ndert; 

2. ersetzt man (~; ~) durch ( : ( ; ~ ' ) o d e r  (:d'; ,~"), so bleibt 
N ( ~ - -  ~ x) ungeiindert. 

Die Vieldeutigkeit 2. kann einfach dutch HinzufUgung eines Fak- 
tors 1/3 im Ausdruck flit ,So(N)berticksichtigt werden. 1. Wird fol2 
gendermafien berticksiehtigt: 

Es gibt zwei linear-unabhiingige Einheiten mit Normen + 1, welche 
zusammen mit der Einheitswurzel - , 1  die ganze Einheitengruppe er- 
zeugen. Im Raum der Logarithmen, d.h. im Raum der Zahlentripei 
(ll-=-!ni~i, !2=ln]~'[, la-~-ln]~"]) definiert jede Einheit eine TranS- 
lation T (Multip!ikdtion yon ~, ~', ~" mit ,, , '  d') 

Tql, l., 
Die Gruppe dieser Translationen hat einen Fundamentalbereich ili Ge' 
stalt eines unendlich langen Balkens 

(19) [ 0 ~ v2 l, + v3 l~ < b 

dessen Querschnitt die Gr6fie R, der Regulator des K~rpers ist. W i r  
nehmen nun einen sehr viel breiteren Balken 

(20) l O~=12<L 
( O~l~ < M  

wo L und M grog gegen den grN~ten Durehmesser des Balkens (19) 

sind. Der Bereich (20) enthiilt dann anniihernd ~ -  Fundamentalbe= 

reiehe (19}. Besehr~inkt man also die Zahl ~ auf den Bereieh (20) oder 

(21.) 1 <  I~']<e~ , l~l[~,,r < e ~ 

und dividiert naehtriiglieh die gefnndene Anzahl yon Zahlenpaaren 
LM (~, ~) dureh ~ - ,  so hat man die Vieldeutigkeit !. beseitigt. 

Es sei (Ya~ "h,~'h) eine Modulbasis des Ideals c. Dann haben wir 
also die Anzahl der Zahlenpaare 

(22) :'.-~-a~ y~-f-a2"(~-k-a~ ya, ~ b ~  yl-k-b~ ,,'~--i-bs"[~ 
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des Ideals r zu bestimmen~ welche d i e  Ungloichungen (18), (21) er- 
ftiIlen. Augerdem mug nattirlieh ~ = 0  sein; das hat aber zur Folge 

(23) !~V~"] - -  > 1, 

Aus den Ungleichungen (18) fo]gt auf Grund des Kronecke r schen  
Satzes genau wie in w 1 

(24) Max ([~],[~[.Max ([~,/[,]~'[).Max (]~"l, l y ' ] ) ~ y c N ,  

wobei ~, eine feste natiirliche Zahl and c~---N(c) ist. Insbesondere ist 

Dividieren wit diese Ungleiehungen dutch (23), so folgt 

(25) I ~ ' [ ~ 7 c N I V I ,  I~"[ <=7c=V[V'l . 

Fassen wit die sechs reellen GrSfien ~, s  ~' ,  if, if', ~" als Koordi- 
naten in einem 6-dimensionalen Raum anf, so detinieren die Formeln 
(18)~ (21), (25) einen besehr~nkten Bereich ~ in diesem Raam~ dessen 
Volum wir mit V bezeichnen. Die Formeln (22) and ihre konjugierten 
definieren ein Punktgitter im gleichen Raum. Die Gitterkonstante ist 
gleich c*D. Es handelt sieh nun datum, wieviele Gitterpunkte dem 
Bereieh ~ angehSren. 

Wenn die Gittermasche klein ist im Vergleich zu der Ausdehnung 
des Bereichs ~,  so ist die Anzahl der Gitterpunkte im Bereich n~herungs- 

v 
weise gleich c375 D. Das gilt also jedenfalls bei festgehaltenem KSrper K 

fiir grofie N oder bei festgehaltenem grol~em N znmindest ftir eine 
besehr•nkte Anzahl yon K~rpern K. Eine hinreichende Bedingung fiir 
die Gtiltigkeit der Absch~tzung ist, wie eine genauere t~berlegung lehrt, 

1 
dal~ der Durchmesser der Gittermasche klein ist gegen (cN)V. 

Um das Volum V nach oben abzusch~ttzen, bemerken wir~ daft 
der Bereieh ~ jedenfalls enthalten ist in dem dutch  (21), (24), (25) 
definierten g r~eren  Bereich ~' .  Entspreehend den 64 mSglichen Vor- 
zeichenkombinationen yon ~, s  ~"~ ~, ~', ~" zerf'~llt der Bereich ~ '  in 
64 gleich groge Teilbereiche, Wir untersuchen also einen yon diesen 
Teilbereiehen, Er wird durch die Ungleichungen 

1 ~ ' < e  L, ~ <=~"<e ~z, ,~>0 
0 < ~'~(TcN)r~'  0 < ~ " ~  ,~, (7 cN) if", ~ > 0  
Max (% if). Max (~', if'). Max (:r if') ~ y c N 

definiert. 
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Dureh die volumtreue Substitution 

{ V - - e  ~ ~ " = e  ~' ~ e  . . . .  

werden neue Integrationsveranderliche x, y~ z~ t, u~ v eingeftihrt. Das 
transformierte Gebiet ist 

1 
0 ~ u < L  ~ v < M  ~ y > 0  
O ~ z ~ y c N  O < t ~ y c N  x > O  
Max (~, y) .  Max (1, z) .Max (1, t)~,/cN. 

Die Integration kann nunmehr ohne jede Mtihe zuerst naeh u 
und v, sodann naeh x und y und schliel~lich nach  z und t ausgefiihrt 
werden. Man findet ftir das Volum V die Absch~ttzung 

V~2Sy~c~LMN ~-. 
Die Anzahl der Gitterpunkte im Bereich !3 ist niiherungsweise 

v Um daraus die Anzahl zr der Normen N(~.--~x) zu erhalten~ 
eeD" 

1 
hat man nach dem obigen noch die F a k t o r e n - ~  and ~- hinzuzuftigen. 

So el'halt man gleiehmit[~ig ffir alle Idealklassen 

1 

Dieselbe Abschiitzung~ nut mit ether anderen Konstante ~, gilt 
aueh nach unten (mit dem Zeiehen ~ ) ,  wie leieht ersicht]ieh. 

Addiert man die Ungleichungen (26) ftir alle Idealklassen, so kommt 

h R  
(27) +(N) ~ ~-D-S ~. 

Aus (27) und (17) folgt sehlieiilieh 

h R  
(28) 7. (N) <~ 2 ~ ~ -  ~"-. 

Die Formel (28) gilt um so mehr, wenn die Polynome f(x) mit 
rationalen Wurzeln ~ ' ~ "  aul~er Betraeht gelassen werden. 

3. Die S u m m a t i o n  tiber al le K. 

Wir machen nun die Annahme, dal~ die Formel (28) nicht nur 
fiir einen festen KSrper K s sondern (eventuell mit einer gr(i[~eren Kon- 
stante ~) fiir alle Ktirper K gilt, die bet einem gegebenen grol~en Wert 
yon N in Frage kommen. Diese Annahme bedeutet, daft aueh dann, 
wenn der Durchmesser der Gittermasche vergleiehbar wird mit oder 

Monatsh. ftir Mathematik nnd Physik. 43. Band. "10 
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grog wird gegen die Ausdehnung des Bereiehes ~, die Anzahl der 
Gitterpunkte in ~ doch nieht wesentlieh grtiger wird als das Volum 
des Bereiebs~ dividiert dureh das Velum der Gittermasehe. 

Naeh Siegelg) ist ftir groge D 

In h R ~ In [/D.. 

Somit ist ftir jades ~ 0  und genfigend grol~e D 

(29) ~n h R < (1 + ~) l~ !/~ 
1~R< I/~ '+~. 

Ftigen wir in (29) reehts noeh einen passenden Faktor 3' hinzu~ 
so gilt die Formel ffir alle D. Nunmehr ergibt (28) 

(30) z (N)< l~X~  VD -~+~, k = 2 ; ~ ' .  

Wit untersuehen nun, welche Werte yon D bet gegebenem N in 
Frage kommen. Die Ki~rperdiskriminante D ist ein Teiler der Dis- 
kriminante des Polynoms (12), 

c I"~ c., ~ --4Co c~ - - 4 c  3 c~ - -27  eg c~o +18  co oleo. ca, 

welehe zufolge der Ungleiehungen [c~l ~<~ N niemals grSger aIs 27 N* 
werden kann. Mithin ist 

Unsere Annahme~ dag die Formel (30) nieht nur ft~r kleine D, 
sondern ftir alle D riehtig ist, finder eine gewisse Stfitze darin, dag sie 
far sehr grol~e D ebenfalls stimmt. Ftir die Werte yon D n~mlieh, ftir 
welehe die reehte Seite der Formel kleiner als Eins wird, ist die linke 
Seite tats~ehlieh Null, da dann D > 2 7 N ~  ist. Man kiJnnte sogar 
glauben, dag die Formel (30) ffir ~ = 0  aueh noeh riehtig w~re. 

Um nun die Gesamtzahl aller Polynome f ( x )  mit zykliseher 
Gruppe zu erhalten, hat man die Summe Nz(N ) fiber file K~irper K 
zu bilden. Aus (30) folgt 

s = E z ( x ) <  Z ~ x~ F~ -'+~ 
/s K 

oder wegen (11) 

summiert tiber alle m d e r  Gestalt (10) mit m ~ 2 7 N ~ .  

9) C.L. Siegel, Aeta arithmetie~ 1 (1935), S. 84, Formel (3). 
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Um diese Summe abzuschatzen, beachten wir, dag alle in Frage 
kommenden Zahlen m sigh durch dig Form x~+x~/+y ~ darstellen 
lassen, and zwar im Fall (10a) in 12 .2  r Weisen, im Fall (10b) in 
1 2 . 2  r-1 Weisen. Mithin ist 

x~ y 

sammiert tiber alle x und y mit x2+xy+y~V-~N~ and xy=~O. 
Schiitzt man sehliel~lich diese Summe in bekannter Weise durch ein 
Integral ab~ so kommt 

S < kl N 2+~ ~. 

Ftir die Haufigkeit der, Gleiehungen 3. Grades mit alternierender 
Gruppe gilt demnaeh vermutlieh 

(,31) S N-~+2~ ~-~ < kl (~ beliebig posifiv). 

(Eingegangen: 28. IX. 1935.) 
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