
Die Natur des Reduzibilit~tsaxioms. 

Von Friedrich Waismann in Wien. 

In dem Anfbau der Mathematik, wie er in dem grundlegenden 
Werk der logischen Sehule, in den ,Principia Mathematica :~ 1), durch- 
geftihrt ist, spielt das sog. Reduzibilitittsaxiom eine hervorragende 
Rolle. Dies Axiom besagt ~): fiir j ede b e l i e b i g e  A u s s a g e f u n k t i o n  
? x  gibt  es s te t s  eine pr i~dikat ive  A u s s a g e f u n k t i o n  ~ ! x :  

A 

die mit ~x formal  i~quivalent ist. Das Reduzibilit~itsaxiom soll 
also den r yon beliebigen Funktionen zu pr~dikativen er- 
mSglichen und dadurch die Sehwierigkeiten beseitigen, welche die 
Aufstellung der sog. verzweigten Hierarchies) mit sich bringt. Im 
Rahmen der ,Principia Mathematica" ist ein solehes Axiom unent- 
behrlieh. Ohne dasselbe oder ein ihm gleiehkommendes wtirde die 
dort entwickelte Theorie der reellen ZahIen. die wesentliche Grund- 
lage der Analysis, zusammenbreehen. Andererseits hatten schon R u s s e 11 
und W h i t e h e a d  bei Aufstellung dieses Axioms instinktiv gefiihlt, da~ 
dasselbe einen anderen Charakter besitzt als die iibrigen Grundsiitze 
der Logik und dal~ ihm nicht derselbe Grad der Gewil~heit zuge- 
schrieben uerden daft; da abet die eigentliche Natur des Axioms 
im Dunkeln blieb, haben sich die Verfasser damit begntigt, ihr Werk 
so anzuordnen, da~ an jedem Punkt zu erkennen is L welche Si~tze 
yore Reduzibilitiitsaxiom abhi~ngen und welche nieht. 

Die Siitze der Logik besitzen eine Eigensehaft, die sie charak- 
teristisch yon allen tibrigen S~ttzen nnterseheidet: sie sind Tauto- 
logien. Eine Tautologie ist ein Satz: der auf Grund seiner blol~en 
Struktur wahr ist. Genaner gesprochen: eine Tautologie ist eine 

1) Whitehead nnd Russell, Prineipia Mathematica, Cambridge. 'I, 
1. Aufl., 1910, 2. Aufl., 1925, II, 1912, II[, 1913. 

2) 1. c. 1) I, 1. Aufl., S.59 und S. 174. 
3) 1. c. 1) I, 1. Aufl., S. 51. Vergl. auch Rumsey: Proc. London Mathem. 

Soc. II~ 23, 1925, S. 3567 358f. 



144 Friedrich WMsm~nn, 

Wahrheitsfunktion~ die bei allen Wertverteilungen ihrer Argumente 
wahr bleibt~). Ein Satz der Logik teilt daher keine Sachlage mit. 
Zur Mitteilung yon Sachlagen sind nur Satze brauehbar, die die 
Fahigkeit haben~ auch falseh zu sein (wenn die im Satz behauptete 
Saehlage nicht besteht). Das ist aueh der Grund: warum die S~itze 
der Logik der Prtifung dureh die Erfahrung entzogen sin& Einen 
Satz dutch die Erfahrung prtifen, bedeutet ja~ ihn mit der Wirklich- 
keit (mit einer wirkliehen Saehlage) vergleichen. Eine Tautologie 
hingegen drtickt weder das Bestehen noeh das Niehtbestehen einer 
Saehlage aus; sie kann daher dureh die Erfahrunff weder bestiitigt 
noch widerlegt werden. Eine Tautologie mug, um mit Le ibn iz  zu 
spreehen, in j e d e r  Welt wahr sein~ nicht blo$ in unserer .  Ist ein 
Satz nur in unserer Welt wahr, so ist das ein sicheres An- 
zeiehen daftir~ da~ er keine Tautologie ist und nieht in die Logik 
gehSrt. 

Dem yon Russe l l  und W h i t e h e a d  geftihlten Bedenken l~igt 
sich jetzt pr~zise Ausdruck verleihen in dem Satz : Das Reduzibi l i -  
t i~tsaxiom stel l t  - -  im Gegensatz zu den logischen Grunds~ttzeu - -  
ke ine  T a u t o l o g i e  da r  und seine Einftihrung in die Logik ist 
nieht zu entschuldigen. Der Nachweis dieser Tatsaehe soll der Zweek 
der iblgenden Mitteilung sein. 

Wenn das Reduzibilitiitsaxiom eine Tautologie ist~ so mul~ es 
in jeder Welt gelten~ nieht blo~ in der unsrigen. Wenn wir also 
eine Welt konstruieren kSnnen, in der das Reduzibilitiitsaxiom nicht 
gilt, so wird damit gezeigt sein, dag es gewiI~ keine Tautologie ist. 
Wir denken uns eine Welt yon folgenden Eigensehaften 5): 

1. Es gibt in ihr unendlich vide Individuen. 

2. Jedes Individuum hat unendlich vide pri~dikative Eigen- 
sehaften. 

3. Es soll keine zwei Individuen geben, die alle priidikativen 
Eigenschaften gemeinsam haben. 

4. Kommt eine pri~dikative Eigenschaft einem Individuum zu, 
so soll sie stets aueh einem zweiten zukommen. M. a. W. : 
es gibt keine pri~dikative Eigenschaf~ die ausschlietilieh 
einem Individuum zukiime. 

~) Vgl. Ludwig Wit t g e n s t e in, Logisch-philosophische Abh~ndlung, 4"46. 
8) Ygl. ~uch R~msey 1. c. S. 381. 
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Bedeutet nun ,a  ~ den Namen eines Individuums~ so ist die 
Klasse /c yon Individuen~ die alle prlidikativen Eigensehaften mit a 
gemeinsam haben, definiert dutch 

(~).~! x. ~ .  ~! a. 

Die so konstruierte Aussagefunktion ist gewi~ nieht pr~dikativ (denn 
sic appelliert an eine Gesamtheit yon pr~tdikativen Eigenschaften); 

^ 

bezeiehnen wir sic mit ~1 x. Nach dem Reduzibilitatsaxiom miil~te es 

dann eine pri~dikative Aussagefunkfion ~ x geben~ die mit ~ lx  for- 
mal ~iquivalent ist: 

~-: (3+):71x.-----x. ~ ! x .  

Eine solehe pri~dikative Aussagefunktion kann as aber nicht geben. 
Denn nach Annahme 3) stimmt kein Individuum in allen pr~dika- 
tiven Eigenschaften mit a tiberein; die Klasse k enth~lt ~/lso nur 
das einzige Individuum a. Auf der anderen Seite kommt jede prii- 
dikative Eigenschaft, wenn sic a zukommt~ naeh Forderung 4) auch 
einem zweiten Individuum zu. Folglich gibt es unter den priidika- 

^ 

tiven Funktionen keine, die mit 71 x umfangsgleieh w i i r e -  das 
Reduzibiliti~tsaxiom hat versagt. 

Es bleibt jetzt noeh das Bedenken zu priifen~ ob die soeben 
konstruierte Welt nicht etwa widerspruchsvoll ist~ d. h. ob nnsere 
vier Forderungen vertrgglich sind. Zu diesem Zweck wollen wir 
eine Abbildung der Dinge nnserer Welt auf einen andern Bereieh 
vornehmen, dessen Widerspruehsfreiheit bereits feststeht; dann wet- 
den auch unsere vier Forderungen zu keinem Widerspruch ftihren 
ki~nnen6). Der Bereieh R~ auf den wit die Dinge unserer Welt ab- 
bilden~ sollen die rationalen Zahlen sein. Jedem Individuum soll 
eine rationale Zahl entsprechen. Den pri~dikativen Eigenschaften 
der Individuen lassen wir Klassen rationaler Zahlen entsprechen 
naeh folgender Vorschrift: der rationalen Zahl r sollen alle offenen~ 
r enthaltenden und yon rationalen Zahlen begrenzten Intervalle ent- 
sprechen, soweit sic in den Bereich/~ fallen: d. h. die Durehschnitte 
dieser Intervalle mit R. Dann sind die Fordernngen 1 4 erffillt. 
Forderung 1 besagt: es gibt unendlich viele rationale Zahlen; For- 
derung 2: jede rationale Zahl r liegt in unendtich vielen Inter- 

6) Die Anregung zum folgenden Beweis verdanke ich Herrn R. C a r n ~ p .  

Monatsh. fiir Mathematik und Physik. XXXV. Band. 10 
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vallen~ Forderung 3: es gibt keine zwei rationale Zahlen~ die zu- 
gleich in allen Intervallen liegen; Forderung 4: jedes offene Inter- 
vall enth~tlt mehr ~ls eine rationale Zahl. Damit ist die Wider- 
spruchslosigkeit unserer Forderungen dargetan. 

Zum Schlusse sei noch hervorgehoben, da~ wir uns absicht- 
lich auf rationale Zahlen und auf konstruierbare Klassen beschr~inkt 
haben~ um die im Begriff des reellen Kontinaums resp. im Begriff 
der beliebigen Teilklasse liegenden Schwierigkeiten zu vermeiden 
Schwierigkeiten, die ja  zum Tell gerade in dem Charakter des Re- 
duzibilit~tsaxioms begrtindet sind. 


