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Bemer.kungen zu einer allflemeinen Ungleichung 
iiir Kurven. 

Von Hans Hornich in ~Vien, 

In einer ktirzlich erschicnenen Arbeit 1) habe ich gezeigt, dal~ die 
Menge aller Pankte der Ebene, welche von einer in dieser Ebene 
gelegenen Kurve C mit der Liinge L einen Abstand ~ d (d ~ 0) haben, 
einen Fli~cheninhalt ~ = d ~ + 2 L d hat; das Glcichheitszeichcn kann 
hiebei nur dann stehen, wenn C stetig differenzierbar ist und jeder 
Krcis durch drei Punkte von C einen Radius ~ d hat, Weiter wurde 
gezeigt, dal~ diese Bedingungen 1 falls die Endpunkte der Kurve einen 
Abstand ~ 2 d haben, auch hinreichend dafii r sind, dal~ das Gleichhcits- 
zcichen besteht. Hier  sollen nun einige Erwoitcrungen dieser Satzc 
gezeigt werden. 

Verallgemeinerung auf Kurven eines R,. 
In eincm R~ ist das Volumen einer n-dimcnsionalcn Kugel mit 

dem Radius d gegeben durch: 

2 

d" 

Eine einfaehe ~bertragung der Sehlasse der zitierte~ Arbeit er- 
gibt f~r die Kurven des 1in mit den Koordinaten x ~ . . .  x,~: 

Es sei C eine rektifizierbare Kurve der L~inge L im R,,  etwa 
yon der Form x~=x~(s) ( i =  11...  n), wo die xi(s) stetige Funktionen 
der Bogenlgnge s als Parameter seien ( O ~ s ~  L). Dann ist J~r die 
Menge aller Punkte des R~, die yon C einen Abstand ~ d  haben 
(d beliebige Zahl ~ 0)1 der n-dimensionale lnhalt 

n - - 1  n 

2 "2 

~ L V ~ - I ( d ) +  V,~(d)~L ~ d ' - l §  ~ d" 
1 

Dafiir, daft hiebei daS Gleichheitszeichen steht, sind die folgenden 
Bedingungen notwendig und hinreichend : 1. die Funktionen xi(s) sind 

~) Monatsh. ftir Math. und Phys. 47, 432--438. 
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stetig differenzierbar; 2. jeder Kreis durch drei Punkte~) von C hat 

einen Radius > d : 3. die Punkte s ~ 0 und s - -  L der Kurve haben 
einen Abstand > 2 d. 

Ist endlich C eine geschlossene Kurve. d. h. ist unter den n~m- 
lichen Voraussetzungen fiber C wie oben: x i ( O ) ~ x i ( L ) ( i ~ 1 , . . ,  n), 
so ist fiir die Menge aller Punkte des R~. die yon C einen Abstand ~_ d 
haben, der n-dimensionale Inhalt: 

Z 
72 

< LVn-1 l d ~ - - L  d n-1. 

DaNr, dag hiebei das Gleiehheitszeiehen steht, sind die folgenden 
Bedingungen notwendig und hinreiehend: 1. die Funktionen x~(s) sind 
stetig differenzierbar; 2. jeder Kreis dureh drei Punkte yon C hat, 
einen Radius > d. 

Sehlieglieh zeigen wir noeh, dag die Eigensehaft 2 Nr sieh sehon 
die Eigensehaft 1 naeh sieh zieht, woraus sieh eine entspreehende Ver- 
einfaehung der obigen S~tze ergibt. Es gilt: 

Ein Kontinuum C des R,~ sei so bescha~'en, daft alle Kreise, 
welche drei Punkte von C enthalten, einen Radius > d haben (d > 0). 

Dann ist C das topologische Bild entweder eines Kreises oder einer 
Strecke und ist stetig di~'erenzierbar. 

Nach unserer Voraussetzung enthitlt jeder Kreis des Rn mit 
einem Radius < d hiichstens zwei Punkte yon C: dann enthiilt jede 
zweidimensionale Kugelflache mit einem Radius < d ebenfalls hSchstens 
zwei Punkte yon C: denn irgend drei Punkte einer solchen Kugel- 
fli~che liegcn auf einem Kreis und jeder Kreis auf einer solchen Fliiche 
hat einen Radius < d. Analog schlie~t man weiter, daft jede k-dimen- 
sionale Kugel (k ~ n 1) mit einem Radius < d h~ehstens zwei Punkte 
aus C enthalten kann. 

Da nun die n-l-dimensionalen Kugeln des R,  die Begrenzungen 
der n-dimensionalen Kugeln darstellen, so folgt aus dem obigen sofort, 
da~ das Kontinuum C eindimensional, also eine Kurve sein mu~ und 
weiter, da~ jeder Punkt dieser Kurve in einer sich auf ihn zusammen- 
ziehenden Fo]ge yon Kugeln liegt~ deren Begrenzungen hiichstens zwei 
Punkte yon C enthalten: die Kurve C hat also in jedem ihrer Punkte 
die Ordnung 1 oder 2: naeh bekannten S~ttzen 3) ist dann C entweder 
ein topologiseher Kreis oder eine topologische Strecke. 

~) Dabei sollen Punkte mit verschiedenen s stets als verschieden gelten. 
8) Vgl. Menger, Kurventheorie 1932, S. 267. 
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Wir haben also nur noeh die stetige Differenzierbarkeit yon C 
naehzuweisen. Das gelingt ohneweiters mit Hilfe der in der frtiheren 
Arbeit entwiekelten Methode. Sei C zun~ehst eine topologisehe Streeke. 
Seien ferner ~1 P2 P3 drei Punkte dieser Kurve. so d a $ P s  zwisehen 
/)1 und P3 liegt; mit al as a3 bezeiehnen wir die Seiten, mit % 72 ~3 
die Winkel des Dreieeks P1 P2 P~- Betraehten wir die so gebildeten 
Dreieeke, so wird wegen der (gleiehmiiiiigen) Stetigkeit der auftretenden 
Funktionen mit a s ~  0 auch at und a~-~ 0 streben und zwar gleieh- 
miil~ig, genauer: ftir Gin beliebig vorgegebenes s > 0 gibt es ein ~(z)> 0, 

so da$ ftir jedes Punktepaar /)1 P3 aus C mit P1 P3--a2 <~(sJ und ftir 
jeden Punkt Ps zwisehen Px und P.~ auch T~ Ps- -aa  < ~ und P 2 / ) 3  ~ a l  < $ 
gilt. 

Legen wir dureh /)1 Ps Pa einen Kreis (der auch in eine Gerade 
ausarten kann)~ so ist dessen Radius naeh Voraussetzung > d ,  also: 

R ai > d oder 
2 sm ? i -  

a i ~ 2 d  sin ~i ( i - - 1 , 2 , 3 ) .  (*) 

Wit halbieren die Strecke P~ P3 und legen um den Halbierungspunkt 

als Zentrum einc n-dimensionale Kugel mit dGm Radius 2 ~-, deren 

Oberfifiche daher durch P1 und P3 geht. Ist nun as < 2 d ,  so daft  
nach Voraussetzung auger /)1 und P3 "kein weiterer Punkt auf der 
Kugeloberfiiiche liegen. Es mug daher dann der P~ enthaltende Kurven- 
bogen von C entweder ganz im Innern oder ganz im ~ul~ern der 

Kugel liegen. Wir zeigen, dab fiir hinreichend kleine a s - - P ~  P3 der 
Kurvenbogen zwischen /)1 und P~ stets im Innern der Kugel liegt. Es 
gentigt dazu offenbar, dies yon einem Punkt dieses Bogens zu zeigen. 
und zwar zeigen wir dies ftir einen zwisehen P~ und P~ gelegenen 
Punkt yon C, welcher "con /~ und Ps gleiehen Abstand hat. Nennen 
wir diesen Punkt ftir den Augenblick /)2, so ist mit Anwendung der 
frtiheren Bezeichnungsweise hier a l - - a  3 und % - -  ,% und 2 ~ + ~ s - - W .  
Fiir hinreichend kleines as ist hurl auch a~ und as beliebig klein: 
naeh den Ungleiehungen (*) ist dann aueh sin q)i--sinq)a beliebig 
klein. Da nun 2 % + ~ - - =  ist, mul~ endlich flir hinreichend kleines as 
auch %-- ,% beliebig klein werden. Ist nun a s so klein gewiihlt, 

e 

daft % - - %  <~-aus f i i l l t ,  so kann Ps nieht aul~erhalb eines Halb-_ 

kreises um /)1 /)3, also augerhalb der oben definierten Kugel liegen, 

da ja sonst % < ~ und ? ~ 7 3  > u sein mti'fite. Also liegt ftir hin- 
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reiehend kleine a2 - -P1  P8 der Punkt _P~ und damit der ganze Kurven- 
bogen zwischen P1 und P3 innerhalb der Kugel um P1 -P3 als 
Durchmesser. 

Damit ist weiter gezeigt, daf fiir hinreiehend kleine a s - - I t  P3 
und ftir beliebige Punkte P~ zwisehen P1 und P3 der Winkel ?~ be- 
liebig nahe an ~: liegen muff, wiihrend q~ und ~a beliebig klein werden: 
denn durCh Wahl eines hinreichend kleinen a~ werden auch al und a s 
beliebig klein und wegen (*) kSnnen auch die sin "~ ftir alle i beliebig 
klein gemaeht werden: weil Ffir hinreiehend kleine a 2 aueh P2 inner- 

halb der Kugel-mit /)1 P3 als Durchmesser liegt, muf ~2 > ~- sein, 

also ~2 beliebig nahe an r: and ~1 and ~3 beliebig klein sein. Daraus 
folgt aber. genau wie in der zitierten Arbeit ohneweiters die stetige 
Differenzierbarkeit yon C. 

Ist schlie~lich C ein topologischer Kreis, so kSnnen wir aufjeden 
aus C herausgegriffenen Bogen die vorstehenden ~berlegungen an- 
wenden, woraus sofort die stetige Differenzierbarkeit auch in diesem 
Falle folgt. Damit ist auch der angekiindigte Satz vollstiindig bewiesen. 
Im Zusammenhang mit den friiheren Resultaten folgt dann sofort auch, 
da~ die Mengr der Punkte des R,, die yon C einen Abstand ~ 
haben, das n.dimensionale u L V,,-I(~)§ V,~(~) oder L V,~ i i~) 
hat, je nachdem C eine topo!ogisehe Strecke oder ein topologischer 
Kreis ist: dabei bedeutet L die L~tnge yon C und ~ eine beliebige 
positive Zahl ~ d, welche im Fall, daft C eine topologische Strecke 
ist, noch ~ der H~ilfte des Abstandes yon Anfangs- und Endpunkt 
yon C sein soil. 

(Eingegangen: 4. X. 1939.) 


