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Eine Aufgabe tber trilinear verwandte Felder.
Von Theodor Schmid in Wien.

Es sei die trilineare Verwandtschaft vorausgesetzt, welche
zwischen Grundriff, Aufriff und Kreuzrifi besteht.

Die drei Bilder P', P", P'"" eines Punktes P kionnen nicht
beliebig, sondern nur als Eckpunkte eines Rechteckes gewhlt
werden, Der Ursprang O des Projektionssystems ist dann nur
insoweit bestimmt, als er auf einer gewissen Gteraden liegen mulf.
Der vierte Eckpunkt des gewiihlten Rechtecks bildet ndmlich die
vereinigten Projektionen M', M", M'" eines Punktes M der Koinzi-
denzgeralen m, deren vereinigte Projektionen =/, m'’, m'" den
inneren oder dulleren Winkel des Rechteckes halbieren. ) Auf dieser
Geraden mufy der Ursprung O liegen, Ist auch der Drehungssinn
fir die Vereinigung der Grund- und Kreuzrilebene mit der Aufrifi-
ebene freigestellt, so kann sowoh! die Halbierungsgerade des Innen-
als auch jene des Auflenwinkels des Rechtecks als m/', m'’, m'"" gelten.

Die dreiSpuren ¢, ¢,,¢ einer Ebene ¢ kénnen be-
liebig gewidhlt werden. Der Ursprung O des Pro-
jektionssystems ist dann dreideutig bestimmt.

Zieht man durch den Schnittpunkt H von e, und e, eine
Gerade ¢ als Bildachse fiir den Grund- und Aufriff, ferner durch
den Schnittpunkt J von ¢, und e, eine Gerade @ normal zu ¢ als
Bildachse fiir den Aufriff und Kreuzril), so ergeben @ und ¢ einen
Schnittpunkt O, ferner @ und e, cinen Punkt X, sowie ¢ und e,
einen Pankt X,. Soll O der Ursprung des Projektionssystems sein,
so mufh OX, X; ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck sein.
Beschreibt nun die Gerade ¢ das Strahlenbiischel H, so beschreibt a
ein gleichlaufend kongruentes Strahlenbiischel J und der Punkt O
den Kreis £ mit dem Durchmesser HJ. Die Halbierungsgeraden
des Winkels O beschreiben Strahlenbiischel mit den Endpunkten
M und N des zu HJ normalen Kreisdurchmessers als Scheitel.
Die Verbindungsgerade # von X, und X, umhillt eine Kurve
1I. Klasse /, welche ¢, im Schnittpunkte L, von & und e, sowie e,
im Sechuittpunkte K; von % und e, berithrt, weil X, und X; auf
¢, und e; zwei projektive Punktreihen bilden. Auch  die Kreis-
tangenten fiir H und J werden von dieser Kurve beriihrt, so daf
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der Mittelpunkt auf M N liegen muff. Zieht man durch jeden
Punkt X; eine Normale y zu dem entsprechenden Strahle M 0 des
Biischels M, so umbhiillen diese Geraden y eine Parabel p, welche’
ehenfalls die Gerade ¢; bertihrt. Sie hat den Punkt H als Brenn-
punkt und die Gerade K, N als Scheiteltangente, wie gleich spiter’
gezeigt werden soll. Der Kegelschmtt ! und die Parabel p haben’
aufler e; noch drei gemeinsame Tangenten, in welchen je eine
Gerade x mit der entsprechenden Geraden y zusammenfillt, so dafy’
0X,X; ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck wird, womif
die drei moglichen Lagen des Ursprungs O gefunden sind.

Jeder Strahl ¢ des Biischels J schreidet die entsprechende’
Tangente y der Parabel p stets unter dem Winkel von 45%; daher’
beschreibt der Schnittpunkt P von @ und y eine Linie f dritter
Ordnung, vierter Klasse, welche J als Doppelpunkt und p als
dreifach berithrenden Kegelschnltt besitzt. ') Zieht man durch Xj
eine Normale 2 zur Achse ¢, so ist das ein Strahl des Kern~
biischels R, und zieht man durch P eine Normale w zur Achse «,
so ist das ein Strahl des Kernbiischels 7. Die Gteraden 2z und w
schneiden sich in einem Punkte @ des Strahles M 0. Die Gerade #
umhiillt eine Parabel p,, welche H als Brennpunkt und ¢ als
Scheiteltangente hat. Die Parabel p geht aus p, hervor dureh

Drehung von 45° um H und konforme Verkleinerung im Vers
hiltnisse sin 45:%1/5. Die Gerade w umbhiillt eine Parabel p,_;

welche aus p, durch Drehung von 90° um M hervorgeht; daher
hat p_ den Schnittpunkt # von JM mit der Kreistangente bei I
als Brennpunkt und die Gerade K, H als Scheiteltangente. Die
Linie fist die FuBpunktcurve der Parabel p,. Sie geht des-
halb durch den unendlich fernen Punkt der Scheiteltangente K I
sowie durch die absoluten Kreispunkte und muf auch p, dreithch

berithren. Der Kreis, welcher M als Mittelpunkt hat und MJ" als
Radius, geht auch durch J und schneidet die Scheiteltangente
von p_ in den Punkten G und H; daher sind JG und JH

die Tangenten aus J an p . Die erstere bildet einen Winkel von

45° mit ¢;, die letztere ist identisch mit e,. Die Doppelpunkts-
tangenten der Linie f sind zu diesen Geraden normal und bilden
daher einen Winkel von (g, e; — 45%. Ist der Winkel ¢, ¢; = 18D°,
so wird die Linie f eine Fokale des Quetelet, und zwar eine
Strophoide, nimlich es wird JM die Achse und J N die Direktrix
der Parabel p . Fiir ¢, e, = 90° ergibt sich eine Ophiuride, weil
K, H in ¢, iibergeht. Fiir ¢, ¢, = 45° hat die Linie f einen Riickkehr-

7 1) ,Uber Beriihrungskurven und Hilltorsen der windschiefen Helikoide®,
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punkt und fiir e, e; <C4H° einen isolierten Punkt. Projiziert man
die drei Schnittpunkte der Linie f und der Geraden e, aus J auf
den Kreis &, so erhdlt man wieder die drei moglichen Lagen des
Ursprungs 0. Die Linie f hingt nur von der Strecke HJ und
von dem Winkel e¢,e; ab, #ndert sich also nicht, wenn ¢, das
Biischel H beschreibt. Ist der Drehungssinn fiir die Vereinigung
der Grund- und Kreuzrifiebene mit der Aufriflebenc freigestellt,
so kann auch statt des Punktes M der Punkt N beniitzt werden,
was drei weitere Losungen ergibt.

Die Gerade y schneidet ¢, in einem Punkte Y,. Verbindet
man diesen Punkt durch eine Gerade d mit J, so ist jedem Strahle ¢
des Biischels H ein Strahl d des Biischels J zugewiesen. Jedem
Strahle d von J entsprechen aber zwei Strahlen ¢ und ¢ von H,
denn aus Y, gehen an die Parabel p zwei Tangenten #, ¢', welche
die Gerade ¢; in zwei Punkten X, X/ schneiden. Projiziert man

diese zwei Punkte aus I, so erhiilt man die entsprechenden Straklen
¢ und ¢’. Andert sich Y, auf ¢;, so entsteht eine Tangenteninvolution
der Parabel p, die auf der Tangente ¢, eine Punktinvolution ab-
schneidet; daher bilden die Strahlen ¢, ¢ eine Strahleninvolation,
welche dem Biischel J projektiv ist, Jeder Strahl d wird von dem
entsprechenden Strablenpaare ¢, ¢’ in einem Punktpaare D, D' ge-
schnitten, wodurch eine Linie ¢ dritter Ordnung vierter Klasse
entsteht, welche H als Doppelpunkt und J als einfachen Punkt
besitzt. 1) Rilckt der Punkt ¥, in den Brennpunkt H von p, so
besteht das Tangentenpaar aus den Verbindungsgeraden von H mit
den absoluten Kreispunkten. Diese Verbindungsgeraden sind aber
zugleich die Strahlen, welche ihre Schnittpunkte mit e; aus H pro-
jizieren. Daraus folgt einerseits, daf die Strahleninvolution H eine
symmetrische ist, anderseits, daf dem gemeinsamen Strahle e, die
Verbindungsgeraden von H mit den absoluten Kreispunkten ent-
sprechen, welche somit die Doppelpunktstangenten sind. Der Punkt H
ist also stets ein isolierter Punkt. Im Biischel J entspricht dem ge-
meinsamen Strahle e, die Gerade JN, welche sohin die Tangente
der Linie ¢ fir den Punkt J ist. Das Punktpaar, welches auf dem
Strahle e, liegt, besteht aus dem Schnittpunkte mit ¢, und aus dem
Bertihrungspunkte der Parabel p. Die Linie ¢ ergibt mit dem
Kreise & auller { und J noch drei Schnittpunkte, fir welche das
Dreieck D X; Y, ein gleichschenkliges, rechtwinkliges wird, womit
wieder die drei moglichen Lagen des Ursprungs O gefunden sind.
Die Strahleninvolution H schneidet auf dem Kreise & eine symme-
trische Punktinvolution ab. Das zugehorige Parallelstrahlenbiischel
aus dem Involutionszentrum erzengt mit dem Biischel J eine
Parabel, welche mit dem Kreise & aufier J noch drei Schnittpunkte
liefert, und diese sind ebenfalls die drei moglichen Lagen des
Punktes O.
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