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Eine Aufgabe t~ber tvilinear verwandte Felder. 

Von Theodor Schmid in Wien. 

Es sei die trilineare Verwandtschaft vorausgesetzt~ welche 
zwischen Grundril3~ Aufril3 und Kreazril~ besteht. 

Die drei •ilder P'~ P", P'" eines Panktes P kSnnen nicht 
beliebig~ sondern nat  aLs Eckpunkte  eines Rechteckes gew~thlt 
werden. Der Ursprung 0 des Proiektionssystems ist dann nut  
ii)soweit bestimmt, als er auf einer gewissen Geraden liegen mal l  
Der vierte Eckpunkt  des g'ew~thlten Rechtecks bildet ni~mlich die 
vereinigten Projektionen M'~ M", M'" eines Punktes M der Koinzi- 
dcazgera:len m~ deren vereinigte Projektionen m'~ m'~ m m : den  
inneren oder iiul~eren Winkel des Rechteckes ha|bieren. 1) Auf dieser 
Geradcn mul~ der Ursprung O liegen. Ist auch der Drehungssinn 
f~ir die Vereinigung dcr G r a n d - a n d  Kreuzril3ebene mit der Aufril~- 
ebene fi'eigestellt, so kann sowohl die Halbierungsgerade des Innen- 
als auch jene des Aul3enwinkels des Rechtecks als m'~ m"~ m"' gelten. 

D i e  d r e i S p u r e n  el~ e ~ e  3 e i n e r  E b e n e  ~ k s n n e n  be ,  
l i e b i g  g e w i t h l t  w e r d e n .  D e r  U r s p r u n g  0 d e s  P r o -  
j e k t i o n s s y s t e m s  i s t  d ~ n n  d r e i d e u t i g  b e s t i m m t .  

Zieht man durch den Schnittpunkt: H yon e~ und e 2 eine 
Gerade c als Bildaehse ftir den Grand- and Aufril3, ferner durch 
den Schnittp~mkt J yon e~ u,~d e 3 eine Gerade a normal ztl c als 
Bildachse ftir den Aufrii3 und Kreuzrif~ so ergeben a und c einen 
S.chnittpunkt O, ferner a and e 1 cinen Punkt  X1, sowie c and e a 
emen Punkt  X:~. Soil 0 der Ursprung des Projektionssystems sein~ 
so mul30X~ X o ein gleichschenkliges, rechtwinkligesDreieck sein. 
Beschreibt nun die Gerade c das Strahlenbtischel//~ so beschreibt a 
ein gleichlaufend kongruentes StrahlenbtischeI J and der Punkt  O 
den Kreis ]~ mit dem Durchmcsser HJ.  Die Halbierungsgeraden 
des Winkels 0 beschreiben Strahlenbfischel mit den Endpunkten 
M and N des zu H J  normalen Kreisdurchmessers als Scheitel. 
Die Verbindangsgerade x yon X l and X a umhtillt eine Kurve 
II. Klasse l, welche e~ im Schnittpankte L~ yon k a n d  el~ sowie e~ 
im Schnittpunkte K 3 yon k and e 3 bertihrt~ well X 1 and X.~ auf 
e I and e:~ zwei proiektive Panktreihen bilden. Auch die Kreis- 
tangenten s H and J werden yon dieser Kurve bertihrt~ so dal3 

1) ,,Ober das Koinzidenzproblem ~. Monatshefte fiir Mathematlk and Physik. 
iV., VI. VII. Juhrg~ng. 
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der Mittelpunkt auf M N  liegen mug. Zieht man durch jeden' 
Punkt X~ eine Normale y zu dem entsprechenden Strahle MO des 
Btischels M, so umhtillen diese Geraden 2/ eine Parabel 19, welche 
ebenfalls die Gerade e 3 bertihrt. Sie hat den Punkt H als Brenm" 
punkt und die Gerade K 3 N als Scheiteltangent% wie gleich spRter" 
gezeigt werden sell. Der Kegelschnitt l und die Parabel _p haben 
auger ea noch drei gemeinsame Tangenten, in welchen je eino 
Gerade x mit der entsprechenden Geraden y zusammenfiillt, so dal~' 
OX1X 3 ein gleichschenkliges~ rechtwinkliges Dreieck wird, womi~ 
die drei m~iglichen Lagen des Ursprungs 0 gefunden sind. 

Jeder Strahl a des Biischels J schneidet die entsprechende 
Tangente y der Parabel p stets unter dem Winkel yon 45~ daher" 
beschreibt der Schnittpunkt P yon a und y eine Linie f dritter' 
Ordnung~ vierter Klass% welche J als Doppelpunkt und p als ~ 
dreifach bertihrenden Kegelschnitt besitzt. 1) Zieht man durch A~ 
eine l~ormale z zur Achse c, so ist das ein Strahl des Kern- 
btische]s R'"~ und zieht man durch P eine l~ormale w zur Achse a, 
so ist das ein Strahl des Kernbtischels T'. Die Geraden z und w' 
schneiden sich in einem Punkte Q des Strahles MO. Die Gerade z ~ 
umhtillt eine Parabel p~ welche H als Brennpunkt und e~ als" 
Scheiteltangente hat. Die Parabel T geht aus _p~ hervor dutch ~ 
Drehung yon 450 um H und konforme Verkleinerung im Ver: 

1 -- 
h~tltnisse sin 45 ~ ~- 1/2. Die Gerade w umhtillt eine Parabel p~:, 

welche aus p= durch Drehung yon 900 um M hervorgeht; daher 
hat Pw den Schnittpunkt ~ yon J M  mit der Kreistangente bei H 
als Brennpunkt und die Gerade K:j H als Scheiteltangente. Die 
L i n i e f i s t d i e F u g p u n k t c u r v e  de r  P a r a b e l p  . Siegeht des- 
halb dutch den unendlich fernen Punkt der Scheiteltangente K 3 H 
sowie durch die absoluten Kreispunkte und mug auch p~ dreiihch 
bertihren. Der Kreis, welcher M als Mittelpunkt hat und M F  als 
Radius: geht auch durch J und schneider die Scheiteltangente 
yon p,, in den Punkten G und H;  daher sind J G  und J H  
die Tangenten aus J an P~. Die erstere bildet einen Winkel yon 
45 omit  es~ die letztere ist identisch mit es. Die Doppelpunkts- 
tangenten der Linie f sind zu diesen Geraden normal und bilden 
daher einen Winkel yon (es e 3 - -  45~ Ist der Winkel e2 es = 135~ 
so wird die Linie f eine F o k a l e  des  Que te l e t~  und zwar eine 
S t r o p h o i d %  niimlich es wird J M  die Achse und J N  die Direktrix 
der Parabel Pw" Ftir es es ~---90 o ergibt sich eine O p h i u r i d %  weil 
K s H in e 2 tibergeht. Ftir e~ e~ = 450 hat die Linie f einen Rtickkehr- 

1) ,tTber Beriihrungskurven und I-Iiilltorsen der windschiefen Helikoide". 
Sitzungsber. d. kais. Akademie d. Wissenschaften in Wien. Band XCIX. S. 5, 
Note 1. 

Emil W e y r .  Theorle der mehrdeutlgen geometrisehen Elementargebilde, 
IIL Tell. Note C. 
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punkt und far es e s ~ 450 einen isolierten Yankt. Projiziert man 
die drei Sehnittpunkte der Linie f and der ~eraden e 1 aus o r auf 
den Kreis k~ so erh~lt man wieder die drei mSgliehen Lagen des 
Ursprungs O. Die Linie f htingt nut yon der Streeke H J  und 
yon dem Winkel e~e~ ab~ ~tndert sieh also nicht~ wenn e 1 das 
Biisehel H besehreibt. Ist der Drehungssinn ftir die Vereinigung 
der Grund- und Kreuzril~ebene mit der Aufril3ebene freigestellt~ 
so kann auch statt des Punktes M der Punkt N benittzt werden~ 
was drei weitere Lssungen ergibt. 

Die Gerade y schneider e I in einem Punkte Y1. Verbindet 
man diesen Punkt dutch eine Gerade d mit J~ so ist jedem Strahle c 
des Btisehels H ein Strahl d des Btischels J zugewiesen. Jedem 
Strahle d yon J entspreehen abet z w e i  Str~hlen c undc '  yon H~ 
denn aus ]7, gehen an die Parabel io zwe i  Tangenten y~ y'v welehe 
die Gerade e 3 in zwei Punkten X~ Xs schneiden. Projiziert man 
diese zwei Puukte aus H~ so erh~ilt man die et~tspreehenclen Strahlen 
c uncl c'. A_ndert sich Yt auf e~, so entsteht eine Tangenteninvolution 
der Parabel joy die auf der Tangente e~ eine Punktinvolution ab- 
schneidet; daher biiden die Strahlen c~ c' eine Strahleninvolutionv 
welehe dem Biisehel J projektiv ist, Jeder Strahl d wird yon dem 
entsprechenden StrahIenpaare cv c' in einem Punktpaare D, D' ge- 
schnitten~ wodarch eine Linie i dritter Ordnung vierter Klasse 
entsteht~ welehe H als Doppelpunkt und d als elnfaehen Punkt 
besitzt, t) Riickt der Punkt Y~ in den Brennpunkt H yon pv so 
besteht das Tangentenpaar aus den Verbinclungsgeraclen yon H mit 
den absoluten Kreispunkten. Diese Verbindungsgeradea sind aber 
zugleich die Strahlen~ welehe ihre Sehnittpunkte mit e~ aus H pro- 
jizieren. Daraus folgt einerseits~ dal~ die Strahleninvolution H eine 
symmetrisehe ist, anderseits~ da/3 dem gemeinsamea Strahle e 2 die 
Verbindungsgeraclen yon H mit den absolaten Kreispankten ent- 
spreehen~ welehe somit die Doppelpanktstangenten sind. Der Punkt H 
ist also stets ein isolierter Punkt. Im Biisehel J entspricht dem ge- 
meinsamen Strahle e~ die Gerade JNv welehe sohin die Tangente 
der Linie i far den Punkt J ist, Das Punktpaar~ welches auf dem 
Strahle % liegt~ besteht aus dem Sehnittpunkte mit e~ und aus dem 
Bertihrungspunkte der Parabel /9, Die Linie i ergibt mit dem 
Kreise lc auger H und J noeh drei Sehnittpunkte~ far welehe das 
Dreieek D X  3 I~ ein gleiehschenkliges~ reehtwinkliges wird~ womit 
wieder die drei mSgliehen Lagen des Ursprungs 0 gefunden sind. 
Die Strahleninvolution H schneidet auf dem Kreise ]c eine symme- 
trisehe Punktinvolution ab. Das zugeh~rige Parallelstrahlenl~tischel 
aas dem Involutionszentrum erzeugt mit dem Biisehel J eine 
P~rabel~ welche mit dem Kreise k aul]er J noeh drei Se}mittpunkte 
liefertv and diese sincl ebenfalls die drei mSglichen Lagen des 
Punktes 0. 

l) Emil Weyr .  Theorle der mehrdeutlgen geometrischen Elemeatargebilde. 


