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Im folgenden soil eine Periodizit~itseigenschaft arithmetischer 
Reihen in bezug auf gegebene Modulnentwicke l t  werden, die in 
anderer Gestalt zum Teile yon E. B. C h r i s t o f f e l  1 formuliert ist 
und sodann yon O. S i m o n y  ~ als Erfahrungstatsache bei Trans- 
formation yon Torusknoten unabh/ingig entdeckt wurde. 

Seien a, b zwei positive, ganze,  teilerfremde Zahlen und sei 
ferner r,~, ~___ ~,~ b (mod a), 0 ~ r~, ~< a. Dieselben Reste sollen zur 
Unterscheidung yon im folgenden aus denselben ausgew/ihlten Rest- 
gruppen such mit dem oberen Index 1 versehen werden. Ferner 
seien r~, r~. . diejenigen dieser Reste in nattirlicher Reihenfolge 

(l~1 < 14,+1), ftir welche r].,.l> r ~ w/ihrend sonst immer r~ < r~+~. 
L,d -}-I 

Dann soll jede Zahlengruppe { r ; ,+ l  , r ~ ; . .  rl  innerhalb . t ~ + ~ . "  ~ . , + l j '  

deren also irgendein rll i+1 = r~f4-, b, a, ls ,>Umlauf  e r s t e r  O r d n u n g ~  

bezeichnet werden. Die Gliederzahl eines solehen ist offenbar 
= / q + l  oder = ki, je nachdem das erste Glied Q . . ,+ I<  0der ~ s~, 

i Siehe dessen Abhandlungen: ,,Observatio arithmetics<< (lateiniseh geschrieben), 
t874 und *Lehrsiitze tiber arithmetis~che Eigensehaften der Irrationalzahlen~, 
1888 (in C h r i s t o f f e I ' s  ,>GeSammelten mathemafisehen Abhandlungen@ Der Ver- 
fasser wurde erst naeh Formulierung seiner L6sung des gleichen Problems, welche 
die Aufstellungen S i m o n y ' s  erkliiren soltte, dutch Herrn Prof. Dr. Heinrich T i e t z e  
in Erlangen auf die Arbeifen C h r i s t o f f e l ' s  aufmerksam gemachL 

g Siehe dessert Abhandlungen :  ,,Ober eine Reihe neuer mathematischer 
ErfahrungssS.tze<<, II. Teil (im 87. Bande de r  SitZungsberiehte der kais. Akademie 
tier Wissenschaften, Wien 1883)~ sowie: ,{Jber eine Reihe neuer Tatsaehen aus dem 
Gebiete der Topol0gie<< (Math. Annalen, Bd. 24~ i883) und ergti, nzend Teile I und II[ 
tier ,>Mathematisehen Erfahrungssiitze~ (S!tzungsberichte Wien, B d. 85, 1882; 88, 
1883), sowie ~Neue Tatsachen auf dem Gebiete der Topologie, (Math. Annalen, 
Bd, 19, 1882). 
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wobei /q und s 1 durch: a - - k l b + s l ,  s ~ b  bestimmt sind. Im 
ersteren Fall sei der Umlauf als ,,gesteigert<< ((_71), im zweiten als 
,mormal~ (U1) bezeichnet. Der erste Umlauf, dargestellt durch die 
Zahlengruppe {0, b, 2 b. . .k~ b} ist ein gestdgerter. Im allgemeine1{ 
Symbol Oberschreiten die Reste r 1 nicht die Grenzen des Intervalls 
0 bis a. 

Es handelt sich im folgenden um die Gesetzm~tl3igkei t  il-I 
d e r  A u f e i n a n d e r f o l g e  der  z w e i e r l e i  U m l a u f s t y p e n )  Diese 
steht in Zusammenhang mit der Kettenbruchentwickluhg: 

a 1 

+-El' Z 

beziehungsweise dem Euklid'schen Algorithmus: 

a - -  k ,  b + s l ,  

b - -  t~ s l + s 2 ,  

s 1 ~ l~ 3 s ~ + s ~ ,  

s z . a  ----- kz -1  s z - 2 +  1 ; 

Sz- .2  ~ -  /~z. 

Nun sei die Gesamtheit eines gesteigerten und aller eventuell 
unmittelbar nachfolgenden normalen Uml/iufe erster Ordnung als 
.Umlauf zweiter Ordnung<< definiert, Ein solcher kan.n symbolisch 
durch die Anfangsglieder der ihn zusammensetzenden Um!/iufe 
e rs te r  Ordnung bezeichnet Werden, in der Form: 

{ r~ , . r  2 ,  r 2 
tx~ tx~+l ~ . . . .  lx~ +1_1 f'~ 

wobei etwa 

�9 Ix~-~-I ~ l x l + i +  1 ~ t x ~ + ( , _ _ l  ) 

uixd das Anfangsglied des 15~.chsten gesteigerten Umlaufs erster 
Ordnung r ~ +  1 gesetzt wird. Ersicht!icherweise nun {st in obigem 

Symbole r 2 ---~ r ~ + b - - s ~ ,  beziehungsweise allgemein r 2 - -  
�9 �9 I ~ + 1  lx~ Ix ~ + i  

---- r 2 1 ~ + b J - i s ~ '  daher die ,Gliederzahl - -  /~ oder k~d-l,, je nach- 

dem r ~  + b--k~, s~, d. i. r 21~+s~<: oder :>s j ,  oder, anders ge- 

a Von C h r i s t o f f e l  als , C h a r a k t e i ' i s t i k ~  bezeichnet' Derselbe Begriff 
wird yon ihm in erweitertem Sinne z u r  vollstiindigen Beschreihung yon I r r  a t i  o1~ a l- 
z a h l  en verwendet. 
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schrieben' r ~ , <  oder ~ s , 7 - &  .. Im ersteren Falle sei der Umlauf 

zweiter Ordnung als ,>normal<< (U2), im zweiten als >,gesteigert<~ 
(gT~) bezeichnet. Der erste Umlauf zweiter Ordnung, dargestellt 
dureh das Symbol: {O,b - - s l ,  b - - 2 s  , . . . .  b-- (k2- -1)s l}  ist ein 
normaler. Im al lgemeinen Symbol ist ff_ir jedes i > O  .2 

> rz~+~+ ~ und nur r ez~<r~,+~_~, also a fortiori kleiner als jedes 

andere r e �9 Stimtliche R e s t e r  ~ fallen in ein IntervalI < b und 1.,~ q-i' 

sind daher durch Reste < b  darstellbar. 
Es wird nun der ,,Umtauf dritter Ordnung<< definiert als die 

Gesamtheit  e in e s gesteigerten und aller eventuelt unmittelbar voran-- 
gehenden normalen Uml/iufe zweiter Ordnung. Ein solcher kann 
symbolisch durch die A~fangsglieder dieser Uml/iufe zweiter Ordnung 
bezeichnet werden in der Form: 

{y/3ua ~ 1 y3 . . . .  V3 

wobei etwa 
~-2  .--- ~.3 //-2 , ~ ~3 

und das Anfangsglied des dem n/ichsten gesteigerten unmittelbar 
vorhergehenden normalen Umlaufs zweiter Ordnung =: I< 3l~:;+1 (be- 

. e, 
ziehungsweise das des folgenden gesteigerten Umlaufs zweiter 
Ordnung ~ r ~ + l + j ) g e s e t z t  wird. In obigem Symbole ist nun 

ersichtlicherweise raz~-~i = rz~o+(i_l)+s~,a" daher die Gliederzahi des 

Symbols = k a + l  oder - - -  ka, je nachdem r~.,>+~+kass< oder 

=:>sl, d. h. je nachdem r 3z~+~ < oder __~s 3. Im ersteren Falle wird 

der Umlauf dritter Ordnung als ,gesteigert<< (Ua) , im zweiten als 
,>normal<, (U3) bezeichnet. Der erste. Umlauf dritter Ordnung, dar- 
gestellt durdh das Symbol {0, s2, 2 ss, . . . .  /ca s~} ist ein gesteigerter. 
Im al!gemeinen Symbol, wo rf.zc>ral.x3+l und sonst irgend ein 

~ + i < r ~ . ~ + i + l  , fallen s~mtliche R e s t e r  a in ein Intervall ~<S~ und 

sind daher dureh Reste <=s~ darstellb'ar. 
Die Uml/iufe dritter Ordnung entsprechen nun vSllig jenen 

erster Ordnung, sofern die R e s t e r  ~ durch die fa ,ersetzt werden, 
~eziehungsweise der Algorithmus mit s~ ~--- ]e~ ss 4- ss begonnen wird. 

Infolgedessen f0hrt die Fortsetzung des gleichen Verfahre>.s~ 
:lurch welches die Umlaufstypen zweiter und dritter Ordnung arts 
:lenen der ersten Ordnung her_geleitet wurdenl yon selbst zur 
Definition yon Umlaufstypen beliebig hoher Ordnungszahl, welclne 
~ich in bezug auf die Art der Fotge der dieselben zusammen- 
~etzenden Uml/iufe ngtchstniedrigerer Ordnunge zugleich mit de~"n 
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Charakter der ersten Uml/iufe yon Stufe zu Stufe umkehr t  
Symbolisch lassen sich die Uml/iufe ungerader, beziehungsweise 
gerader .Ordnungszahl in der Form schreiben" 

//2nil-1 f2nq-1  1/2/t-p1 
1• 21Z+l-F l~ Ix 2n+lq -2~ . . . .  I=2u+lq-* J ~ 

beziehungsweise 
i 

t'~v2 n r y g u  t 
\ lx2a~' --/x2a~q-i ~ 1.,~2a/@l--lf ' 

Die ersteren sind ,,gesteigert<< oder >>normal<< (~2,,+,, U2,~+~), d.h. 
yon der Gliederzahl ke ,~+l+l  oder k2,~+, , je nachdem das erste 
Glied r 2u+~ ~ oder ~.~s~,~+l. Die letzteren sind , ,norman oder 

[z2n+l-~l  

,>gesteigert<< (U~,,, 02,~), d. h. yon der Gliederzahl ks,, oder k~, ,+l ,  
je nachdem das erste Giied r ~, < oder ~-s2~_l--s2.,~. Der erste 

lx 2 n~ - - -  

Un~lauf ungerader Ordnungszabl, dargestellt durch das Symbol 
{0, s2,,, 2se,,.. .lee~+i sea,} ist ein gesteigerter, der erste Umlauf 
gerader Ordnungszahl, dargestellt durch d a s S y m b o l  {0, s2, 2 
- -sz , ,_ , ,  s2a,-2--2 sea, , .  �9 �9 sea,-2 @2,(--1) s2a,-,}, ein normaler. Die 
Reste  innerhalb eines Symbols fallen in Intervalle < s ~ u _ , ,  be- 
ziehungsweise <s2a,-2.  Was den Abschlul3 des-ganzen Systems 
der Uml/iufe betrifft, so wird derselbe durch einen e i n z i g e n  Um- 
] a u f  der  O r d n u n g  z gebildet, der, wenn m a n  periodische Wieder- 
holung derselben Reste ausschliel3t, .das ganze Restsystem rood a 
umfasst und die Periode tier in sieh z~rficklaufenden arithmetischen 
Reih.e darstellt. D i e s e r  U m l a u f ,  kurz  mit U(a,b) bezeichnet, ist 
s t e t s  v o m  n o r m a l e n  T y p u s ,  was im Falle eines geradzabligen z 
selbstverst/indlieh ist, ffir ein ungeradzahliges z jedoeh daraus folgt, 
"dal3 im Symbol dieses Umlaufs: {0, 1, 2, . . . .  k z } k ~ = 0  (mod &-2) 
ist und somit, well bereits auf die triviale Wiederholung der Periode 
z/ihlend, zu entfallen hat. 

Die dargestellte Zusammenfassung der Reste zu elnem System 
yon Uml~iufen lgl3t sich nun auch in dual entgegengesetzter Weise 
vollziehen, indem f~r die Benennung der Reste die Bedingung 
r , , ~  a vorgeschrieben wird. Dann wird zun~ehst der erste Umlauf 
erster Ordnung dutch Wegnahme.  des ersten Gliedes aus einem 
gesteigerten in einen normalen verwandelt und diese Umkehrung 
bewirkt im ganzen stufenfSrmigen Aufbau des Systems eine 
Umkehrung in Definition und Gesamteharakteristik der zweierlei 
Umlaufstypen, beziehungsweise eine Vertauschung derselben in 
bezug auf die geraden und ungeraden Ordnut)gszahlen. 

Der Verdeutlichung "mSge noch eine schematische 12Ibersicht 
dieser Ver.h/iltnisse dienen. 

Wird allgemein der gesteigerte Umlaut clef u-ten Ordnung 
mit ~ , ,  der norMal e mit U,~, die ganze Periode kurz mit U 
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bezeichnet, werden ferner im Sinne C h r i s t o f f e l ' s  auch die ein- 
zelnen Reihenglieder insofern unterschieden, als deren beide 
Type n  U o und Uo dutch die Ungl~ichungen Uo+ b < a, Uo+  b2> a ~ 
definiert werden, so ergibt sich foigendes zweifache Formelsystem: a 

A.  B. 

= Uo', Co = go 

2 ~t 
/-7k2 ,t~ +t 

' , .  ' ~  

f f i r  ~ = 2 ~ + I ~ U - -  U Uk~-- ~ U ~ f f i r Z = 2 ~  
z ~ z-I z-- +- 

Durch entsprechende Zerlegungen der einzelnen Umlaufs- 
typen im zweiten Forhaelsystem erh~.lt man unschwer  im 7Wege 
des Induktionsscb21usses d i e  allgemeine Christoffel'sche Formel:  
Un -~ c 1 c 2 . . . .  c~_~ 7,~-1 7,~-2 . . . .  7~ T c d nebst der parallelen Formel:  
U,~ ~ Q c 2 . . . .  c~ _~ cn-~ 7,~-~ 7,~-2 . . . .  7j 7 c d, unter Berficksichtigung 
der fo]genden Umbenennungen und Definitio.0en: U o ---~ c, U o - -  d, 
6" k ' - I  Z ~', C 7r d Z C1, s d Z .all, C~: '+1-1  -:'-- "('It, CCkt `II'+l-I dn. z c`i~_}_l, 

Bestimmte Speziaiisierungen der Umlaufssysteme entsprechen 
bestimmten Spezia!f~llen des ihnen zugrundeliegenden Kettenbruchsl 
So ergibt zun/ichst der Fall, wo s/imtliche k , =  1 sind u n d d e r  
bekanntlich die N/iherungsbrfiche des g o l d e n e n  S c h r ~ i t t e s  dar- 
~tellt, gewisse Ebmenta r fo rmen  der Umlaufssysteme,- tm allgemeinen 
~'olgen, wenn irgend ein k,~ w 1 ist, mehrere Uml/~ufe der hSheren 
,31iederzahl unmittelbar aufeinander, w&hrend diejenigen der geringeren 
~-liederzahl isoliert auftreten, was e ine  neue Dualit/it in tier Aug 
'assung der Uml~iufe ermSglicht  Ist z. B. k`i,= 1, so lassen sich 

a Durch x-4-b~-a wird im Sfnne der ersten Entwicldungswe~se ein Uo, im 
;inne der zweiten ein U o definiert, 

5 Hiebei dient c/as Symboi tier (nicht kommutat iven)  Multiplikation wie bei 
i m o n y und C h r i s t o f f e l  nu t  zur  8eze ichnung  der Aneinanderrei l iung yon G[iedern, 

~eziehungsweise Umliiufen. 
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unter Uberspringung der r-ten. Stufe im bisherigen Sinne, nach 
unver/indertem A!.ffbau der niedrigeren Stufen, d,.+~ und Ur+l in 
der Form angeben: 

beziehungsweise 

wobei k ~ + ~ + l ~  k~ gesetzt ist. 
Nun hat dmjenige Kettenbruch, ffir welchen im gew6hnlichen 

Sinne 

beziehungsweise 

w/ire, offenbar /e,'. - -  k'~+l+ 1 zum r-ten Teilquotienten, unterseheidet 
sich also, bei Gleichheit tier sonstigen Entwicklung, yon dem ur- 
sprfinglichen Kettenbrueh blog dutch Kontraktion der aufeinander- 
folgenden Teilnenner 1 und k~,+l, infolgedessen im ganzen der 

Restbrueh s t -2  dutch den Restbruch S r - l - - s ~ - 2  ersetzt er- 
S~.-- 1 S t _  1 

scheint. So hat also der auf die Einheit komplement{ire Charakter 
zweier R. estbrtiche nach identisch verlaufender Teilentwicklung die 
Umkehrung der beiden Umlaufstypen zur Fol)e.< 

E i n e  anschauliche Interpretation erfahren die entwickelten 
arithmetischen Tatsachen durch S t e r n v i e l e c k e ,  welche ja genau 
das geometrische Abbild auf einen Modul bezogener arithmetischer 
Reihen bilden. Und zwar erscheint zun/ichst irgend ein Anfangs- 
punkt ffir die Abgrenzung der einzelnen Uml/iufe erster Ordnung 
bestimmend, w/ihrend die Uml/iufe h~Sherer Ordnungszahlen nur 
a u s  eir/er bestimmten Art der Zusammenfassung jener entspringen, 
welche geometrisch such damit zusammenhiingt, wie die den 
Resten der algorithmischen Entwicklung entsprechenden Restbogen 
beim Aufbau der Sternvielecke in oszillierender Folge rechts und 
links vom Anfangspunkte zum erstenmale auftreten. 

Nun liiflt sich ein Sternviel'eck immer auch als  Projektion 
einer doppelpunktfreien Kurve auf einer Torus f l~ iche  auffassen,. 
wetch letztere die Ebene  des Sternvielecks in dessen Urn-und  

6 Dieser Zusammenhang erscheir~t auch. bei S i m o n y ,  und zwar topol0gisch 
formuliert; siehe dessen ,Mathematische Erfahrungsstttze<}, II, p. 10, und >,{)ber eine 
Reihe neuer Tatsachen auf dem Gebiete der Topologies, [I, p. 266. 
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Inkreis durchsetzt - -  und zwar in zweifacher Weise, je nach dem 
Drehungscharakter der die Kurve zusammensetzenden Windungen. 
Jede dieser Windungen entspricht dem Ubergang von einem Gliede 
zum andern in der zugrunde gelegten Zahlenperiode, beziehungs- 
weise einer Sternvielecksehne. Man kann dieselben ats ,>Quer- 
uml/iufe~ (,,Meridiankurven~,) von den ,,L/ingsuml~iufen~ (,,Breiten- 
kurven<,) unterscheiden, welch letztere je einen ,>Umlauf erster 

a 
Ordnung<, in sich einschliei3en. Die dem gegebenen Bruche ~ - e n t -  

sprechende Toruskurve kann topologisch charakterisiert werden 

dureh a L~.ngs, und b Queruml/iufe. Desgteichen kommt dutch b 
L/ings- und a Queruml/iufe gteiehen Sinnes eine Kurve zustande, 
welche durch Spiegelung mit der urspr~nglichen hom6omorph wird. 
Eine solche Kurve stellt im ganzen ein v e r k n o t e t e s  Gebilde'dar, 
indem, etwa nach der ersten Auffassung, die Queruml/i.ufe aus 
verschiedenen L/ingsuml/iufen einander in bestimmter Weise zwangs- 
l~iufig umwinden. 

Nun l~if3t sich nach dem Vorgang S i m o n y ' s  ein solches, yon 
ihm a!s , , K n o t e n v e r b i n d u n g , ,  bezeichnetes Gebilde immer derart 
transformieren , daft in der Folge des unmittelbaren Anschlusses 
irgend einer der L/ingsuml&ufe blol3 yon den ihm vorhergehenden 
umwunden wird und alle folgenden umwindet. In einer derartigen 
Transformation, wie sie z. B. in noch e twas  einfacherer Form Ms 
bei S i m o n y  durch beistehende Figur (ftir a - - 1 0 ,  b - - - 7 ) d a r -  
gestellt ist] erscheint das ganze Gebilde in bestimmter Weise in 
eine Folge yon immer dfinneren ,,Knoten,, aufgel6st, innerhalb deren 

7 Siehe hiezu aueh die Figurentafeln der Simony'schen Abhandlungen. 



t 2 0  E. Miil le  r, D~r Aufbau von Perioden arithmetiseher Reihen. 

d ie  f i i r d i e s e i b e n  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  >,Windur~gszahlen<< g e n a u  d u t c h  
die  G l i e d e r a n z a h l e n  d e r  a u f e i n a n d e r f o l g e n d e n  Uml~ iu ie  e r s t e r  O r d n u n g  
g e g e b e n  s ind,  so  dab  an  d e m  so  t r a n s f o r m i e r t e n  G e b i l d e  die  dar -  
g e s t e l l t e  G e s e t z m ~ i f ~ i g k e i t  d i r ek t  g e s t a l t l i c h  in E r s c h e i n u r ~ g  tritt, s 

s S i m o n y  hat diese an den Knotengebilden abgelesene GesetzmRtiigkelt in 
der Form yon zwei >,Typengleichungen<< dargestellt, welche sich, im Zusammenhange 
mit der Dualitiit der F~ille }'~t =-1  und l :  n > 1, dutch Vergleich mit elementareren 
Gebilden, die ihrerseits auf Gebilde niedrigerer Ordnung zuriickfiihren, als Rer 
kursionsformeln charakterisieren. Eine Darstellung dieser Formeln finder sieh in den 
zitierten Abhandlungen (siehe Anmerkung 2). Die Herleitung der beiden Typen- 
gleiehungen aus dem hier entwickelten Formelsystem vollzieht sich in einfazher 
Weise; nut ist hiebei zu beachten, daft Simo-ny zur Chai~akterisierung der Knoten- 
verbindung nut die  Windungszahlen der ~t~rtoten<~ ziihlt, weshalb jedesmal die 
Gliederzahl des letzten Umlaufs erster Ordnung, welcher im Sinne cler Transformation 
nut leer laufende Windungen enthiilt, in diesen Formeln auszufal.Ien hat. 


