
Sur la dimension de l'espace et I'extension des 
fonctions continues. 
Par G. Popru~enko (Varsovie). 

Le but principal de ee travail est d etabhr la g~n~ralisation 
suivante d'un th~or~me que j 'a i  publi6 dans l e v .  XV des F u n d a -  
m e n t a  M a t h e m a t i c a e i ) :  

Th6ori~me. Pour qu'un espace mdtri~ue sdparable E soit de 
dimension ~n~  il faut  et il suffit ~u'il existe pour tout ensemble 
fermd P o E  et pour toute fonction rdelle continue f (p)~ ddfinie sur 
cet ensemble~ une fonction cO (Io) ddfinie dans l'espace E entier~ con- 
tinue en tousles points de E~ saul aux points d'un ensemble de 
dimension ~ n - - l ~  et telle que 

(1) co(p)=/(p), 

pour p (P,  et 

(2) �9 (L) =/(P)-~). 

Dem. I. La ndcessitd. Tout espaee s4parable dtant, d'apr~s un 
thdor6me de M. H u r e w i e z S ) ,  hom6omorphe ~ un ensemble d'un 
espace compact de m~me dimension, nous pouvons ~videmment sup- 
poser d~s le d~but que l'on a: E c M, M dtant un espace m~trique 
compact de dimension ~ n convenablement construit *). 

L'ensemble P c E  ~tant ferm~ relativement ~t E,  on a: P - - P E ,  
ce qui donne: E - - - P c M - - P .  Posons: 

1) Sur une pro~vridt d des espaces O-dimensionnels~ p. 219. 
3) ~ous ddsignons par g(Z) l'ensemble des valeurs de la fonction g(p) 

o~ p~Z. 
3) V. p. ex. K. Menger.  Dimensionstheorie, 1928~ p. 280. 
4) Pour n ~ l  on peat m6me supposer, selon un thdor~me des M. M. 

Stepanoff  et Tumarkin,  que M est un continu iordanien au plus n-dimen- 
sionnel (v. Fund. Math. XII, p. 46). 

Monatsh .  flit Mathemat ik  and  Physik ,  XXXVIII, Band. 9 



130 G. P o l ? r u i e n k o ,  

(3) M - - P =  A 

- -  on a done: 

(4) E - - P c  5. 

5 ~tant ouvert dans un cspaee compact~ il existe e eommc il 
est facile de v~rifier, une d~composition 

oo 

(5) • i% 
k ~ l -  

off Fk ( k - - l e  2 ~ . . . )  sont des ensembles ferm6s et compacts poss~' 
dant les propri~t~s suivantes: 

1 o. lira d ( F ~ ) = 0 ,  d(F7~) ddsignant le diam~tre de Fk. 

2% F ~tant un ensemble ferm~ C h~ il n~existe qu'un hombre 
fini (d@endant de F)  d'ensembles Fk tels flue FkF~:O.  

3 ~ Les ensembles F~I~. ( i =  1~ 2, . . .; j =  1, 2 . . . .  ; i ~:j)  sont 
au plus ( n - -  1)-dimensionnels. 

4 ~ Tout produit de n -t- 2 ensembles de la suite {Fk} est video). 

Soit p un point de A. D6signons par 

(6) 1?1,.~ :p) e Fk~ (p) e �9 �9 FI~ (~ ) 

tous les ensembles distincts de la suite {F~} contenant le point p :  
deapr~s (5) et 4 0 on a toujours l ~ m ~ _ _ n - t - 1 .  Notons encore une 
propri~t~ de la d~composition (5) relative aux ensembles (6). 

5 ~ Soit Po un point de l'ensemble p A  z ~ O  un nombre donn~. 
l l  existe un hombre ~ = ~ (po) ~ O tel flue les relations p e a  et 

(To, 1 )) ~ ~ entra~nent : _~ kl(p) C U (po, S) _po~r tout ensemble de (6). 

En effete soit ko un nombre naturel tel que d ( F k ) < ~  pour 

k ~  k0: Fexistence d'un tel nombre r~sulte de 1 ~ Posons 

~ k  0 

F = ~  ~ .  

L'ensemble F dtant fcrm~ et compact e la distance [: (Poe F)  
est (d'apr~s (3) et (5)) positive. Posons: 

5) On obtient cette construction par !'application it4r~e du Zerlegungssatz 
de M. M e n g e r  (Dimensionstheorie, p. 156) aux ensembles 5~ d~finis comme il 

suit: A ~ = E  P ( P ' t ) ) > - T  ~" 
P 
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a = .g rain ) - ,  ~ (po, F)  . 

On voit sans peine que le nombre ~ ainsi d~fini satisfait aux 
conditions de 5 0 . 

Ceei pos~, d4finissons darts la classe d'ensembles FI,@ = l~ 2,...) 
une fonetion d'ensemble ~ (F~) faisant correspondre h tout ensemble 
Fk un point bien d4termin~ de Fensemble P. 

Les ensembles F ~ ( k =  1, 2 , . . . )  et P ~tant ferm~s et com- 
paets~ on a d'apr~s (3) et ( 5 ) :  

(7) s (~L e) = ~, > o; 

ii existe en outre pour tout k naturel un point q~ C P tel que 

(s) 

Soit 

(9) 5I, q ~ : . . . ,  q k , . . .  

la suite de tous les points ainsi d~termin4s, et soit 

(10) r l ,  ro. , . . .~ r ~ . . .  

une suite de points de l'ensemble 2 ~ dense dans P. 

POSOBS 

(11). 

si q ~ P .  Si ~kEP--P ,  d4signons par rtk le premier terme de la 

(12) 

et posons 

(13) 

suite (10) remplissant la relation 

.5 (F~) = rzk. 

Les: formules (11 )e t  (t3) d~finissent ainsi nne fonetion d'en- 
semble ~ (Fk) remplissant toujours la  relation 

(14) 5 (Fk) E P (/e = 1, 2 , . .  :). 

9* 
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Passons maintenant ~ la d6finition de la fonation chereb4e. 
Soit p un point de l'ensemble E. Posons 

05)  

si/o E P. Si p E E - - P ,  on a d'apr~s (4): p E h. Posons dans ce cas 

La membre droit de (16) 4tant en vartu de (6) et (14) bien 
d~termin~, on volt que la fonction (P (p) est d~finie par (15) et (16) 
pour tout p E E. Je dis que cette fonction satisfait aux conditions 
de notre th~or~me. 

En premier lieu, il r4sulte de la dSfinition m~me de la fonc- 
tion �9 @) qua les relations (1) ct (2) sont remplies. 

Quant ~ la nature des singularit~s de op (p), nous davons, 
pour les 4tudier de plus pr~s~ effeetuar une d4composition auxiliaire 
de l'ensemble h Posons: 

(17) 6 ,  = F k - -  + , 

(18) 

et 

(19) 

U-- Hk, 

V-- '~  F~/~].(i---1,2, . . . ; j = l , 2 ,  . . . ;  i+j). 
i, j 

On voit sans paine que Fon a: 

(20) H,~ H,~, = 0 (l~ # k'), 

(21) U + V = A ,  

at 

(22) U V ---- 0. 

Je dis en outre qua las ensembles Hk (k -- 1, 2 , . .  ,) sont ouvarts. 

En effat, supposons que pour nn k naturel donn~ l'ensemble 
Hk n'est pas vide. Soit p an point de /ark. Le point p appartenant 

h, on d~duit sans peina des propri~t~s 20 et 4 o qu'it existe un 
nombrc 0r  et un voisinage sph~rique U(p, oc)CA tel qua la 
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relation Ft. U(p, 0r = 0 a lieu pour tout ensemble Ft different de 
eeux de la suite (6). Or, en vertu de (17) eette suite se r4duit pour 
le point pC Hk ~ un seul ensemble F~. I1 en r~sulte: 

ce qui donne: 

u (p, c 

) 
t = k +  

----- O~ 

t - - 1  l = k - ~ l  / 

Lc point 29 est done int~rieur h l'ensemble Hk ; or, ce  point 
~tant arbitrairement choisi, cela prouve que l'ensemble Hk est ouvert. 

Consid~rons maintenant l'ensemble E. On a d'apr~s (4) et (21): 

(23) E = P + (E--P) = P + (E--P) U + (E--P) V, 

oh les ensembles P~ (E--P)U et (E--P)V sont d'apr6s (22) dis- 
joints. 

Soit Po E(E--P)  U: il existe en vertu de (18) et (20) nn indice 
ko bien d~termind tel que Po E Hko. La suite (6) se rdduisant pour 
tout point io de Hko s un seul ensemble F~o, on a d'apr6s (16): 

(p (p) = f  [+ = cow, st. 

pour pE(E~P~Hko, ce qui montre en vertu de (18), (20) et (22), 
les ensembles Hk 6taut ouverts, que la fonetion (P (p) est continue 
au point To sur l'ensemble E--P.  I1 en r6sulte d'apr~s la  relation 
PHko-----0 que la fonction (P(p) (d6finie pour p EE) est continue au 
point Po. 

Soit maintenant Po E P. Pour d~montrer que la fonetion q~ (p) 
est eontinue.au point Po, il suffit (d'apr~s la eontinuit4 de f (p)  sur 
P et ]a relation (15)) de d~montrer qu'elle est continue au point Po 
sur l'ensemble (E--P) + (Po). Nous pouvons par eons4quent supposer 
que To es t  un point d'aeeumulation de l'ensemble E--P,  done 
plus forte raison [d'apr~s (4)] de Fensemble A.  

S0it ~ ~ 0 un hombre donn~. La fonetion f (p )  ~tant continue 
sur P, i l  existe un hombre ~ ~ 0 tel que la relation 

(24) p E P .  U (Po, ~) 

entratne: 



134 G. P o p r u ~ e n k o ,  

(~5) l / (p ) - - / (po )  [ < ~. 

0r~ il r~sillte de la propri6t6 50 qu'il existe pour le nombre 

--~- un nombre ~ > 0 tel que pour tout point ~ remplissant la relation 
3 

(26) e (E--P).  U(po, ~) 

Oil a :  

Les formules (7)--(13) donnent done: 

at, d~apr~s (14), (24), (25) at (28): 

f [ ~ ( ! ~ ) ] - - f ( p o )  < s ( s = k , ( ~ ) ,  lc~(q), . . . ~ lc~(q)}, 

d'oh it s'en suit~ d'apr~s (15) et (16), qua 

(29) I + ( u ) - +  (po) I < ~. 

L'in4galit~ (29) 4tant vraie pour tout q satisfaisant ~ (26), on 
voit que la fonction (P (p) est continue au point Po. 

Tons les points de discontinilit4 de la fonction q)(p) so~nt donc 
contenus, d'apr~s (23), dans |'ensemble ( E - - P )  V c V .  Or, l'ensembie 
V est an vcrtu de 30 at (19) une somme d~nombrable d'ensembles 
au plus (n--1)-dimensionnels ferm@: il est done !ui-mSme au plus 
(n--1)-dimensionnel. L'eilsemble de tons les points de diseontinuit~ 
de 4p(p)~ qui est contenu dans V~ Fest done ~ plus forte raison. 

La premi@e partie de notre th~or~me est ainsi d~montr@. 

II. L a  suffisance. Soit E un espace m~trique s~parable satls- 
faisant anx conditions du th4or~me, Po nil point arbitraire ,de E l et' 
soit z ) 0  un hombre donn~, suffis.amment petit pour que l'ensemble 

off p d6signe le point variable de E, ne soit pas vide. 
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L'ensemble P d~fini par (30) cst @idemmcnt fermi. 

D~finissons sur P une fonetion continue f(p) par les conditions 
suivantes: 

(31) f(p)--1~ si pC U(po~ T)~  

(32) s  = o, si p ~ O 

Soit maintenant (P(p) une ibnction satisfaisant anx conditions 
de notre th4or~me. Considdrons les ensembles 

El - -  E [r (p) - -  1] 
2 

(33) 

et 

(34) 

(35) 

(36) 

et 

(37) 

z~ = e [~)@) = o3. 
P 

D'apr~s (31)--(34), (1) et (2) ()n a: 

EI + E2 -- E~ E1E~ "= O ~ 

Qc E~. 

Ddsignons par  J(Z) l'int6rieur, par F ( Z )  la fronti~re d'un 
ensemble queleonque Z. D'apr~s (35) on a: F(EI)----F(E2), ee qui 
donne: 

(3s) E - -  J(E1) -4- F(E1) + J(E~). 

les termes de eette somme ~tant disjoints. 01", l'ensemble F(E1) 
ayant  la forme F ( E 1 ) = E I I E  ~ "-b E~L~, on en eonclut d'apr~s (33), 
(34) et (38) que cet ensemble est identique ~ l'ensemble de tous les 
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points de discontinuit6 de la fonction (P(p); il est done, en vertu 
de notre supposition, au plus (n--1)-dimensionnel. D'autre part on 

a d'apr6s (37): E~cU(po,  2 ) , e e  qui donne 

m 

(39) c U(po, 

Posons 

(40) G -- J(E~). 

L'ensemble ouvert G n'est pas vide, ear il contient d'apr6s 

(36) le voisinage U(po, T ) d u  point Po. En vertu de l'4galit6 con- 

hue E 1 -  J ( E I ) +  F(E~), la fronti6re F(G) de G remplit la rela- 
tion F(G)cF(E~) ,  d'oh il r4sulte~ d'apr6s ce qui pr4c6de, que Fen- 
semble F(G) est au plus (n--1)-dimensionnel. On a en outre (d'apr6s 
(39) et (40)): GCU(po, ~). Or, le hombre ~ et le point Po 6tant 
arbitrairement choisis, on eu eonclut que l'espace E est de dimen- 
sion ~ n. 

Notre th4or6me est ainsi d6montr6. 

Rcmarquons que ce th6or6me nous permet d'introduire une 
d6finition de la dimension de l'cspace ne d4pendant que des pro- 
pri4t4s des fonctions continues tl4finies dans l'espaee consid6r6. 

En effet: 

Nous dirons que l'espace mdtri~ue s@arable E est de dimen- 
sion O~ s'il existe Tour tout ensemble ferm~ P C  E et pour toute 
fonction rdelle continue f (p), dgfinie sur P, une fonction continue 
q) (p) ddfinie duns l'esTace entier et satisfaisant aux conditions (1] 
et (2). 

En s'appuyant sur cette d6finition~ on 6tablit les d6finitions 
eorrespondantes pour n ~  1 par r6eurrcnce: 

L'esTace mdtriffue sdparable E est de dimension ~ n, s'il existe 
Tour tout ensemble fermd P C  E et Tour toute fonction rdelle con- 
tinue f (p); d~finie sur P~ une fonction @ (1o) ddfinie pour tout TCE~ 
remplissant les relations (1) et (2) et telle que l'ensemble de ses points 
de discontinuitd est de d~mension ~ n - - 1 .  

Je dis que ces d6finitions sont 6quivalentes aux d6finitions 
correspondantcs de M. Mengcr .  

t , 

En effet e il rSsulte de notre th6or~me que l'eqmvalence a lieu 
pour n - - 0 ;  il en r6sulte de plus que l'on peut appliquer l'induction 
finie qui 6tablit le m~me r6sultat pour tout n naturcl. 
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Revenons ~ la premiere partie de notre thdor6me. 

Je dis que la fonction (I)(p) d6finie par  (15) et (i6) est semi- 
Continue sup6rieurement. 

En effet~ la fonction q)(p) 6tant continue cn tout point 
de l'enscmble t ) +  ( E - - P ) U ,  il suffit d'apr6s (23) de d6montrer 
qu'elle est semi-continue sup6rieurement en tout point de l'ensemble 
(E--P) V. 

Soit done p E (E--P) V. Le point p appartenant d'apr6s (5) et 
(19) ~ h~ il existe, comma nous l'avons d6jh vu~ un voisinage U ( p ) c  h 
tel que tout ensemble Fk rcmplissant la relation U(p) .  Fk:J: 0 se 
trouve parmi des termes de la suite (6). II en r6sulte que pour 
toni point ~/ tel que 

(41) c ( E - -  P).  V (p) = E .  V (p) 

la suite Fk~(q), Fk, O , . . - ,  F ~  (q) n'est qu'une suite extraite de (6). 

D'apr6s (16) on a donc: 

~.,) +I,)-,... {I[ + c-., <.>)], l[+c-., <,>)],... ,I[+ I~,,o <.>)]}-~ 

Max { f [~  (Fk, O))], f [ ~  (Fk.~O))],...,  J [~ (Fk~ @))]} : q) (p). 

L'in6galit4 (42) 6tant vraie pour tout ~ remplissant (41)~ la 
fonetion (I)(p) est semi-continue sup6rieurement au point p. 

Pareillement~ si l'on pose au lieu de (16): 

(~o) <~o,)-.,,~- {/[+ (.<',,,~.,)], l[*~'~;,.<dl,..., i[+(F~.~,~)]}, 

on obtient une fonction semi-continue inf~rieurement sur E. 

En r6sum~, nous pouvons 6noncer le suivant Th4or~me d'ex- 
tension pour les fonctions continues: 

Soit E un espace m6tri~ue sdparable de dimension ~__n; P c E  
un ensemble fermdj f (p) une fonction rdeUe continue~ ddfinie sur _P. 

2l existe deux f onctions : la f onction (P 1 (Io) semi-continue supdrieure- 
ment et la fonction cp~ (io) semi-continue inf~rieurement, continues (sur 
E) en tout point de P, remplissant les relations (1) et (2) et telles que 
t'ensemble de points de disContinuitd de ehacune d'elles est au plus 
(n - -  1)-dimensionnel. 



138 G. P o p r u i e n k o, Sur la dimension de l'espace etc. 

D'apr~s un th~or~me connu 6) de la th~oric des fonctions r~elles~ 
toute fonction continue, d~finie sur un ensemble ferm4 P d'un espace 
(m~trique) quelconque E~ peut ~tre prolong~e d'une fa~on continue 
de l'ensembte P k l'espace E entier: e'est-~-dire, 4tant donn~e une 
fonction continue f ( p ) ,  d~finie sur P~ il existe une fonetion continue 
(P (p) d~finie pour tout p E E et satisfaisant k la condition (1). Si 
l'on ajoute la condition (2) et si l'on ne consid~re que des espacc s 
s4parables~ !a solution complete du probl~me est donn~e par le th4o: 
r~me ci-dessus: les fonclions semi-continues r (Io) et cp~ (p) ne sont 
continues sans restriction que dans le cas~ et dans ce cc~s seu!ement~ 
oh l'espace E est O-dimensionnel. 

~) V. p. ex. H. H~hn, Theorie d. reellen FunI~tionen~ 1921, p. 140, Thdo- 
r~me X; C. C~rathdodory, Vorlesungen i~ber reelle Fu~ktionen, 1927, p. 620. 

(Eingegangen: 29. IX. 1930.) 


