
tterstellung yon L6sungen gemischter Randwert- 
probleme bei hyperbolischen Differentialgleichungen 
zwelter 0rdnung (lurch Zusammensti~ckelung aus L6- 

sungen einfacherer gemischter Randwertaufgaben. 
Von A. Rubinowicz, Czernowitz. 

I ~  

Bei den Problemen, die die Physik der Theorie der hyper- 
bolisehen Differentialgleichungen zweiter Ordnung stellt~ handelt es 
sieh hgufig darum, in einem vorgegebenen dreidimensionalen Gebiete 
der x~ y. z eine Funktion herzustellen~ die za einer Zeit t o einem 
vorgegebenen Anfanffszustande und zugleieh an den Begrenzungen 
des Gebietes gewissen Randbedingungen entsprieht. Solehe Probleme 
bezei@net man mit gutem Grunde als g e m is e h t e Randwert- 
aufgaben. Betraehtet man n~mtieh den ganzen Vorgang in einem 
vierdimensionalen Gebiete der x, y, z~ t~ dessen Begrenzung dureh 
den Zeitpunkt t o und die Gestalt des gegebenen dreidimensionalen 
Gebietes bestimmt wird~ so hat man eine Funktion aufzusuehen~ die 
auf zwei versehiedenen Teilen der (dreidimensionalen) Berandung 
dieses vierdimensionalen Gebietes zwei wesentlieli versehiedenen 
Randbedingungen geni~gt: Der Anfangszustand wird namlieh dureh 
zwei~ die Grenzbedingung aber~ die der a~f den Fl•ehen des drei- 
dimensionMen Raumes Vorgesehriebenen Randbedingung entsprieht~ 
nur dureh eine einzige Funktion bestimmt. (Caue.hysehe and 
D i r i  eh 1 e t sehe Randbedingungen.) 

Der mit geringen Ausnahmen (z. B. d' A 1 e m b e r t sehe Behand- 
lung des ProNems der begrenzten, sehwingenden Saite) bei den 
hyperb0lisehen Differeutialgleiehungen zur L~sung der gemisehten 
Randwertaufgaben eingesetflag'ene Weg besteht in der Entwieklung 
der LSsung in Funktionalreihen, wobei hyperbolisehe Differential- 
gleiehungen auf ell~ptisehe zurtiekgeNhrt werden. Eine besonders 
wiehtige Klasse soleher Ent~ickhngen, n~mlieh die naeh Eigen- 
funktionen, konnte dabei unter Zuhilfenahme der Theorie d e r  
Integralgleiehungen v~llig streng und systematiseh aufgebaut werden. 
Der mathematisehe I:Iaupterfolg dieser l~Iethode besteht in einem 
vNlig strengen und sehr allgemeinen Existenzbeweise. Physikaliseh 
yon hSehster Bedeutung (und zwar vornehmlieh Nr die Akustik) ist die 

l~ona~sh, ftir Mathema~tk u, Physik.  XXX. Band. 5 
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dabei bewiesene Tatsaehe, dal~ jeder solehe Vorgang als eine Super- 
position yon Eigensehwingungen gedeutet werden kann, deren Eigen- 
sehaften dann auch noeh naher (z. B. der Satz yon W e y l  tiber 
das asymptotisehe Verhalten unendlieh grol~er Eigenwerte)angeb- 
bar sind. Uber den Vorgang als u n g e t e i l t e s  G a n z e s  aber l~6t 
sich bei dieser Betraehtang'sweise so gut wie nichts aussagen. Dies 
mag begrtinden, daI3 ieh im fotgenden eine soIehe, ttbrigens 
physikaliseh yon vornherein gegebene Eigensehaft dieser Vorgange 
bespreehe. Es handelt sigh um den Naehweis, da$ in dem Falle, 
wo die Begrenzung des betraehteten dreidimensionalen Ranmes aus 
mehreren miteinander nieh~ zusammenh~ngenden Flaehensttieken 
besteht, jedes einzelne yon ihnen sozusagen nut im eigenen Wirkungs- 
kreise den zeitliehen Verlaaf des Vorganges beelnflugt and dalg in 
Ubereinstimmung damit die LSsung des gemisehten Problems ffir 
den Fall mehrerer Flgehen herstellbar ist, sobald die LSsung der 
gemisehten Randwertanfgabe f~r jede einzelne dieser Ft~tehen f~r 
sigh (ohne dag zugleieh die anderen Fl~tehen dabei vorhanden waren) 
angegeben werden kann. 

Oder dasselbe etwas physikaliseher ausgedrttekt: Die" Re- 
flexion und Beugung ist ein Vorgang, der an jedem einzelnen 
KSrper unabhangig yon der Anwesenheit der  fibrigen K(irper ,r 
sigh geht und wir beherrsehen die Reflexion und Bengung im Fall% 
da$ mehrere KSrper vorhanden sind~ wenn wir sie fur jeden ein- 
zelnen dieser K~rper allein verfolgen kOnnen. Dies alles ist nur 
beilaufig gesagt, am die Umrisse des Zieles, in dessen Riehtung sigh 
unsere Untersuehung bewegt~ anzMeuten; die strenge Formulierung 
erfolgt sp~tter. 

Im folgenden werden wir alle Beweise so ftihren, dal~ man 
die Giiltlgkeit unserer S~tze aueh noeh ftir ein gegentiber dem 
obigen (dureh den physikalisehen Ausgangspankt gegebenes) 
etwas verallgemeinertes Problem ohne weiteres einsieht. Dieselben 
Theoreme lassen sieh namlieh aneh im Gebiete der hyperbolisehen 
Differentialgleiehung zweiter Ordnung mit n Ver~inderliehen: 

. / ,  a ;~  --t- ct~ u = 0 (X)  

(a, ~: a~ und 1 sind Funktionen der x~ x2~... ~ x,~) beweisen~ sofern 
die eharakteristisehen Kegel yon (A) [die im allgemeinen aus ge- 
wissen geodatisehen Linien bestehen und (n--1)-dimensionale 
Flitehen im n-dimensionalen Raume sind] die ana]ysis-situs-Eigen- 
sehaften der gewShnliehen Kegel 

* 2 + * 2 �9 - -  - - X , ~ )  = 0  (x~--zO +(z.~--x~)~+ . . + ( ~ _ ~ - - x , , _ O  ~ (:~,~ 
besitzen. 

II. 
In diesem Absebnitte soiled die fCtr uns wieh~igen Resnttate 

tier bisher fiber das C a u e h y s e h e  Problerrf bei der Differential 
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gleichung (A) durchgeftihrten Untersuchungen zusammengefagt war- 
den. Der Einfachheit" and grS/~eren Anschaulichkeit wegen werden 
wir tins dabei auf den Fall der zweidimensionalen Wellengleichung 

O~u ~'~u . O2u 

beschr/~aken. Alle Definitionen und S~tze werden wir aber tiberall 
im folgenden in einer so allgemeinen'Fassung aussprechen, dal] ihre 
Verallgemeinerang Nr die Differentialgleiehung (A) ohne weiteres 
zu ersehen ist. 

Historiseh ist zu bemerken~ dag der Spezialfall, die Gleiehung 
(a), zuerst yon d' A d h g m a r 1) vollst~ndig behandelt wurd% der 
eine yon V ot t  e r ra ~) angegebene Formel naher untersucht und aueh 
einfacher begrtindet hat. Ftir die allgemeine Differentia]gleichung 
(A) hat dana It a d a m a r d s) das C a u e h y sche Problem nach einer 
anderen Methode (dureh direkte Anwendung tier Fundamental- 
ltisung) erledigt. 

Vorerst sei noch bemerkt~ dal? die eharakteristischen Kegel 
yon (a) durch die Gleiehung: 

( x  - -  x * ) ~  d -  ( y  - -  y~ )~  - -  (t - -  t*)~ = o 

gegeben werden und demnaeh aus gewt~hnliehen Kege! n (mit einem 
0ffnungswinkel yon  90 ~ bestehen, deren Aehsen parallel zur 
t- hehse verlaufen~). 
�9 Das C a u e h y s e h e  Problem bei der Differentialgleiehung (a) 

lal~t sieh dann in der naehstehenden Weise formulieren : I m  x, y; t- 
Raume sei eine Fl~tehe /7' vorg'elegt~ die so besehaffen ist~ dal~ in 
jedem ihrer Punkte die Normale stets innerhalb des eharakteristi- 
sehea Kegels verlauft, dessen Spitze in dem betraehteten Punkte 
yon F gelegen ist. Auf der Flaehe F seien die Werte yon u sowie 
die Ableitungen yon u naeh der Riehtung tier Konormalen gegeben. 
Es soll dann eiae Funktion u @, y, t) .bestimmt werden, die ein- 
mal stetig differenzierbar ist~ der Differentialgleiehung (a) genttgt 
and auf F die vorgesehriebenen Randbedingungen erfttllt. 

Dabei ist die Konormale ganz allgemein als die Riehtung 
definiert, die zur Tangentialebene bezttglieh des eharakteristisehen 
Kegels, dessen Spitze in dem betreffenden Plmkte yon/~' liegt, kon- 
jugiert ist. Die Konormale an eine Charakteristiken - Fl~ehe ist dem- 
naeh in der betraehteten Flaehe selbst gelegen. Speziell bei der 
Differentialgleiehung (a) ist die Konormale aus der Normalen ein- 
faeh dureh eine Sp~egeluag an einer Ebene t ~  coast zu erhalten. 

1) :RI d ' A d h g m a r ,  Journ. d. 5Iath. (5), Bd. 10, S. 131; 1904 und (6), 
B8. 2, 8. 357, 1906. 

e) Vi to  V o l t e r r a ,  Acta mathemat~ca, Bd. XVIII, S. t61~ 1894. 
s) j .  t t a d a m a r d ,  Acta mathematica, Bd:~XXXI, S. 333, 1908. 
~) Im folgenden soll aber unter einem Kegel stets nut ein ttMbkegel ver- 

standen werden. 

5* 
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Die L0sung u (x, y, t) des Cauchysohen  Problems ist deft- 
niert in jedem Punkte P des G Y, t-Raumes~ der so gelegen ist~ 
dag der eharakteristisehe Kegel mit der Spitze in P a u s  der "Flaehe 
.F stets nur ein aus lauter Innenpunkten yon F bestehendes Gebiet 
aussohneidet, u (G Y~ t) wird dabei dureh einen fiber die erwahnten 
Innenpunkte yon /~' sieh erstreckenden Integralausdruck dargestellt, 
den wir in Anlehnung an V o l t e r r a  ~) als die P o i s s o n - P a r s e -  
v a l s e h e  Formel bezeichnen wollen~). Die Eindeutigkeit dieser 
Definition ftir einen solehen Punkt P folgt dabei unmittelbar aus der 
Art des zur Begrtindung dieser Formal angewandten Verfahrens. 

E s  ist jetJt nach dem obigen sofort zu ersehen~ in welchem 
Gebiete G die LOsung des C a u c h y sehen Randwertproblemes vor- 
handen und aueh eindeutig bestimmt ist~ wenn die Fl~iehe F einen 
Rand besitzt. Die Begrenzung yon G wird offenbar aul~er durch F 
selbst~ durch die Einhfillende aller eharakteristisehen Kegel fest- 
gelegt~ die 2'  anssehlieNich in Innenpunkten schneiden. Diese 
Ftgche ist offenbar mit einer Einhtiilenden s~imtlieher eharakteristi- 
schen Kegel  identi~ch~ deren Spit~en in der Begrenzung yon /~ 
gelegen sin& 

Es sei noch erw~ihnt~ dal~ im Fatte der Differentialgleichung 
(A) die 6harakteristischen Kegel im allgemeinen aus gewissen geo- 
diitischen Linien bestehen und dann al[e beim C a u e h y schen 
Probleme in Betraeht kommenden Fl~iehen (n ~ 1)-dime.nsionale 
Gebilde in einem n-dimensionalen tlaume sind. 

III. 

Borer wir an unsere eigentlichen 0berlegungen herantreten, 
mtissen in diesem Abschnitte noch gewisse Eindeutigkeitsfragen 
erledigt werden. 

Im x~ y~ t- Raume sei dureh die beiden Ebenen t ~ t o und 
t ~ t l ~  dutch einen char~kteristischen Kegel dessert Spitze die 

~-o t - Koordinate t~ hat 
t~ (t 2 ~ t 1 :>to) und duroh 

eine zylindrische Fl~che 
mit zur t-Achse parat- 
Men Erzeugenden ein 
Bereieh R abgegrenz~ 

/ ~  v Sowelt dm angeftihrten 
.~ ! z \ ~ FlachenzurBerandung 

/ ~ k . Z  ~ .... ~ .... ~ yon R gehOren, mOgen 

/ N w rden (rig. 1). 
x) g. V o l t e r r a ,  loc. eit., 8.214. 
2) Im vierdimensionalen Falle (x~ y~ z~ t ) i s t  der engspreehende Ausdruek 

mit dem allbekann~en Poissonschen  Integral identisch. (Siehe: R i e m a a n -  
W e b e r .  Die partiellen Dit~brentialgleichungen der mathematischen Physik, 
5. Aufl, Bd. II., 8. 302, Braunschwoig 1912.) 
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E i n d e u t i g k e i t s t h e o r e m .  u ( x , y , t )  sei eine in ~ deft- 
nierte und einmal stetig nach x, y~ t differenzierbaxe ~) Fuuktion~ die 
bier d ; r  Differentialgleiehang (Wellengleiehung) 

~ ' u  ~ u  ~_ ~ u  
t ~ - -  ~ x ~ 0 y~ (a) 

gentigt. Auf der Flgehe /;o m~ge u (x, y~ t) die C a u e h y sehen 
Randbedingungen 

u--~(U)to u n d - - ~ - - - \ S t  to 

und auf der Flaehe Z die D i r i c h l e t s e h e n  Randbedingungen 

(~176 
u = ( . ) o  o d e r = -gi;-n 

erftillen. Es wird behauptet, dais dureh diese Forderungen u (x, y, t) 
auf der Flaehe F 1 vollstandig eindeutig bestimmt wird. 

B e w e i s : Naeh den bekannten G r e e n schen ~ethoden kann 
man die Riehtigkeit der nachstehenden sehon yon V o l t e r r a  2) 
bentitzten Integralbeziehung : 

zeigen. ~ ist dabei ein Bereieh im x~ y~ t -Raume,  (B*) seine 
Umgrenzung~ u und v zwei ia R * einmal stetig differenzierbare 
Funktionen, 

~ u  ~ u  O~u 

d 
und endlieh ~ die Ableitung naeh der inneren Konormalen~ d. h. 

Wenn ~1, ~ % die Riehtungskosinusse der inneren Normaten der 
Fl~ehe (R*)Sin& 

Wird in dem obigen Integralsatze vorausgesetzt~ dag u der 

Differentia!gleiehung /~' (u) = 0 gentigt~ v ~--- ~ -  ist und als Inte- 

grationsgebiet _R* der Raum R genommen wird~ so besteht der 

~) Einmal stetlg nach x~ y~ t differenzierbare Funktionen bezeichnen wir 
hn folgenden auch kurz als regul~re Fanktionen. 

2) V. Vo l t e r r a~  loc. cir., S. 165. 
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Beweis des Eindeutigkeitstheorems in einer geeigneten Umformung 
des 0berflachenintegrals : 

If{ u-g7 ~T o t o7 (t) (R) 

Zunaehst mfissen wir ftir das folgende einige Festsetzungen 
treffen. Auger den Koordinaten x, y, t werden wir auch Zylinderkoor- 
dinaten r, % t verwenden~ die so gew~hlt sind, dal~ sich die Gleichung 
des Kegels ~} in der Form: r ~ - -  (t - -  t~) ~ ~ 0 sehreibt. Auf der  
Flache ~ benfitzen wir als Flachenkoordinaten die Ver~nderlichen s 
und % we s die Entfernung yon der Kegelspitze bedeutet und mithin 

s = r  ] / 2  

ist. Das Fl~tehenelement auf ~' wird dann gegeben dutch 

8 

Mit n (oder aneh genauer mit n~, n.. 5 bezeiehnen wir die in 
einer Ebene t = eonst, liegenden inneren Normalen an die Sehnitt- 
kurven der F]aehen ~ und Z mit der Ebene t-~-cons~. 

Die Ableitung naeh der Konormalen v ist jetzt gegeben: 

aaf der Flgehe J7 o d u t c h : -  O--f, 

,, , ,: Z ,, ~-~, 
Z 

1 

d 
d s " 

Mi* (/7'o)wollen wir die gesamte Umgrenzung yon Fo~ mit 
(2'0, Z) und ( F  o, ~) die Sehnittknrven der Fl~ehe F o mit Z bzw. 

und analog did Randkurven der Flaehen F~, Z und ~ bezeiehnen. 
Die fiber die Flgehen /70, Fx~ Z and ~ erstreekten Integrale 

(1) m6gen 3"~o, J~;~ Jz und J~ heil~en. 
Wir  sehreiten nun an die Umieormung yon (1). Es ist aungehst: 

ff{ 2 Vt J~o = -- ~-6-5 § \--6-7-i J dL 

Addieren wir dazn die naeh dem G r e e n sehen Satze beste- 
hende Identitat : 
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fj~{~l ~ ~ ' 1 ,  :~'1 ~. :~"'~ " ~ 
Fo (Fo) 

worin d z das Linienelement der Berandung (Fo) yon F o bedeutet, 
so wird JFo mit Rtieksicht darauf~ dal3 u clie Wellengleichung (a) 
erfifllt, g]eich : 

0 ~  ,~ (0~/~ 1 "~ do. (2) J~" = . -Ufx -~- W -~- \ O t / ] d f --~- / 
Fo (Fo) 

Ebenso gilt : 

F~ (F~) 
Das Integral 3-z mut~ durch eine partielle Integration nach t 

umgeformt werden : 

z z 

/: / OuOu~  OuOu d f ~ -  u d z - -  (4) 
- - 2 ~ - i f ' ~ i d f = - - 2  z Ot On, (Z,F,) 0-~ 

. on d Z - + ' J u ~ s i n ( t ,  dz) d~" 
(z, 2"0) (z, ~) 

Es ertibrigt noch die Ums des Integrales: 

a*--. - -Ud-s~ t - ) ' J ' -  ~t  d s ! ] / ~  "dsd% 

Zunachst addieren wir za J~ die durch partie]le Integration 
nach s hervorgehende Beziehung: 

(~, z) 

- [ u ~ - ~ o + : ~ - ~  ~o=o,  

wobei wir bier in den Flachenintegralen die Differentiation nach s 
aasftflaren. Indem wir die Glieder geeignet zusammenfassen, finden 

d 
wir mit Riieksicht aaf die Bedeutung v o n ~  

a u f ~  s = r V 2  ist: 

J ~  ~ .  - \ d s /  s d s  d ~  -Jr- - ~ r -----~ - -  - - - ~ r  - 

(~, Z) (~, Fo) (~; ~) , 

und darauf~ dag 

02U~. 

~- ~-tv l~d~ ~ - 
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Dureh eine partietle Integratio n n a c h ~  wird nun erhalten: 

J s 0-~- cos (s, d~) d ,  : 0. 
(2, Z) 

Wsnn wir jetzt dies zu J~ addiersn und dabei beachten~ dal3 
in den Koordinaten r, % t die Wellsnglsichung (a) gegeben wird 
durch : 

~u I Ou i 0~u 0~u 
Or "~ r Or r ~ 0 ~  ~ + Ot ~ - - 0 ,  

so srgibt sich: 

(2, ~o) 

(~, F,) (~, Z) 

Das zutetzt hingeschriebene Kurvenintegral mtissen wir noch 
siner Umformung unterzishen, dz und seine Projektion auf s :  
dz cos (s, dz) bilden auf ~ ein reehtwinkligss Drsieck (Fig. 2) mit 
den Ssitsn , 

dz,  d z .  sin (s, dz), dz.eos (s, dz). 

Fig. 2. 

�9 / y  

, I 

r s ia  (t, d~/ 

Fiff. 3. 

/ 
/ 

Dureh sine orthogonale, zur t -Ashss  parallele Projsktion 
entsteht aus ihm ein rsehtwinkliges Drsieek (Fig. 3), dessert Ssitsn 
offenbar die L~ngen: 

d z. cos (n ~ d z) ----- d z sin (t, d z)~ d ~. sin (s~ d ~), 

d z cos (s, dz ) .  cos (s, n D =  dz. cos (s, dz) =,1-_ 
V g  
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haben. Drticken wir die beiden zuletzt hingeschriebenen Seiten 
durch d z. sin (t, dz) und den Winkel (n~ ha) aus, so bekommen wit : 

sin (s~ dz) = sin (t~ d z ) .  cos (n~, n~) 
1 

cos (s, dz).:-7_ ~ --- sin (t, dz) sin (.n,, n~). 
V Z  

Daraus folgt : 

- - f u  (~, z) (6)  

- -  f~  ~ - -  s m  (t, d~)  d ~  = O. 
J 0 9~ z 

(~, 23 

Die Addition voa (2) bis (5) ergibt somit schliel~lich~ wenn 
wir (1) und (6) beachten~ die Beziehung: 

ffl 
Fo F~ 

(7) I 

Z 

- -  s d s  d ~  -~-0.  

Nehmen wir nun an, es giibe zwei Funktionen, u 1 und u~, die 
beide in /~ die im Eindeutigkeitstheore.m angefiibrten Eigenschaften 
besi~zen, so mtil~te ihre Differenz U ~  u~ -- ue, mit Rticksicht darauf, 
dag beide Funktionen a u f / ~  und Z die gleichen Randbedingungen 
erftillen, der Gleichung: 

" O U  ~ O U ~ •  ~ U  ~ " ~ U  ~ j § 

entspreehen. Da die beiden 
so mug auf F~ 

O U  

oder 

Integrale das gleiche Zeiehen haben, 

~ U  ~ U  
- -  - - 0  

~y ~t  

U 1 ~ ~2 

sein. Damit ist unser Eindeutigkeitstheorem bewiesen. 
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F o 1 g e r u a g : Da die Ebene ~ ----- t 1 allein nur der Beding'ung 
t2 > t 1 > t o unterworfen isg so wird die Funktion u (x, y, t)dureh 
die auf F o und auf der zylindrischen FI~ehe (soweit diese inner- 
halb des eharakteristisehen Kegels verl~uft) vorgegebenen Rand- 
bedingungen im ganzen Raume~ der yon/7'0, dem Mantel des eharak- 
teristisehen Kegels und dem entspreehenden Teile der zylindrisehen 
~l~che bdstimm~ wird~ eindeutig fes~gelegt. 

Far  den Fall, dal~ keine Fl~ehe Z vorhanden ist~ enthalten 
die obigen ~berlegungen einen Eindeutigkeitsbeweis far das spe- 
zielle C a u e h y sehe Problem, wenn als Flaehe F (siehe Absehnitt II) 
die Ebene t =;~o genommen wird. 

F*  sei nan ein in der" Ebene t ~ - t  o gelegenes, dureh die 
Kurven k = k~-4-ks~ umsehlossenes Gebiet. Wir betraehten dann 
eine zylindrisehe bzw. eine Charakteristiken-Fli~ch% die entstehen, 
wenn eine zur t-Aehse paralle]e Gerade bzw. die Spitze eines eharak- 
teristisehen Kegels die Kurven k~ bzw. ks durehlaufen. Soweit 
diese beiden Fl~tehen zusammen mit Y* ein Gebiet G umgrenzen, 
mOgen sie mit Z* bzw. ~e  bezeichnet werden. 

E i n d e u t i g k e i t s t h e o r e m .  In dem Bereiehe G wird eine 
regui~re L0sung der" Wellengleiehung (a) dureh die Vorgabe der 
C a u e h y s e h e n  bzw. D i r i e h l e t s e h e n  Randbedingungen auf F*  
bzw. Z +' eindeutig bestimmt. 

B e w e i s :  ~1 und /~  seien zwei Teilbereiche yon G~ die 
durch ehzrakter/stisehe Kegel ~ und ~ ,  deren Spitzen innerhalb 
G liegen, bestimmt sind und ein Gebiet /?l~s gemeinsam haben. 
Dureh die Randwerte, die auf jenen Gebieten liegen~ die dureh 
~}~ und ~2 a u f / ~  und Z* ausgesehnitten werden~ sind in B 1 und 
R~ naeh dem frtiher bewiesenen Eindeutigkeitssatze zwei Funktionen 
u' und u" eindeutig festgelegt. Unser jetziges Eindeutigkeitstheorem 
wird offenbar bewiesen sein~ wenn u' und u" in RI~ 2 miteinander 
identiseh sind. Betraehten wir ein Gebiet /R~, das in G dutch einen 
Kegel ~ mit der " . . . . . .  Sjo~tze m R 1 bestlmmt wlrd. Dm Funktmn u~, 
die dureh alas yon ~ auf F ~ und Z* ausgeschnittene Gebiet fest- 
gelegt wird: is} nun naeh dem frtther bewiesenen Eindeutigkeits- - 
theorem in B~ mit u' ideatiseh. Jed% dureh einen Kegel mit der 
Spitze in R~,) bestimmte Funktion mug daher sowohl mit u' als 
aneh mit u" tibereinstimmen~ womit die Gleichheit yon u' und u" 

�9 in R I~ ~ bewiesen ist. 
Der zuletzt bewiesene Satz bleibt sdbstverstandlieh bestehen~ 

falls die Berandung yon F ~ aus mehreren miteinander night z u -  
sammenh~ngenden Knrvensttieken besteht. 

"- IV. 

Die in dem ersten Abschnitte angektindigten Theoreme konnen 
wlr nun hier als einfache Folgerungen aus den S~tzen der beiden 
letzten AbsohnitIe herleiten. 
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Im x, y, t- Raume seien in d e r t  ~ t o - Ebene n geschlossene 
Kurven 

gegeben, die keine Punkte miteinander gemeinsam haben und alle 
zugleieh ein endliches oder unendliches Gebiet ~( einsehliel~en. Mit 
K~ mtige dann die Zylinderttiiehe bezeiehnet werden, die im x, y, t- 
Raume yon einer zur t-Aehse parallelen Geraden beim Umlaufen 
der Kurve k~ erzeugt wird. Die gegen das Gebiet "( hin sich er- 
streckende Einhiillend% die ein charakteristiseher Kegel erzeugt, 
wenn seine Spltze auf einer Kurve k~ sieh bewegt, soll ff~ heil~en. 

Wir wollen ftir das Folgende das 0bereinkommen treffen, als 
gemisehte Probleme G bzw. G~ die nachstehenden Randwert- 
aufgaben zu bezeiehnen. 

,f 

I 

Fig. 4. Fig. 5. 

G e m i s e h t e s  P r o b l e m  G: Es ist eine in dem yon ~ und 
den Fl~chen K1, K2~...  , K~ begrenzten (in der Richtung der posi- 
riven t-Achse sich erstreckenden) Gebiete definierte und regul~re 
L~sung der Wellengleiehung (a) herzustdlen, die auf ~ vorgesehrie- 
benen C a u c h y s c h e n  und in den Zylinderit~ehen K~ gegebenen 
D i r i c h 1 e t sehen Randbedingungen genagt. 

: G e m i s c h t e s  P r o b l e m  G~: Es ist eine in dem yon ~', 
einer einzigen Fl~che K~ und den Ftachen ~ ,  ~ . . . .  , ~ - 1 ,  
~ + 1 ,  �9 . , ~  begrenztenGebiete definierte undregulare Ltisung u~ 
der Wellengleiehung (a) herzustellen~ die auf 7 vorgesehriebenen 
C a u e h y s e h e n  und in der Flaehe K~ gegebenen D i r i e h l e t s e h e n  
Randbedingungen gentigt. 

Nach Absehnitt III sind die L0sungen der Probleme G und G,, 
eindeutig bestimmt. 

Wir bezeiehnen nun mit F~ das an K~ anliegend% yon K~ 
der ents~reehenden Flaehe ~ ,  sowie aueh yon den tibrigen Flachen 
~1 , . . . ,  ~ - l ,  ~ + 1 , . . . ,  ~ begrenzte Gebiet. F sei das yon "( und 
allen Flaehen ~ .. . . .  ,~,~ umsehlossene Gebiet (Fig. 4). Endlieh soll 
der yon 7~ K1 , . - . ,  K ~  ~ l , . . . ,  ~ umgrenzte Bereieh, der 'alle 
Gebiete Y 1 . . . .  ,F,, und F als Teilbereiehe enthiilt~ mit @ to (Fig. 5) 
bezelehnet werden. 
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Nunmehr ksnnen wir naehstehendes behaupten : 

S a t z  I. Setzen wir die Existenz der LSsttngen der Probleme 
G,, voraus~ so ]g~t sieh in dem Gebiete | to eine gleich ngher an- 
zugebende~ regul~re L~sung U 1 der Wellengleiehung (a)herstellen~ 
die in der Fl~ehe :( und den zur Begrenzung yon | gehSrenden 
Teilen der Zylinder KI~ K 2 , . . .  , JY~ die ftir das Problem G vor- 
gesehriebenen Randbedingungen erftfllt. U 1 kann dabei aus den 
naehstehenden Funktionen zusammengesttiekelt werden: 

1. In dem Gebiete P kann man U 1 naeh der P o i s s o n -  
P a r s e v a 1 sehen Formel bereehnen~ wobei das mit den gegebe- 
hen C a u e h y  sehen Anfangswerten belegte Gebiet • die Rolle der 
Flaehe F spielt. 

2. In jadem Gebiete F~ wird U 1 dureh denselben Ausdruek 
u~ gegeben~ der das entsprechende Problem G,  15st. Der Bereeh- 
hung yon u~ sind dabei auf dem Zylinder K~ und auf "; dieselben 
Randwerte, wie sie beim Problem G vorliegen~ za Grunde zu legen. 

Die Riahtigkeit dieser Behauptung ist einfaeh einzusehen. Zu- 
n~ehst ist es klar, dat~ Ut alle in anserem Satze angeftihrten Rand- 
bedingungen erftfilt. Um noeh festzustellen, dag die Funktion U 1 
innerhalb N to regul~tr ist und hier t~berall der Wellengleiehung 
gentigt~ mug nur gezeigt werden, dal~ sie in allen Fl~tehen ~ siah 
regular verhMt. Dies folgt aber aus der Tatsache, daIt in dem Ge- 
biete [1 samtliehe Funktionen u,  untereinander und mit dar in 1 
angegebenen Funktion tibereinstimmen. Naeh dem in dem Ab- 
sehnitte II  Angeft~hrten ist namlieh jade in F regulare und der Wellen- 
gleiehung entspreehende Funkt ion sehon dureh die auf ~ vorge- 
sahriebenen Anfangswarte vollstgndig eindeutig festgelegt. Damit 
w~re Satz I bewiesen. 

Der kleinste Abstand zwisahen irgend weleheu zwei Kurven k, sei 
? und mit t* werde ein entspreehend der UngMchung p/2 -~- t o :'> t*>_ t o 
gewahlter Zeitmoment bezeiehnet. Die Ebene t ~ t* schneidet dann 
das Gebiet (~to in einem zu 7 kongruenten Fl~ehensttieke. | 
mSge d ann ein Gebiet sein, das: tiber der Ebene t - -~t*  ebenso 
erriehtet wird, wie (~to t~ber t =--t 0. 

Naeh dem Verfahren des Satzes I stellen wir in dem Bereiche 
t* eine Funktion U~ her, die auf den Fl~ehen K 1, . . . .  ,. K~ (soweit 

sie zur Begrenzung yon I~t, gehSren)~ den hier im Probleme G 
vorgegebenen D i r  ie  hl  e t sehen und auf der Ebene t --- t* den 
C a u e h y sehen Grenzbedingungen 

(~,,2)t=t* = (gl)t=t* ulna \ -~-] t=t* \ ~ T  ]t: t .  

entsprieht. Von U~ ausgehend~ ksnnen wir in derselben Weise in 
dem dureh die Ebene ~ ~--- t o -J- 2 (t e - -  to) some allen Flaehen K ,  
bestimmten Gebie'te (~to + ~ (t* - to) eine ~'unktion U 3 konstruieren~ aus 
U 3 dann U~ herleiten usw. 
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S atz  II. Die Gesamtheit der Funktionen: 

~', U~, U3, ...... 

stellt die (naeh Absehnitt I!I eindeutig bestimmte) LSsung des 
Problems G dar. 

Zum Beweise dieser Behauptung mul3 nur gezeigt werden~ 
dal~ die so erhaltene Funktion~ sie hei[~e U~ sieh in dan Ebenen 
t --~-t  ~, t = t o - t - 2 ( t * - - t o )  ~ . . . .  also in ihrem ganzen Defini- 
tionsbereiche regular verh~tlt. Daf5 U den tibrigen Bedingpngen des 
Problems G gentigt~ ist dann unmittelbar einzusehen. Das regul~re 
Verhalten yon U 1 in der Ebene t ~  t* etwa~ folgt aber aus dam 
Umstand% dal3 U 1 und U s in den Begrenzungen t = t*~ K~,. . .7  K ,  
ihres geIneinsamen Definitionsbereiehes q61~ 2 (der aus allen Punkten 
yon I~ o besteht far. die t > t*) beide die gleichen Randbedingungen 
erftillen und Inithin in | wie dies die U'berlegungen des Ab- 
sehnittes III  ohne weiteres ergeben~ miteinauder vollst~ndig iiber- 
einstimmen. 

Der Weg, den wir zur LSsung des Problems G einge- 
sehlagen haben, l~gt sieh noeh in mannigfacher Weise ab~ndern. 
Man kann z. B. zur weiteren Fortsetzung der Funktion U 1 an 
Stelle der Ebene t ~ t* auch jenen Teit der Begrenzung yon | 
wahlen, der aus Charakteristikea besteht. Auf diese Weise erh~lt 
man mit nur einmaligem Zurtiekgreifen auf die LSsungen der 
Probleme G~ die Ltisung yon G in einem Bereiehe, der sieh t~ber 
die Ebene t -= t o -~- 2 (t* - -  to) hinaus erstreekt. 

Es ist wohl kaum notwendig, noehmals zu betonen, dal3 alle 
diese Uberlegungen mit ~aur sehr kleinen Anderungen aueh bei der 
Differentialgleiehung (A)darehfahrbar sind. Die angegebene Me- 
rhode l~tl3t sieh ferner aueh noeh anwenden~ wenn in dem Gebiete, 
we die Anfangswerte gegeben werden~ mehrere dureh Fl~ehen (D, 
abgegrenzte Teilbereiehe vorhanden sind: in denen die Koeffizienten 
ctik, a~ und l der Differentialgleiehung (A) sieh nnstetig gndern 
und auf den Flaehen r Grenzbedingungen vorgesehrieben sind. 
(Beugungsproblem ftir durehsiehtige KSrper.) 

Endlieh kann unser Verfahren aueh noeh benutzt werden, 
wenn der Anfangszustand nieht aaf einer Ebene t = eonst~ sondern 
anf einer (n - -  1) dimensionalen Flaehe gegeben ist~ die den Bedin- 
gungen far die Flaehe F (siehe Absehnitt II) entsprieht. 

V. 

In diesein letzten Abschnitte soil noeh angedeutet werden~ wie 
die jetzt benutzten Gedankeng~nge sieh s eine spezielle Klasse 
yon gemisehten. Prob]emen noeh weiter ausbauen lessen. Wir stellen 
die folgenden Uberlegungen wiedert~m im x, y~ t-Raume und ftir 
den Fall der Differentialgleiehung (a) an. Dabei setzen wir voraus: 
dal3 es uns gelungen w~r% des gemisehte Problem G~ unter der 
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Annahme zu 15sen~ da~i die Ku.rve k~ aus zwei unter einem belie- 
bigen Winkel miteinander znsammenstol~enden Geraden bestehtl). 

Die Zylinderflaehe K~ ist jetzt ein Keil. Die Flitehe ~ (siehe 
Seite 75) besteht zum Tell aus einem eharakteristisehen Kegel ~,~,, 
dessen Spitze sieh in der Ebene t = t0~ und zwar in der Keilkante 
befindet, und zum anderen Teile aus zwei Ebenen, die dutch die 

,%~ beriihren. Iia Raume Geraden /c~ hindnrehgehen und den Kegel ~ 
zwisehen der Ebene t = t o nnd der Fl~ehe ~ ist aueh hier die 
LSsung yon G~ dureh die P o i s s o n - P a r s e v a l s e h e  Formel zu 
bereehnen. Aber aueh im Gebiete zwisehen K ,  nnd ~ ,  soweit 
dieses augerhalb des Kegels ~], gelegen ist, kann man die LSsung 
der betraehteten Randwertprobleme leieht angeben, s) [~lberlegungen, die 
den im vorigen Absehnitte durehgefithrtea vollst~ndlg analog sind~ 
zeigen ngmlieh, dalg bier die gesuehte Funktion s) dnreh die LSsung 
des gemisehten Problems ftir den Fall~ daI~ k~ aus einer beiderseits 
nnbegrenzten Geraden ~) besteht~ dargestellt wird. 

Unter Zuhilfenahme der obigen Resultate lagt es sieh nun 
zeigen, dal3 die L(isung yon G, aueh ftir den Falli. wo/c~ ans einem 
(gesehlossenen oder ungesehlossenen) Streekenzage besteh~ her- 
gestellt werden kann. Ist p die ktirzeste Seite des Polygons k~, so 
15sen wir zun~tehst die Randwertaafgabe bis zu einem Zeitmomente 
t ~ : (to ~ t~ ~ to -d- p/2) drtreh Zusammenstiiekeln aas Lssungen 
der entspreehenden Probleme ftir den Keil in folgender Weise: Die 
Fl~ehe K~ besteht jetzt aus einem unendlieh langen Prisma. Wir 
erriehten ~thnlieh wie beim Keil am jede Prismenkante einen 
eharakteristisehen Kegel ~* and setzen hier die gesuehte Funktion 
~ gleieh der entspreehenden LSsung beim Keil. In den ~ibrigen 
Gebieten zwisehen den Fl~ehen K~ und ~ identifizieren wir U 1 
mit der hier in Betraeht kommenden LSsung ft~r den Fall~ wo 
k~ eine Gerade ist, und aul~erhalb der Fl~ehe ~ drtteken wir /f~ 

d u r e h  die P o i s s o n - P a r s e v a l s e h e  Formel aus. Indem wir nun 

s die Zeit t ~ t  e, U~ u n d ~  --~ bereehnen~kSnnenwirdieseWerte 

als einen neuen Anfangszustand ansehen und dutch eine neuerlieh 
angewandte Zusammensttiekelung die gesnehte Funktion bis zu 
einem Zeitmomente t = t o -4- 2 (t* -:- to) angeben usf. 

Wird der ursprtingliehe Anfangszustand geeignet angenommen~ 
stellt er z. B. einen ebenen oder zylindrisehen Impnls dar (der 
Impnls mug im Anfangszustande so gewahlt werden, dal5 e r  die 

1) Ftir den Fall, da~ tier Anfangszustand spezlell so angenommen wird, 
dag er eine ebene Welle darstellt und k~ aus elnem Halbstrahle besteht, wurde 
das oblge Problem yon A. S o m m e r f e l d  (Zeitsehr. fiir Math. u. Phys.~ Bd, 46, 
11~ 1901) gelSst. 

*) Der Bereieh innerhalb R~ ist des Gebiet der Beugung, dor ~wisehen 
Kv und ~ v ,  s0welt er nicht mit dem vorigen -;dentisch ist, das Gebiet der reinen 
Reflexion. Aul~erhalb ~v  brei*~en sich die Wellen vollstandlg unbehindert  aus. 

s) Ahnliehes gilt ffir hinreichend kleine Zeiten in allen F~llen, wo die 
Kin-re /r mindestens zu einem Teile aus einer Geraden gebildet wird. 

~) Physikallseh: Reflexion an einer Ebene. 



Herstellang yon LSsungen gemischter Randwertprobleme. 79 

beugenden Schirme nieht sehneidet)~ so erhalten die oben behan- 
delten Probleme eine physikalisehe Bedeutung. So l~tl~t sich z. B.~ 
wenn das Problem G~ fttr die Halbebene gelSst ist~ naeh dem Ver- 
fahren des Absehnittes IV die Beugung an einem SpMt und unter 
Anwendung der je~zt auseinandergesetzten ~{ethode das Problem des 
beugenden Streifens oder (mit Anwendung der L~sung ftir den 
Keil) eines Reflexionsgitters, dessen Profil dutch irgend einen 
Streekenzug gegeben wird~ erledigen. Mit Hilfe der L0sung yon G, 
far einen Streifen kann naeh IV die Beugang an einem im dureh- 
fallenden Liehte benutzten~ aus aneinandergereihten Streifen beste- 
henden Striehgitter behandelt werden~ usf. 

Wien~ 3: August 1917. 


