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[Jber mehrfache Vektoren und ihre Produkte 
sowie deren Anwendung in der Elastizit~tstheorie. 1) 

Von Emil Waelseh in BrUnn. 

~'[an kann einer bin~ren quadratisehen Form einen Vektor 
zuordnen and einer Form 2v ter Ordnung entspreehend ihren Zer- 
legungen in quadratisehe Faktoren ein System yon assoziierten 
v - f a e h e n  V e k t o r e n ~  P o l y v e k t o r e n  o d e r  V i e l b e i n e n  
~r O r d n n n g ,  die aus v gleiehlangen, yon einem Punkte  0 aus- 
gehenden Vektoren bestehen. 2) Unter gewissen Bedingungen ist 
eines dieser assoziierten Vielbeine der Form r e e 11~ d. h. seiIie s~tmt- 
lichen Teilvektoren sind reell. Werden reelle Vielbeine, die sieh nur 
in einer geraden Anzahl ihrer Riehtnngen nnterseheiden, als gleieh 
angesehen, so bestimmen sieh l~orm und Vielbein gegenseitig und 
eindeutig. Es kann~ yon der Addition ihrer Formen ausgehend~ 
eine Addition reeller Vielbeine definiert werden, welehe die formalen 
Gesetze der algebraisehen Addition befolgt. 

Die U b e r s e h i e b u n g e n der Formen zweier reellen VM- 
heine liefern neue reelle Vielbein% die als P r o d n k t e  d e r  ge-  
g e b e n e n V i e  1 b e i n e bezeiehnet werden kSnnen. Alle Nr  die 
Gruppe der Drehstreekungen invarianten reeUen Vielbeine mehrerer 
reellen Vielbein% die ganz and rational in den gegebenen Vielbeinen 
sind, lassen 'sieh dutch alleinige Anwendung yon solehen Produkt- 
bildnngen aus den gegebenen Vielbeinen ableiten. Werden die ge- 
gebenen Vielbeine in ihre Teilvektoren zerlegt, so 1N?t sieh aueh 
jedes dieser invarianten Vielbeine dutch die gewShnliehen skalaren~ 
vektorisehen und Tripelprodukte der Teilvektoren ganz und rational 
ausdriieken. Unter Verwendung soleher Vielbeine und ihrer Pro- 
dukte kann gezeigt werden, dal~ jede in den Koordinaten yon 

Vektoren lineare Form, jedes p o l y a d i s e h e  P r o d u k t  ~ O r d -  
n ung~ die Summe ist yon skalaren Produkten gewisser~ das polya- 
disehe Produkt  bestimmender Vielbeine und anderer invarianter 
Vielbeine der v u die v t~= Grades in diesen Vektoren sin& 8) 

~) Vgl. die vorl~ufige Mitteilung unter dem Titel ~,Uber Bin~ranalyse und 
elastisehe Potentiale", Wien. Anz. v. 9-6. April 1906. 

~) Vgl. ~Uber Binaranalyse", Sitzgsber. d. Wien. Ak., Bd. 112~ Abt. IIa (ira 
folgenden mit ,,B" zitlert), und ,,LYber die h~heren Vektorgr~fien der Kristallphysik 
als bin~re Formen% ebda., Bd. 113~ Abt. IIa~ p. 3_107. 

s) Dieser allgemeine Satz ergibt sich dutch Spezialisierung fiir mehrfaeh- 
quadratisehe Formen einer allgemeinen Reihenentwieklung, s. sober die Reihen- 
entwlcklung mehrfachbin~rer Pormen", Wien. Ber., Bd. CXIII, Abt. IIa, p. 1209. 
Ftir spezielle F~lle wird er im folg'enden yon neuem bewiesen. 

Mona~sh. ffir ~Ia~hema~ik u. Physik, X u  3-ahrg. 16 
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In w 2 der vorliegenden Arbeit wird das Z w e i b e i n  and 
das aus ihm abgeleitete volle System seiner invarianten Vielbeine 
betraehtet~ sowie die Beziehungen seiner Konstanten zu den Wurzeln 
der kubisehen Resolvente 

4 e 3 - - y 2 e - - g s  -~ 0 

seiner biquadratisehen Form. 1) 
Hieraaf werden in w 3 die v e k t o r i s e h e n  P r o d • k t e  

e i n e s  V e k t o r s  a behandelt~ das sind 1. das Prodnkt yon a mit 
einem Skala 5 2. das vektorisehe Produkt yon a mit einem anderen 
Vektor: .3. das Prodakt yon a mit einem Zweibein: welches der 
zweiten Ubersehiebung der Formen des Vektors a und des Zwei- 
beines entsprieht. Es zeigt sieh~ dal3 j e d e r  A f f i n i t • t  des  Vektor-  
r a u m e s ,  die dem Vektor a den Vektor a' zuweist (also jeder 
Dyadik ~) oder linearen Vektorfunktion): ei n S y s t e m v o n Vie  1- 
b e i n e n  z t t g e o r d n e t  werden kann~ welches aus einem Skalar~ 
einem Vektor nnd einem Zweibein besteht~ and dalg der Vektor a' 
die Summe ist der drei genannten vektorischen Produkte des 
Vektors a mit diesen Vielbeinen. 

Einem S t r a i n (einer unendlich kleinen Deformation) ist dem- 
entsprechend aueh ein System yon solehen Vielbeinen zugeordnet~ 
ein Skalar lI ~ and ein Vektor u~ die, wie bekannt~ die D i l a t a -  
t i o n  resp. die R o t a t i o n  des  V o l t t m e l e m e n t s  bestimmen. 
Nieht bekannt seheint zn sein, dal3 dem S t r a i n  w e i t e r s  e i n  
Z w e i b e i n  z u g e o r d n e t  werden kann~ das allein die dureh den 
Strain bewirkten G e s t a l t s v e r ~ t n d e r u n g e n  o d e r  S e h e r u n -  
gen  de s  V o l u m e l e m e n t s  bestimmt. Es folgt demnach~ dag die 

Ubersehlebung einer quadrati- binliren Operationen der 0-~ 1-, 2 ~en "~ 
tel? sehen Form mit einer Form 0-~ 2- 7 4 Ordnung resp. die reinen 

Dilatationen~ Rotationen~ Gestaltsvergndemngen des Volamelements 
vollsti~ndig charakterisieren. 

Ein mit gewissen Symmetrien behaftetes tetradisehes Produkt 
tritt in der Theorie der Elastizititt eines anisotropen Medimns auf. 
Es ergibt slob, dat~ jedem P u n k t e  0 d i e s e s  M e d i a m s  e in  
S y s t e m  y o n  5 e l a s t i s e h e n  V i e l b e i n e n  z u g e o r d n e t  
werden kann~ besCehend aus einem Vierbein e4: zwei Zweibeinen 
e~ e '~ und zwei Skalaren e ~ e,o. Diese dem 5'Iedinm immanenten 
Vielbeine ersetzen die elastisehen Koeffizienten der auf die 
Volumeinheit bezogenen elastischen Energie q~ des Volumelements. 
Diese Energie ist die Summe der skalaren Prodakte der elastisehen 
Vielbeine mit den invarianten quadratisehen Vielbeinen des Strains: 

~) Diese einfachen Bezlehungen lassen den Versuch vielleicht als wiin- 
schenswert ersehelnen, die einfache Figur des Zweibeines und der belden ihm 
assozilerten Zwelbelne geometrischen Betrachtungen in der Theorie der elliptlschen 
Funktionen zu Grunde zu legen. 

~) S. Gibbs-Wilson, Vektoranalysis, p. 265. 
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wo I) : das Zweibein ist, welches der H e s s e sehen Form der bi- 
quadratisehen Form yon u s entsprieht. 

Fallen die Teilbeine s~tmtlieher elastiseher Vielbeine in eine Ge- 
rade, so ist diese die e l a s t i s e h e  I s o t r o p i e a e h s e  und die ftinf 
Teile des letzten Ausdruekes des elastisehen Potentials sind linear 
abgeleitet aus den skalaren Proclukten yon Potenzen eines Einheits- 
vektors ~ der auf der Isotropieaehse liegt, mit den quadratischen 
Vielbeinen des Strains, so dab sieh die potentielle Energie ffir 
diesen Fall ergibt als: 

Cl ~" ~2~ + c2 ~" ~ + ca ~" ~2 no + c~g~ + ca H ~ �9 

Diese ffinf skalaren Produkte sind linear ableitbar aus den 
fanf B e 1 t r a m i sehen Invarianten 1) der elastisehen Isotropieaehse. 
Umgekehrt  ist ersichtlieh~ wie sieh aus dem soeben angesehriebenen 
Potential der Isotropieachse durch Verallgemeinernng der speziellen 
elastisehen Vielbeine ~4. ~s das allgemeine Potential ~ ergibt. 

�9 / 

gerschwmden die elastisehen Vier- und Zweibeine identisch, 
so ist das M e d i u m  k o m p l e t t  i s o t r o p  und man erh~tlt ffir seine 
potentielle Energie : 

e~ g~ @ e'~ ~ __~ 2 K g 2 @ ~/~ Hu~ 

weleher Ausdrnek genau der H e 1 m h o 1 t z schen Normalform ~) 
dieser Energie entsprieht. 

Es ergibt sigh aneh~ dal~ unter Voraussetzung der P o i s s o n- 
C a u e h y sehen Hypothese, die besagt~ dal] die elastisehen Krafte 
nur yon den Entfernungen der Molekttle abhi~ngen~ die elastisehen 
Zweibeine e ~ und e '2 eine sehr spezielle Lage gegeneinander an- 
nehmen~ dal~ sic sieh n/~mlieh nnr in ihrer GrSl~e unterseheiden~ 
indem die Relation 

r2 ~ 12/7 t~ 2 

gilt~ and dal~ ferner zwischen den elastisehen Skalaren die Gleiehung 

e~0 ~ 5/6 e0 

besteht, die zu der bekannten C a u c h y s c h e n  Relation ~ , ~  
ffihrt. 

Von den Herren Vo i g t 3) und A r o n ~) wurden~ ausgehend 
yon den Symmetrieebenen~ und yon Herrn M i n n i g e r o d e S ) ~  ans- 

i) S. B e l t r a m i ,  ,Note  fisicomatematlche",  Rend. mat. di Palermo, t. 3, 
p. 74, und S o m i g l i a n a ,  ,Sul  potenziale elastico", Ann. dl. mat. (3), t. VII  
p. 129. 

~) S. H e l m h o l t z ,  Vorlesungen~ II,  p. 120. 
~) S. V o i g t ,  ,,&llgem. Formeln fiir die Best immung der Elast izif~tskon 

s tanten etc.", Wied. A n n ,  Bd. 16, p. 273. 
4) S. A r o n ,  ,,[Jber die Herle i tung der Kristallsysteme aus tier Theorie der 

Elastizi tat",  Wied. A n n ,  Bd. 20, p. 272. 
a) S. Mi  n n i g e r o d e, , Untersuchungen  iiber die Symmetrieverhaltnisse und 

die Elastizitat  der Kristalle", @titt. Nachr. 1884, p. 195, 374, 488. 

16" 
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gehend yon den Symmetrieaehsen~ die versehiedenen speziellen 
Systeme elastischer Konstanten fttr die verschiedenen Kristallgruiopen 
mit Symmetriezentram~ welch letztere bei elastischer Symmetrie 
allein in Betraeht kommen~ aafgestellt. Es warden da zunaehst 
die Systeme elastiseher Koeffizienten fttr die vermSge des postulierten 
G e s e t z e s  d e r  r a t i o n a l e n  I n d i z e s  allein mSgliehen 2-, 3-~ 
4-~ 6z~hligen Rotationen spezialisiert und dann dutch Kombinatien 
aeht differente elastisehe Systeme gefunden~ zu welehen noeh das 
System mit einer elastisehen Isotropieachse and das der kompletten 
Isotropie hinzatreten. 

Umgekehrt hat Herr S o m i g li a n a 2) gezeigt, dal~ ein in den 
Strainkoordinaten q a a d r a t i s c h e s elastisehes Potential voraus- 
gesetzt, dieses nur bei 2-~ 3-~ 4z~thligen Rotationen invariant bleiben 
kann~ wenn anders die Rotationsaehse nieht elastiseh isotrolo ist 
oder komplette Isotropie herrscht. Er findet dutch Betrachtung 
yon in den Strainkoordinaten quadratisehen~ bei den entspreehenden 
Rotationen invarianten Aasdraeken die angeft~hrten acht System% 
ferner die Invarianten~ aus welehen sieh in jedem einzelnen Falle 
das Potential linear ableiten l~l~t. 

Werden nun die elastischen Vielbeine des Punktes 0 der 
Betraehtung zu Grunde gelegt~ so ergibt sieh~ dal~ man zu diesen 
verschiedenen elastisehen Systemen gelangt~ weml man a l l e i n  
alas V i e r b e i n  k l a s s i f i z i e r t  hinsiehtlieh der Gruppe yon 
kristallographisehen Deekoperationen~ die es in sieh oder die 
ihm gleiehen Vierbeine iiberf~ihren~ die sieh yon ihm nur 
in einer geraden Anzahl der Riehtungen der Teilvektoren unter- 
seheiden. Man kann demnaeh aueh auf diese vom elastisetaen 
Potential ausgehende Weis% aber anf Grand einfaeher geometri- 
seher Betraehtungen~ die diversen zehn Potentiale erhalten. Ferner 
ksnnen die jedem Falle entspreeherlden Systeme elastiseher Viel- 
beine bestimmt werden. Hiebei ergeben sieh aueh die i n v a r i a n -  
t e n skalaren Produkte, aus welehen sieh das Potential im betreffenden 
Falle linear ableiten 1513t. 

Jede der Gruppen yon Deekoperationen~ welehe die aeht elasti- 
sehen System% die keine Isotropien besitzen, in sieh ttberftthren: 
ist isomorph za einer der Gruppen linearer Transformationen, die 
alas System yon vier versehiedenen binaren Quadriken mit gleieher 
nieht versehwindender Diskriminante in sieh oder in ein durela 
nine gerade Anzahl yon Vorzeiehen der Qnadriken versehiedenes 
System transformieren. 

Herr S o m i g l i a n a  hat ferner l. e. gezeigt~ dal3 es bei Vorans- 
setzung eines in den Strainkoordinaten kubisehen Potentials F a 11 e 
g e b e n  kann~ d i e  d e m G e s e t z e  d e r  R a t i o n a l i t ~ t  d e r I n -  
d i z e s w i d e r s p r e e h e n. Im folgenden wird zum Sehlusse aueh 
dem kubisehen Teile (I) des elastisehen Potentials~ der im allgemeinen 

~) S. S o m i g l i a n a ,  I. c., and ,,Sulla legge di razionalith rispetto alle 
t~roprlet'~ elastici dei cristalli~ Rend. delle R. Ace. del Lincei. (5)~ t. III, p. 238: 
nnd ,,Sopra gli invarianti ortog'onali di deformazioni", lb. (5), t. IV: p. 25. 
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56 Konstante besitzt~ ein System yon zehn elastisehen k u b i s e h e n 
Vielbeinen zugeordnet~ nnd (D abgeleitet aus den skalaren Produkten 
dieser Vielbeine and der Vielbeine dritten Grades des Strains. Es 
folgt dann~ dais es ein (Dmit 14 Konstanten gibt, das dem Rationali- 
tatsgesetze widersprieht~ wenn namlieh das auftretende knbisehe 
Seehsbein zerfgllt in ein regulares Ffinfbein und in einen Vektor~ 
der auf der Aehse dieses Fttnfbeines liegt~ in welehe dann auch 
die anderen kubisehen and quadratisehen Vielbeine fallen. Alle 
anderen Potential% welehen ein nicht in dieser Weise zerfallendes 
kubisehes Seehsbein entsprieht~ liefern die sehon oben angeffihr- 
ten e]astisehen Symmetrien und eine weitere mit sechszghliger 
Aehse. Sie widersprechen demnaeh dem Rationalit~ttsgesetze nieht~ 
nur wtirde in dem letztangeftihrten Falle eine seehszghlige elastisehe 
Symmetrieachse auftreten. 

w 1. B i n ~ r e  F o r m e n  u n d  V i e l b e i n e ,  P r o d u k t e  y o n  V i e l b e i n e n .  

1. V e k t o r e n  und Q u a d r i k e n .  Z~n~tchst soll gem Vektor a 
mit den Cartesischen Koordinaten x~ y, z die Quadrik (binare qua- 
dratische Form) : 

(c, Ao _ - -  

(1)/~ ~ ~ (~ +iv) ~ -  ~ l t ~  + (~-~v) ?~ 

zugeordnet werden. Es ist dann 

(2) x =  ~/~(Ao+A~), y :  ~hi(A~--Ao),  z = i A 1 ,  

weshalb die Quadrik umgekehrt den Vektor bestimmt. 
Die Einheitsvektoren i~ i~ ~ tier Koordinatenachsen haben die 

Quadriken : 

(3) ~ + ~ ,  ~(~-~- ~), - 2 ~ .  

Ist der Vektor a reell, sind also die Zahlen x, y~ z reell, so 
hat seine Quadrik (1) konjugierte guf3ere and einen reinimagin~ren 
mittleren Koeffizienten. Eine Quadrik mit dieser Eigensehaft soll, 
da sie umgekehrt einen reellen Vektor bestimmt~ , r e a l i s i e r e n d "  
heif~en. 

Eine realisierende Quadrik a ~ hat (vgl. ,B.'~ p. 1543) die Eigen- 
sehaft~ sieh in der folgenden Weise zerlegen za lassen: 

(4) a "2 = i ~ ~', 

wobei ~, ~' Linearformen sind, die in der Beziehung stehen: 

(5) ~: (~+i ,~)  ~+(~+i~)  ~., ~' :(~--i~) ~--(x--i,~) s., 
worin ).~ ~; z: v reelle Zahlen sind. 
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Es gilt der Satz: Sind ~, ~' zwei Linearformen, die in der 
Beziehung (5) stehen~ und ist a ~ eine realisierende Quadrik, so 
sind (as) ~ trod (an') ~ konjugierte Zahlen. 

Versehwindet die Diskriminante 

der Qnadrik a, se ist diese Quadrik das Quadrat einer Linearform 
~ (~ ) .  Der Vektor a 2 mit des Quadrik a ~ ist dann ein 

~ , N n l l v e k t o r " ~  der auf dem Ninimalkegel mit der G-leiehung 
x2-J-y2@zs=O liegt (s. ,,B.", p. 6zi9). 

2. P o l y v e k t o r e n  o d e r  V i e l b e i n e .  Ein n - f a e h e r  
Ve k t o r~  ein P o l y v e k t o r  odes ein V i e l b e i n  n ~ G . r a d e s  
oder knrz ein n - b e  in  D'~ besteht aus n gleieh langen Vektoren 
Dt, s ~ . . . s , ~  seinen T e i l v e k t o r e n ~  T e i l b e i n e n  odes kurz 
B e i n e n ~  die man yon dem Punkte 0 ausgehen lassen kann. Es 
kann gesetzt werden: 

I~ '~D io~ ...lJ~. 

Zwei n-beine, die sieh nur in einer geraden Anzahl der 
Riehtnngen ihrer Teilbeine unterseheiden~ s i n d  a l s  g l  e i e h  an-  

z u s e h e n .  
Das n-bein kann bestimmt werden dutch n Riehtungen und 

einen Skalar, des positiv odes negativ sein kann. Des absolute 
West dieses Skalars, die G.r~t3e d e s  n -be i n s ~  ist gleieh dem 
Produkt  des Langen Dz des Vektoren Dz. Ist er positiv, so stiln- 
men die Riehtungen aller Vektoren t~z mit den gegebenen Rieh- 
tungen tiberein~ eder es kann aueh eine gerade Anzahl des Di ent- 
gegengesetzt zu diesen Riehtungen sein. Ist des Skalar negativ~ 
so ist ein Teilbein eder eine tmgerade Anzahl von Teilbeinen des 
n-beins entgegengesetzt geriehtet zt~ den gegebenen Riehtnngen. 

Das n-bein kann naeh dem Vorstehenden aueh bestimmt 
werden dutch ein E i n h e i t s - n- b e i n~ dessen sSmtliehe Teilvektoren 
die L inge  1 haben, and dutch die GrN]e des n-beins. 

Aueh n beliebige Vektoren bestimmen ein n-bein, dessen 
G.rSl3e gleieh ist dem Produkt des Lingen der gegebenen Vektoren. 

Fallen die Tr~iger der Teilbeine 1) z des n-beins t~ '~ zusammen, 
so soll es , s p e z i e l l "  heiJ3en. Sind alle Teitbeine t~x yon ~ reelle 
Vektoren, so mSge das n-bein ,reell" genannt werden. Ein reelles 
lind spezielles ~-bein besteht aus einem k-mal zu zahlenden Vektor 
und aus dem (n--k)-mal  zu zihlenden engegengesetzt geriehteten 
Vektor. 

Die Vielbeine ~0~ ~3 t)~ kSnnen als Di-, T r i -  und Q u a d r i -  
v e k t o r e n  odes als 2-~ 3-, and 4 - b e i n e  bezeiehnet werden; ~)o ist 
ein Skalar odes ein A v e k t o r  lind V~ ein Vektor t~. 
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Es sei eine Form 2n  ter Ordnung v 2~ in das Produkt  yon n 
"2 "2 P 

Qaadriken v~ zerlegt. Der Qaadrik v~, entsprieht der Vektor 0~. 
Man kann dann setzen: 

2rt ;2 "2 "2 
V ~ X  l v  1 X 2 v  2 . . . Z n V n )  

wobei das Produkt  aller z). gleieh 1 ist. Ist nun K das Prodakt  
- - r  ~ l / n  - -  r 

der L~ngen ~z aller Vektoren 0~ und wird z z ~ K /0 z gesetzt~ so 
hat der Vektor 0~, mit der Quadrik 

2 t2  " 
Vs ~ .  Z). V;. 

~ / "  u n d e s  ist demnaeh: die L~tnge __ 

2n  2 2 2 
V ~ 1 ~ ) 2 "  " " V n  

sine Zerlegung yon v 2~ in Quadriken, welehen lauter gleich lange 
Vektoren yon der Liinge K ~/~ entspreehen. Folglich entspriehtjeder 

2~ - Zerlegung der Form v m quadratische Faktoren sin n-bein~ dessen 
Teilbeine in der angegebenen Weiss gefunden werden ktinnen. Es 
ist reell~ wenn die Quadriken v~ realisieren. 

Ein allgemeines n-bein hat 2 n ~-  1 Konstant% d. i. so viel% 
als eine Form v 2~ der 2 n  ~ "  Ordnang hat~ oder so viel, als seine 
n Teilbeine, die van gleieher L~tnge sind~ besitzen. 

3. A d d i t i o n  y o n  V i e l b e i n e n .  ,Sind u ~" und v ~r' die 
Formen zweier reellen n-heine u ~ und ~ so ist: 

W 2 n  ~ 2 n + V 2 n  

die Form eines r e e l l  e n n-beins iv~ das als S u m m e  d e r  u ~ a n d  0 ~ 
bezeiehnet werden soll~ so daI~ gesetzt wird: 

~:121 n ~ l I  n + O n ~.  

Denn werden die Formen u ~  v ~ in realisierende Quadriken 
zerlegt~ als : 

2n  2 2 2 n  2 2 
U ~ U l "  " " ~ n ~  V ~ V 1 .  . . Vn~ 

so ist : 
2 2 . V 2 ( 6 )  W 2 n  = U21 " ' "  ~ n  + V l ' "  n"  

Ist nun s ~ (s ~) sin Linearfaktor dieser Form~ ist also: 

= r + ( % r  0, 

so ist (s. Art. 1) (u~a) ~ konjugiert zu (u;e') ~ und (vzs) 2 konjugiert 
zu (vze') ~ also auch (w~ ' )  ~ konjugiert zu (w 2~ a) , daher (WSV) 2n~-- O. 
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Folglich kann gesetzt werden: 

2 ~ z  * , * t 

Kierin mug nun noeh c reell sein~ denn nut dann sind hier 
die Koeffizienten yon ~sz~ und ~ konjugiert, wie dies in (6) der 
Fall ist. 

, Z a  einer Anzahl yon reellen n-beinen ist ein bestimmtes 
reelles n-bein als deren Summe definiert. Diese Addition yon 
n-beinen gentigt den formalen Gesetzen der algebraisehen Addition". 

Z. B. Zwisehen den reellen speziellen Zweibeinen 1) is, i s, fs 
besteht naeh (3) die I d e n t i t ~ t 

(7) i~ + i ~ -5  ~s = 0. 

Das Zweibein i~--~ - i s ist demnaeh das spezielle Zweibein - - ~ ,  
das arts dem Einheitsvektor ~ und den ibm entgegengesetzten Vektor 

~ besteht. 
Nultipliziert man ein reelles n-bein mit einem reellen Skalar s~ 

so erh~lt man wieder ein reelles n-bein~ das s-real so grog ist 
als das gegebene. Daher kann aus einer Anzahl reeller n-beine 
mit Itilfe reeller Zahlen wieder ein reelles n-bein linear abgeleitet 
werden. 

4. T e r n ~ r e D a r s t e l l u n g v o n V i e l b e i n e m  E i n e i n d e n  
Vektoren i~ ~, ~ lineare Form 

ist ein Vektor, der reell ist~ wenn e, ~ "~ reelle Zahlen sin& Eine 
quadratisehe Form in i~ i, ~ ist ein Zweibein, das demnaeh aus den 
seehs Zweibeinen i ~, i~ ~, if, ~i, ii linear abgeleitet werden kann. 
VermSge der Identit~tt (7) Iagt sieh dieses Zweibein in die Gestalt 
setzen : 

wo ~" eine Form x ~ Ordnung in i, i i s t .  Die Formen ~ ,  ~"~ be- 
sitzen zusammen die fttnf Konstanten des Zweibeins. 

Analog ist ein n-bein dargestellt dutch eine Form n ~ Ordnung 
in i~ i~ t~ aber auch darstellbar in der Gestalt ~ - 5  ~ - ~ .  Die 
Formen ~ nnd ~ - 1  haben zusammen 2 n @  1 Koeffizienten~ welche 
zusammen die Konstanten des n-beins geben und als K o o r d i n a -  
t e n  desselben bezeichnet werden k(Snnen. 

Die binare quadratisehe Form in i~ i: 

(9) ai~ - s  b ii -{- ci ~ 

1) Mit i'~ ~", ~ soll das spezielle n-beln bezeichnet werden~ welches resp. 
aus dem n-real gez~hlten Vektor i~ ~, ~ besteht. 
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stellt ein reelles Zweibein dar~ wenn ihre Koeffizienten reelle Zahlen 
sind. Dieses liegt in der xy-Ebene, wenn die Wurzeln der Form 
reell sind, aber in einer durch die z-Achse gehenden Ebene, wenn 
sic konjugiert sind, wo dann ein zu ihm assoziiertes imaginares 
Zweibein in der x y-Ebene ]iegt. 

Ist b ~ 0~ so sincl die Koordinatenaehsen Symmetrielinien 
des Zweibeins a i r - ]  - ci ~, und es liegt in der x~ -Eben% wenn a,  c 

entgegengesetzt bezeichnet sind. Es kann aueh wegen der Iden- 
titbit (7) ersetzt werden durch 

(a - -  ~) i ~ - -  c ~  oder (c - -  a) i ~ - -  a ~ ,  

woraus sich ergibt, dag dieses Zweibein, wenn a~ c beicle positiv 
sind und ]a I ~ 1  c I ist ,  in der x z -  resp. yz -Ebene  liegt, trod um- 
gekehrt~ wenn a~ c beide negativ sind. 

Allgemein stellt eine Form n ~e~ Ordnung ~ in i, ~ mit reellen 
Koeffizienten ein reelles n-bein clar~ yon welehem soviele Teilbeine 
in der x y - E b e n e  liegen, als die Form reelle Wurzeln hat und 
welches soviele weitere Teilzweibeine hat, deren Ebenen dureh die 
z-Achse gehen, als die Form Paare konjugierter Wrtrzeln besitzt. 

5. P r o d u k t e  y o n  V i e l b e i n e n .  Ist F(~i,~2;-Ol,~l~ ) eine 
doppeltbinare Form ~te, Ordnung in ~ and v ~~ Ordnung in '~, so 
liefert der ~-prozelS: 

1 (  D' , '  ) 

auf Y angewendet eine Form vonder  Ordnung ~ - -  1 resp. v - -  1 
in ~ resp. -~. Durch weitere im ganzen k-malige Anwendung dieses 
Prozesses erhslt man eme Form der Ordnungen ~ - - ] ~  v - - I t .  
Sind nun die beiden bin~ren Formen 

a" ~_ (a ~)", b ~ ~ (b ~)~ 

gegeben uncl wird der ~-prozeg auf das Produkt  

k-raM angewendet and dann "~ = ~ gesetzt, so erh~lt man eine Form 
(l~ @ v - -  2/r Ordnung, welche ]c t~ Uberschiebung der Formen 
a s und b ~ heil~t und mit 

(a '~, b~) ~ 

bezeiehnet wird. Die 0 ~ Ubersehiebnng der Formen a" ,  b y ist das 
Produkt dieser Formen. 

Is~ a ein Vektor mit den Koordinaten x, y, z und der Quadrik a 
[s. Formel (I), Art. 1] nnd 5 e[n Vektor mit den Koordinaten x', y', z' 
and der entspreehenden Qaadrik 5, so ergibt sieh dureh eine einfache 
Reehnung : Die erste Uberschiebung (a~ 5) ~ der Quadriken a~ 5 ist die 
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Quadrik des vektorisehen Produktes a X b der Vektoren a, ~ ; diese 
Quadrik realisiert~ wenn die beiden gegebenen Vektoren reell sind, 
also ihre Quadriken realisieren. Die zweite Uberschiebung (a, 15) ~ 
ist das d o p p e 1 t e skalare Prodnkt a. 15 der Vektoren a~ 15. Die zweite 
Obersehiebang des Vektors a mit sieh selbst ist also das doppelte 
Quadrat seiner L~nge: 

(10) 2 (-~o ~ - .4~) = 2 a .  a; 

demnaeh ist die Diskriminante A o A~--A~ tier Quadrik a gleieh 
dem Quadrat der L~ng'e des Vektors a. Die sehiefe Invariante 
[(a~ 15)1 cjs ist das doppelte Tripelprodukt (~ X b). c der drei Vek- 
toren a, 15, c. 

Die k ~ i.)bersehiebung" der Formen v ~  uncl v ~ der Vielbeine 
t~ and t~" ist eine simaltane Komitante der Quadriken der Teil- 
vektoren dieser Vielbeine and l~tl3t sieh als solehe dutch die Ko- 
mitanten des vollen Systems dieser quadriken ausdrtteken. Dieses 
System besteht (s. ,B. ~ p. 1093) aus den skalaren and Tripel- 
produkten~ sowie aas den Quadriken der Teilvektoren and den 
Quadriken der vektorisehen Produkte der Teilvektoren. Sincl die 
Vielbeine reell~ so sind die Skalare uncl Tripelprodukte reelle 
Zahlen and die Quadriken realisieren. Das k ~~ Produkt der Formen 
~2~ und v 2~ ist demnaeh linear and reel1 ableitbar aus mehreren 
Formen, welehe i ~ @ v - - k  der letzteren Quadriken zu Faktoren 
haben and die daher (s. Art. 3 )zu  reellen (~ @ v - - k ) - b e i n e n  ge- 
hSren. Demnach s ,~Die k ~ Ubersehiebnng eines reellen ~-beins 
~ nnd eines reellen v- beins t~" definiert ein reelles (,u @ v - -  k)- bein~ 
das ,,k ~ P r o d n k t  des  ,~- a n d  v - b e i n s "  genannt and mit 

bezeiehnet werden soll." Ktirzer sol1 das s k a l a r e  P r o d n k t  t i e r  
b e i d e n  ,~-beine t~" und t~ '~ 

1)"~; D ~ ~ l) ~ " t) '~ 

gesetzt werden. Das 0 ~ Produkt t). ~ a t~ ~ ~--- t~' t~ ~ der Vielbeine t~, t~ ~ 
ist das Vielbein (~--~ v) *~ Ordnung, das die Vielbeine t~.", t~" als 
Teile enthalt. Das 0 ~ Produkt s 6 t~ ~' = s t) ~ eines Skalars s and 
eines Vielbeins t~ ~ ist ein ,~-bein~ das s-real so grog ist als t~ ~ (vgl. 
Art. 3). 

Each obigem folgt: ::Das erste Produkt zweier Vektoren ist 
gleieh ihrem vektorisehen Prod~kt: a i 15 ~ ctX~: nnd_ ihr zweites 
Prodakt ist identiseh mit dem d o p p e I t e n skalaren Produkte tier 
Vektoren: a ' ~  ~---2a.l}. Ihr 0 ~ Produk~ ist das Zweibein a~ 
mit diesen Vektoren als Teilbeinen. ~' 

,,Sind mehrere reelle Vielbeine gegeben~ so k~nnen dureh 
Bildang ihrer Produkte mit einander and mit sieh selbst neue 
reelle Vielbeine erhalten werden~ aas diesen neuen und den frti- 
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heren durch Produktbildung weitere Vielbeine u. s. w. Alle diese 
abgeleiteten Vielbeine sind invariant zu den gegebenen far die 
Gruppe der Drehstreeku.n.gen um O." Denn die Formen diesel" 
Vielbeine werden dureh Ubersohiebung aus den Formen der ge- 
gebenen Vielbeine erhalten~ die invariant zu den Formen ftir die 
Gruppe der bingren linearen Transformationen sind; ferner ent- 
spreehen diesen linearen Transformationen im Gebiete der Vektoren 
die obigen Drehstreekungen (s. ,B." p. 653). 

,,Umgekehrt kann jedes invariante Vielbein der gegebenen 
Vielbein% dessen Koordinaten (s. Art. 4) ganze rationale Funktionen 
der Koordinaten der gegebenen Vielbeine sin& dureh solehe Pro- 
duktbildnngen arts den gegebenen Vielbeinen" gefunden werden." 
Dies folgt aus dem G o r  dan schen Fundamentalsatze der bingren 
Invariantentheorie, dal3..jede Komitante bin~rer Formen aus ihnen 
dureh den Prozel~ der Ubersehiebung allein gefunden werden kann 
nnd daraus~ dal~ den binsren linearen Transformationen die Dreh- 
streeknngen yon O entspreehen. 

Demnaeh folgt anet b dal~ man d u r e h  den  f~-proze13 
(oder dem ihm entspreehenden symbolisehen Fahungsprozel~) z u 
a l l e n  P r o d u k t b i [ d u n g e n  d e r  V e k t o r r e e h n n n g  gelan- 
gen kann. 

,Entspreehend dem endliehen System ihrer bin~ren Formen 
haben aueh mehrere Vielbeine ein volles System~ dutch dessen 
Vielbeine sieh jedes invariante in den gegebenen Vielbeinen rational 
und ganze Vielbein rational und ganz ausdraeken Igl~t." Z. B. lassen 
sieh (vgl. oben) alle rationalen and ganzen invarianten Skalare nnd 
Vektoren mehrerer Ve k t o r e n rational und ganz ausdrtieken dutch 
diese Vektoren selbst~ ihre skalaren~ vektorisehen und Tripel- 
lorodakte; 1) hier folgt noeh~ dal3 dasselbe ffir die invarianten Viel- 
heine der gegebenen Vektoren der Fall ist. 

Das volle System eines Zweibeins wird im n~ehsten Paragraphen 
behandelt werden. Ein Dreibein b besitzt das aus dem System 
einer Form 6 ~" Ordnung folgende endliehe System yon Vielbeinen~ 
n. a. das Zweibein b i b und ffinf invariante Vektoren, darunter den 
niedrigsten Grades : (b i b) i b. 

w 2. Das Zweibein und sein System. 

6. Die Biqaadrik u ~ mit getrennten Linearfaktoren: 

(11) u~ ~- (e ~) (~ ~) (T ~-) (8 ~) 

bestimmt ein T r i p e l  yon Z w e i b e i n e n :  n ~, tt'~ tt"~ welehe auch 
als a s s o z i i e r t e Z w e i b e i n e bezeichnet werden m0gen. Denn u ~ 
l~gt sieh in drei Weisen in das Produkt zweier Quadriken zer- 

p ! t /  vr legen~ welehen die Teilvektoren: u~ ~ ;  u~ uy; u~ n~ der Zweibeine 
des Tripels entspreehen. 

1) Vgl. H. Burkhardt, Uber Funktlonen yon VektorgrN]en, welche selbst 
wieder Vektorgr~SBen slnd. Math. Ann, Bd. 4~3, S. 197, und ,,B."~ p. 1093. 
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Da der Vektor mit der Qnadrik 1I 1 = ~ ~ senkreeht steht auf den 
Vektoren mit den Quadriken as, ~s weil 111" a s = a ~ ,  e s ~ 0  und 
ebenso 11~" ~ s = 0  ist~ so gilt: ~Die Teilbeine der drei assoziierten 
Zweibeine stehen senkreeht auf zwei gegentiberliegenden Seitenebenen 
des Vierkants, das dureh die vier Nullvektoren ~s L~2, 7s 8s gebildet 
wird." Durch eine einfaehe geometrisehe Betraehtung folgt welter: 
~Die Ebenen der assoziier~en Zweibeine u s, tt's, tt ''s sind die Seiten- 
ebenen des orthogonalen Diagonaldreikants dieses Vierkants; die 
Kanten dieses Dreikants sind die Symmetrielinien der Zweibeine." 

,Ist  das Zweibein 11~' reell~ so ist das Teilbein 11'~ des asso- 
ziierten Zweibeins 11,s konjugiert zum Vektor --- 112', ebenso ist 11~" 

"" Denn naeh Art. 1 nnd 3 mug die Form (1l) konjugiert zu - -  1I 2 . 
des reellen Zweibeins t? die Zerlegung 

i ~ , /  i~,~' 

gestatten~ daher aueh die Zerlegung in die Qnadriken ~,~ - -~ '~ ' ,  
die zu konjugierten Vektoren gehOren. Dasselbe gilt far die weitere 
Zerlegung in die Faktoren e~'~ - -a '~ .  

Einer Biqnadrik mit doppeltern Linearf~ktor entspricht ein 
Zweibein, das ans einem Vektor und einem Nullvektor besteht 
und ein anderes Zweibein, dessen Ebene den Minimalkegel mit 
dem Seheitel 0 bertthrt. Einer solehen Biquadrik kann demnaeh 
kein reelles Zweibein entspreehen~ ebenso nieht einer Biquadrik 
mit dreifachem Linearfaktor. 

Hat aber die Biquadrik zwei doppelte Linearfaktoren~ so ent- 
sprieht ihr ein spezielles Zweibein; ist sie = d= (aS) s, wo die Quadrik a s 
realisiert~ so entspricht ihr ein spezielles Zweibein, das je naeh dem 
Zeiehen entweder ein doppelt zu z~ihlender Vektor ist oder aus 
zwei gleichlangen entgegengesetzt geriehteten Vektoren besteht (vgl. 
Art. 2). 

7. D a s  v o l l e  S y s t e m  des  r e e l l e n  Z w e i b e i n s  11s. Es 
sei 11 ~---p q ein reelles Zweibein mit den gleiehlangen Beinen p~ q. 
Es ist dann 

(12) p'p=---q" q---=2gs=--2P~ p" q=2-pSeoscp:2Q,  

wo P die GrSf~% q~ der Winke l~  Q das s k a l a r e  P r o d u k t  
des  Z w e i b e i n s  11s und ferner R ~ - s  sin ~ ~ Psin q~ das i i u g e r e  
P r o d u k t  des  Z w e i b e i n s  u s heigen mSge. 

Die Komitanten des vollen Systems der Biquadratik u ~ des 
Zweibeins ergeben reelle Vielbeine (s. Art. 5), welehe das volle 
System des Zweibeins bilden. Dureh diese Vielbeine lassen sieh 
alle rationalen ftir die Gruppe der Drehstreckungen invarianten 
Vielbeine yon 11s rational ausdriieken. Es sind die fo]genden Viel- 
bein% die naeh Art. 5 aueh durch p~ q~ P, Q dargestellt werden 
kbnnen : 

a) Das Zweibein a 2 ~  p q selbst. 
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b) Das zweite Produkt desselben mit sieh selbst oder das 
H e s s e s e h e  Zweibein ~ yon u~: 

u ~- u ~ = ~  q- ~q = ~/~ P(p~ q -  q~) - -  ~/~ Q~q ~ 2 ~ .  

Es ist dies das dureh die t t e s s e s e h e  Form h :  */2 (u4~ u~) s 
der Biquadrik u ~ gegebene r e e l l e  Zweibein. 3Ian kann zeigen~ 
dal~ es dieselben Symmetrielinien wie n s hat und dag sein Lot die 
halbierende Gerade des Winkels q~ oder eines Nebenwinkels isg 
je  nachdem qo><90 ~ Ist ~---90~ so ist das t t e s s e s e h e  Zwei- 
bein speziell und besteht aus zwei gleichlangen entgegengesetzt ge- 
riehteten Vektoren~ die auf der Ebene des Zweibeins it s senkreeht 
stehen und die L~nge P/2 haben. 

c) Das vierte Produkt des Zweibeins u s mit sich selbst oder 
der Skalar Y2 zweiten Grades in ~ts: 

. u s .  ~ s = p q  . ~ q = 2 ~ v s @  s / ~ O s = 2 y ~ .  

Dieser Skalar kann fiir das reelle Zweibein 1I s nieht ver- 
sehwinden. 

d) Das erste Produkt der Zweibeine it s and ~2 oder das Drei- 
bein t a : 

us ~ O s = ~/~ S (p q) i (p-~ @ q 2) = p (p~ __  qS) (p i q) = 2 t ~. 

Die Teilbeine p 4 -q  yon t a liegen auf den winkelhalbierenden 
Geraden nnd der Vektor p l q  attf dem Lote yon u s. 

Setzt man 

so ist 
?~ q = O, "~. es ea = - -  g s A ,  q e~ e a = ga/4 ;  

Folglieh sind die e,~ % e a Wtlrzeln der kubisehen Resolvente 

(13) 6eS --9'~ e --Ya = 0 

tier Biquadrik u r nnd es folgt als A u s d r u c k  d e s  s k a t a r e n  
P r o d u k t e s  a n d  d e r  GrSl~e d e s  Z w e i b e i n s  

O ~ - - 3 e ~  P - - e  t - e ~ .  

8. Unter Anwendung der Bezeiehnungen nnd einiger Resultate 
einer Abhandlung des Herrn S t u d y  1) mSgen noeh einige weitere 
Folgerungen far das Tripel assoziierter Zweibeine, das durch eine 
Biquadrik bestimmt ist, abgeleitet werden. 

Es werde mit Herrn S t u d y  die Biquadrik 

f = 4 (r o ~) (r;, ~) ( r  ~) ( r  ~) 

1) S. Study~ ,,On irrational covariants of certain binary forms"~ Am. Journ. 
t. 17, p. 184 und ferner: son the connection between binary quartics and elliptic 
functions~ lb. p. 216. 
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gesetzt. Sic hat die drei irrationalen Kovarianten: 

l = (l~)~, m = ( m ~ ? ,  ~ = (n~)  ~, 

die Faktoren der Kovariante t sind. Es gelten s und die 
aus ihnen darch zyklische Vertauschungen der l, nt~ 11 und }.~ ~ v 
sich ergobenden Beziehungen: 

~/~ (l~ l) ~ : 1, (1, m) ~ : o ,  (r~, 1t) ~ : - -  ~. 

Ferner ist~ wenri (% ~) = ro~ (%, ~) ~-- r z gcsetzt wird - 

2 r o r z : ]/e z -- e 111 -- ] / e  -- e;. rt~ 

2 r,.  r = - -  ] /% - -  e 11l - -  ~ / e  - -  e z 1t 

2 (rorz~ r l r )  e = - -  3 ez~ 

2( r  orz , r  o z - -  (r orz) ( r  r 9 ( e  e) 

Ist 

2 
G = 'Ao (g~ - 2 ,  g~) 

die Diskriminante yon f~ so ist noch 

4 

Aus den vorstehertden S t u d y schen Formeln folgt zun~tchst~ 
daf~ die Vektoren ~ rtt~ rt die L~tnge 1 haben and paarweise auf- 
einander senkrecht stehen. 

Die Quadriken 2ror~,  ~ 2 r r  bestimmen die Teilvektoren des 
Zwelbems ux~ das dttrch f gegeben ist. Durch zyklische Vertau- 
sehung von k~ ~, v erhii[t man aus ihnen die Quadriken der Teil- 
vektoren der beiden anderen dieser Zweibeine u 2 u ~ ~,~ . Es ist 

so dal~ sich als geometrische Bedeatung der Wurzel e~ der kubi- 
scheri Resolvente yon f ergibt~ dal~ sic das mit --1/3 multiplizierte 

ist. skalare Prodakt O~ des Zweibeins u x 
Das Quadrat der Liinge des Vektors mit der Quadrik 2 r o r  ~ 

oder die Grtil~e P~ des Zweibeins it x ist: 

~/~ (2 r o % 2 ~o r~?  : - -  (% - -  e ) ~  
2 

daher: die L~tnge tines Teilbeins des Zweibeins us, ist I / e - - e t .  
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Sind 1:o, 1:~. die Minimalpunkte (Punkte des Ninimalkegels mit 
dem Scheitel 0), welche die Endpunkte der Nullvektoren to, r z mit 

2 
den Quadriken ro~ rj. sind~ so ist das Quadrat der Entfernung rot z 
dieser 3/Iinimalpunkte, *) weil r o" r o = r i" r~, = 0 ist: 

- - ~  = - -  ( e  - -  e )  = ~,. L ; ~orz ~--- - -  ro ' rz -~- - - ( rorx  )~ -~ 

daher: Die Seitenlange des Tetraeder% welches die vier Ninimal- 
punkte r0, rz, ~ r zu Eeken hat~ sind ] /%--e  . 

Das Volumen des Tetraeders, das den Punkt 0 und die Punkte  
to, rz~ r zu Eeken hat, ist (s. ,,B." p. 651) 

4 

das Volumen des Tetraeders 0 r~. r e r~ ist: 
4 

1/1 e (r z r )  ( r  r~) (r z r )  = 1/12 VG-. 

2 
Die Teilvektoren des Zweibeins tt z ergeben sich als: 

:i: "ge z - %  m - ] / e - e ~  n. 

Daher ist das vektorisehc Produkt dieser Teilvektoren: 

- -  2 ] / e ~ - ~ e  ] / e  - -  e~ 1it i it : 2 ] / e  z -  e,. ] / e  v - -  e;~ [. 

Das Quadrat der L~nge dieses vektorischen Produkts ist 
nun gleich dem Quadrat des gul3eren Produktes  R z . des Zwei- 

2 .  beiss u~ also ist: 

Ra - -  2 ]/e~. - -  e 1/%-- e., : - -  2 i I/G- / P~. ; 

daher ist 

] / ~ - =  ~/~ i Pz R,., 

folglieh aueh 

wo %. der Winkel  des Zweibeins u~ ist. 

w 3. V e k t o r i s c h e  Produkte  e ines  Vektors  und die Affinitiiten 
des  V e k t o r r a u m e s .  

9. Das k t~ Produkt D'~ ~ einos ,u- und eines v-beins ist ein 
( ~ @ ~ - - k ) - b e i n  (s. Art. 5). Soll daher das kt~ Produkt eines 

i) Des doppelte Quaclrat der :Entfernung der Endpunkto cl~r Vek~oren a, b ist: 
(~-- 6)- (~--5)-----a. ~ @ ~ .  6 - -  2a- 6. 
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Vektors a mit einem Vielbein tf ~ wieder ein Vektor sein~ so mug 
I* @ 1 - - / c  - -  1, also/c = bL sein. Da nun k hbehstens gleieh zwei 
sein kann, so folgt: ,Die  mSgliehen v e k t o r i s e h e n  Produkte 
eines Vektors a mit Vielbeinen sind das 0ee~ 1~% 2 ~ Produkte des 
Vektors resp. n'fit einem Skalar 1I~ einem Vektor tt, einem Zwei- 
bein tt ~ : 

(14) ao =u~ a l ~ - u i  a, a~--~tt ~" ~. 

Dareh diese Prodnkte sind dem Vektor a resp. die Vektoren 
ao~ al~ a.,. zugeordnet, clie mit ibm linear variieren. Demnaeh sind 
dureh die letzten Gleiehangen s p e z i e l l e  A f f i n i t g t e n  d e s  
V e k t o r r a u m e s  gegeben. Die Affinitgt 9.1 ~  ersten Gleichung 
ist die Streekung der Vektoren im Verhi~ltnis tt~ die der zweiten 
liefert zu dem Vektor a dessen vektorisehes Produkt (ira engeren 
Sinne) mit dem Vektor it. Die dritte Gleiehung gibt eine bisher 
noch nieht betraehtete A f f i n i t ~ t t  9~ ~, die im folgenden Art. be- 
sproehen werden soll. 

Addiert man die letzten Gleiehungen~ so erh~tlt man: 

(15) a' = t t 2 ~  a @ u i  ~ @ u ~  

Diese Gleiehung ist wiederum die einer Afiinitiig und zwar die 
tier a l l g e m e i n e n  A f f i n i t i ~ t  g[ d e s  V e k t o r r a n m e s ~  well 
ue~ tt, ~t~ wenn sie allgemein nnd yon einander unabhlingig sind, 
neun Konstante enthaiten. Daher: ,Dutch  das System eines Zwei- 
beins tts, eines Vektors it nnd eines Skalars it ~ ist eine Affiniti~t gI 
des Vektorraumes bestimmt nnd nmgekehrt gehtSrt zn jeder Affinit~t 
ein solehes System." 

10. Far  die Affinit~tt 92D des Zweibeins u~. die dutch die 
Gleiehung 

(16) a~ = u'ai a 

gegeben ist~ li~gt sieh zunaehst d e r  d e m  V e k t o r  a e n t s p r e -  
e h e n d e  V e k t o r  a2 l e i e h t  k o n s t r u i e r e n .  Denn es lagtsieh 
(s. Art. 5)~ sobald das Zweibein tt ~ in seine Teilvektoren p~ q zerlegt 
ist, das Prodakt  it 2" a ~--- (~ q)" a i m  System der Vektoren p~ q: a 
attsdrtieken vermSge der Beziehung zwisehen deren Qaadriken: 

(~ q, a)' = ~/~ (P, a) ~ q + ~/~ (q, a)" p - -  ~/~ @, q)~ 
als: 

(17) a~---u~ga---~(OcO'ct~---*lup'aq-{-*/eq'ap--e/a(2a. 

Demnach ist, wenn Pl, ql die mit p, q gleich geriehteten Ein- 
heitsvektoren sind, verm~Sge der Formeln (12) 
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Der Vektor %/P wird demnach konstruiert, indem yon der 
Summe der Projektionen des Vektors a auf die Vektoren p, q der 
mit ~/3 cos qo maltiplizierte Vektor a subtrahiert wird. 1) 

VermSge der Afilniti~t g[~ entsprechen den u p: q die 
Vektoren 

demnach entsprechen den Vektoren p ~: q die Vektoren: 

Der zum Zweibein senkrechte Vektor p i q fibergeht ver- 
mSge 9~ ~ (da p 'p{q~-~  q ' p ;  q ~ 0 ist) in den Vektor 

Daher: ~vDie in den Symmetrielinien des Zweibeins tt ~ lie- 
genden Vektoren~ und zwar die in der Fialbierungslini% der Neben- 
halbierungslinie, dem Lote des Zweibeins gelegenen Vektoren, werden 
vermSge 9.[ ~ resp. multipliziert mit 

1 8 )  2e~,3 : 1/, 3 Q 2~ P~ ~ e 1 :  9~/,3 Q) 

worin e~. die Wurzeln der kubisehen Resolvente (13) der Biquadrik u ~ 
des Zweibeins 1I ~ sind (vgl. Art. 7). 

11. D e r  K e g e l  a n d  d i e  P l~ tehen  z w e i t e r  O r d n u n g  
d e s  Z w e i b e i n s  ltL /st 5 ein Vektor~ senkrecht zum Vektor a~, 
so mul] 

a '5=(H a)" fi=H a S = 0  

sein. Die Beziehung zwischen den Vektoren a, ~ ist demnach 
symmetrisch. 

Ist ferner b ~ a~ so geniigt der Vektor a der Gleichung 

(19) 1I ~" ct ~ = 0; 

er liegt demnach auf einem Kegel zweiter Ordnung K~ d em K e g  el 
z w e i t e r  O r d n u n g  des  Z w e i b e i n s  tt ~. Fo]glich gibt die obige 
symmetrisehe Beziehung die Polarbeziehung beztiglich K~ welche 
dem Trigger des Vektors a die zum Vektor a~ senkrechte Ebene 
zuweist. 

a) Es ist auch  

'/3 (~, a) ~ q + 1/2 (q, ~)~ ~ - (~ (q, a)l) ~ § (q (~, a)l) 1 + ~ Q ~, 
daher : 

a2----v ~ (q~ ~ ) + q  i (~o i ~)-+- % Qa, 

woraus  sich a2 ebenfalls loicht konstruiereu l~lit. 

~[on~sh. fiir ~afhema~ik u. Physik. XVIL gahrg. 17 
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Ist tier Vektor a speziell ein Nullvektor~ also seine Quadrik 
gleich dem Quadrate einer Linearform % und liegt er auf dem 
Kegel K~. mit der Gleiehung (19)~ so mul~ 

(u~, ~ ) ~  = (u~)~  = o 

sein. Daher: ,Die Linearfaktoren der Form u ~ des Zweibeins tt ~ 
gehSren zu Nullvektoren, welche auf den Minimalgeraden des 
Kegels K 2 des Zweibeins it ~ liegen." Dieser Kegel ist ein spezieller, 
ni~mlich ein ~,gleichseitiger:~ da ihm unendlieh viele reehtwinklige 
Dreikante eingesehrieben werden kSnnen. 1) ~aeh Art. 6 folgt, 
dab die Teilvektoren des Zweibeins und seiner assoziierten Zwei- 
heine auf den Fokalgeraden dieses Kegels liegen. 

Die Gleiehung 
(20)  u ~" ~ = l~ 

ist die Gleiehung einer F l i~ehe  z w e i t e r  O r d n u n g  F~ des  
Z w e i b e i n s .  Diese Fl~ehe hat den Punkt 0 zum 3~ittelpunkt und 
die Symmetrielinien dos Zweibeins it ~ zu Aehsen~ da sie nur yon 
diesem Zweibein und der Konstanten 1r abh~tngt. Sie ist ~gleichseitig"~ 
da auf ihr unendlieh viele reehtwinklige Seehsseite liegen. 

Man kann die Gleiehung (20) der Fli~ehe vermSge (17) aueh 
in die Gestalt setzen: 

Sind dann c (p ~ q)~ c p : q Vektoren~ die resp. auf den Hal- 
bierungslinien oder dem Lote der Zweibeine liegen~ und geniigen 
sic der Gleichung (2I)~ so ist: 

4c2 (P--{- Q) (:/~ O • P) : k, - -  ~/~ c 2 O (p2 _ Q~) __~ k. 

Die Quadrate der L~tngen dieser Vektoren sind aber 

4c ~ (/~+ O), 2c ~ (P~ -- O3), 

daher folgt naeh (18): ,Die Quadrate der L~ngen der Halbaehsen 
der F~ sind k/2e~.." 

Aueh die allgemeine Flltehe zweiter Ordnung~ die den Punkt 0 
zum 3~ittelpunkt hat~ und welehe die Gleichung 

(22) u 2" a ~ - u  ~ a" a ~ 1 
2 besitzt, hat die Symmetrielinien des Zweiheins n zu Aehsen; ihre 

unendlieh fernen h'[iuima[punkte haben die Linearformen der Form u a 
des Zweibeins als Formen. Die Quadrate der Halbaehsen dieser 
Flaehe sin4 1I(2 e~ -Jr- u~ 

1) S. hler und im folgenden: ,Uber die llneare Vektorfunktion als binhre 
doppeltquadratische Form", Wien, Ber., Bd. 113, Abt. l Ia ,  p. 1089 if, 
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12. D u p l o q u a d r i k e n  u n d  A f f i n i t ~ t t e n .  Es sei 

(23) (r z)~ (s v) ~ 

eine Duploquadrik (bingre doppeltquadratische Form in den Ver- 
anderlichen x und y). Erst Produkte der Koeffizienten der sym- 
bolischen Quadrik (rx) ~ mit Koeffizienten der sjcmbolisehen Quadrik 
( s y )  ~ haben hier unsymbolisehe Bedeutung. 

Jede lineare Beziehung zwisehen den Quadriken a ~ und a '"~ 
kann aus einer solchen Duploquadrik abgeleitet werden als: 

a'~ = ( ~ ) ~  (s~): = (r~)~ s ~. 

Nun kann man den symbolisehen Quadriken r ~ r~ I ~ s~ 
s y m b o 1 i s e h e Ve k t o r e n r~ ~ entsprechen lassen and aus ihnen 
das ,dyadisehe" Produkt 

bilden. Dann ergibt sieh dutch Bildung des zweiten Produktes des 
Vektors a mit dem Vektor r yon ~ der Vektor 

(24) a' = r" ~ I. 

Demnaeh l i e f e r t  das  yon  d e r  a l l g e m e i n e n  D u p l o -  
q u a e l r i k  ( r x ) ~ ( s y )  ~ h e r r t t h r e n d e  d y a d i s e h e  P r o d u k t  
~ r ; ~  d e r  b e i d e n  s y m b o l i s e h e n  V e k t o r e n  r~I a u e h  
d ie  a l l g e r n e i n e  Af f in i t~ t t  ~.I de s  V e k t o r r a u m e s .  

Dutch Anwendung der C 1 e b s e h-  G o r d a n sehen Reihen- 
entwicklung i) erh~tlt man Nr die Duploquadrik 

(?,X,)2 (8~])2 = ((U ~9 X2) 2 + (U2 X~2)1 + 1/3 U 0 X 2  ~]2)2 = 2) 
(25) 

= (u s, x ~ ) ~  + (,.~, (x~, y~) i )~-k 1/~ . o  (x~, ~)~, 

worin x, y die Linearformen (x~)~ (y~) sind und die ,Elementar- 
komitan~en" u~ u~ u s der Duploquadrik dm'ch 0-~ 1-~ 2malige An- 
wendung des P.-prozesses aus ihr gewonnen werden als: 

u ~ = r ~ s ~  u "~ = (rs) r s ~  u ~ = (rs) ~. 

Diesen Elementarkomitanten entsprechen die aus den sym- 
bolisehen Vektoren r~ ~ durch Bildang ihrer 0 ~', 1 re" und 2 ~~ Pro- 

l) Vg]. :,Uber die lineare Vektorfunktion etc." 1. c. p. 1081. - -  Die Be- 
zeichnung ~; ~ fiir die Dyadik (I) yon G i b b s - W i l s o n ~  1. c. p. 265~ riihrt yon 
J a u m a n n  her, s. Grundlagen der Bewegungslehre~ Leipzig 1905, p. 28. 

D~s dyadlsche Produkt ~) k~nn auch durch eine bi l ineare  Form in den 
Cartesischen Koordinaten zweier Vektoren gegeben werden oder~ wenn man" den 
Vektor nach Art. 4 durch eine tern~re Linearform darstellt, durch das Produkt 
zweier symbolischer r Linearformen. 

u) S. die in: ~Uber Reihenen~wicklungen etcJ '  1. c. pag'. 1211 angegebene 
Modifikation der C 1 e b s c h -  G o r d a n sche1~ En twickhng .  

17" 
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dukte gebildeten Vielbeine des Procluktes ~ ocler seiner Affinit~tt 9/% 
n~mlieh : 

wobei u ~ eines der drei assoziierten Zweibeine sein kan% welche 
durch die Biquadrik u ~ bestimmt sind. 1) 

Werden nun die Nullvektoren mit den Quadriken x~ y~ mit 
~, 9 bezeichne% so hat man aus (25) als Entwieklung ftir das dya- 
disehe Produkt ~ :  

(26) 
----(~I) �9 ( ~ )  -s i ~ ~ + % ~ I ~ ~. 

Setzt man in (~5) x - =  a~ y =  ~, so ergibt sieh s die 
Quadrik a '~ des Vektors a% weleher dem Vektor a nfit der 
Qu&clrik a 2 verm~ge der Affinit~t ~ entsprieht: 

a"~ = (u,~, ~2)~ + (~C a~)~ + % u ~ ~ 

und demnach die Beziehung zwisehen den Vektoren a und a': 

Hieclureh ist die dureh die Duploquadrik ( r x )  ~ (sy)  2 oderdas 
dyadisehe Produkt ~ ~ r; I gegebene Affinit~t im Siane des Art. 9 
in die Stunme yon vektorisehen Produkten des Vektors a zerlegt. 

Ist die Duploquadrik ( r x ) 2 ( s y )  2 symmetriseh in x und y, 
so liefert sie ein s y m m e t r i s e h e s  P r o d u k t  O. Fttr ein solches 
Produkt versehwindet dessen Vektor m Denn bei Vertauschung 
yon x und y ~ndert das yon u ~ herrahrende Glied in (25)~ sein 
Zeiehen mul~ also versehwinden, worm ~ symmetrisch sein sell. 
Das symmetrisehe Produkt ~ h~ngt demnach nur yon dem Zwei- 
bein 1I ~ und dem Skalar u ~ ab und seine Affinitttt hat die Gleichung: 

_~ndert aber die Duploquadrik ( r x ) ~ ( s y )  '~ bei Vertauschung 
yon x und y ihr Zeiahen, so mfissen die Formen u ~  u ~ verschwin- 
den~ das Produkt ~ wird ein a n t i s y m m e t r i s c h e %  das nut yon 
dem Vektor 1I abh~tngt uncl dessen Affinit~t die Gleiehung hat: 

Dureh die Entwieklung (26) ist clemnaeh aneh das allgemeine 
Produkt ~ [und dureh (27) seine Affinitat] zerlegt in einen sym- 
metrisehen Teil~ der nur dureh das Zweibein u ~ und don Skalar tt ~ 

~) Fiir eine reelle Afflni~tt ~ bestimmt sich dieses Zweibein als reelles 
unter den tier Form u ~ zugeorclneten assozlierten Zwelbeinen eindeutig (s. flen 
folgenden Art.). 



Vielbeine und Elastizitgtstheorie. 2 6 1  

uncl elnen antisymmetrischen Teil, der nar durch den Vektor tt 
des Proclukts (der Affinit~tt) bestimmt ist. 3) 

13. R e e l l e  A f f i n i t ~ t t e n .  ,,Die durch die Duploquadrik 
(rx) ~ (sy) ~ gegebene Affinit~tt 9.I ist dann und nur dann ree l l~  d.h.  
jedem redlen Vektor a entsprieht verm~ge 9A wieder ein reeller 
Vektor ct'~ wenn jeder der symbolische n Quadriken (rx)2~ (sy) ~ 
realisiert, wenn also gesetzt werden kann (s. Art. 1): 

(r . )~  = (2, + i ~) x~ - 2 i z *1 z~ + (p - -  i ~) x~ 

�9 r 2 

Dies kann in der folgenden Weise (allerdings blog dureh 
Konstantenz~thlung) bewiesen werden. Dutch l~[ul~iplika*ion dee 
Quadriken (27) erhglt man die Koeffizienten : 

(2s) (pp ' - -  ~ ~') + i (q p' + p ~'), 2 ( ~ z ' -  ip r) ~. s. w. 

der Duploq}ladrik, in weleher erst die reellen Teile und die Fak- 
toren yon , unsymbolisehe Bedeutunff haben. Diese neun Zahlen 
geben abet die Konstanten der allgemeinen Affinit~tt. 

Ist nun 9.I reell, realisieren also die Quadriken (rx) 2 und (sy)2~ 
so sind aueh u ~  tt reell. Denn es ist zun.aehst 

u ~  @ ~ '  @ l l  ' 

reell, weil sieh dieser Ausdruek in reeller Weise dutch die un- 
symbolisehen Koeffizienten (28) der Duploquadrik..ausdrtiekt. Ferner 
realisiert die Quadrik des Vektors u als erste Ubersehiebung der 
realisierenden Quadriken r", s 2 (vgl. Art. 5). 

Die Biq~adrik u ~ = r ~ s ~  ist das Produkt der symbolisehen 
realisierenden Quadriken r2~ s2; es soll gezeigt werden~ dal~ sie 
dann aueh das Produkt zweier unsymbolisehen realisierenden 
Quadriken ist: so dal~ sie dann ein r e e 11 e s Zweibein bestimmt. 
Man kann namlieh Nr  die symbolisehen realisierenden Quadriken 
r~: s ~ setzten (s. Art. 1) 

r ~ = i ~ ' ~  s ~" = i ~ ' ~  

we % ~' und ~, ~' symbolisehe Linearformen sind: die in der Be- 
ziehung (5) stehen~ so dafa 

u ~ = i ~  ' i ~ ' .  

Ist nun a ~---(z~) ein Linears der Form u~ so muff 

(29) i (~ ~) ( r  -:) i (~ ~) (a' ~) = 0 

a) Die ,konjugier te"  Dyadik goo (in der Bezeichnung yon G i  b b s - W i  1 s o n) 
der Dyadik g0, welche durch das Produkt  5~ gegeben ist, hat  die Duploctuaclrik 
(sx)e(ry)  ~, welche die Elcmentarkomitanten U 4, - - U  2, U 0, alS0 die Vielbeine tt e, 
- - a ,  a ~ besitzL Ferner  sind der Vektor  go• und der Skalar  go~ der Dyadik go 
(s. G i b b s - W i l s o n )  gegeben Ms 

go• go.=~/~ ~. I. 
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sein, da aber (s. Art. 1) die Produkte 

i -:), i 

konjugiert sind, so ist die linke Seite yon (30) konjugiert za dem 
Prodakte 

i ( ~ ' )  (~.' ~') i ( ~ ' )  (,a' a'), 

das demnaeh aueh versehwindet. Wenn also die Biqaadrik u 4 den 
Faktor  ~ besitz% so hat sie aueh den Faktor a'. Daher kann ge- 
setzt werden : 

(31) u ~ ~ ci  a~' i-q-~'. 

Nun hat das Prodakt  u 4 der realisierenden symbolisehen 
Quadriken r 2, s 2 naeh (28) Koeffizienten yon ~ and ~,  die konjugiert 

�9 . ,  �9 �9 4 ~ 4  stud, daher mussen die KoeNzlenten yon ~ ,  .o in (31) a~ch kon- 
jugiert sein. Well nan dasselbe yon dem Produkte i a ~' i ~ rj' in (31) 
gilt~ mar5 c reell sein. 

Demnaeh ist eines der dureh die Bictnadrik u r bestimmten 
Zweibeine, es sei mit 1i 2 bezeiehnet, reell, wi~hrend die beiden anderen 
ibm assoziierten Zweibeine imagin~r sind. 

Da die Entwieklnng der Daploquadrik ( rx )  2 (sy)  ~ in die 
C l e b s e h - G o r d a n s c h e  Reihe eindeutig ist, so gehSrt za dieser 
Daploqaadrik, falls sin eine reelle Affinit~t darstelt% auch ein be- 
stimmtes System yon reellen Vielbeinen tt2~ t% u ~ 

14. A u t o m o r p h e  P r o d n k t e  ~ .  Um die diversen auto- 
morphen Prodakte ~ ~ : ; ~  zu bestimmen: ~) das sind solche~ die 
nine Gruppe G yon Rotationen am O~ Spiegelungen an Ebenen 
dareh 0 sowie Drehspiegelungen am Aehsen dureh 0 gestatten, 
beaehte man~ dag diese Transformationen dureh lineare Trans- 
formationen der binaren Veranderlichen x ~ y  der Dnploquadrik 
(rx)~ (sy)  ~ gegeben sind. Diese linearen Transformationen mfissen 
dana die Elementarkomitanten u r u 2, u ~ tier Duploclaadrik in sich 
ttberftihren und demnaeh mal~ die Grappe G das tier Form u ~ ent- 
spreehende Zweibein tt 2 und den u ~ entspreehenden Vektor 1I unge- 
~ndert lassen. 

Das Produkt ~ soll die Inversion an O gestatten~ d. h. sieh 
bei _;~nderuag der Vorzeichen der symbolisehen Vektoren r, f nieht 
~nderni demnaeh gibt eine Spiegelung~ die ~ eventuell gestattet, 
gefolgt yon dieser Inversion eine Rotation um 180 ~ Folglieh 
braueht man~ am alle ~) za bestimmen, die nine Gruppe G gestatten~ 
nar diejenigen Systeme tt ~, u aufzusuehen, die nine Grappe yon I~o- 
tationenalIein zulassen, l~ine auftretende Drehspiegdung k~nnt% 
da sie tt 2 nieht verandern soll~ nat  um 180 o erfolgen, ware also 
mit der a priori gegebenen Inversion identiseh. 

i) Die Koeffizientensysteme fiir diese in Cargesischen Koordinaten gegebenen 
Produkte s. bei V o i g t :  Komp. d. Phys., p. 137. 
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Charakterisiert das Produkt ~) eine io h y s i k a 1 i s e h e E r- 
s c h e i n a n g ~  d i e  d a n n  a u c h  d u r c h  d a s  Z w e i b e i n  11~ d e n  
V e k t o r  tt a n d  d e n  S k a l a r  tt ~ y o n  ~ b e s t i m m t  ist~ so 
geben die verschieclenen F~lle automorloher ~ ) d i e  F~lle symme- 
trischer Erscheinungen. Die Grtlppe G des betreffenden automor- 
phen ~) hat dann naeh dem F. :N e u m a n n schen Grundgesetz die 
Gruppe der geometrischen ocler kristallographisehen Symmetrien 1) 
als Untergruppe. 

Klassifiziert man nun das Zweibein allein je nach der Gruppe~ 
die es gestattet~ so erh~lt man die folgenden F~lle" 

1. F ~ l l e  o h n e  I s o t r o p i e a e h s e .  Das allgemeineZweibein 
1I 2 mit ftinf Konstanten : 11~ ~ p % wo p~ q gleichlange Vektoren sind. 

I a. Es gestattet di6 Gruppe der Identitat i die zugehSrige 
geometrische Symmetrie ist die des triklinen Systems. Der Vektor 
tt f~llt in keine der Symmetrielinien yon 11~ und liefert drei Kon- 
stante. Demnaeh hat man mit 11o zusammen im ganzen 5 -~- 3 @ 1 ---~ 9 
Konstante far 9 ,  was dem allgemeinen Produkte ~) entsprieht. 

I b. tt ~ gestattet die zyklische Gruppe C ~. Die geometrischen 
Symmetrien, die bier auftreten k~nnen~ geh~ren dem monoklinen 
System an. Der Vektor 11 f~llt auf die Aehse yon C ~ und liefert 
demnaeh nur noch eine weitere Konstante, so dal~ sieh zusammen 
mit 1I 0 im ganzen sieben Konstante ergeben. Es ist tts~--~-p q, 
n ~--- c (p + q) oder tt ~ c p i q~ 11o beliebig. Wird das Koordinaten- 
system mit den Einheitsvektoren i, i~ ~ za Grunde gelegt~ so kann 
das Zweibein in seiner tern~ren Darstellung (s. Art. 4) 

11 = % ii § % i 
gegeben werden. Dann ist 11 = a i oder = ~ i ocler = ~ ~ je naeh- 
dem um welehe Koordinatenaehse die Rotationen der Gruppe, die 
it ~ in sieh transformiert~ erfolgen. Folglieh ergeben sieh hier die 
ftinf Konstanten %~ e~ %~ % 11o also um zwei Konstante weniger 
als oben (und ebenso v ide  wie bei Voigt~ h e.), well das Zwei- 
bein in die angegebene spezielle Lage zum Koordinatensystem ge- 
braeht wurde. 

I c. Die Gruppe C 2 in I b erweitert sich durch eine Rotation 
yon 180 ~  eine Achse~ die senkreeht ist zur Aehse yon C ~ zar 
Vierergruppe V. Hier kSnnen die Formen des rhombisehen Systems 

~) Die verschiodenen ~'eometrischen Symmetrien oder krlstallographisehen 
Gruppen sind nach Sc h 5 n f l i e  s ,,Kristallsys~eme und Kristallstruktar"~ Leipzig 
1891~ Voigt ,  Komp. ~l. Phys, I., p. 13~, durch die folgenden Gruppen charakteri- 
slert. :Die Krlstallg'ruppe ist: 

triklin : Identit~t; 
monoklin: zyklisehe Gruppe C~; 
rhomblsch: diedrische Gruppe D~=Vierergrappe F'; 
rhombogdrlsch: zyklische Gruppe C~; dieclrische Gruppe D~; 
tetragonal: zyklische Gruppe C~; diedrische Gruppe D~; 
hexagonal: zyklische Gruppe C~; dledrlsche Gruppe D~} 
regular: Oktaederg'rappe, Tetraedergt'uppe. 
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atfftreten. Der Vektor u versehwindet: da er V nieht gestatten 
kann. Seehs Konstante, d a u  ~ und u ~ beliebig sind. Es kann ge- 
setzt werden u s ~--- % i s -~ a 2 ~s, so dab dann die Symmetrielinien 
des Zweibeins n 2 in die Koordinatenachsen fallen. Nit tt ~ ergeben 
sich dann nur mehr drei Konstanten. 

IL  F a l l e  m i t  I s o t r o p i e a e h s e .  Das Zweibein tt ~ ist 
speziell: u s--- p p und gestattet alle Rotationen am seinen Trager. 
Der Vektor u: der dieselben Rotationen gestatten sell, hat densel- 
ben Trager wie tts~ also ist u ~ c p, u ~ beliebig; fttnf Konstanten. 
Die physikalische Erseheinung hat den Tr~tger yon it ~ als Isotropie- 
achse. Zyklische Gruppen der rhomboeclrisehen, tetragonalen~ hexa- 
gonalen Kristallsysteme. Es kann gesetzt werden : it s ~- a is~ 
u-~-c i, we sieh dann mit u ~ drei Konstanten ergeben. 

III .  F a l l  d e r  k o m p l e t t e n  I s o t r o p i e .  it ~ verschwindet 
identisch. Gruppe samtlieher Rotationen um O. Demnach ver- 
schwindet aueh u identisch. Es bleibt nnr die Konstante it ~ 
Regulgres System oder isotrope KSrper. 

Symmetrisch sincl yon den vorstehenden Fallen yon vornherein 
(wegen des Versehwindens yon u) d~e Produkte ~) der Falle I c 
and III .  In den anderen Fallen ergeben sieh symmetrisehe ~), ftir 
it ~ o, so dab es im ganzen fonf Klassen symmetriseh-automorpher 
~) gibt. 

w 4, Unendlich kleine Deformat ionen und elast isehe Isotropien.  

15. Eine unendlieh kleine Deformation oder ein S t r a i n kann 
dutch ein Produkt ~) ~ ~ ; I gegeben werden. Verm~ge dieses 
Strains entspricht dem Vektor a der Verrtiekungsvekter a' ~- a" ~ I, 
der nach (27) auch in die Gestalt gesetzt werden kann: 

(32) a' - =  ~t 2 ~ a - / - u  ~ ~ - [ -  1/3 tt ~ a. 

Der Strain zerfallt demnaeh in drei Teile~ welehe resp. 
dureh das Zweibein u 2 des Strains~ den Vektor u und den Skalar u ~ 
des Strains gegeben sin& 

Ist der Strain r ein~ also r ;  j symmetriseh~ so ist t t ~ 0 ;  
er hat dann naeh (17) die Gleiehung 

a ' - = u  s :~ a ~ -  1/~ uo a 

(33) • 1/2 p" a q -{- 1/2 q" e p - -  ~/a (2 Q - -  u~ 

~ach Art. 10 kann dieser Vektor a' leieht konstruiert werden~ 
wenn das Zweibein u 2 des Strains und ein Skalar lI~ sin& 
Man bestimme die Durel~stot~pnnkte A~ t3 des Halbstralxls, der yon 
0 ausgeht und 4ie Riehtung des Vektors a hat~ mit den ein fiir 
allemal gezeiehneten Kugeln mit dem Zentrum 0 und den Radien P 
und 2/3 P cos ~--11~ ferner bestimme man die Summe 0 C der 
Projektioneu des Vektors O A auf die Trager der Vektoren ~, q. 
Dann ist a' gleiehgerichtet mit dem Yektor B C und ~-mal so grog. 
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Sind ~ ro zwei zueinander senkreehte Vektoren~ 
die folgenden Vielbeine einer: 

Dehnung l~ngs t~: 

Querkontraktion gegen ~: 

Einfaehen Seherung: 

Dolopelseherung : 

so hat man 

t~ t~, 0, - -  t~ �9 1)/3; 

t~ro: Di ro~ 0; 

t~ ro~ 0, 0. 

16. Es soll nun der Teil des Strains betrachtet werden, der 
allein dureh das Zweibein u ~ gegeben ist, der Z w e i b e i n s t r a i n .  
Er ordnet den Vektor a den Vektor 

(34) 1~2~ a = p  q~ a = l/~p" a q@- 1/2 q" a p - -  2/30a 

zu. ~) Den Vektoren p _+ q, p{ q, die resp. auf den Halbierungslinien 
und dem Lote des Zweibeins tt~ liegen, entspreehen (s. Art. 10) 
vermSge dieses Strains die Vektoren 

('/3 Q-+ P)(P-+ q),--  ~/3 Qpiq. 

Demnaeh sind diese Geraden LIauptaehsen des Strains und die 
entspreehenden Hauptdilatationen sind (s. Art. 7): 

35) " T2.z~--- 1/3 Q+P-=2e2,3, =1 -'=-- 2Is Q=-2el. 

Daher: Die ttauptdilatation des Zweibeinstrains 1/ings des 
Lores des Zweibeins 1t ~ ist --2/3real dem skalaren Produkt die- 
ses Zweibeins. ~) 

Aus (35) eNibt sieh, dal~ die dutch den Zweibeinstrain hervor- 
gerufene Volumdilatation~ die dutch zl @re @ % gegeben ist~ ver- 
sehwindet. ~) Daher: Dureh den Skalar u ~ des Mlgemeinen Strains 
yon der Gestalt (32) ist wie bekannt die dureh den Strain bewirkte 
Dilatation des Volumelements gegeben, dutch den Vektor die Ro- 
tation desVolumelements. ,~Das Z w e i b e i n  u 2 e i n e s  S t r a i n s  
b e s t i m m t  d e n j e n i g e n T e i l  des  S t r a i n s ,  d e r  a l l e i n e i n e  
G e s t a l t v e r / ~ n d e r u n g  des  V o l u m e l e m e n t s  h e r v o r r u f t .  

1) Ein solcher spezieller Strain ist die Doppelscherung (s. Art. 15); nur 
stehen bei dieser die Vektoren p, q (die in Art. 15 n i t  w, ro bezeichnet wurden) 
au felnander senkrecht. 

e) Die beiclen anderen IIauptdi/atationen werden ebenso aus den skalaren 
Produkten tier zu u ~ assoziierten Zweibeine gefunflen. 

s) I-Iiezu kann man auch ~elangen, indem man den durch das Zweibein u e 
gegebenen Strain dm'ch die Dyadik:  

r V~v. ql 
gegeben denkt. Es  ist dann die Volumdilatatlon glelch dem Skalar der Dyadlk 

da tier Skalar Is des Idemfak~ors I gleleh 3 ist, 
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Dieser Teil des Strains wird also dutch Bildung des zweiten Pro- 
dukts des Vektors a mit dem Zweibein it ~ gefunden; er erseheint 
daher allein durch die bin~tre Operation der zweiten Ubersehiebung 
eharakterisiert~ w~thrend sieh die Teile der Dilatation und der 
Rotation des Volumelements dureh 0 ~ und 1 ~ Uberschiebung er- 
geben. 

Far den reinen Strain (33) tritt zu den Hauptdilatationen 
des Zweibeinstrains noeh die Dilatation 1/a n ~ die yon dem Gliede 
1/a u ~ a des Strains hervorgerufen wird, so dag die Hauptdilatationen 
dieses reinen Strains sind: 

(36) ~ = ~ + 1/~ no = 2 ~ § ~/~ ~o. 

Die Symmetrielinien des Zweibeins ~ sind aueh hier die 
Hauptaehsen des Strains; die I:lauptdilatation l~tngs des Lotes des 
Zweibeins a~ ist: 

~3 = 1/3 (4 ~ - 2 Q). 

17. Die auf die Volumeinheit bezogene p o t e n t i e l l e  E n e r -  
g i e  ~ de s  V o l u m e l e m e n t s  s i n e s  e l a s t i s e h e n  i s o t r o p e n  
M e d i u m  s mit dem dureh Gleiehung (33) gegebenen reinen Strain 
ist in der H e l m h o l t z s e h e n  N o r m a l f o r m  ausgedrfiekt dureh 

ttierin ist nach (36)~ da q-@e.~ @-e 3 ------0 ist: 

E (~-~ - -  ~3) ~ = 4 :~ (e2 - -  es) ~ = - -  2 4  ~, e2 e3 = 6 g~ .  

Daher ist 

= 2 Kg~ @ J/~ H n  02. 

ttierin ist der erste Tell allein dureh das Zweibein des Strains~ 
der zweite Tell alMn dureh den Skalar des Strains bestimmt. ~) 

VermSge des im Art. 7 far g2 gegebenen Ausdruekes ist aueh: 

= K P  ~ (1 @ 1/3 cos ~ ~) @ H n ~ 2. 

Daher setzt sieh die aus dem Widerstande gegen Gestalts- 
veri~nderungen herrfihrende Energie weiters aus zwei Teilen zu- 
sammen, die resp. proportional sind dem .Quadrate der GrSt~e and 
dem Quadrat des skalaren Produkts des Zweibeins u s des Strains. 

~) Dieser Ausdruck fiir die Nnergie aes isotropen Mediums wird in Art. 27 
nochmals dlrekt abgeleitet werden. Nach obigem ist auch 



V i e l b e i a e  a n d  E l a s t l z i t i ~ t s t h e o r i e .  267 

Der Vektor a" des S trel3~ der dureh den Strain bewirkt wird~ 
wird durch Differentiation yon --q~ nach den Strainkoordinaten 
gefunden. Das dyadische Produkt des Strel3 in der Form (26) er- 
gibt sieh daher aus: 

- -~=--KrI '~:I- -V~t tr ' I  r'i 
dureh E v e k t a n t e n b i l d u n g  beztiglich s l  als 

daher folgt : 

a"--~---  2 K r ~ a - -  H u ~  a - ~ - -  2 Ku~-~ a - -  H u ~  

Auch dieser Vektor kann naeh Art. 10 leicht konstruiert 
werden, wenn das Zweibein u 2 and der Skalar u ~ des Strains so- 
wie der Vektor a gegeben sind. 

18. A u s d r ~ c k e  de r  F o r m e n  des S t r a i n s  d u r c h  d ie  
S t r a i n k o o r d i n a t e n .  Es seien die Gleichungen des Strains, 
dessen Koordinaten xx~ y~ z~ y~ zx, x v sind: 

07) y'---= + 

wo x, y~ z~ x', $/'~ z' resp. die Koordinaten tier Vektoren a~ a' sind. 
Ftthrt man nach (2) start der Koordinaten % y, z die Koeffi- 

zienten des Quadrik a ein~ so erhalt man 

uncl hierans nach (1) die Quadrik des Vektors a'. Wird hierin y 
statt ~ geschrieben und 

gesetzt, so ergibt sieh als Duploquadrik des Strains: 

Wird hier x ~---~,-~-~ gesetzt, so erhMt man die Elemental 
Komitante u ~ dieser Duploquadrik oder die Biquadrik des Zwei- 
beins u ~ des StrMns als: 

e4 �9 3 ~ ~2 2 
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Dureh Anwendung des -Q-prozesses an der letzten Daplo- 
quadrik erhalt man ferner: 

1/,~ (X x + ~j!] + Zz) (X 1 ~/~ -- X 2 ~/1 )" 

Setzt man hier y -~- 0s - -  ~, so erhalt man identisela 0, was 
dem Umstande entsprieht~ dab die Elementarkomitante u 2 der Duplo- 
quadrik identisch verscohwindet~ da bier ein reiner Strain vorliegt. 

Dtlreh Anwendtmg des ~-prozesses an tier letzten bilinearen 
Form erh~lt man sehlieglieh die Elementarinvariante der Duplo- 
quadrik: 

uO=x++y~+z+. 

19. Die  f t i n f I n v a r i a n t e r ~  b e i e l a s t i s e h e r I s o t r o p i e -  
aehse .  Hat das Medium eine elastisehe Isotropieachse und wird 
diese als z-Achse gewghlt: so laBt sieh nach B e l t r a m i  die poten- 
tielle Energie aus den folgenden~ bei Rotationen um die z-Aehse 
invarianten in den Strainkoordinaten quadratisehen Ausdriicken: 

1 2 ~h = z~, B~ = (x~ + y~)~, ~ = (x+ + ~ )  z .  B+ = ~+ y~ - -  /, ~ ,  

linear ableiten. 

D i e s e  f t t n f B e l t r a m i s e h e n I n v a r i a n t e n  l a s s e n s i e h  
e r s e t z e n  c~areh P r o d a l ~ t e  ~k~ die  g e b i l d e t  w e r d e n  aus  
dem Z w e i b e i n  u 2, d e m S k a l a r  it ~ d e s S t r a i n s  u n d e i n e m  
V e k t o r  ~ d e r  a u f  de r  I s o t r o p i e a e h s e  l i eg t .  Denn die 
B~ sind invariant ftir alle Retationen um 0 und multiplizieren sich 
bei einer Streckung mit dem Zentram 0 mit einem Faktor; daher 
mttssen sie bei allen binKren linearea Transformationen invariant 
bleiben und sieh folglich dureh die Invarianten des volten Systems 
der Formen u% u ~ und der Quadrik ~ a~tsdrtteken lassen. Da abet 
die Bk quadratiseh in den Strainkoordinaten sind~ kommen hieza 
nur die Invarianten des Systems in Betraeht~ die in den Koeffizien- 
ten yon u 4 und in u ~ h~Sehstens veto zweiten Grade sind. 0 Es sind 
dies die Inwrianten (vgl. Art. 7) 

(+++, +~)% g~, (h, +~)+, (+, +)9. 

Demnaeh ergeben sieh dureh Hinzatreten yon u ~  ~ die 
folgenden invarianten Produkte 

2 ~ 1io 11 ~ �9 ( l i 2 .  $ 2 ) 2  f 2 .  - 

t) Beziiglich des Systems einer Biqaadrik und einer Quadrlk s. Clebsch, 
Bin~re Formen, p. 212. 
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Nun kann angenommen werden, da~ der Vektor ~ der Ein- 
heitsvektor * ist, so dal~ 3" $~---2 gesetzt werden kann und sich 
ergibt: Die bei einer elastisehen Isotro]?ieaehs% welehe den Ein- 
heitsvektor ~ tri~gt~ auftretenden invarianten Produkte ~k sind: 

aus ihnen lal~t sieh die potentielle Energie des 3lediums linear 
ableiten. 

Die Produkte ~ mttssen sieh dureh die Invarianten B~ linear 
ausdrtieken lassen. Zuni~ehst ist 

~1 ~- (Xx + UY @ Z'z)2= B1 @ B2 + ~ B  3. 

Ferner hat nach (3) der Vektor ~ die Quadrik - -  2 i ~ ~ also 
hat ~ die Quadrik - -  4 ~ ;  da nun In ~ ] = - 4 u ~  ist, so ist 

(2B~ B~ @ B~). 

Es gilt ferner far die folgenden Produkte tier Koeffizienten 
yon u g : 

% .~ = ~/~ ~ _ ~ ,  .~ % = 1/. &, . ~ _  ~/~ (B~ + ~h B~ - - ~ ) ;  

daher ist : 

w 5. Die immanenten Vielbeine elastischer Medien. 

20. Die iootentielle Energie ~ eines elastisehen anisotropen 
Mediums ist eine in den Koordinaten x~ yy~ z~, y~ z~ x~ des reinen 
Strains quadratische Form gegeben durch: 

wo die 21 Koeffizienten ck~ die e l a s t i s e h e n  K o n s t a n t e n  sind. 
Demnaeh l~tl]t sieh % sobald der Strain dureh die Duplo- 

quadrik (r x) ~ (s y) ~ gegeben wird~ darstellen als homogene Fnnktion 
zweiten Grades der Koeffizienten dieser Duploquadrik~ also der 
Koeffizienten ihrer Elementarkovariante u 4 und ihrer Elementar- 
invariante u ~ Da ~ ferner bei Transformationen auf ein anderes 
Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt 0 ungei~ndert bleibt, 
ist p eine simultane Invariante der Komitanten u*~ u ~ Nun sind 
u 4, h~ y~ die Komitanten ersten und zweiten Grades yon u ~ (s. Art. 7) ; 
daher sind die Komitanten zweiten Grades yon u 4 und u ~ und 
damit der Duploquadrik : 
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Sind fol~lich 

e$) e4} e'4) e0) e ~0 

beliebige Formen der Ordnbng des angesehriebenen Exponenten~ 
so ist 

= 0 8, u~ ~)8 § 0 ~, u0 ~ u O §  0% @ + eO g~ -t- e,o ~o ~. 

Ersetzt man den Strain durch sein Zweibein 1I 2 bud seinen 
Skalar tt so ergibt sieh: ,Abs der Forderbng eines in den Strain- 
koordinaten x~ , . . ,  x u quadratisehen und homogenen elastisehen 
Potentials ergibt sich, dal3 dasselbe in fttnf Teile gespMten werden 
kann~ die resp. dutch eia Vierbein~ zwei Zweibeine and zwei Kon- 
stante gegeben sin& Jedem Punkte des el~stischen anisotropen 
Mediums ist also ein System yon elastischen Vielbeinen e~ e2~ e'~ 
e0 do zugeordnet~ welch% wenn sin allgemein and yon einander 
nnabht~ngig sind~ die 21 elastischen Konstanten liefern. Die ffinf 
Teile des Potentials sind die skalaren Produkte dieser Vielbeine 
mit den quadratisehen Vielbeinen 

it 2~, 1I ~ 1I~ D2~ ,q~, U ~ 

des Strains; es ist also 

(.38) q~ ~ e~ �9 tt~-]- e2  tt~ tt~ @ e'~" O~-[-e2g~ @ e'~ u~ 

Bestimmt man die Vielbeine e~ e2~ e '2 resp. dutch die Ein- 
heitsvielbeine ~ ~ ~,2 bad die Skalare ~1~ e-2~ %, so hat man a~eh : 

r ~_ S1 ~4.  1222 .~_ ~. ~2,  1i~ 110 + gi3 ~'2- D2 @ e0 ff~ @ r U 02. 

Nunmehr sind die e l a s t i s e h e n  E i n h e i t s v i e l b e i n e  ~4  
~ ,  ~'~ nut dutch Riehtungen gegeben, bud zur vollen Charakteri- 
sierung des Medibms die t't~nf elastisehen Skalare ~ %, %, e~ e '~ 
anzugeben. 

21. Das  t e t r a d i s e h e  e l a s t i s e h e  P r o d u k t  ~. Des 
tetradisehe Produkt 

~ ; ~ e ;  f; I; m 

ist gegeben dureh die vierfaehe Qbadrik 

~; :-= e; f; ~; m _~  (ex) ~ (ft~) 2 (z~) ~ (m 0 2 

wo (ex) ~, (f~)~, (l t) ~, (m t) ~ symbolisehe quadriken mit den Ver- 
gnderliehen x~ y, z~ t sin& Es weist dem dyadisehen Produkt 1:; f 
alas Produkt 
(39) ~'; I ' = e "  ~[" Ira; n 

zu und soil reel[ heil3en~ wenn vermSge der letzten Gleiehun~ 
jedem reellen Produkt v ; j  ein reelles ~:';I' entspricht. Dies ist 
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dann und nut dann der Fall~ wenn die symbolisehen Quadriken 
e ~ e~ ~ -~-ff~ f ~--- 12~ m ~ m 2 realisieren, was ahnlieh wie der ent- 
spreehende Satz des Art. 2 bewiesen werden kann. 

Die Gldehung (39) gibt aweh~ wenn % allgemein ist, die all- 
gemeine lineare Beziehung zwiseheu dyadisehen Produkten. 

Es sei nun ~ symmetriseh in e,~ und f, m~ ferner auch in 
e~ f so dal] die IdentitY, ten bestehen: 

(40) e; [; 1; m~-f;e; l ; m ~ i ;  f; e; m. 

Ein Produkt mit diesen Symmetrien ist das e l a s t i s e h e  
P r o d u k t  4, aus welchem und aus dam dyadisehen Produkte r ;{ 
des Strains das Potential q~ des elastisehen anisotropen Mediums 
gefunden wird dutch 

D e r d e m  Strain entspreehende Strel3 wird dann (vgl. Art. 17} 
aus diesem Ausdruck durch E v e k t a n t e n b i l d u n g  gefunden als: 

r ' ; i ' = - - e ' r  f" j~;m. 
22. E n t w i e k l u n g  des  P r o d u k t s  ~. Wegen der Iden- 

tit~tten (40) kann @ gefunden werden, indem man die Entwiek- 
lungen der symmetrisehen dyadischen Produkte: 

l ; m ~ m ~ t q -  ~/o- 1 " r o U t  

miteinander multiplizierg so dal~ sieh ergibt 

Wendet man nun auf das erste Produkt reehts in dieser 
Gleiehung: in welehem e ~, I m~ g 9~ $ t Biquadriken sind, die C 1 e b s e h- 
G o r d a n s c h e  Reihenentwieklung an: so erhglt man: ~) 

+ % (ef~ ira)" ( ~  a~) + '/~ (el" ~m) ( ~  aS. 
Wird dies in die letzte Entwieklung yon ~ eingesetzt: dann 

die @ nieht ver~ndernde Vertausehung yon e m i t  I~ ~ m i t m  vor- 
genommen und das Resultat zu @ addiert~..die 8umme halbiert, so 
fallen die Glieder aus~ welehe ungerade Ubersehiebungen yon e f 
mit f m enthalten~ da sie bei der angegebenen Vertausehung ~hr 
Zeiehen andern~ so dal3 sieh schlielalieh ergibt: 

4,)+,% (ef~ *m)" (~0~ at)+*/~ (el" *m)" (~0 "at)+ V, e" f*" m~" ~a' t. 
x) Es werden hlor nnd im folgenden start tier Zelchen fiir Uberschlebungen 

die Bczeichnungen der eingefiihrfen en~sprechenden Produkte verwendet. 
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Demnach ist ~ entwickelt in die Summe yon fiinf Gliedern~ 
in welehen der Reihe naeh die Elementarkomitanten 

e 4 ~ efim, e~ ~ ~/~ (e" f~nt + eli" m) (42) 

des Proclukts ~ attftreten und mit einer Komitante der Quadriken 
5~ 9: ~ t ttbersehoben sind~ die in derselben Weise aus 5, ~ 8, t ge- 
bildet sind wie diese Elementarkomitanten aus r ~ I~ m. 

Ist ~ das allgemeine Produkt seiner Art mit 21 Konstanten, 
so sind diese Elementarkomitanten allgemeine yon einander unab- 
h~ngige Formen~ die zusammen~ da sie "con den Ordnnngen 8: 4, 
4~ 0 : 0  sind, die 21 Konstanten yon ~ ergeben. Sie bestimmen, 
wie leieht in der far das Produkt r; I in Art. 13 darehgeffihrten 
Weise gezeigt werden kann, fttr ein reelles Produkt ~ die r e e 11 e n 
Vielbeine desselben: das Vierbein e~ die Zweibeine e ~, e '~ and die 
Skalare e e, e '~ 

I:[ienaeh ist der Satz cles. vorigen Artikels noehmals, veto 
elastisehen Produkt ~ ausgehend, bewiesen uncl gleiehzeitig gezeigt, 
wie naeh (42) die elastisehen Vielbeine aus dem etastisehen Produkt 
gefunden werden ktinnen, ferner dab die Vielbeine des allge- 
meinen elastisehen Produkts ~ allgemein and yon einander unab- 
h~ngig sind. 

Ftthrt man, um das Potential ztt bilden, in dem letzten Ans- 
druek ftir ~ den Sgrain mit dem dyadisehen 'Prodakt  r;  f e i n ,  
indem man ~, t) dureh r, I and ebenso g~ t dureh r, I ersetzt, so er- 
ergibt sich da 

r I = ~  ~, ~/~ rf rI=~)  ~, ~/.~ r f  r I=r  r" I = ~  ~ 
ist der Ausdraek (38) fttr q~ als: 

(43) 
+ % (e~ ira) ~ +  ~/~ el" ima~ + % e" f~" r~. ~ 

23. D i e  e l a s t i s e h e n  V i e l b e i n e  d e r  P o i s s o n - C a u -  
e h y s e h e n T h e o r i e.. Unter Voraussetzung der Gttltigkeit der 
P o i s s o n -  C a a e h y s e h e n Hypothes% dab die elastisehen Krafte 
nur yon der Entfernung der Molekttle abh~ngen: bestehen bekannt- 
lieh die folgenden Gleiehungen zwisehen den Elastizit~ttskonstanten: 

C23 ~ ~ ~31 ~ C55~ C12 ~ r C14 ~ C56~ C25 ~ 664~ C36 ~ C65" 

Diese Gleiehungen sagen aus~ dab clas elastisehe tetradisehe 
Produkt ~ auger den Symmetrien (40) noch die Vertausehung yon 
e mit f~ and somit alle Vertausehungen yon e~ ~ I~ m gestattet. 
Dann mug aber ~ in der Form (41) aueh alle Vertansehungen yon 
~ O~ 8~ t gestatten~ also noeh die Vertauschung yon ~ mit 8. Bei 
dieser Vertansehung ~tndern sieh aber die Produkte: 
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respektive in 

wobei 
~ "  t)$t-}-; t)  3- t - - ~ -  $ 9 t - -  ; S t )  t, 

ist. Soll demnach @ bei Vertausehung yon ~ mit 9 ungeandert 
bleiben~ so mug: 

e �9 

(5/~ ~0 _ e,o) ~ ~ 0 

sein. Daher folgt: ,,Unter Zugrundelegung d er P o i s s o n - C a u c h y- 
schen ttypothese besteht zwisehen den elastischen Zweibeinen die 
Relation : 

e, 2 ~  i2/' 7 r 

und zwisehen den elastisehen Skalaren die Relation: 

Bei Einftihrung der H e l m h o l t z s e h e n  Konstanten _K--~ 
H-~- (3k  @ 2 ~)/3 (s. Art. 27) ergibt sich demnach H ~  5/~ K~ also 
die C a u e h y sehe Relation k ~ ~, oder far die Zahl O = ),/2 K 
der Wart '/z. 

w 8. Automorphe eIastische Produkte. 

24. Soil das tetradisehe elastisehe Produkt ~ dureh die Trans- 
formation einer Gruppe G yon Rotationen, Spiegelungen und Dreh- 
spiegelungen in sieh ~bergehen, so mug seine vierfaehe Quadrik 
lineare Transformationen in sich zulassen. VermSge dieser Trans- 
formationen m~issen dann die Elementarkomitanten der vierfaehen 
Quadrik in sieh ttbergehen~ weshalb die ihnen entspreehenden Viei- 
beine yon ~ bei G invariant sein werden. 

Um die verschiedenen automorphen @ zu finden~ k~Jnnen 
daher die Systeme von Vielbeinen d~ e ~, e'~ e~ e '~ bestimmt werden~ 
far die jedes der Vielbeine die Gruppe G gestattet. Da die Kon- 
stanten e~ e '~ bei ~.llen Transformationen yon G ungegndert bleiben, 
so kommen sie nieht in Betraeht; sie sind abet bei allen folgen- 
den Konstantenz~hlungen mitzureehnen. 

Es handelt sich also um automorphe Systeme, die aus einem 
u und zwei Zweibeinen bestehen~ deren Gruppe G (unter 
vorlaufiger Ausschaltung yon Drehspiegelungen) nur aus Rotationen 
besteht (vgi. Art. 14). Demnaeh wird zun~tchst das Vierbein allein 
naeh der Gruppe, welehe es gestattet, klassifiziert. Die Zweibeine 
1I~ u '~ mtissen dann so gewahlt werden, da sie dieselbe Gruppe 
zulassen. 

Monatsh. fttr 3s u. Physik. XVII. gahrg. 18 
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In den folgenden drei Artikeln werden auf diese Weise die 
s~tmtlichen autoraorphen elastisehen Prodakte ~ a~fgestellt. Hiebei 
wird die Konstantenzabl k jedes einzdnen Prodnkts bestimmt nnd 
die kristallographisehe Gruppe K~ die in der Gruppe G enthalten 
sein kann. Ferner werden die Elementarkomitanten eS~ e~ e '~ 
charakterisiert, die zu der vierfaehen Qnadrik des Produkts gehSren~ 
wenn die z-Achse als Haaptaehse der Gruppe G gewghlt wird. Es 
werden aueh in jedem Falle die terngren Darste[lungen der Viel- 
beine e~ e2, e '2 angegeben, so dal~ sich das elastisehe Potential 
immer als linear ableitbar ergibt arts invarianten skalaren Produk- 
ten ~ der Vielbeine us~ ~s~usu~ "a des Strains und yon Viel- 
beinen, die aus den Einheitsvektoren i~ i, ~ bestehen. 

25. F a l l e  o h n e  d r e i z ~ h l i g e  A e h s e .  I. Das Vierbein 
e ~ ist allgemein mit neun Konstanten~ die zugehSrige kristallo- 
graphisehe Gruppe K ist die t r i k l i n e .  Die Zweibeine e2~ e ~ rind 
allgemein and liefern zusammen zehn Konstante, so dal~/r ~-  21 ist. 
Die Formen es~ e 4, d ~ sincl allgemein und die terngren Darstellungen 
der Vielbeine. sind (s. Art. 4~,: 

= + e = { p  e = + 

Demnaeh ergeben sieh verm~Sge (38) die 21 invarianten skalaren 
Prodtlkte 

i ~ ' u  ~ u. s. w. his e' u ~ 

aas welehen sieh das elastisehe Potential linear ableiten lgl~t. 
II,  Das Vierbein e r gestattet die Gruppe C2; es besteht aus 

zwei Zweibeinen e~ e~ mit einer gemeinsamen Symmetrielini% die 
Achse von C ~ ist. Die Ornppe K ist die des m o n o k l i n e n  
Sy  s t em  s. Die Zweibeine e2~ e' s haben diese Aehse als Symmetrie- 
linie. Es ist k ~ 13. Wird sie als z-Aehse gewghlt~ so ist dureh 
die lineare Transformation 

eine Drehnng um 180 ~ nm diese Aehse gegeben. Sollen daher die 
Formen u s, ur u '~ bei Anwendung dieser Transformation unge- 
~tndert bleiben~ so mttssen alle Glieder der Formen, die ungerade 
Potenzen yon ~ enthalten~ ansfallen. Bei dieser Drehnng tiber- 
gehen ferner die Vektoren i~ i~ { in - - i ~ -  i~ {. Sollen daher die 
Vielbeine e ~, e s, e 'e be[ derselben ungegndert bleiben~ so miissen sie 
die Gestalt haben: 

e * ~ ,  e ~ ,  e'~ =~'~. 
Die Form ~ hat entweder lauter reelle Wurzeln~ we dann 

(~gl, Art. ~) die Zweibeine eS~, e~ yon e ~ ale z-Aehse als Halbie- 
rungslinie besitzen~ oder sie hat paarweise konjugierte Wurzeln~ 
wo dann die z-Aehse Halbiernngslinie ftir das eine nnd Lot far das 
andere Zweibein ist. 
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Die 13 Produkte ~ :  sind anl3er g2 and tt ~ die skalaren Pro- 
dukte yon tt2~ ~ ,  u stt ~ iiber Produkte yon i und ~. 

III. Die Symmetrielinien der Zweibeine el~ q yon II  fallen 
zusammen; e ~ gestattet die Grappe V. Die Gruppe K ist die des 
r h 0 m b i s e h e n  S y s t e m s .  eg~ e '9 haben dieselben Symmetrielinien 
wie e 1,e~. k ~ 9 .  

Werden die Symmetrielinien als Aehsen gewghlt~ so kommt 
za der Transformation (45) noeh die Transformation 

46) ~ = %, ~9 = - -  ~'1 

hinza, weleher eine Rotation um 1800 nm die x-Aehse entsprieht. 
Sollen die Formen u s, u ~, u '~ yon I f  such diese Transformation za- 
lassen~ so mfissen die KoeNzienten ihrer Glieder, die gleieh hohe 
Potenzen yon ~ .~ enthalten~ einander gleieh sein. 

Die terngren Formen der Vielbeine r r e,9 in l I  mfissen 
ungegndert bleiben, wenn i~ i, ~ dutch i ~ - - i ~ - - f  ersetzt werden, 
so da~ in ~.~, ~2 ~,2 nur die Glieder verbleiben, die gerade Po- 
tenzen yon t enthalten. Da naeh der Identit~tt (7) gilt: i~ig~--~- 
-~- 1/9 (~ - -  i ~ -  i~), so kann aaeh gesetzt werden : 

e4--~ai4 @ bi4 @ cfq 

Dis neun Produkte ~ sind hier die skalaren Produkte yon i 4, 
i 4, ~ mit u 9', yon i ~, i 9 mit tt 9 1I ~ nnd D s and sehliel31ieh ge 
n n d  1I ~ 

~ in welehe e ~ zerfallt, sind k o n- IVa .  Die Zweibeine %~ eg, 
g r u e n t, haben eine gemeinsame Winkelhalbierende nnd auf einan- 
der senkreehte Ebenen. Diese Zweibeine q,  e~ ttbergehen dann in 
einander entweder dureh eine Rotation urn einen reehten Winkel, in 
welehem Falle das Vierbein regular ist: oder aber dureh Drehspiegelung 
mit einer Drehung um einen reehten Winkel und um diese Winkel- 
halbierende als Aehse. In letzterem Fal le  bringt aber aueh eine 
Rotation um einen reehten Winkel das Vierbein in sieh, denn es 
ist (Art. 2) mit demjenigen gleieh, das aus ihm dureh Inversion 
an 0 hervorgeht. Demnaeh gestattet e 4 die Gruppe C ~. Die dureh 
C ~ e h a r a k t e r i s i e r t e n  G r u p p e n  d e s  t e t r a g o n a l e n  Sy- 
s t e m s .  Die Zweibeine e4~ e '9 werden speziell und fallen in die 
Aehse. Es ist k ~ 7. Da eine Rotation um einen reehten Winkel 
ttm die z-Aehse dareh die lines.re Transformation 

t ! 

~ = ~ ~ ,  ~s = ~/s 

gegeben ist: wo ~ eine der primitiven aehten Wurzeln ans 1 ist~ 
so sind die Formen uS~ u ~, u '~, welehe diese Transformation ge- 
statten: 

+ 
18" 
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Ferner ist : 

Die sieben Produkte ~7r sind demnach: 

IVb. Die Gvuppe C A in IVa erweitert' sich zt~ D-' dureh eine 
Rotation yon 180 o nm die x-Aehse. Die  d u v c h  D ~ c h a r a k -  
t e r i s i e r t e n  G r u p p e n  des t e t r a g o n ~ l e n  S y s t e m s .  Die 
Zweibeine e~ e 's liegen wie in IVa. k-~-6. Die Formen uS~ u~ 
u '~ in IVa gestatten noeh die Transformation (46)~ daher wird a ~ b 
folglich such a ~ ' ( .  Deshalb kann such gesetzt werden: 

Die seehs Produkte ~:  lauten demnaeh: 

is~s. tt2~- p .  tts~, ~ .  tt~ u0 f~. ~.2 g~, no~. 

V. Die Teilvektoren yon e ~ in IVb halbieren die Winkel 
zwischen den Koordinatenachsen. R e g u l g r e s  S y s t e m .  e~ e 's 
versehwinden identiseh. /c ---~ 3. Es ist 

e~ = ~ (t~ + i ~ § ~). 

26. F g l l e  mi t  d r e i z g h l i g e r  Aehse .  Via. Drei 
Teilvektoren yon r bilden einen r e g u l a r e n  T r i v e k t o r  (sind 
Kanten einer regularen Pyramide)~ der vierte Teilvektor yon e ~ liegt 
auf der Aehse des Trivektors (HShenlinie der Pyramid@ welehe 
Aehse der Gruppe C s ist~ die e ~ in sieh ttberftthrt. Die dm'eh 
C s c h a r a k t e r i s i e r t e n  G r n p p e n  des  r h o m b o e d r i s e h e n  
S y s t e m s .  e~e '~ wie in IVa. k ~ 7 .  Die FormenuS~u~u'~ge - 
statten die Transformation: 

x! . t  ~ -= .: q ,  ~ ~ ~/~, 

wo s sine der komplexen dritten Einheitswurzeln ist. Daher haben 
sie die Gestalt: 

Da vermSge der Eormeln (3) die Vektoren 

r-2 die Quadriken ~:%~ -- 2 i ~ ~ besir so folgt 

~ = ~/~ ~ {(~ + ~) i (i~ - -  a i i ~) + (~ - ~) (p + ~ i s i)} + ~ ~.  

Daher ist~ wenn 

a - ~ -  - -  ~ - -  i ~z, c ~ -  ,~ - -  i ~ 
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gesetzt wird : 

Ferner ist : 

e ~ - 8 ~ ' 2  e , ~ s f ~ . ,  

Die Produkte ~3r sind demnaeh die skMaren Produkte yon 
~(i s -  3ii2), ~(is@3i~'i) , ~ fiber u s~, yon f2 fiber ltstt ~ and D s 
und 9'~ und n ~ 

VIb. Die @rappe C s yon V i a  wird ztt D s dureh ~inzutreten 
der Rotation um 1800 nm die Normale einer Symmetrieebene des 
regul~ren Dreibeins. Die d u r c h  D S c h a r a k t e r i s i e r t e n G r u p  - 
p e n  d e s  r h o m b o e d r i s e h e n  S y s t e m s  eS~ e"~ wie in Via. Wird 
diese Normale als x-Aehse gewghlg so ist k ~---6. 

Formen u ~, u '~ wie in Via .  Die Form u s yon V i a  mn~ 
noeh die Transformation (46)gestatten~ &her  ist a = c .  Demnaeh 
ist auch ~ ~--- 0 nnd 

e~=~{~( i s - -3 i i s ) -~- -~fV},  e s : ~  2, e ' - ~ : a ~ .  

Die seehs Produkte ~z~ sind die yon V i a  mit Ausnabme des 
zweiten. 

27. F a l l e  d e r  I s o t r o p i e n .  VII. DasVierbein  e 4gestattet 
die kontinuierliehe @ruppe von Rotationen am eine Aehse; es wird 
demnaeh speziell and seine Teilbeine fallen in diese Aehs% die 
eine A e h s e  e l a s t i s e h e r  I s o t r o p i e  wird. Hier mfissen die 
dureh C ~ oder D s eh~rakterisierten @rappen des hexagonalen 
Systems mit seehszShliger Symmetrieaehse eingeordnet werden, denn 
das Atfftreten einer solehen Aehse bewirkt, dal~ das elastisehe Vie> 
bein, welches dieselbe Symmetrie gestatten soll, speziell wird nnd 
in die Aehse f~tllt. 

Aueh e "~ trod e 's werden speziell nnd fallen in die Aehse, so 
dal3~ wenn diese Aehse als z-Aehse gew~thlt wird, folgt: ~ = 5 .  
Ffir die gielbeine ist dann: 

e 4 = q f 4 ~  e2.=_qf  s, e's~___caf2~ 

and das elastisehe Potential lautet demnaeh 

ttierin sind ca, % ca, e~ e '~ die fiinfKonstan~en der elastisehen 
Isotropieaehse und die auftretenden Prodakte 

~ -  tt~ tt ~ ~-  D 2, y~ u ~ 

sind mit den in Art. 19 eingefahrten Produkten ~s, ~s, ~ ,  ~ 
identiseh. Das Produkt 

~ o  - -  ~4 �9 112' 
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das hier auftritt~ later sieh aus den fttnf Produkten ~ (and dem- 
naeh aueh aus den f~inf B e l t r a m i s c h e n  Invariaaten B~) linear 
ableiten~ da dies naeh Art. 22 flit jedes invariante Produkt~ das 
zweiten Grades in 1I ~ and 1I U ist~ der Fall sein mul3. 

,Die obige Zerlegung des allgemeinen elastischen Potentials 
in die ftinf Teile~ welehe den elastisehen Vielbeinen entspreehen~ ist 
nach dem Vorstehenden als eine Erweiterung der in (47) angegebenen 
Zerlegung des Potentials bei elastiseher Isotropieaehse anzusehen;:. 

VIII. Das Vierbein e ~ versehwindet identiseh. Gruppe samt- 
licher Rotationen um O, K o m p t e t ~ e  e l a s t i s c h e  I s e ~ r o p i e .  
Die Zweibeine e ~, r '~ m~issen dieselbe Gruppe gestatten, versehwin- 
den daher ebenfalls identiseh. Das elastisehe Potential ergibt 
sich als 

(48) ~og~ -4- ~,o ~o: = 2 Kg~ -~ G Hu~ 

in der t : t e l m h o l t z s e h e n  Normalform (vgl. Art. 20). 
28. Es warden oben die Grappen ausgesehlossen, die Dreh- 

spiegelungen enthalten. Von solemn "Drehspiegelungen~ die ein 
Vierbein e ~ invariant lassen~ kommen nur S ~ and S~ die drei- 
resp. vierza,hIig sind~ in Betraeht. WS.re nan ein Teilbein r yon e ~ 
nieht senkreeht zur Aehse yon Ss~ so mttl]te S s a u f  e~ ange- 
wendet ein Seehsbein liefern. Ware e 1 senkreeht zur Aehse von S 3 
so mtil3te e ~ noeh zwei weitere Teilbeine %, % haben~ die mit e~ 
and miteinander ~rinkel yon 1200 einsehliel3en and das vieree Teil- 
beia e~ von e ~ mttt3te auf der Aehse tiegen. Verm~ge S s wtirde 
dana der Trivektor e~ % % in sieh ttbergehen~ % aber sein Zeiehen 
~ndern. Demnaeh wfirde aaeh O bei S ~ seinZeiehen 5ndern~ also 
nieht invariant sein. 

Es gibt ferner ein Vierbein r das S ~ gestattet; es wird aus 
einem zur Aehse yon S ~ senkreehten Vektor dnreh Anwendung 
der Transformationen yon S ~ erhalten und tritt unter IV auf. 

29. Naeh dem Vorstehenden ergeben sieh a e h t  v e r s e h i e -  
d e n e  a u t o m 0 r p h e  e l a s t i s e h e  P r o d u k t e  ~ a n d  f e r n e r  
d i e F M I e  d e r  e l a s t i s e h e n I s o t r o p i e a e h s e  a n d d e r k o m -  
p I e t t e n I s o t r o p i e. Sie sind dureh ein Vierbein allein una 
dnreh die Gruppe G~ die es gestattet~ eharakterisiert. 

Da den Teilvektoren des Vierbeins e 4 Quadriken mit gIeieher 
Diskriminante zugehSren and dieses vermSge der Operationen yon 
aueh in dasjenige ttbergehen kann~ das sieh yon ihm nnr dareh die 
Riehtangen einer geraden Anzahl der Teilbeine nnterseheidet~ so folgt 
noeh, dag die Aufgabe~ die verschieden automorphen elastisehen 
Prodttkte ~ ohne Isotropign zu finden~ identiseh ist mit der fol- 
genden : 

~Es sind die Systeme von vier yon einander versehiedenen 
Quadriken e~, %, r r162 mit nieht versehwindender Diskriminante 
zu finden~ die dnreh eine Grappe yon linearen Transformationen 
in sieh oder in die Quadriken ~ e~ ~ %, - -  %, - -  % tibergeftihrt 
werd en." 
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30. K u b i s e h e  P o t e n t i a l e .  Es mSge noeh d ieFragebe-  
handelt werden, ob die potentielle Energie eines elastisehen KSrpers 
auger dem im vorstehenden behandelten quadratisehen Teile ~ noeh 
einen Teil enthalten kann 7 der in den Strainkoordinaten homogen 
and "r dritten Grade ist, o h n e  dal~ d ie  e v e n t u e l l e n  
R o t a t i o n s s y m m e t r i e n  d i e s e s  ~ k u b i s e h e n  T e i l e s  ~ des  
P o t e n t i a l s  ' ~ d e m G e s e t z e  d e r  r a t i o n a l e n I n d i z e s w i d e r -  
s p r e e h e n .  

Dieser Teil (I) mug. in den Koeffizienten der Formen u ~ _ f ,  
u~ der Duploquadrik des Strains homogen und yore dritten 
Grade sein. Da nun 

f T h, t, g~ ga 

das volle System yon f bilden, so hat man unter Hinzunahme yon ]c 
die folgenden zehn Komitanten dritten Grades der Duploquadrik 
des Strains : 

Diesen entspreehen die folgenden invarianten kubisehen Viel- 
beine des Strains 

(49) u~  u ~ ~ u ~ u~ t; ueg~ u ~ u~ ~ u~ g~ U~ g~ u ~ 

Bildet man nun die skalaren Produkte dieser Vielbeine mit 
Vielbeinen gleicher Ordnung c*, so folgt: 

+c,~.  ~ o ~  + c,,~. 0~ ~ o+  cOg~ H~ + c'Or + c',o ~o~. 

Statt dot 56 kubisehen Elastizit~tskoeffizienten des dutch 
die Strainkoordinaten ausgedrtiekten ~ k~nnen demnaeh diese ,,elasti- 
sehen kubisehen Vielbeine c*"7 die yon 07 27 37 4, 6 t~ Ord- 
hung sind und die zusammen yon 56 Konstanten abh~tngen, ein- 
geftihrt werden. 

Nan kann (b aueh 7 analog wie oben den quadratisehen Teil 
des Potentials~ geben dureh eine seehsfaehe Quadrik 

(~ ~)~ (b y)~ (p ~)~ (q ~.)~ (~ ~,)~ (n v)~ 

oder dureh ein sexadisehes Produkt a; 15; ~O; q; m; n 7 aus dem sieh q) 
ergibt als 

~ - - - a ' r 1 5 " i J p ' r q ' I m ' r l t .  f. 

Dutch Entwieklung dieses Produkts naeh der Methode des 
Art. 22 und dureh J3eaehtung der Symmetrien, die es gestattet, 
ergibt sieh das soeben abgeleitete Resultat noehmals. 

Soll nun das elastisehe Medium im Punkte O eine Rotation 
zulassen 7 so mtissen seine kubisehen Vielbeine dieselbe Rota- 
tion gestatten. Ftir die kubisehen Zwei- und Vierbeine er- 
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h~lt man dann~ sowie oben far die quadratisehen Vielbeine e *, e2~ e '~, 
nur 2-~ 3-~ 4-z~hlige Rotationen~ die also dem Gesetze cier rationalen 
Indizes nieht widerspreehen. Ebenso erhttlt man far r keine anders- 
z~hligen gotationen. 

Das Seehsbein c 6 kann bei gewissen Spezialisierungen 2- 7 3-, 
4-~ 6z~hlige Rotationen gestatten, die dem RationaiitKtsgesetze aueh 
nieht widerspreehen warden. Es kann abet aueh aus einem regu- 
laren Ft~nfbein und einem Vektor bestehen, der auf der Aehse des 
Ftinfbeins liegt~ so daf5 e 6 eine ft~nfzKhlige Rotation gestattet~ die 
dem RationalitKtsgesetze widersprieht. In diesem Falle m~issen dann 
die anderen quadratisehen nnd kubisehen Vielbeine speziell werden 
und in die Aehse des Fanfbeins fallen. Demnaeh: 

,Wird die Aehse des regul~tren Ftinfbeins als z-Aehse gewshlt~ 
so liefert seine ternare Darstellung drei Konstante and jedes der 
anderen neun kubisehen und fttnf quadratisehen Vielbeine je eine 
weitere Konstante~ so dug das dem C~esetze der Rationalit~tt wider- 
spreehende kubisehe Potential yon 17 Konstanten abh~tngt. "~ 

Warde angenommen~ dal3 das Seehsbein c 6 des kubisehen 
Potentials a priori versehwinden wiirde; so h~tte man nur elastisehe 
Null- his Vierbeine. Da das Sechsbein 13 Konstante besitzt~ so 
wttrde eine solehe Annahme noeh immer kubisehe Potentiale mit 
56 ~ 13 = 43 Konstanten liefern~ welehe Potentiale dem Rationali- 
t~tsgesetze nieht widerspreehen k~nnen. 

Bei Auftreten einer elastisehen Isotropieachse wtirde das aus 
and O bestehende Potential yon 5 @  10 Konstanten abhangen 

und sich aus den skalaren Produkten yon Potenzen des Einheits- 
vektors ~ der Aehse and den quadratisehen und kubischen Viel- 
beinen des Strains linear ablelten lassen. 

Bei kompletter elastiseher Isotropie wttrden sieh ergeben: 1) 

�9 = c~ -1-- c'~ ~ @ c ''~ ~3. 

Brtinn~ 7. Juni 1906. 

a) Vgl. V oig ' t  : ,Uber  eine anschelnencl no~wendige Erweiterung clef Theorie 
der Elastiziti~t"~ Wied. A n n ,  Bd. 52, p. 536. Der dort verwendete Satz des I terrn 
S t i c k e l b e r g e r  folgt nach dem Obigen Ms: Jede gauze rationale Funktion d er 
StrMnkoordi~aaten, welche vom Koordlnatensystem unabhgngig ist, ist elne gauze 
rationale Funktion yon u ~ ff~, flu; denn diese Grgl~en bilden das volle System der 
Invarianten der Duploquadrik des StrMns. 


