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Uber mehrfache Vektoren und ibhre Produkte
sowie deren Anwendung in der Elastizititstheorie. "
Von Emil Waelseh in Briinn,

Man kann einer biniren quadratischen Form einen Vektor
zuordnen und einer Form 2v** Ordnung entsprechend ihren Zer-
legungen in quadratische Faktoren ein System von assoziierten
v-fachen Vektoren, Polyvektoren oder Vielbeinen
vir Ordnung, die aus v gleichlangen, von einem Puonkte O aus-
gehenden Vektoren bestehen.?) Unter gewissen Bedingungen ist
eines dieser assozilerten Vielbeine der Form reell, d. h. seine simt-
lichen Teilvektoren sind reell. Werden reelle Vielbeine, die sich nur
in einer geraden Anzahl ihrer Richtungen unterscheiden, als gleich
angesehen, so bestimmen sich ¥orm und Vielbein gegenseitiz und
eindeutig. Es kann, von der Addition ihrer Formen ausgehend,
eine Addition reeller Vielbeine definiert werden, welche die formalen
Gesetze der algebraischen Addition befolgt.

Die Uberschiebungen der Formen zweier reellen Viel-
beine liefern neue reelle Vielbeine, die als Produkte der ge-
gebenen Vielbeine bezeichnet werden konnen. Alle fiir die
Gruppe der Drehstreckungen invarianten reellen Vielbeine mehrerer
reellen Vielbeine, die ganz und rational in den gegebenen Vielbeinen
sind, lassen sich durch alleinize Anwendung von solehen Produki-
bildungen aus den gegebenen Vielbeinen ableiten. Werden die ge-
gebenen Vielbeine in ibre Teilvektoren zerlegt, so lafit sich auch
jedes dieser invarianten Vielbeine durch die gewthnlichen skalaren,
vektorischen und Tripelprodukte der Teilvektoren ganz und rational
ausdriicken. Unter Verwendung solcher Vielbeine und ihrer Pro-
dukte kann gezeigt werden, dafl jede in den Koordinaten von
v Vektoren lineare Form, jedes polyadische Produkt v** Ord-
nung, die Summe ist von skalaren Produkten gewisser, das polya-
dische Produkt bestimmender Vielbeine und anderer invarianter
Vielbeine der v Vektoren, die v**® Grades in diesen Vektoren sind. 3)

Yy Vgl. die vorliufige Mitteilung unter dem Titel ,Uber Biniranalyse und
elastische Potentlale“ Wien. Anz, v. 26. April 1906.

2) Vgl. ,Uber Bmaranalyse“ Sitzgsber. d. Wien. Ak., Bd. 112, Abt. ITa (im
folgenden mit B“ zitiert), und ,Uber die hoheren Vektorgroﬁen der Kiristallphysik
als biniire Formen“, ebda., Bd. 113 Abt. IIa, p. 1107.

%) Dieser allgememe Satz erglbt sich durch Spezialisierung fiir mehrfach-
quadratische Formen einer allgemeinen Reihenentwicklung, s. ,Uber die Reihen-
entwicklung mehrfachbinirer Formen®, Wien. Ber,, Bd. CXIII, "Abt. 1T a, p. 1209.
Fiir spezielle Fille wird er im folgenden von neuem bewiesen,
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In § 2 der vorliegenden Arbeit wird das Zweibein und
das aus ihm abgeleitete volle System seiner invarianten Vielbeine
betrachtet, sowie die Beziehungen seiner Konstanten zu den Wurzeln
der kubischen Resolvente

de? —gye—yg, =0
seiner biquadratischen Form. )

Hierauf werden in § 3 die vektorischen Produkte
eines Vektors a bebandelt, das sind 1. das Produkt von a mit
einem Skalar, 2. das vektorische Produkt von a mit einem anderen
-Vektor, 3. das Produkt von a mit einem Zweibein, welches der
zweiten Uberschiebung der Formen des Vektors a und des Zwei-
beines entspricht, Es zeigt sich, daB jeder Affinitat des Vektor-
raumes, die dem Vektor a den Vektor o' zuweist (also jeder
Dyadik 2) oder linearen Vektorfunktion), ein System von Viel-
beinen zugeordnet werden kann, welches ans einem Skalar,
einem Vektor und einem Zweibein besteht, und daf der Vektor o
die Summe ist der drei genannten vektorischen Produkte des
Vektors ¢ mit diesen Vielbeinen,

Einem Strain (einer unendlich kleinen Deformation) ist dem-
entsprechend auch ein System von solchen Vielbeinen zugeordnet,
ein Skalar u° und ein Vektor u, die, wie bekannt, die Dilata-
tion resp. die Rotation des Volumelements bestimmen.
Nicht bekannt scheint zu sein, dafl dem Strain weiters ein
Zweibein zugeordnet werden kann, das allein die durch den
Strain bewirkten Gestaltsverdinderungen oder Scherun-
gen des Volumelements bestimmt. Es folgt demnach, dab die
binsiren Operationen der 0-, 1-, 2¢ Uberschiebung einer quadrati-
schen Form mit einer Form 0-, 2-, 4% Ordnung resp. die reinen
Dilatationen, Rotationen, Gestaltsversinderungen des Volumelements
vollstindig charakterisieren.

Ein mit gewissen Symmetrien behaftetes tetradisches Produkt
tritt in der Theorie der Hlastizitéit eines anisotropen Mediums auf.
Es ergibt sich, daf jedem Punkte O dieses Mediums ein
System von b elastischen Vielbeinen zugeordnet
werden kannm, bestehend aus einem Vierbein ¢*, zwei Zweibeinen
¢, ¢'2 und zwei Skalaren % ¢'%. Diese dem Medium immanenten
Vielbeine ersetzen die elastischen Koeffizienten der auf die
Volumeinheit bezogenen elastischen Energie ¢ des Volumelements.
Diese Energie ist die Summe der skalaren Produkte der elastischen
Vielbeine mit den invarianten quadratischen Vielbeinen des Strains:

p= et uf et §r ¢ttt ey e,

1) Diese einfachen Beziehungen lassen dem Versuch vielleicht als wiin-
schenswert erscheinen, die einfache Figur des Zweibeines und der beiden ihm
assoziierten Zweibeine geometrischen Betrachtungen in der Theorie der elliptischen
Funktionen zu Grunde zu legen.

?) 8. Gibbs-Wilson, Vektoranalysis, p. 265.
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wo §)? das Zweibein ist, welches der Hesseschen Form der bi-
quadratischen Form von u? entspricht.

Fallen die Teilbeine sémtlicher elastischer Vielbeine in eine Ge-
rade, so ist diese die elastische Isotropieachse und die fiinf
Teile des letzten Ausdruckes des elastischen Potentials sind linear
abgeleitet aus den skalaren Produkten von Potenzen eines Einheits-
vektors f, der auf der Isotropieachse liegt, mit den quadratischen
Vielbeinen des Strains, so dafl sich die potentielle Energie fiir
diesen Fall ergibt als:

e a2 92t e 2 utul ¢ 9, oy u”

Diese fiinf skalaren Produkte sind linear ableitbar aus den
finf Beltramischen Invarianten?) der elastischen Isotropieachse.
Umgekehrt ist ersichtlich, wie sich aus dem soeben angeschriebenen
Potential der Isotropieachse durch Verallgemeinerung der speziellen
elastischen Vielbeine ¥4, 2 das allgemeine Potential ¢ ergibt.

Verschwinden die elastischen Vier- und Zweibeine identisch,
so ist das Medium komplett isotrop und man erhilt fiir seine
potentielle Energie:

009y - e0u’? =2 Kg, 4 1y Hu,

welcher Ausdruck genau der Helmholtzschen Normalform 2
dieser Energie entspricht.

Es ergibt sich auch, dafi unter Voraussetzung der Poisson-
Cauchyschen Hypothese, die besagt, dafi die elastischen Krifte
nur von den Entfernungen der Molekiile abhingen, die elastischen
Zweibeine ¢? und ¢'? eine sehr spezielle Lage gegeneinander an-
nehmen, dall sie sich nimlich nur in ihrer Grofie unterscheiden,
indem die Relation

0’2 = 12/, ¢2

gilt, und daB ferner zwischen den elastischen Skalaren die Gleichung
¢0 = 5/, ¢0

besteht, die zu der bekannten Cauchyschen Relation A = u
fijhrt.

Von den Herren Voigt?) und Aron% wurden, ausgehend
von den Symmetrieebenen, und von Herrn Minnigerode?), aus-

1) 8. Beltrami, ,Note fisicomatematiche®, Rend. mat. di Palermo, t. 3,
p. 74, und Somigliana, ,Sul potenziale elastico, Aun. di. mat. (3), t. VIIL
p. 129.

3) 8. Helmholtz, Vorlesungen, II, p. 120.

) 8. Voigt, ,Allgem. Formeln fiir die Bestimmung der Elastizititskon
stanten ete.”, Wied. Ann., Bd. 16, p. 273.

9 8. Aron, ,Uber die Herleitung der Kristallsysteme aus der Theorie der
Elastizitit“, Wied. Ann., Bd. 20, p. 272.

) 8. Minnigerode, ,Untersuchungen iiber die Symmetrieverhiiltnisse und
die Elastizitiit der Kristalle®, Gott. Nachr. 1884, p. 195, 874, 488,

16%
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gehend von den Symmetricachsen, die verschiedenen speziellen
Systeme elastischer Konstanten fiir die verschiedenen Kristallgruppen
mit Symmetriezentrum, welch letztere bei elastischer Symmetrie
allein in Betracht kommen, aufgestellt. HEs wurden da zunichst
die Systeme elastischer Koeffizienten fiir die vermsge des postulierten
Gesetzes der rationalen Indizes allein moglichen 2-, 3-,
4-, 6zihligen Rotationen spezialisiert und dann durch Kombination
acht differente elastische Systeme gefunden, zu welchen noch das
System mit einer elastischen Isotropieachse und das der kompletten
Isotropie hinzutreten.

Umgekehrt hat Herr Somigliana') gezeigt, dafl ein in den
Strainkoordinaten quadratisches elastisches Potential voraus-
gesetat, dieses nur bei 2-, 8-, 4ziihligen Rotationen invariant bleiben
kann, wenn anders die Rotationsachse nicht elastiseh isotrop ist
oder komplette Isotropie herrscht. Er findet durch Betrachtung
von in den Strainkoordinaten quadratischen, bei den entsprechenden
Rotationen invarianten Ausdrficken die angefiihrten acht Systeme,
ferner die Invarianten, aus welchen sich in jedem einzelnen Falle
das Potential linear ableiten laflt.

Werden nun die elastischen Vielbeine des Punktes O der
Betrachtung zu Grunde gelegt, so ergibt sich, dafi man zu diesen
verschiedenen elastischen Systemen gelangt, wenn man allein
das Vierbein klassifiziert hinsichtlich der Gruppe von
kristallographischen Deckoperationen, die es in sich oder die
ihm gleichen Vierbeine tiberfihren, die sich von ihm nur
in einer geraden Anzahl der Richtungen der Teilvektoren unter-
scheiden. Man kann demnach auch auf diese vom elastischen
Potential ausgehende Weise, aber auf Grund einfacher geometri-
scher Betrachtungen, die diversen zehn Potentiale erhalten. Ferner
konnen die jedem Falle entsprechenden Systeme elastischer Viel-
beine bestimmt werden. Iliebei ergeben sich auch die invarian-
t en skalaren Produkte, aus welchen sich das Potential im betreffenden
Falle linear ableiten laBt.

Jede der Gruppen von Deckoperationen, welche die acht elasti-
schen Systeme, die keine Isotropien besitzen, in sich iiberfiihren,
ist isomorph zu einer der Gruppen linearer Transformationen, die
das System von vier verschiedenen bindiren Quadriken mit gleicher
nicht verschwindender Diskriminante in sich oder in ein durch
eine gerade Anzahl von Vorzeichen der Quadriken verschiedenes
System transformieren.

Herr Somigliana hat ferner 1. c. gezeigt, dafl es bei Voraus-
setzung eines in den Strainkoordinaten kubischen Potentials F'alle
geben kann, die dem Gesetze der Rationalitdt der In-
dizes widersprechen. Im folgenden wird zum Schlusse auch
dem kubischen Teile @ des elastischen Potentials, der im allgemeinen

1) 8. Somigliana, 1 c., und ,Sulla legge di razionalith rispetto alle

proprieta elastiei dei cristalli“, Rend. delle R. Ace. dei Lincei. (5), t. IIL, p. 238,
und ,Sopra gli invarianti ortogonali di deformazioni®, ib. (5), t. IV, p. 25.
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56 Konstante besitzt, ein System von zehn elastischen kubischen
Vielbeinen zugeordnet, und @ abgeleitet aus den skalaren Produkten
dieser Vielbeine und der Vielbeine dritten Grades des Strains. Es
folgt dann, dal es ein @ mit 14 Konstanten gibt, das dem Rationali-
titsgesetze widerspricht, wenn n#mlich das auftretende kubische
Sechsbein zerfillt in ein regulires Fianfbein und in einen Vektor,
der auf der Achse dieses Fiinfbeines liegt, in welche dann auch
die anderen kubischen und quadratischen Vielbeine fallen. Alle
anderen Potentiale, welchen ein nicht in dieser Weise zerfallendes
kubisches Sechshein entspricht, liefern die schon oben angefiihr-
ten elastischen Symmetrien und eine weitere mit sechszihliger
Achse. Sie widersprechen demnach dem Rationalititsgesetze nicht,
nur wiirde in dem letztangefiibrten Falle eine sechszéhlige elastische
Symmetrieachse auftreten.

§ 1. Binidre Formen und Vielbeine, Produkte von Vielbeinen.

1. Vektoren und Quadriken. Zunichst soll dem Vektor a
mit den Cartesischen Koordinaten z, y, 2 die Quadrik (binire qua-
dratische Form):

e=a= (a2 = (08— a,6,) = A6 --2 4 £ £, 4 8 =

=(r-iy) &, — 252t 6+ (w—iy) &
zugeordnet werden. Es ist dann
2) w=" (Ao 4y), y ="} i (4, — 4,), 2 =i 4,

weshalb die Quadrik umgekehrt den Vektor bestimumt.

Die Einheitsvektoren 1, j, { der Koordinatenachsen haben die
Quadriken :

3) ELE, i@ 8), ik,

Ist der Vektor a reell, sind also die Zahlen x, y, 2 reell, so
hat seine Quadrik (1) konjugierte duflere und einen reinimaginiren
mittleren Koeffizienten. Kine Quadrik mit dieser Kigenschaft soll,
da sie umgekehrt einen reellen Vektor bestimmt, ,realisierend*
heiflen.

Kine realisierende Quadrik a? hat (vgl. ,B.%, p. 1543) die Eigen-
schaft, sich in der folgenden Weise zerlegen zu lassen:

4) a?=iad,

1)

wobei «, a' Linearformen sind, die in der Beziehung stehen:
6) o= Fiwotinh, o =0c—i)h—h—igh,

worin A, p; o, v reelle Zahlen sind,
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Es gilt der Satz: Sind e, ¢’ zwei Linearformen, die in der
Beziehung (5) stehen, und ist o? eine realisierende Quadrik, so
sind (a¢)? und (ac')? konjugierte Zahlen.

Verschwindet die Diskriminante

4y d— L=ty 2

der Quadrik a, so ist diese Quadrik das Quadrat einer Linearform
o= (a£). Der Vektor «? mit der Quadrik «? ist dann ein
JNullvektor“ der auf dem Minimalkegel mit der Gleichung
2 -Fy?+ 22 =0 liegt (s. ,B.%, p. 649).

2. Polyvektoren oder Vielbeine. Ein n-facher
Vektor, ein Polyvektor oder ein Vielbein n** Grades
oder kurz ein ®m-bein b™ besteht aus n gleich langen Vektoren
0, Uy, ... 0, seinen Teilvektoren, Teilbeinen oder kurz
Beinen, die man von dem Punkte O ausgehen lassen kann. Es
kann gesetzt werden:

PP =1, 0y ... 0.

Ziwei m-beine, die sich nur in einer geraden Anzahl der
Richtungen ibhrer Teilbeine unterscheiden, sind als gleich an-
-zusehen,

Das n-bein kann bestimmt werden durch » Richtungen und
einen Skalar, der positiv oder negativ sein kann. Der absolute
Wert dieses Skalars, die Griofle des n-beins, ist gleich dem

Produkt der Lingen v, der Vektoren v;. Ist er positiv, so stim-
men die Richtungen aller Vektoren p; mit den gegebemen Rich-
tungen ftiberein, oder es kann auch eine gerade Anzahl der v; ent-
gegengesetzt zu diesen Richtungen sein. Ist der Skalar negativ,
so ist ein Teilbein oder eine ungerade Anzahl von Teilbeinen des
n-beins entgegengesetzt gerichtet zu den gegebenen Richtungen.

Das #n-bein kann nach dem Vorstehenden auch bestimmt
werden durch ein Einheits-%-bein, dessen sdmiliche Teilvektoren
die Linge 1 haben, und durch die Grofie des #-beins,

Auch n beliebige Vektoren bestimmen ein #-bein, dessen
Grofle gleich ist dem Produkt der Lingen der gegebenen Vektoren.

Fallen die Triger der Teilbeine v, des n-beins p* zusammen,
so soll es ,speziell* heifien. Sind alle Teilbeine v, von v reelle
Vektoren, so moge das n-bein ,reell* genannt werden. Ein reelles
und spezielles n-bein besteht aus einem %-mal zu zéhlenden Vektor
und aus dem (#— k)-mal zu zihlenden engegengesetzt gerichteten
Vektor.

Die Vielbeine p2, »3, p* konnen als Di-, Tri- und Quadri-
vektoren oder als 2-, 3-, und 4-beine bezeichnet werden; p° ist
ein Skalar oder ein Avektor und vt ein Vektor v.
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Es sei eine Form 2#t Ordnung +*" in das Produkt von n»
Quadriken 0;2 zerlegt. Der Quadrik '0;'2 entspricht der Vektor b, .
Man kann dann setzen:

an__ g2 02
v XV 2,0, . /nvn,

wobei das Produkt aller «, gleich 1 ist, Ist nun K das Produkt
der Lingen t) aller Vektoren b, und wird %, = Kl/"/ b, gesetzt, so
hat der Vektor b, mit der Quadrik

Z__‘ /9
v, =%

die Linge K", und es ist demnach:

@2n:D2U2 7)2

Wy,

eine Zerlegung von »*" in Quadriken, welchen lauter gleich lange
Vektoren von der Linge K" entsprechen. Folglich entspricht jeder
Zerlegung der Form ¢°" in quadratische Faktoren ein #-bein, dessen
Teilbeine in der angegebenen Weise gefunden werden konnen. Es
ist reell, wenn die Quadriken o, realisieren.

Ein allgemeines #-bein bat 27 -} 1 Konstante, d. i. so viele,
als eine Form ¢** der 2n* Ordnung hat, oder so viel, als seine
n Teilbeine, die von gleicher Linge sind, besitzen.

3. Addition von Vielbeinen. ,Sind «*" und +*" die
Formen zweier reellen n-beine u und v”, so ist: '

w2 e uzn + 0271
die Form eines reellen n-beins w*, das als Summe der u* und p~
bezeichnet werden soll, so dafl cresetzt wird :
— 13
ot = g + pn ¥,

Denn werden die Formen w®" +2* in realisierende Quadriken

zerlegt, als:

20 2 2% 2n 2 2

WSS U, U =0T,

so ist:
2n 2 2 2 2
J— L
(6) W= U, .Y
Ist nun e = (c€) ein Linearfaktor dieser Form, ist also:

W) = (&) .. (o) - (v,2). .. (s, =0,

so ist (s. Art. 1) (u, &)’ 1;0n3ug1ert zu (u,¢)" und (v, ) konjuglert
zu (v, ¢')" also auch (we')*" konjugiert zu (we)™, daher (we')*"
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Folglich kann gesetzt werden:
W= cie e iz, z] e ¢
= cie iz, ... 0e &,

Hierin mufl nun noch ¢ reell sein, denn nur dann sind hier
die Koeffizienten von £." und &" konjugiert, wie dies in (6) der
Fall ist.

»Zu einer Anzahl von reellen n-beinen ist ein bestimmtes

reelles #-bein als deren Summe definiert. Diese Addition von
n-beinen geniigt den formalen Gesetzen der algebraischen Addition®.

Z. B. Zwischen den reellen speziellen Zweibeinen?) i2, j2, {2
besteht nach (3) die Identitst ‘

D #7412 =0.

Das Zweibein i2 |- {2 ist demnach das spezielle Zweibein — £2,
das aus dem Einheitsvektor f und den ihm entgegengesetzten Vektor
— { besteht,

Maultipliziert man ein reelles #-bein mit einem reellen Skalar s,
so erhilt man wieder ein reelles n-bein, das s-mal so grof ist
als das gegebene. Daher kann aus einer Anzahl reeller #-beine
mit Hilfe reeller Zahlen wieder ein reelles n-bein linear abgeleitet
werden.

4. Terndre Darstellung von Vielbeinen, Eine in den
Vektoren i, j, f lineare Form

ol 8f vt
ist ein Vektor, der reell ist, wenn a, §, v reelle Zahlen sind. Kine
quadratische Form in i, j, f ist ein Zweibein, das demnach aus den
sechs Zweibeinen i2, % t2, jf £, ij linear abgeleitet werden kann.
Vermoge der Identitdt (7) laBt sich dieses Zweibein in die Gestalt
setzen:

(®) T+ 15,
wo * eine Form i Ordnung in i, { ist. Die Formen §, § be-
sitzen zusammen die fiinf Konstanten des Zweibeins.

Analog ist ein #-bein dargestellt durch eine Form #t* Ordnung
in 1,1, %, aber auch darstellbar in der Gestalt " --fF* " Die
Formen " und §" " haben zusammen 2% -1 Koeffizienten, welche
zusammen die Konstanten des #-beins geben und als Koordina-
ten desselben bezeichnet werden kinnen.

Die bindre quadratische Form in i, j:

© ais - bij | off

1) Mit i, i*, {* soll das spezielle n-bein bezeichnet werden, welches resp.
aus dem #-mal geziihlten Vektor i, {, { besteht.
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stellt ein reelles Zweibein dar, wenn ihre Koeffizienten reelle Zahlen
sind. Dieses liegt in der zy-Ebene, wenn die Wurzeln der Form
recll sind, aber in einer durch die 2-Achse gehenden Ebene, wenn
sie konjugiert sind, wo dann ein zu ihm assozilertes imaginires
Zweibein in der xy-Jbene liegt.

Ist 6=0, so sind die Koordinatenachsen Symumetrielinien
des Zweibeins ai?-4-¢j? und es liegt in der zy- Ebene, wenn a, ¢
entgegengesetzt bezeichnet sind. Es kann auch wegen der Iden-
titit (7) ersetzt werden durch

(@—c)i2—ct? oder (c—a)j2— af?

woraus sich ergibt, dafl dieses Zweibein, wenn @, ¢ beide positiv
sind und |a|=]c¢| ist, in der w2- resp. y2z-Ebene liegt, und um-
gekehrt, wenn a, ¢ beide negativ sind.

Allgemein stellt eine Form #** Ordnung §” in i, { mit reellen
Koeffizienten ein reelles n-bein dar, von welchem soviele Teilbeine
in der xzy-Ebene liegen, als die Form reelle Wurzeln hat und
welches soviele weitere Teilzwelbeine hat, deren Ebenen durch die
z-Achse gehen, als die Form Paare konjugierter Wurzeln besitzt.

5. Produkte von Vielbeinen. Ist F(§,&,;7,,7,) eine

doppelthindre Form pf* Ordnung in £ und v** Ordnung in 74, so
liefert der Q-prozeli:

921(82 82)

[EACEX PR TN

auf F' angewendet eine Form von der Ordnung p—1 resp. v—1
in & resp. 4. Durch weitere im ganzen %-malige Anwendung dieses
Prozesses erhilt man eine Form der Ordnungen p—F%, v—£.
Sind nun die beiden bindren Formen

d“=(abt)*, 8'=(b¢)
gegeben und wird der Q-prozefi auf das Produkt

(@ &) (@n)
k-mal angewendet und dann 7 == ¢ gesetzt, so erhilt man eine Form

(p - v — 2k)% Ordnung, welche kt* Uberschiebung der Formen
¢ und 5" heifft und mit

(@, 8")’

bezeichnet wird. Die 0% Uberschiebung der Formen o, &’ ist das
Produkt dieser Formen,

Ist a ein Vektor mit den Koordinaten #, %, 2 und der Quadrik a
[s. Formel (1), Art. 1] und b ein Vektor mit den Koordinaten «, 3/, 2'
und der entsprechenden Quadrik b, so ergibt sich durch eine einfache

Rechnung : Die erste Uberschiebung (a, b)" der Quadriken q, b ist die
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Quadrik des vektorischen Produktes a X b der Vektoren a, b; diese
Quadrik realisiert, wenn die beiden gegebenen Vektoren reell sind,
also ihre Quadriken realisieren. Die zweite Uberschicbung (g, b)*
ist das doppelte skalare Produkt a.b der Vektoren a, b. Die zweite
Uberschiebung des Vektors a mit sich selbst ist also das doppelte
Quadrat seiner Linge:

(10) 2 (Ao 4y — A1) =2a. q;

demnach ist die Diskriminante 4,4, — A der Quadrik a gleich
dem Quadrat der Li#nge des Vektors a. Die schiefe Invariante
[(a,6)" ¢J ist das doppelte Tripelprodukt (a < ).¢ der drei Vek-
toren @, b,c.

Die kt** Uberschiebung der Formen #2# und #*” der Vielbeine
p# und p” ist eine simultane Komitante der Quadriken der Teil-
vektoren dieser Vielbeine und ldBt sich als solche durch die Ko-
mitanten des vollen Systems dieser Quadriken ausdriicken. Dieses
System besteht (s. ,B.“ p. 1093) aus den skalaren und Tripel-
produkten, sowie aus den Quadriken der Teilvektoren und den
Quadriken der vekforischen Produkte der Teilvektoren. Sind die
Vielbeine reell, so sind die Skalare und Tripelprodukte reelle
Zahlen und die Quadriken realisieren. Das £t* Produkt der Formen
v2# und »?” ist demnach linear und reell ableitbar aus mehreren
Formen, welche p.—-v—4 der letateren Quadriken zu Faktoren
haben und die daher (s. Art. 3) zu reellen (u—-v— k)- beinen ge-
horen. Demnach folgt: ,Die k* Uberschiebung eines reellen w-beins
p# und eines reellen v-beins p” definiert ein reelles (v - v — %)- bein,

das .k Produkt des p- und v-beins“ genannt und mit

b p”

bezeichnet werden soll.¥ Kiirzer soll das skalare Produkt der
beiden v-beine y” und p'

DT =" o

gesetzt werden. Das 0% Produkt v#é v == p*p” der Vielbeine v, p”
ist das Vielbein (p - v)** Ordnung, das die Vielbeine u*, v als
Teile enthslt, Das 0% Produkt sép” = sp” eines Skalars s und
eines Vielbeins v” ist ein v-bein, das s-mal so grof ist als v” (vgl.
Art. 3).

Nach obigem folgt: ,Das erste Produkt zweier Vektoren ist
gleich ihrem vektorischen Produkt: aib = aXb, und ibr zweites
Produkt ist identisch mit dem doppelten skalaren Produkte der
Vektoren: a9 =2a.b. Ihr 0% Produkt ist das Zweibein ab
mit diesen Vektoren als Teilbeinen.*

,Sind mehrere reelle Vielbeine gegeben, so kinnen durch
Bildung jhrer Produkte mit einander und mit sich selbst neue
reelle Vielbeine erhalten werden, aus diesen neuen und den frii-
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heren durch Produktbildung weitere Vielbeine u. s. w. Alle diese
abgeleiteten Vielbeine <cind invariant zu den gegebenen fir die
Gruppe der Drehstrecknngen um 0. Denn die Formen dieser
Vielbeine werden durch Uberschiebung aus den Formen der ge-
gebenen Vielbeine erhalten, die invariant zu den Formen fiir die
Gruppe der bindren linearen Transformationen sind; ferner ent-
sprechen diesen linearen Transformationen im Gebiete der Vektoren
die obigen Drehstreckungen (s. ,B.“ p. 653).

»Umgekehrt kann jedes invariante Vielbein der gegebenen
Vielbeine, dessen Koordinaten (s. Art. 4) ganze rationale Funktionen
der Koordinaten der gegebenen Vielbeine sind, durch solche Pro-
duktbildungen aus den gegebenen Vielbeinen gefunden werden.“
Dies folgt aus dem Gordanschen Fundamentalsatze der bindren
Invariantentheorie, dafl jede Komitante bindrer Formen aus ihnen
durch den Prozefi der Uberschiebung allein gefunden werden kann
und daraus, daff den bindren linearen Transformationen die Dreh-
streckungen von O entsprechen.

Demnach folgt auch, dal man durch den Q-prozef
(oder dem ihm entsprechenden symbolischen FaltungsprozeB) zu
allen Produktbildungen der Vektorrechnung gelan-
gen kann.

yLintsprechend dem endlichen System ibrer bindiren Formen
haben auch mehrere Vielbeine ein volles System, durch dessen
Vielbeine sich jedes invariante in den gegebenen Vielbeinen rational
und ganze Vielbein rational und ganz ausdriicken 1aBt.“ Z. B. lassen
sich (vgl, oben) alle rationalen und ganzen invarianten Skalare und
Vektoren mehrerer Vektoren rational und ganz ausdriicken durch
diese Vektoren selbst, ihre skalaren, vektorischen und Tripel-
produkte; 1) hier folgt noch, daf dasselbe fiir die invarianten Viel-
beine der gegebenen Vektoren der Fall ist.

Das volle System eines Zweibeins wird im néchsten Paragraphen
behandelt werden. Fin Dreibein b besitzt das aus dem System
einer Form 6% Ordnung folgende endliche System von Vielbeinen,
u. a, das Zweibein DiD und fiinf invariante Vektoren, darunter den
niedrigsten Grades: (biD)ib.

§ 2. Das Zweibein und sein System.
6. Die Biquadrik u»* mit getrennten Linearfaktoren:
1 ut=(2£) (38 (v (08

bestimmt ein Tripel von Zweibeinen: u? u'2, 1”2 welche auch
als assoziierte Zweibeine bezeichnet werden mogen. Denn u*
5Bt sich in drei Weisen in das Produkt zweier Quadriken zer-
legen, welchen die Teilvektoren: u,, u,; u, uy; u), u) der Zweibeine
des Tripels entsprechen.

1) Vgl. H. Burkhards, Uber Funktionen von Vektorgrifen, welche selbst
wieder Vektorgrsflen sind. Math, Ann, Bd. 48, 8. 197, uand ,B.%, p. 1093.
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Da der Vektor mit der Quadrik 1, ==« senkrecht steht auf den
Vektoren mit den Quadriken o2, 82, weil 1" a?=af8  a?—=0 und
ebenso u* 32 =0 ist, so gilt: ,Die Teilbeine der drei assoziierten
Zweibeine stehen senkrecht auf zwei gegeniiberliegenden Seitenebenen
des Vierkants, das durch die vier Nullvektoren o2, 2, v2 32 gebildet
wird.“ Durch eine einfache geometrische Betrachtung folgt weiter:
»Die Ebenen der assoziierten Zweibeine u?, u'2 1''? sind die Seiten-
ebenen des orthogonalen Diagonaldreikants dieses Vierkants; die
Kanten dieses Dreikants sind die Symmetrielinien der Zweibeine.“

nist das Zweibein u? reell, so ist das Teilbein 1] des asso-
zilerten Zweibeins u'? konjugiert zum Vektor —u;, ebenso ist u
konjugiert zu —u).“ Denn nach Art. 1 und 3 mufl die Form (11)
des reellen Zweibeins u? die Zerlegung

taa ¢50

gestatten, daher auch die Zerlegung in die Quadriken af, — a'f’,
die zu konjugierten Vektoren gehoren. Dasselbe gilt fiir die weitere
Zerlegung in die Faktoren af’, — o'8.

Einer Biquadrik mit doppeltem Linearfaktor entspricht ein
Zweibein, das aus einem Vektor und einem Nullvektor hesteht
und ein anderes Zweibein, dessen Ebene den Minimalkegel mit
dem Scheitel O beriihrt. Einer solchen Biquadrik kann demnach
kein reelles Zweibein entsprechen, ebenso nicht einer Biquadrik
mit dreifachem Linearfaktor.

Hat aber die Biquadrik zwei doppelte Linearfaktoren, so ent-
spricht ihr ein spezielles Zweibein; ist sie = -+ (¢%)2, wo die Quadrik a?
realisiert, so entspricht ihr ein spezielles Zweibein, das je nach dem
Zeichen entweder ein doppelt zu zdhlender Vektor ist oder aus
zwei gleichlangen entgegengesetzt gerichteten Vektoren besteht (vgl.
Art. 2),

7. Das volle System des reellen Zweibeins n% KEs
sel u=pq ein reelles Zweibein mit den gleichlangen Beinen j, g.
Es ist dann
(12)  pp=q a=2p"=2D p g=2pPcosp=20,
wo P die Griofe, ¢ der Winkel, ¢ das skalare Produkt
des Zweibeins u? und ferner R == p?sin ¢ =— Psingp das ulere
Produkt des Zweibeins u? heiflen mdge.

Die Komitanten des vollen Systems der Biquadratik «* des
Ziweibeins ergeben reelle Vielbeine (s. Art. H), welche das volle
System des Zweibeins bilden. Durch diese Vielbeine lassen sich
alle rationalen fiir die Gruppe der Drehstreckungen invarianten
Vielbeine von u? rational ausdriicken. Es sind die folgenden Viel-
beine, die nach Art. 5 auch durch p, g, P, @ dargestelit werden

kénnen :
@) Das Zweibein u? =y q selbst.
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b) Das zweite Produkt desselben mit sich selbst oder das
Hessesche Zweibein §2 von u?:

wruwt=pqpg="1,P0*4-q) — Y @bg=2ph2

Bs ist dies das durch die Hessesche Form %=1/, (u%, u%?
der Biquadrik u* gegebene reelle Zweibein. Man kann zeigen,
dafi es dieselben Symmetrielinien wie u? hat und daf sein Lot die
halbierende Gerade des Winkels ¢ oder eines Nebenwinkels ist,
je nachdem ¢ = 90°% Ist o =90° so ist das Hessesche Zwei-
bein speziell und besteht aus zwei gleichlangen entgegengesetzt ge-
richteten Vektoren, die auf der Ebene des Zweibeins u? senkrecht
stehen und die Linge F/2 haben.

¢) Das vierte Produkt des Zweibeins u2 mit sich selbst oder
der Skalar g, zweiten Grades in u?:

W ute=papq= 2P0 - 07 =2g,.

Dieser Skalar kann fiir das reelle Zweibein 12 nicht ver-

schwinden.

d) Das erste Produkt der Zweibeine u? und §? oder das Drei-
bein {%:

u'ipr=1 PMa)i (P’ +9)=P®*—q?) (pig) =2t

Die Teilbeine p 4 g von {3 liegen auf den winkelhalbierenden
Geraden und der Vektor pi g auf dem Lote von uZ.

Setzt man

2/?)Q———'-m2617 1/3QiP:2e2,37
50 1Ist
e =0, De=—0,/4, ¢ 665 = g;/4;
Folglich sind die e, ¢,, ¢, Wurzeln der kubischen Resolvente
(13) 409 —gye—g, =0
der Biquadrik %, und es folgt als Ausdruck des skalaren
Produktes und der Grofle des Zweibeins
Q=—3¢, P=e¢ —g¢,.

8. Unter Anwendung der Bezeichnungen und einiger Resultate
einer Abhandlung des Herrn Study!) mégen noch einige weitere
Folgerungen fiir das Tripel assoziierter Zweibeine, das durch eine
Biquadrik bestimmt ist, abgeleitet werden.

Es werde mit Herrn Study die Biquadrik
S=4(ry &) (r,®) (r,8) (r,8)

1) 8. 8tudy, ,On irrational covariants of certain binary forms®, Am, Journ.
t. 17, p. 184 und ferner: ,On the connection between binary quariics and elliptic
functions, ib, p. 216.
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gesetzt. Sie hat die drei irrationalen Kovarianten:
(=8, m=mE)?, n=(nt)?

die Faktoren der Kovariante ¢ sind. Es gelten folgendye und die
aus ihnen durch zyklische Vertauschungen der [, m, n und %, p, v
sich ergebenden Beziehungen:

P, GP=1, m2=0, (mn)!=—1.

Ferner ist, wenn (ry &) =7, (r,&)=r, gesetzt wird:

2ryr,=Ve,—e m—Ve, —en,

2T,uyv=_—Ve/”.~e,um—--‘/ev_ei.n7
2
2(r0rl,rﬂrw) =—3e,
2__ 2 2
2(ryry,ryr) =—(rr) =—(@,r) :—~(elu—» e).

Ist
G="1,,(gi — 214,

die Diskriminante von f, so ist noch
4
(ryr) (r, 7"M) (TM r))=—-— Va,
4
(ryr) (r,7,) (1)) = Va.

Aus den vorstehenden Studyschen Formeln folgt zundchst,
dafl die Vektoren [, m, n die Linge 1. haben und paarweise auf-
einander senkrecht stehen.

Die Quadriken 277, 27, r, bestimmen die Teilvektoren des
Zweibeins u;, das durch f gegeben ist. Dureh zyklische Vertau-
schung von A, u, v erhélt man aus ihnen die Quadriken der Teil-
vektoren der beiden anderen dieser Zweibeine uz, w. Hs ist

Uy @ryry, 2r, 1 22_3617

wow

so daB sich als geometrische Bedeutung der Wurzel ¢, der kubi-
schen Resolvente von f ergibt, dah sie das mit — !/, multiplizierte
skalare Produkt @, des Zweibeins ui ist.

Das Quadrat der Linge des Vektors mit der Quadrik 277,
oder die Grofle P, des Zweibeins 1 ist:

1/2 (2 Vo ’i"“ 2 71'0 Vﬂ.)?‘ = (e,u, - ev) ;

daher: die Linge eines Teilbeins des Zweibeins ui ist Ve::—e—ﬂ.
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Sind 1, r, die Minimalpunkte (Punkte des Minimalkegels mit
dem Secheitel 0), Welche die Endpunkte der Nullvektoren t, r, mit
den Quadriken 7, #° sind, so ist das Quadrat der Entfernung 1,T,
dieser Mlmmalpunkte, L) weil 1)1, =1;"1,=0 ist:

9 . 2 T,
5,1, = — 1, = (7)) =—(¢,—¢)=1,1,;

daher: Die Seitenlinge des Tetraeders, welches die vier Minimal-
punkte 1,, 1, T,, T, z2u Ecken hat, sind Ve, —e, .
Das Volumen des Tetraeders, das den Punkt O und die Punkte

Ly T,y T, z0 Ecken hat, ist (s. ,B.“ p. 651)
4
Lig (ry ) (1) 7}) (r, ry) =—1; VG;

das Volumen des Tetraeders O 7, t, T, ist:

4
Yie (7, 7”,) (7',4 r) (rr,) =1 Vé.
Die Teilvektoren des Zweibeins 1 ergeben sich als:
+ Ve/.'—eﬂ m— Ve —e, n.
Daher ist das vektorische Produkt dieser Teilvektoren:
—2Ve,—e, Ve,—emin=2Ve,—e Ve, —¢, .

Das Quadrat der Linge dieses vektorischen Produkts ist
nun gleich dem Quadrat des #uferen Produktes E,. des Zwei-

beins 1}, also ist:
R, _—21/6; e, Ve —e, :——2@’?@/]"
daher ist
—i/a: 11/2 ZP;» Ri. bl
folglich auch
G =" st sin* g, ,

wo ¢, der Winkel des Zweibeins u; ist.

§ 3. Vektorische Produkte eines Vektors und die Affinititen
des Vektorraumes.

9. Das % Produkt v“iv” eines u- und eines v-beins ist ein
(p+v—Fk)-bein (s. Art. 5). Soll daher das kt* Produkt eines

1} Das doppelte Quadrat der Entfernung der Endpunkte der Vektoren a, b ist:
(@—B-{a—bp=a-a+b-b—2a b.
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Vektors a mit einem Vielbein v* wieder ein Vektor sein, so muf
p—1—k=1, also k==p sein. Da nun % hochstens gleich zwei
sein kann, so folgt: ,Die moglichen vektorischen Produkte
eines Vektors a mit Vielbeinen sind das Of, 1f, 2% Produkte des
Vektors resp. mit einem Skalar 1% einem Vektor u, einem Zwei-
bein u?:

(14) o, =ula, gy =uiaqa, a,=u?" qa

Durch diese Produkte sind dem Vektor a resp. die Vektoren
0, 0y, 0, zugeordnet, die mit ihm linear variieren. Demmnach sind
durch die letzten Gleichungen spezielle Affinititen des
Vektorraumes gegeben. Die Affinitéit UA° der ersten Gleichung
ist die Streckung der Vektoren im Verhiltnis u° die der zweiten
liefert zu dem Vektor a dessen vektorisches Produkt (im engeren
Sinne) mit dem Vektor 1. Die dritte Gleichung gibt eine bisher
noch nicht betrachtete Affinitdt A2 die im folgenden Art. be-
sprochen werden soll,

Addiert man die letzten Gleichungen, so erhilt man:
(15) o =u*sa-tuia+ua.

Diese Gleichung ist wiederum die einer Affinitdt, und zwar die
der allgemeinen Affinitét ¥ des Vektorraumes, weil
u? u, 1% wenn sie allgemein und von einander unabhingig sind,
neun Konstante enthalten. Daher: ,Durch das System eines Zwei-
beins u% eines Vektors u und eines Skalars u® ist eine Affinitit A
des Vektorraumes bestimmt und umgekehrt gehort zu jeder Affinitét
ein solches System.“

10. Fir die Affinitat A2 des Zweibeins u?, die durch die
Gleichung ’ :

(16) o, =u%ia

gegeben ist, lafit sich zundichst der dem Vektor a entspre-
chende Vektor g, leicht konstruieren. Denn es lift sich
(s. Art. B), sobald das Zweibein u? in seine Teilvektoren p, q zerlegt

ist, das Produkt u%*a=(pq)  a im System der Vektoren b, q, a
ausdriicken vermige der Beziehung zwischen deren Quadriken:

Mg, =", g (g 02p—"0, 9%

als:
A7) ay=nfia=@q) a=yp aq+ Y9 ap—2,;Qa.

Demnach ist, wenn p,, g, die mit p, q gleich gerichteten Ein-
heitsvektoren sind, vermdge der Formeln (12)

Oy :P{qa cos (p, a) g ~+a cos (q,8)py — 2/5 acos ‘P}-
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Der Vektor a,/P wird demnach konstruiert, indem von der
Summe der Projektionen des Vektors a auf die Vektoren p, q der
mit %/, cos ¢ multiplizierte Vektor a subtrahiert wird. )

Vermoge der Affinitit A® entsprechen den Vektoren p, q die

Vektoren
s @04 Pq, Py, 0p;

demnach entsprechen den Vektoren p + q die Vektoren:
Q= P)b+a.

Der zum Zweibein senkrechte Vektor piq iibergeht ver-
moge A2 (da p piq=0q piq=0 ist) in den Vektor

— 2 Qpiq.

Daher: ,Die in den Symmetrielinien des Zweibeins u? lie-
genden Vektoren, und zwar die in der Halbierungslinie, der Neben-
halbierungslinie, dem Lote des Zweibeins gelegenen Vektoren, werden
vermoge U? resp. multipliziert mit

18) 20, ="Q+ P, 2¢,=—2,0,

worin ¢, die Wurzeln der kubischen Resolvente (13) der Biquadrik «*
des Zweibeins u? sind (vgl. Art. 7).

11. Der Kegel und die Flichen zweiter Ordnung
des Zweibeins u? Ist b ein Vektor, senkrecht zum Vektor a,,
so muf

a, b= a) ' b=u?"ab=0

sein. Die Beziehung zwischen den Vektoren a, b ist demnach
symmetrisch,

Ist ferner b=na, so geniigt der Vektor a der Gleichung
(19) u?*a?=0;

er liegt demnach auf einem Kegel zweiter Ordnung K,, dem Kegel
zweiter Ordnung des Zweibeins 2, Folghch gibt die obige
symmetrische Beziehung die Polarbeziehung beziiglich K,, welche
dem Triiger des Vektors a die zum Vektor a, senkrechte Lbene
zuweist.

1) Es ist auch

fe 0 g+ @, 0 p=0@ )+ @k o)) +204q,
daher:
G=pi(qiQ+qi@®ia-+*%0q,
woraus sich a, ebenfalls leicht konstruieren ldbt.

Monatsh. fiir Mathematik u, Physik, XVII, Jahrg. 17
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Ist der Vektor a speziell ein Nullvektor, also seine Quadrik
gleich dem Quadrate einer Linearform «, und liegt er auf dem
Kegel K, mit der Gleichung (19), so muf

(w at)t = (ua)* =0

sein. Daher: ,Die Linearfaktoren der Form #* des Zweibeins u?
gehoren zu Nullvektoren, weleche auf den Minimalgeraden des
Kegels K, des Zweibeins u? liegen.“ Dieser Kegel ist ein spezieller,
nimlich ein ,gleichseitiger®, da ihm unendlich viele rechtwinklige
Dreikante eingeschrieben werden kinnen.?) Nach Art. 6 folgt,
daf die Teilvektoren des Zweibeins und seiner assoziierten Zwei-
beine auf den Fokalgeraden dieses Kegels liegen,
Die Gleichung

(20) ureg? =k

ist die Gleichung einer Fliche zweiter Ordnung F, des
Zweibeins. Diese Fliche hat den Punkt O zum Mittelpunkt und
die Symmetrielinien des Zweibeins u® zu Achsen, da sie nur von
diesem Zweibein und der Konstanten % abhiingt. Sie ist ,gleichseitig,
da auf ihr unendlich viele rechtwinklige Sechsseite liegen.

Man kann die Gleichung (20) der Fliche vermoge (17) auch

n die Gestalt setzen:
21) pragra—?,Qaa==%.

Sind dann ¢(p + g), epi g Vektoren, die resp. auf den Hal-
bierungslinien oder dem Lote der Zweibeine liegen, und geniigen
sie der Gleichung (21), so ist:

42 (PHQ) (L Q£ P)=k, — QPP — Q) =4k,
Die Quadrate der Lingen dieser Vektoren sind aber
4e2 (P4 Q), 2¢2 (P2 — 09,

daher folgt nach (18): ,Die Quadrate der Lingen der Halbachsen
der F, sind %/2e..¢

Auch die allgemeine Fliche zweiter Ordnung, die den Punkt O
zum Mittelpunkt hat, und welche die Gleichung

(22) n?ra?-tulara=1

besitzt, hat die Symmetrielinien des Zweibeins u? zu Achsen; ihre
unendlich fernen Minimalpunkte haben die Linearformen der Form w*
des Zweibeins als Formen. Die Quadrate der Halbachsen dieser

Flidche sind 1/2e. 4 u%.

1y 8. hier und im folgenden: ,Uber die lineare Vektorfunktion als binire
doppeltquadratische Form“, Wien. Ber., Bd. 113, Abt. 1Ia, p. 1089 ff
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12. Duploquadriken und Affinitdten. Es sei
(23) (r@)* (s9)*

eine Duploquadrik (bindire doppeltquadratische Form in den Ver-
anderlichen z und ). Erst Produkte der Koeffizienten der sym-
bolischen Quadrik (rz)? mit Koeffizienten der symbolischen Quadrik
(sy)? baben hier unsymbolische Bedeutung.

Jede lineare Beziehung zwischen den Quadriken a? und o'?
kann aus einer solchen Duploguadrik abgeleitet werden als:

a'?*=(ra)?(st)?=(ra)?s’

Nun kann man den symbolischen Quadriken r=¢% j=s?
symbolische Vektoren r, | entsprechen lassen und aus ihnen
das ,dyadische Produkt

D=r;]

bilden. Dann ergibt sich durch Bildung des zweiten Produktes des
Vektors a mit dem Vektor v von D der Vektor

(24 o =1 aj.

Demnach liefert das von der allgemeinen Duplo-
quadrik (rz)?(sy)? herriihrende dyadische Produkt
D=r;{ der beiden symbolischen Vektoren 1,{ auch
die allgemeine Affinitdt % des Vektorraumes.

Duarch Anwendung der Clebsch-Gordanschen Reihen-
entwicklung ) erhilt man fiir die Duploguadrik

(rm)? (s3))% = ((uh, 2%)? + (2, 221 Y, w02, y?)2 =)
= (u*, 2%yt + (%, (@% y?))? + s w0 (=% 9%
worin #,y die Linearformen (z%), (y£) sind und die »Elementar-

komitanten® u° u?, u* der Duploquadrik durch 0-, 1-, 2malige An-
wendung des Q-prozesses aus ihr gewonnen werden als:

(25)

wt=r2s% ul=(rs)rs, u’=(rs)’

Diesen Elementarkomitanten entsprechen die aus den sym-
bolischen Vektoren t, { durch Bildung ihrer 0%, 1** und 2% Pro-

1) Vgl. ,Uber die lineare Vektorfunktion ete.“ 1. ¢. p. 1081. — Die Be-
zeichnung t3{ fiir die Dyadik @ von Gibbs-Wilson, 1. ¢. p. 265, rithrt von
Jaumann her, s. Grundlagen der Bewegungslehre, Leipzig 1905, p. 28.

Das dyadische Produkt © kann auch durch eine bilineare Form in den
Cartesischen Koordinaten zweier Vektoren gegeben werden oder, wenn man’ den
Vektor nach Art. 4 durch eine terniire Linearform darstellf, durech das Produkt
zweier symbolischer terniren Linearformen.

%) 8, die-in: ,Uber Reihenentwicklungen etc.” 1. c¢. pag. 1211 angegebene
Modifikation der Clebsch-Gordanschen Entwicklung.

17*
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dukte gebildeten Vielbeine des Produktes © oder seiner Affinitit %,
némlich :

W=z}, u=rij, ”®=1"{=u’

wobei 1% eines der drei assoziierten Zweibeine sein kann, welche
durch die Biquadrik %% bestimmt sind. %)
Werden nun die Nullvektoren mit den Quadriken % »? mit

L, 1) bezeichnet, so hat man aus (25) als Entwicklung fiir das dya-
dische Produkt ®:

D=ri=w @+ w gyt ry=
=) @y)+rifriyf Y iy,

Setzt man in (25)- z=a, y ==&, so ergibt sich fiir die
Quadrik a'? des Vektors o', welcher dem Vektor a mit der
Quadrik a? vermoge der Affinitit 9 entspricht:

a'? = (u*, a®)? 4 (u? a®)t + 1 u’ a?
und demnach die Beziehung zwischen den Vektoren a und o':
27) A =u?;a-t+uiat1;ula.

Hiedurch ist die durch die Duploquadrik (r)? (sy)? oder das
dyadische Produkt ©© =1; j gegebene Affinitiit im Sinne des Art. 9
in die Summe von vektorischen Produkten des Vektors a zerlegt.

Ist die Duploquadrik (r2)? (sy)? symmetrisch in z und y,
so liefert sie ein symmetrisches Produkt ®. Fiir ein solches
Produkt verschwindet dessen Vektor 1. Denn bei Vertauschung
von z und # édndert das von #? herrghrende Glied in (25), sein
Zeichen mufi also verschwinden, wenn ® symmetrisch sein soll.
Das symmetrische Produkt © hingt demnach nur von dem Zwei-
bein 12 und dem Skalar u° ab und seine Affinitit hat die Gleichung:

(26)

o =uza- Y ula.

Andert aber die Duploquadrik (r)2(sy)? bei Vertauschung
von ¢ und ¥ ibr Zeichen, so.miissen die Formen w4 u° verschwin-
den, das Produkt ® wird ein antisymmetrisches, das nur von
dem Vektor u abhiingt und dessen Affinitit die Gleichung hat:

a =1uia.

Durch die Entwicklung (26) ist demnach auch das allgemeine
Produkt ® [und durch (27) seine Affinitit] zerlegt in einen sym-
metrischen Teil, der nur durch das Zweibein u? und den Skalar u®

%) Fiir eine reelle Affinitéit U bestimmt sich dieses Zweibein als reelles
unter den der Form u* zugeordneten assozilerten Zweibeinen eindeutig (s. den
folgenden Art.).



Vielbeine und Elastizitdtstheorie. 261

und einen antisymmetrischen Teil, der nur durch den Vektor u
des Produkts (der Affinitit) bestimmt ist. 1)

13. Reelle Affinititen. ,Die durch die Duploquadrik
(rz)? (sy)? gegebene Affinitit ¥ ist dann und nur dann reell, d. h.
jedem reellen Vektor a entspricht vermoge A wieder ein reeller
Vektor o', wenn jeder der symbolischen Quadriken (rz)?% (sy)?
realisiert, wenn also gesetzt werden kann (s. Art. 1):

[(ray=(p +ig)sl —2il ez -+ (» —i9) ]
] sp)= i)y —2il g+ 0 — i)y}

Dies kann in der fo]genaen Weise (allerdings blofi durch
Konstantenzihlung) bewiesen werden. Durch Multiplikation der
Quadriken (27) erhilt man die Koeffizienten :

@28)  (pp'—qq) i +pq) 20V —ipl) u.s w

der Duploquadrik, in welcher erst die reellen Teile und die Fak-
toren von ¢ unsymbolische Bedeutung haben. Diese neun Zahlen
geben aber die Konstanten der allgemeinen Affinitit.

Ist nun A reell, realisieren also die Quadriken ()% und (sy)%,
so sind auch u und u reell. Denn es ist zunichst

W =pp +qq 41
reell, weil sich dieser Ausdruck in reeller Weise durch die un-
symbolischen Koeffizienten (28) der Duploquadrik ausdriickt. Ferner
realisiert die Quadrik des Vektors u als erste Uberschiebung der
realisierenden Quadriken 2 s? (vgl. Art. 5).

Die Biquadrik w*=—=r2?s? 1st das Produkt der symbolischen
realisierenden Quadriken 72, s?; es soll gezeigt werden, dafi sie
dann auch das Produkt zweler unsymbolischen realisierenden
Quadriken ist, so daB sie dann ein reelles Zweibein bestimmt.
Man kann ndmlich fiir die symbolischen realisierenden Quadriken
r% s? setzten (s. Art. 1)

ri=qaa, s2=40F%,

(28)

wo o, o’ und 8, 8" symbolische Linearformen sind, die in der Be-
ziehung (5) stehen, so daf
ut—1dada {38
Ist nun e==(e¢) ein Linearfaktor der Form u*, so muf
(29) i(ae)(a'e)i(Be) (B'e)=10

1) Die ,konjugierte* Dyadik @, (in der Bezeichnung von Gibbs-Wilson)
der Dyadik @, welche durch das Produkt D gegeben ist, hat die Duploquadrik
(sx)®(ry)% welche die Elementarkomitanten u*, —#?2, u°% also die Vielbeine u?
—14t, u® begitzt. Ferner sind der Vektor @, und der Skalar @, der Dyadik @
(s. Gibbs-Wilson) gegeben als

=21, O, =Y, 1]
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sein, da aber (s. Art. 1) die Produkte

i(ae) (a'e), i (ae") (' &)
konjugiert sind, so ist die linke Seite von (30) konjugiert zu dem
Produkte

i{ae) (a'e) L (Re) (3e),

das demnach auch verschwindet. Wenn also die Biquadrik u* den
Faktor e besitzt, so hat sie auch den Faktor . Daher kann ge-
setzt werden:

(31) ut=ciee'inT .

Nun hat das Produkt u* der realisierenden symbolischen
Quadriken 72, s? nach (28) Koeffizienten von & und &, die konjugiert
sind, daber miissen die Koeffizienten von E;‘, E: in (31) aueh kon-
jugiert sein. Weil nun dasselbe von dem Produkte ies'ivy' in (31)
gilt, muB ¢ reell sein.

Demnach ist eines der durch die Biquadrik #* bestimmten
Zweibeine, es sei mit u? bezeichnet, reell, wihrend die beiden anderen
ihm assoziierten Zweibeine imagindr sind.

Da die Entwicklung der Duploquadrik (#2)% (s¢)? in die
Clebsch-Gordansche Reihe eindeutig ist, so gehrt zu dieser
Duploquadrik, falls sie eine reelle Affinitit darstellt, auch ein be-
stimmtes System von reellen Vielbeinen u® u, u®

14. Automorphe Produkte ®. Um die diversen auto-
morphen Produkte D =1;{ zu bestimmen,!) das sind solche, die
eine Gruppe G von Rotationen um O, Spiegelungen an Kbenen
durch O sowie Drehspiegelungen um Achsen durch O gestatten,
beachte man, dafi diese Transformationen durch lineare Trans-
formationen der bindren Verinderlichen wx,y der Duplogquadrik
(rx)2 (sy)? gegeben sind. Diese linearen Transformationen miissen
dann die Elementarkomitanten w?, u?, #° der Duploquadrik in sich
iiberfilhren und demnach muff die Gruppe G das der Form w* ent-
gprechende Zweibein u? und den #? entsprechenden Vektor u unge-
dndert lassen.

_Das Produks ® soll die Inversion an O gestatten, d. h. sich
bei Anderung der Vorzeichen der symbolischen Vektoren r,} nicht
indern; demnach gibt eine Spiegelung, die D eventuell gestattet,
gefolgt von dieser Inversion eine Rotation um 180° Folglich
brancht man, um alle® zu bestimmen, die eine Gruppe G gestatten,
nur diejenigen Systeme u% 1t aufzusuchen, die eine Gruppe von Ro-
tationen allein zulassen. FEine auftretende Drehspiegelung kannte,
da sie u® nicht veriindern soll, nur um 180° erfolgen, wire also
mit der a priori gegebenen Inversion identisch.

1) Die Koeffizientensysteme fiir diese in Cartesischen Koordinaten gegebenen
Produkte s. bei Voigt, Komp. d. Phys,, p. 137.
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Charakterisiert das Produkt D eine physikalisehe Er-
scheinung, die dann auch durch das Zweibein u? den
Vektor # und den Skalar n® von D bestimmt ist, so
geben die verschiedenen Fille automorpher ® die Fille symme-
trischer Erscheinungen. Die Gruppe G des betreffenden automor-
phen ®© hat dann nach dem F. Neumannschen Grundgesetz die
Gruppe der geometrischen oder kristallographischen Symmetrien )
als Untergruppe. ;

Klassifiziert man nun das Zweibein allein je nach der Gruppe,
die es gestattet, so erhilt man die folgenden Fille:

I. Fille ohne Isotropieachse. Das allgemeine Zweibein
u? mit fiinf Konstanten: u?=ypq, wop, g gleichlange Vektoren sind.

la. Es gestattet die Gruppe der Identitit; die zugehorige
geometrische Symmetrie ist die des triklinen Systems, Der Vektor
ut fillt in keine der Symmetrielinien von u? und liefert drei Kon-
stante, Demnach hat man mit 11° zusammen im ganzen 5 431 =9
Konstante fir D, was dem allgemeinen Produkte D entspricht.

I5. u® gestattet die zyklische Gruppe G”. Die geometrischen
Symmetrien, die hier auftreten konnen, gehtren dem monoklinen

System an. Der Vektor ut fillt anf die Achse von C? und liefert
demnach nur noch eine weitere Konstante, so dafl sich zusammen
mit 1t im ganzen sieben Konstante ergeben. Es ist u?==pq,
n=c(pXq) oder u==cpiq,u beliebizg. Wird das Koordinaten-
system mit den Einheitsvektoren i, {, f zu Grunde gelegt, so kann
das Zweibein in seiner terniren Darstellung (s. Art, 4)

u? =0, i 420y 1f 4 o j?

gegeben werden. Dann ist 1=uai oder =« oder = «f, je nach-
dem um welche Koordinatenachse die Rotationen der Gruppe, die
u? in sich transformiert, erfolgen. Folglich ergeben sich hier die
fiinf Konstanten a,, «, a5, @, 1° also um zwei Konstante weniger
als oben (und ebenso viele wie bei Voigt, L. e.), weil das Zwei-
bein in die angegebene spezielle Lage zum Koordinatensystem ge-
bracht wurde.

Ic. Die Gruppe C® in 14 erweitert sich durch eine Rotation

von 180° um eine Achse, die senkrecht ist zur Achse von € zur
Vierergruppe V. Hier konnen die Formen des rhombischen Systems

!) Die verschiedenen geometrischen Symmetrien oder kristallographischen
Gruppen sind nach Schionflies ,Kristallsysteme und Kristallstraktur®, Leipzig
1891, Voigt, Komp. d. Phys., L, p. 134, durch die folgenden Gruppen charakteri-
siert. Die Kristallgruppe ist:

triklin: Identitit;

monoklin: zyklische Gruppe C%;

rhombiseh: diedrische Gruppe D® == Vierergruppe V;

rhomboédriseh: zyklische Gruppe C?; diedrische Gruppe D?;

tetragonal: zyklische Gruppe C%; diedrische Gruppe D*;

hexagonal : zyklische Gruppe C°; diedrische Gruppe DS;

reguliir: Oktaedergruppe, Tetraedergruppe.
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auftreten. Der Vektor u verschwindet, da er 7 nicht gestatten
kann. Sechs Konstante, da 1% und u° beliebig sind. Es kann ge-
setzt werden u?=—ua,i2-}a,j? so dab dann die Symmetrielinien
des Zweibeins u? in die Koordinatenachsen fallen. Mit u® ergeben
sich dann nur mehr drei Konstanten.

II. Falle mit Isotropieachse. Das Zweibein u? ist
speziell: u? =ypp und gestattet alle Rotationen um seinen Triiger.
Der Vektor u, der dieselben Rotationen gestatten soll, hat densel-
ben Triger wie u? also ist u=cy, u® beliebig; fiinf Konstanten.
Die physikalische Erscheinung hat den Triiger von u? als Isotropie-
achse. Zyklische Gruppen der rhomboedrischen, tetragonalen, hexa-
gonalen Kristallsysteme. s kann gesetzt werden: u?=uai?
n=ci, wo sich dann mit u® drei Konstanten ergeben.

III. Fall der kompletten Isotropie. u? verschwindet
identisch. Gruppe stmtlicher Rotationen wm O. Demnach ver-
schwindet auch u identisch. s bleibt nur die Konstante n®
Regulires System oder isotrope Kiorper.

Symmetrisch sind von den vorstehenden Fillen von vornherein
(wegen des Verschwindens von u) die Produkte ® der Fille Ic
und III. In den anderen Fillen ergeben sich symmetrische 2, fiir

u==o, so daff es im ganzen fiinf Klassen symmetrisch-automorpher
D gibt.

§ 4. Unendlich kleine Deformationen und elastische Isotropien.

15. Eine unendlich kleine Deformation oder ein Strain kann
durch ein Produkt D =1;] gegeben werden. Vermige dieses
Strains entspricht dem Vektor a der Verrtickungsvektor o' =—=a - rf,
der nach (27) auch in die Gestalt gesetzt werden kann:

(32) o =utia-Fuia Y;ua

Der Strain zerfillt demnach in drei Teile, welche resp.
durch das Zweibein 12 des Strains, den Vektor 1t und den Skalar u®
des Strains gegeben sind.

Ist der Strain rein, also v;{ symmetrisch, so ist 1=0;
er hat dann nach (17) die Gleichung

'=ufia-Tsula
=Yop aqtYpqrap—1,2—u’a.

Nach Art, 10 kann dieser Vektor o' leicht konstruiert werden,
wenn das Zweibein u? des Strains und ein Skalar 1°gegeben sind.
Man bestimme die Durchstofipunkte 4, B des Halbstrahls, der von
O ausgeht und die Richtung des Vektors a hat, mit den ein fir
allemal gezeichneten Kugeln mit dem Zentrum O und den Radien P
und %/, P cos o — 1% ferner bestimme man die Summe OC der
Projektionen des Vektors O.A auf die Triger der Vektoren p, q.

Dann ist o' gleichgerichtet mit dem Vektor B C und a-mal so grof.

(33)
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Sind v, W zwei zueinander senkrechte Vektoren, so hat man
die folgenden Vielbeine einer:

Debhnung lings p: vy, 0,0 9/6;
Querkontraktion gegen v: by, 0, — v " p/3;
Einfachen Scherung: bw,pimw,0;
Doppelscherm;g: v, 0, 0.

16. Es soll nun der Teil des Strains betrachtet werden, der
allein dureh das Zweibein u? gegeben ist, der Zweibeinstrain.
Er ordnet dem Vektor a den Vektor

(34) wsa=pqia=Lhp aq-t+%q ap—7% Qa

zu.l) Den Vektoren p+q, pig, die resp. auf den Halbierungslinien
und dem Lote des Zweibeins u? liegen, entsprechen (s. Art. 10}
vermoge dieses Strains die Vektoren

(s QP (p+q)—%; @piq.

Demnach sind diese Geraden Hauptachsen des Strains und die
entsprechenden Hauptdilatationen sind (s. Art. 7):

35) - Tos==1, O+ P=2¢y4 1, =—2, Q=2¢,.

Daher: Die Hauptdilatation des Zweibeinstrains lings des
Lotes des Zweibeins u? ist — 2/;mal dem skalaren Produkt die-
ses Zweibeins.?)

Aus (85) ergibt sich, dafl} die durch den Zweibeinstrain hervor-
gerufene Volumdilatation, die durch =, <, v, gegeben ist, ver-
schwindet.?) Daher: Durch den Skalar u® des allgemeinen Strains
von der Gestalt (32) ist wie bekannt die durch den Strain bewirkte
Dilatation des Volumelements gegeben, durch den Vektor die Ro-
tation des Volumelements. ,Das Zweibein u? eines Strains
bestimmt denjenigenTeil des Strains, der allein eine
Gestaltverinderung des Volumelements hervorruft.

1) Ein solcher spezieller Strain ist die Doppelscherung (s. Art. 15); nur

stehen bei dieser die Vektoren p, q (die in Art. 15 mit v, 1 bezeichnet wurden)
aufeinander senkrecht,

%) Die beiden anderen Hauptdilatationen werden ebenso aus den skalaren
Produkten der zu u® assoziierten Zweibeine gefunden.

%) Hiezu kann man auch gelangen, indem man den durch das Zweibein u?
gegebenen Strain durch die Dyadik:

O="hpa+"hap—"sp.ql
gegeben denkt. Es ist dann die Volumdilatation gleich dem Skalar der Dyadik

Ps=ap.a+"oq-p—"%sp. =0,
da der Skalar I, des Idemfaktors I gleich 38 ist.
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Dieser Teil des Strains wird also durch Bildung des zweiten Pro-
dukts des Vektors a mit dem Zweibein u? gefunden; er erscheint
daher allein durch die biniéire Operation der zweiten Uberschiebung
charakterisiert, wihrend sich die Teile der Dilatation und der
Rotation des Volumelements durch 0% und 1* Uberschiebung er-
geben.

Fir den reinen Strain (33) tritt zu den Hauptdilatationen
des Zweibeinstrains noch die Dilatation /; u°% die von dem Gliede
Y, u%a des Strains hervorgerufen wird, so dafl die Hauptdilatationen
dieses reinen Strains sind:

(36) Op =T, Yy 10 = 2e, - Y, O

Die Symmetrielinien des Zweibeins u? sind auch hier die
Hauptachsen des Strains; die Hauptdilatation lings des Lotes des
Zweibeins u? ist:

6y =1; (1" — 20).

17. Die auf die Volumeinheit bezogene potentielle Ener-
gie ¢ des Volumelements eines elastischen isotropen
Mediums mit dem durch Gleichung (33) gegebenen reinen Strain
ist in der Helmholtzschen Normalform ausgedriickt durch

=105 KZ(0; —05)" + o H (0, 50, +55)"
Hierin ist nach (36), da ¢, ¢, 4-¢; =0 ist:
Sy + 9 - 0 =1
Doy —0,) =43(e, —)2=—243 6,0, =069,.
Daher ist
¢=2 Ky, 4 'f; Hu"

Hierin ist der erste Teil allein durch das Zweibein des Strains,
der zweite Teil allein durch den Skalar des Strains bestimmt.?)
Vermige des im Art, 7 fiir g, gegebenen Ausdruckes ist auch:

2o —KP 1 K@* - Huo=
= KP? (1 Y, cos 2g) 4~ Huo2
Daher setzt sich die aus dem Widerstande gegen Gestalts-
verinderungen herrithrende Energie weiters aus zwei Teilen zu-

sammen, die resp. proportional sind dem Quadrate der Gréofie und
dem Quadrat des skalaren Produkts des Zweibeins u? des Strains.

1} Dieser Ausdruck fiir die Energie des isotropen Mediums wird in Art. 27
nochmals direkt abgeleitet werden. Nach obigem ist auch

o=Ke{ e{+He {r¢-f
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Der Vektor o desStreB, der durch den Strain bewirkt wird,
wird durch Differentiation von -— ¢ nach den Strainkoordinaten
gefunden. Das dyadische Produkt des Strefl in der Form (26) er-
gibt sich daher aus:

—g=—Krjti—3 Hr jr]
durch Evektantenbildung beziiglich v{ als
—2 Ky —Hr e g
daher folgt:
'=—2Kr{jsa—Hula=—2Ku?a— Hu'a

Auch dieser Vektor kann nach Art. 10 leicht konstrulert
werden, wenn das Zweibein u? und der Skalar u° des Strains so-
wie der Vektor a gegeben sind.

18. Ausdricke der Formen des Strains dureh die
Strainkoordinaten. Hs seien die Gleichungen des Strains,
dessen Koordinaten ., ¥, 2:, ¥z, 2z, &y sind:

=m0 Yy wy Y -y 72 2
37 y'="hyo+yy+y:2
S = zmb 2y e

wo x,y,2; ',y ,2 resp. die Koordinaten der Vektoren a, a’ sind.
Fibrt man nach (2) statt der Koordinaten z, 7, 2 die Koeffi-
zienten des Quadrik a ein, so erhilt man .

2 =Y, w, (A 4= Ay) F iz, (A — A Y, i 20 4y, w5 W

und hieraus nach (1) die Quadrik des Vektors a'. Wird hierin »
statt ¢ geschrieben und

dy=u,, 4, = —z, 25, A, =,
gesetzt, so ergibt sich als Duploquadrik des Strains:
o @ 1) @ @0 — gy F-12) 7 + (g — i) @y 03 4 +
Yol (e —y9y— 3 ,) wﬁ + @)@, — (g —iea) @ 2 Yo+
Yol — e Fie)dy + (. —i2) 2 —dzay 2, Ly v
Wird hier 2 = y = ¢ gesetat, so erhdlt man die Elementar

Komitante #* dieser Duploquadrik oder die Biquadrik des Zwei-
beins #? des Strains als:

ut =1, (@ — gy imy) 6 (s — i2) 8 & @y — 220 6
+ Yo o — gy — i 2y) ‘:7: — (¥t i2) § EZE
==y 8 A, 8, 6u, 88 Ay £ 6 k.
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Durch Anwendung des Q-prozesses an der letzten Duplo-
quadrik erhilt man ferner:

Yy @z~ gy - 22) (@ Yo — 25 114).

Setzt man hier y —= 2 =%, so erhilt man identisch 0, was
dem Umstande entspricht, dafi die Elementarkomitante 2 der Duplo-
quadrik identisch verschwindet, da hier ein reiner Strain vorliegt.

Darch Anwendung des Q-prozesses an der letzten bilinearen
Form erhilt man schlieflich die Elementarinvariante der Duplo-

quadrik:
u® = 2y 4 Yy -+ 2u

19. Die fiinfInvarianten beielastischerIsotropie-
achse. Hat das Medium eine elastische Isotropieachse und wird
diese als z-Achse gewihlt, so lafit sich nach Beltrami die poten-
tielle Energie aus den folgenden, bei Rotationen um die z-Achse
invarianten in den Strainkoordinaten quadratischen Ausdriicken:

By =&, By = (@)%, By = (o + ) 2y By =wa yy — s 7,

By =1, (4 + %)
linear ableiten.

Diese fiinfBeltramischenInvarianten lassensich
ersetzen durch Produkte P, die gebildet werden aus
dem Zweibein u?, dem Skalar u® desStrains und einem
Vektor 3, der auf der Isotropieachse liegt. Denn die
By, sind invariant fir alle Rotationen um O und multiplizieren sich
bei einer Streckung mit dem Zentrum O mit einem Faktor; daher
miissen sie bei allen bindren linearen Transformationen invariant
bleiben und sich folglich durch die Invarianten des vollen Systems
der Formen u* «° und der Quadrik 3 ausdriicken lassen. Da aber
die Bj quadratisch in den Strainkoordinaten sind, kommen hiezu
nur die Invarianten des Systems in Betracht, die in den Koeffizien-
ten von #* und in #° hochstens vom zweiten Grade sind.!) Es sind
dies die Invarianten (vgl. Art. 7)

(@‘4: 5% 925 (B, 394, € 3%

Demnach ergeben sich durech Hinzutreten von «®=u® die
folgenden invarianten Produkte

u®utu? g (u? 39% 05, /% 3% 5 5

D Bezliglich des Systems einer Biquadrik und einer Quadrik s. Clebsch,
Bin#ire Formen, p. 212.
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Nun kann angenommen werden, dafl der Vektor 3 der Ein-
heitsvektor f ist, so daB 3 3 =2 gesetzt werden kann und sich
ergibt: Die bei einer elastischen Isotropieachse, welche den Ein-
heitsvektor f tréigt, auftretenden invarianten Produkte 95, sind:

Py =u" Py =ulu BB = ) P,=g,, B, =)
aus ibhnen lifit sich die potentielle Energie des Mediums linear
ableiten, .

Die Produkte 3 miissen sich durch die Invarianten By linear
ausdriicken lassen. Zunichst ist

B, = @~y +2)*= B, + B, 2B,
Ferner hat nach (3) der Vektor { die Quadrik — 2§, £,, also
hat £2 die Quadrik — 4 ¢ £; da nun [u?f2]=—4u, ist, so ist

PBy=—4du, u0:§(2BI—B2+B3)‘

Es gilt ferner fiir die folgenden Produkte der Koeffizienten
von ut:

wy g =y By — By, uy uy ="'/, B;, “2 =y (B, + Y4 B, — By);
daher ist:

B, =%, (B, 4~ Yy By — By),

Po=Y; B, +B,—B,—3B, — 3 B;),

By =—"2@2B, 4%, B, —2B;,— B, 4B,

§ 5. Die immanenten Vielbeine elastischer Medien.

20. Die potentielle Energie ¢ eines elastischen anisotropen
Mediums ist eine in den Koordinaten ., ¥, 2, ¥s, 2, @, des reinen
Strains quadratische Form gegeben durch:

2o=c, 520, o Yy ~+ 2 15 o 2t - 205 20 @y - G55 2,

wo die 21 Koeffizienten ¢;; die elastischen Konstanten sind.

Demnach it sich 9, sobald der Strain durch die Duplo-
quadrik (rz)? (sy)? gegeben wird, darstellen als homogene Funktion
zweiten Grades der Koeffizienten dieser Duploquadrik, also der
Koeffizienten ihrer Elementarkovariante #* und ihrer Klementar-
invariante #°. Da ¢ ferner bei Transformationen auf ein anderes
Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt O ungeiindert bleibt,
ist 9 eine simultane Invariante der Komitanten u% #° Nun sind
u*, h, g, die Komitanten ersten und zweiten Grades von #* (s. Art, 7);
daher sind die Komitanten zweiten Grades von w«* und #° und
damit der Duploquadrik:

4% 4,0 02
ut®, ut u® hy gy, u®,
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Sind folglich
8 4 lh g0 IO
e% ¢4 't e e

beliebige Formen der Ordnung des angeschriebenen Exponenten,
so ist

' o == (8, ut?)8 - (e ub) u® - (¢'4 )t |- 0 g, -+ €' 0u02

Ersetzt man den Strain durch sein Zweibein u? und seinen
Skalar 1 so ergibt sich: ,Aus der Forderung eines in den Strain-
koordinaten #,.--%, quadratischen und homogenen elastischen
Potentials ergibt sich, dall dasselbe in fiinf Teile gespalten werden
kann, die resp. durch ein Vierbein, zwei Zweibeine und zwei Kon-
stante gegeben sind. Jedem Punkte des elastischen anisotropen
Mediums ist also ein System von elastischen Vielbeinen e, 2, ¢'2
e%, ¢'® zugeordnet, welche, wenn sie allgemein und von einander
unabhiinglg sind, die 21 elastischen Konstanten liefern. Die finf
Teile des Potentials sind die skalaren Produkte dieser Vielbeine
mit den quadratischen Vielbeinen

1122, 112 110, f)Z, I u()2

des Strains; es ist also

(38) p==ct u¥Fe? wu’4-¢'? h2f-eg, ¢ "0

Bestimmt man die Vielbeine ¢*, ¢?, ¢2 resp. durch die Ein-
heitsvielbeine § €2, €2 und die Skalare ¢, ¢, €5, 80 hat man auch:

p=me, G u22 e, €2 u2ul e, E2 2 f-e0g, 0 ul2

Nunmehr sind die elastischen Einheitsvielbeine €
§2, &2 nur durch Richtungen gegeben, und zur vollen Charakteri-
sierung des Mediums die fiinf elastischen Skalare ¢, e, &5, € e'?
anzugeben.

91. Das tetradische elastische Produkt € Das
tetradische Produkt

T=e; f; 1m
ist gegeben durch die vierfache Quadrik
T=¢;f; [jm=(ex)*(fy* (2)* (m ¥
wo (ex)?, (f)2, (L)%, (m#)? symbolische Quadriken mit den Ver-

anderlichen x, y, 2, t sind. Es weist dem dyadischen Produkt t;{
das Produkt

(39) tif=e i jmn

zu und soll reell heifien, wenn vermoge der letzten Gleichung
jedem reellen Produkt t;{ ein reelles 1';{ entspricht. Dies ist
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dann und nur dann der Fall, wenn die symbolischen Quadriken
e=¢? f=f2, [=1% m=m? realisieren, was shnlich wie der ent-
sprechende Satz des Art 2 bewiesen werden kann.

Die Gleichung (39) gibt auch, wenn ¥ allgemein ist, die all-
gemeine lineare Beziehung zwischen dyadischen Produkten.

Es sei nun & symmetrisch in e, § und [, m, ferner auch in
e, [ so dafi die Identititen bestehen:
(40) e;fiim=fie; hm=[fe;m

Ein Produkt mit diesen Symmetrien ist das elastische
Produkt € aus welchem und aus dem dyadischen Produkte t;§

des Strains das Potential ¢ des elastischen anisotropen Mediums
gefunden wird durch

Qo=e ctf jl rm-i

Der dem Sirain entsprechende Streff wird dann (vgl. Art. 17)
aus diesem Ausdruck durch Evektantenbildung gefunden als:

Ui =—errfrilm

22. Entwicklung des Produkts €& Wegen der Iden-
tititen (40) kann § gefunden werden, indem man die Entwick-
lungen der symmetrischen dyadischen Produlkte:

e;f=efryp-Thefry
Lm=lm zt-FY-my-t
miteinander multipliziert, so dafl sich ergibt
C=efrpylm gtf-Yoerflrmyp ys t+
F s e flm) Yt 4= @F Lm) (23 1)

Wendet man nun auf das erste Produkt rechts in dieser
Gleichung, in welchem ef, {m, ¢y, 3t Biquadriken sind, die Clebsch-
Gordansche Reihenentwicklung an, so erhilt man:?)

efim gyzt—2(efilm) (xhizt) 4%, (efsIm)  (xyizt)
45 (s tm) (x93t 1+ Y5 €f Im) (£y " 59

Wird dies in die letate Entwicklung von € eingesetzt, dann
die € nicht verindernde Vertauschung von e mit I, f mit m vor-
genommen und das Resultat zu € addiert, die Summe halbiert, so
fallen die Glieder aus, welche ungerade Uberschlebungen von ef
mit [m enthalten, da sie bei der angecrebenen Vertauschung ihr
Zeichen #ndern, so daf sich schlieflich ergibt:

41)®Eeffm' gt (e flm—-efl-m) @ y3t+2y3- D4
12 (efs Im) - (xys 3t)4- Y5 (ef - Lm) - (xy - 3t)+ Yo fL-myr y3 &

1) Es werden hier und im folgenden statt der Zeichen fiir Uberschiebungen
die Bezeichnungen der eingefithrten entsprechenden Produkte verwendet.
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' Demnach ist € entwickelt in die Summe von fiinf Gliedern,
in welehen der Reihe nach die Elementarkomitanten

et=cfim, e2=", (¢" flm—-efl- m)

42)
= efslm e®=2ef [me'= Y e fl'm

des Produkts € auftreten und mit einer Komitante der Quadriken
%L, Y, 3, t tberschoben sind, die in derselben Weise aus r, 9, 3, t ge-~
bildet sind wie diese Elementarkomitanten aus e, f, [, m.

Ist € das allgemeine Produkt seiner Art mit 21 Konstanten,
so sind diese Elementarkomitanten allgemeine von einander unab-
hingige Formen, die zusammen, da sie von den Ordnungen 8, 4,
4, 0, 0 sind, die 21 Konstanten von € ergeben. Sie bestimmen,
wie leicht in der fiir das Produkt t;{ in Art. 13 durchgefiihrten
Weise gezeigt werden kann, fiir ein reelles Produkt € die reellen
Vielbeine desselben: das Vierbein e%, die Zweibeine e? ¢'? und die
Skalare e? ¢'°.

Hienach ist der Satz des. vorigen Artikels nochmals, vom
elastischen Produkt € ausgehend, bewiesen und gleichzeitig gezeigt,
wie nach (42) die elastischen Vielbeine aus dem elastischen Produkt €
gefunden werden konnen, ferner dafi die Vielbeine des allge-
meinen elastischen Produkts € allgemein und von einander unab-
hiingig sind. ,

Fiithrt man, um das Potential zu bilden, in dem letzten Aus-
druck fiir € den Strain mit dem dyadischen Produkt r;{ ein,
indem man g,y durch t,} und ebenso 3,t durch r,{ ersetzt, so er-
ergibt sich da

tj=u% Ypri ri=Dh% l/ztf"rf':gz)r'f':uo
ist der Ausdruck (38) fir ¢ als:
p=cflm u¥="1 (¢ flm—efl m) uu’4
20 (efs Tm) B2 4 3 ef  Tmgy 4= Yo e” L7 muc.
23. Die elastischen Vielbeine der Poisson-Cau-
chyschen Theorie. Unter Voraussetzung der Giltigkeit der
Poisson-Cauechyschen Hypothese, daff die elastischen Kriifte

nur von der Entfernung der Molekiile abhiingen, bestehen bekannt-
lich die folgenden Gleichungen zwischen den Hlastizititskonstanten:

(43)

Cag == €44, Cg1 == Cg3y C19 == Cggy C14 ™ C369 Ca5 = Co4y C36 = Co5-

Diese Gleichungen sagen aus, dafi das elastische tetradische
Produkt € aufler den Symmetrien (40) noch die Vertauschung von
¢ mit [, und somit alle Vertauschungen von e, f, [, m gestattet.
Dann mufi aber € in der Form (41) auch alle Vertauschungen von
1,1, 3t gestatten, also noch die Vertauschung von r mit 3. Bel
dieser Vertauschung #ndern sich aber die Produkte:

B=r 9314193 L, 3=1ryi3t, ©=1y 31, S =1 yj3't
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respektive in

B+F8— h: 8, €+ 668 =6,
wobei
S=r yptuvs t—r g9t — 13yt
=y 'y t—y szt
ist. Soll demnach & bei Vertauschung von r mit § ungeindert
bleiben, so muf:

Ty € F= (e — Yy € F=0
(% e0— &%) @ =0

sein. Daher folgt: ,Unter Zugrundelegung der Poisson-Cauchy-
schen Hypothese besteht zwischen den elastischen Zweibeinen die
Relation :

er==1 e

und zwischen den elastischen Skalaren die Relation:
00 =9/ e“.

Bei Einfithrung der Helmholtzschen Konstanten X =y,
H=(3x-4-2u)3 (s. Art. 27) ergibt sich demnach H= %/, K, also
die Cauchysche Relation A==y, oder fir die Zahl ® =A2K
der Wert Y/,.

§ 8. Automorphe elastische Produkte.

24. Soll das tetradische elastische Produkt € durch die Trans-
formation einer Gruppe G von Rotationen, Spiegelungen und Dreh-
spiegelungen in sich iibergehen, so mufl seine vierfache Quadrik
lineare Transformationen in sich zulassen. Vermoge dieser Trans-
formationen miissen dann die Elementarkomitanten der vierfachen
Quadrik in sich iibergehen, weshalb die ihnen entsprechenden Viel-
beine von € bei G invariant sein werden.

Um die verschiedenen automorphen € zu finden, kdnnen
daher die Systeme von Vielbeinen e, e2, ¢'2, % ¢'® bestimmt werden,
fiir die jedes der Vielbeine die Gruppe G gestattet. Da die Kon-
stanten e% e’® bei allen Transformationen von & ungeéindert bleiben,
50 kommen sie nicht in Betracht; sie sind aber bei allen folgen-
den Konstantenzihlungen mitzurechnen.

Es handelt sich also um automorphe Systeme, die aus einem
Vierbein und zwei Zweibeinen bestehen, deren Gruppe G (unter
vorliufiger Ausschaltung von Drehspiegelungen) nur aus Rotationen
besteht (vgl. Art. 14). Demnach wird zunichst das Vierbein allein
nach der Gruppe, welche es gestattet, klassifiziert. Die Zweibeine
u?%, u'? missen dann so gewihlt werden, da sie dieselbe Gruppe
zulassen.

Monatsh. fiir Mathematik w. Physik. XVIL Jahrg. 18
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In den folgenden drei Artikein werden auf diese Weise die
séimtlichen automorphen elastischen Produkte € aufgestellt. Hiebei
wird die Konstantenzabl £ jedes einzelnen Produkts bestimmt und
die kristallographische Gruppe K, die in der Gruppe G enthalten
sein kann. Ferner werden die FElementarkomitanten e3, e%, ¢'*
charakterisiert, die zu der vierfachen Quadrik des Produkts gehoren,
wenn die 2-Achse als Hauptachse der Gruppe G gewihlt wird. Es
werden auch in jedem Falle die terniiren Darstellungen der Viel-
beine e, ¢?, ¢'% angegeben, so daf sich das elastische Potential
immer als linear ableitbar ergibt aus invarianten skalaren Produk-
ten Py der Vielbeine u?, §2 u?u g,, u? des Strains und von Viel-
beinen, die aus den Einheitsvektoren i, j, f bestehen,

25. Falle ohne dreizdhlige Achse. I. Das Vierbein
¢4 ist allgemein mwit neun Konstanten; die zugehorige kristallo-
graphische Gruppe K ist die trikline. Die Zweibeine e, ¢'? sind
allgemein und liefern zusammen zehn Konstante, so daff k=21 ist.
Die Formen €8, ¢*, ¢* sind allgemein und die ternéiren Darstellungen
der Vielbeine sind (s. Art. 4):

b == 1, = O €7 =
Demnach ergeben sich vermoge (38) die 21 invarianten skalaren

Produkte
it u® u. s w. bis ¢ uf

ans welchen sich das elastische Potential linear ableiten lifit.
II. Das Vierbein ¢* gestattet die Gruppe C?; es besteht aus

v . 9 9 . . . PR .
zwei Zweibeinen ¢, ¢, mit einer gemeinsamen Symmetrielinie, die

Achse von C? ist. Die Gruppe K ist die des monoklinen
Systems. Die Zweibeine ¢% ¢2 haben diese Achse als Symmetrie-
linje. Hs ist k=13. Wird sie als 2-Achse gewihlt, so ist durch
die lineare Transformation

(45) =i, b =i

eine Drehung um 180° um diese Achse gegeben. Sollen daher die
Formen u8, ut, w'* bei Anwendung dieser Transformation unge-
dndert bleiben, so miissen alle Glieder der Formen, die ungerade
Potenzen von £, enthalten, ausfallen. Bei dieser Drehung iiber-
gehen ferner die Vektoren 1, j, f in —1i, — i, Sollen daher die
Vielbeine et, e2, ¢'2 bel derselben ungeiindert bleiben, so miissen sie
die Gestalt haben:

b= 2 =3 =T~
Die Form {* hat entweder lauter reelle Wurzeln, wo dann
(vgl. Art. 4) die Zweibeine ¢/, ¢; von et die 2-Achse als Halbie-

rungslinie besitzen, oder sie hat paarweise konjugierte Wurzeln,
wo dann die z-Achse Halbierungslinie fir das eine und Lot fiir das
andere Zweibein ist.
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Die 13 Produkte B, sind aufler g, und u® die skalaren Pro-
dukte von u%, §% u?u® iiber Produkte von i und j.

III. Die Symmetrielinien der Zweibeine ¢;, ¢, von Il fallen
zusammen; e* gestattet die Gruppe V. Die Gruppe K ist die des
rhombischen Systems. e2 ¢'2 haben dieselben Symmetrielinien
wie ¢, 8. F=09.

Werden die Symmetrielinien als Achsen gewihlt, so kommt
zu der Transformation (45) noch die Transformation

46) €1:€;7 E2 :"éll

hinzn, weleher eine Rotation um 180° um die z-Achse entspricht.
Sollen die Formen u% ut, %'* von Il auch diese Transformation zu-
lassen, so miissen die Koeffizienten ihrer Glieder, die gleich hohe
Potenzen von £, z, enthalten, einander gleich sein.

Die terniiren Formen der Vielbeine e*, ¢% ¢/ in 1I miissen
ungedndert bleiben, wenn i, {, { durch 1,—j, —1 ersetzt werden,
so dab in ¥4, % §'® nur die Glieder verbleiben, die gerade Po-

tenzen von i enthalten, Da nach der Identitit (7) gilt: i2j%=
=Y, (f* —1i*—j%), so kann auch gesetzt werden:

o4 = it 4 bt L of.

Die neun Produkte By sind hier die skalaren Produkte von i%,
i* B mit u®, von 1% {2 mit u? u® und h? und schliefilich g,
und u%

IVa. Die Zweibeine ei, ¢, in welche e* zerfsllt, sind kon-
gruent, haben eine gemeinsame Winkelhalbierende und auf einan-
der senkrechte Ebenen. Diese Zweibeine ¢, ¢, iibergehen dann in
einander entweder durch eine Rotation um einen rechten Winkel, in
welchem Falle das Vierbein reguliir ist, oder aber durch Drehspiegelung
mit einer Drehung um einen rechten Winkel und um diese Winkel-
halbierende als Achse. In letzterem Falle' bringt aber auch eine
Rotation um einen rechten Winkel das Vierbein in sich, denn es
ist (Art. 2) mit demjenigen gleich, das aus ihm durch Inversion
an O hervorgeht. Demnach gestattet e* die Gruppe C* Die durch
C* charakterisierten Gruppen des tetragonalen Sy-
stems. Die Zweibeine ¢4, ¢'? werden speziell und fallen in die
Achse. Es ist £=7. Da eine Rotation um einen rechten Winkel
um die 2-Achse durch die lineare Transformation

g, =cb, & =1fe

gegeben ist, wo e eine der primitiven achten Wurzeln aus 1 ist,
so sind die Formen #8, u* wu'%, welche diese Transformation ge-
statten:

8§ —— 3 4 L4 B8 4 72 £2 [ 2 &2
(22 :aél—f—bél EQ —-!—-CE?"M e C,1 &27@01:6&152.

18*
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Ferner ist:
b= ait - Bit -y, 02 == 3f2, 2 = ef2
Die sieben Produkte % sind demnach:
i4 . 1122, iéL . u227 f4 . 11227 f2 . 112 u()) f? . f)2’ 92; uO'l‘

IV5. Die Gruppe C* inIVa erweitert sich zu D+ durch eine
Rotation von 180¢ um die #-Achse. Die durch D?* charak-
terisierten Gruppen des tetragonalen Systems, Die
Zweibeine ¢% ¢'? liegen wie in IVa. £==6. Die Formen u® u*
u'* in IVa gestatten noch die Transformation (46), daher wird @ =25
folglich auch a==%. Deshalb kann auch gesetzt werden:

et =112 |- of%
Die sechs Produkte %, lauten demnach:
i212 . u227 f‘i' u?‘l} va u2 uO’ f? . f)Z; 92, uOZ'

V. Die Teilvektoren von ¢% in IV) halbieren die Winkel
zwischen den Koordinatenachsen. Reguléires System. e% ¢
verschwinden identisch. £=3. Ks ist

et == o (it - j* - £4).

26. Ialle mit dreizdhliger Achse. VIa. Drei
Teilvektoren von e* bilden einen reguldren Trivektor (sind
Kanten einer reguliiren Pyramide), der vierte Teilvektor von e* liegt
anf der Achse des Trivektors (Hohenlinie der Pyramide), welche
Achse der Gruppe C® ist, die e* in sich iberfihrt. Die durch
C® charakterisierten Gruppen des rhombo&drischen
Systems. e2 ¢'? wie in IVa. £=17. Die Formen u?, u% u'* ge-
statten die Transformation:

b=k, b =6 e,
wo ¢ eine der komplexen dritten Einheitswurzeln ist. Daher haben
sie die Gestalt:
wre=t 6 (@ FBEE et ut=dE ), wt=ct E.
Da vermoge der Formeln (3) die Vektoren
1/2 (I + 21)7 1/2 (I — ”)7 £
die Quadriken £,2, — 21 ¢, £, besitzen: so folgt

13%93

et =1, Fa40) i (0 — 319 - (a — o) (43 2 P+ 18
Daher ist, wenn

('L:*B——Z'U.} c:g--—ia
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gesetzt wird:

et =1t{a(®—31{)+8G°+ 312 + 1.
Ferner ist:

pP=31% e =cJi

Die Produkte B, sind demnach die skalaren Produkte von
F(i* — 3if?), f(12+3i2)), f* tber u®, von £ iiber u?u® und H?
und ¢, und u®

VI). Die Gruppe C° von VIe wird zu D? durch Hinzutreten
der Rotation um 180° um die Normale einer Symmetrieebene des
reguldren Dreibeins. Die durch D®charakterisiertenGrup-
pen des rthomboedrischen Systems e ¢'? wie in VIa. Wird
diese Normale als 2-Achse gewihlt, so ist £ —=6.

Formen #% u'* wie in Vle. Die Form #® von VIa mub
noch die Transformation (46) gestatten, daher ist ¢ =¢. Demnach
ist auch £ =0 und

et == F{a(id — 81j7) 4y ), =3P, ¢ =2

Die sechs Produkte P sind die von VIe mit Ausnabme des
zweiten,

27. Falle der Isotropien. VII. Das Vierbein ef gestattet
die kontinuierliche Gruppe von Rotationen um eine Achse; es wird
demnach speziell und seine Teilbeine fallen in diese Achse, die
eine Achse elastischer Isotropie wird. Hier miissen die
durch €% oder D% charakterisierten Gruppen des hexagonalen
Systems mit sechszihliger Symmetrieachse eingeordnet werden, denn
das Auftreten einer solchen Achse bewirkt, dafh das elastische Vier-
bein, welches dieselbe Symmetrie gestatten soll, speziell wird und
in die Achse fallt.

Auch e? und ¢'? werden speziell und fallen in die Achse, so
daf, wenn diese Achse als z-Achse gewihlt wird, folgt: A==D0.
Fir die Vielbeine ist dann:

et=rc {4 ?=c, 12 ¢?=¢ 12
und das elastische Potential lautet demnach
47) g=ct u¥ 4P utu'dc £ §2fe0g, -0 u’

Hierin sind ¢, 6, ¢, ¢ ¢'® die fiinf Konstanten der elastischen
Isotropieachse und die auftretenden Produkte

Boutu, £ 9% gy, w0

sind mit den in Art. 19 eingefihrten Produkten $,, B, By By
identisch. Das Produkt

By =14 u¥
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das hier auftritt, lifit sich aus den fiinf Produkten P, (und dem-
nach auch aus den finf Beltramischen Invarianten By) linear
ableiten, da dies nach Art. 22 fiir jedes invariante Produkt, das
zweiten Grades in u? und u® ist, der Fall sein muf.

»Die obige Zerlegung des allgemeinen elastischen Potentials
in die fiinf Teile, welche den elastischen Vielbeinen entsprechen, ist
nach dem Vorstehenden als eine Erweiterung der in (47) angegebenen
Zerlegung des Potentials bei elastischer Isotropieachse anzusehen®.

VIIL Das Vierbein e* verschwindet identiseh. Gruppe simt-
licher Rotationen um 0. Komplette elastische Isotropie.
Die Zweiheine e%, ¢'? miissen dieselbe Gruppe gestatten, verschwin-
del}ll daher ebenfalls identisch. Das elastische Potential ergibt
sich als

(48) 00 gy 40 u =2 K g, 1, Hu,

in der Helmholtzschen Normalform (vgl. Art. 20).

28. Es wurden oben die Gruppen ausgeschlossen, die Dreh-
spiegelungen enthalten. Von solchen ~Drehspiegelungen, die ein
Vierbein ¢* invariant lassen, kommen nur 5% und 8% die drei-
resp. vierzihlig sind, in Betracht. Wire nun ein Teilbein ¢, von e*
nicht senkrecht zur Achse von 83, so mifite S® auf e ange-
- wendet ein Sechsbein liefern. Wire ¢, senkrecht zur Achse von S3
so miifite e* noch zwei weitere Teilbeine e,, e, haben, die mit ¢,
und miteinander Winkel von 120° einschlieffen und das vierte Teil-
bein ¢, von e wiifite auf der Achse lisgen. Vermige S° wiirde
dann der Trivektor e, e, ¢; in sich tibergehen, ¢, aber sein Zeichen
dndern. Demnach wiirde auch et bei S3 sein Zeichen #ndern, also
nicht invariant sein.

Es gibt ferner ein Vierbein ¢* das S* gestattet; es wird aus
einem zur Achse von S* senkrechten Vektor durch Anwendung
der Transformationen von S* erhalten und tritt unter IV auf.

29. Nach dem Vorstehenden ergeben sich acht verschie-
dene antomorphe elastische Produkte € und ferner
die Fédlle der elastischen Isotropieachse und der kom-
pletten Isotropie. Sie sind durch ein Vierbein allein nnd
durch die Gruppe &, die es gestattet, charakterisiert.

Da den Teilvektoren des Vierbeins e* Quadriken mit gleicher
Diskriminante zugehoren und dieses vermbge der Operationen von G
auch in dasjenige iibergehen kann, das sich von ihm nur durch die
Richtungen einer geraden Anzahl der Teilbeine unterscheidet, so folgt
noch, dafi die Aufgabe, die verschieden automorphen elastischen
Produkte & ohne Isotropien zu finden, identisch ist mit der fol-
genden : .

,Hs sind die Systeme von vier von einander verschiedenen
Quadriken e,, e,, ¢;, ¢, mit nicht verschwindender Diskriminante
zu finden, die durch eine Gruppe von linearen Transformatiouen
mn sich oder in die Quadriken + e, +e, — e;, —¢, ilbergefiibrt
werden.“
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30. Kubische Potentiale. Ks moge noch die Frage be-
handelt werden, ob die potentielle Energie eines elastischen Korpers
auller dem Im vorstehenden bhohandelten quadratischen Teile ¢ noch
einen Teil enthalten kann, der in den Strainkoordinaten homogen
und vom dritten Grade ist, ohne dafl die eventuellen
Rotationssymmetrien dieses ,kubischen Teiles ® des
Potentials“ dem Gesetze der rationalenIndizes wider-
sprechen.

Dieser Teil ® mufl in den Koeffizienten der Formen wut=f,
=¥ der Duploquadrik des Strains homogen und vom dritten
Grade sein. Da nun

Sy h by 9 95

das volle System von f bilden, so hat man unter Hinzunahme von %
die folgenden zehn Komitanten dritten Grades der Duploquadrik
des Strains:

f3§fhvf2k§ t;fgmfk?) kk;.% k; 935 k3.

Diesen entsprechen die folgenden invarianten kubischen Viel-
beine des Strains

(49) u?, 12§ u uls ¢ ufgy, u?u®, H2ul; gz 1% g5, n%

Bildet man nun die skalaren Produkte dieser Vielbeine mit
Vielbeinen gleicher Ordnung ¢*, so folgt:

O=cS u?fot w24t uPut o3t fc?uly,
S uu® - "2 2l -0, u - gy - "0

tatt der D6 kubischen Elastizititskoeffizienten des durch
die Strainkoordinaten ausgedriickten ® konnen demnach diese , elasti-
schen kubischen Vielbeine *“, die von 0, 2, 3, 4, 6% Ord-
nang sind und die zusammen von 56 Konstanten abhingen, ein-
gefithrt werden,

Man kann @ auch, analog wie oben den quadratischen Teil ¢
des Potentials, geben durch eine sechsfache Quadrik

(az)? (by)® (pa)* (91)? (mu)? (nv)?

oder durch ein sexadisches Produkt a;b;p; q;m;n, aus dem sich @
ergibt als

d=qarbiprgfmrni.

Durch Entwicklung dieses Produkts nach der Methode des
Art. 22 und durch Beachtung der Symmetrien, die es gestattet,
ergibt sich das soeben abgeleitete Resultat nochmals.

Soll nun das elastische Medium im Punkte O eine Rotation
zulassen, so miissen seine kubischen Vielbeine dieselbe Rota-
tion gestatten. Fiir die kubischen Zwei- und Vierbeine er-
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hélt man dann, sowie oben fiir die quadratischen Vielbeine ef, e2, ¢'2
aur 2-, 3-, 4 zahhge Rotationen, die also dem Gesetze der rationalen
Tndizes nicht widersprechen, Ehenso erhilt man fir ¢® keine anders-
zahligen Rotationen.

Das Sechsbein ¢® kann bei gewissen Spezialisierungen 2-, 8-,
4-, 6zihlize Rotationen gestatten, die dem Ratlonalltatsgesetze auch
nicht widersprechen wiirden. Es kann aber auch aus einem regu-
laren Fiinfbein und einem Vektor bestehen, der auf der Achse des
Finfbeins liegt, so dall e® eine fiinfziblige Rotation gestadtet, die
dem Rationalititsgesetze widerspricht. In diesem Falle miissen dann
die anderen quadratischen und kubischen Vielbeine speziell werden
und in die Achse des Fiinfbeins fallen. Demnach:

, Wird die Achse des reguliren Fiinfbeins als z-Achse gewihlt,
so liefert seine terniire Darstellung drei Konstante und Jedes der
anderen neun kubischen und fiinf quadratischen Vielbeine je eine
weitere Konstante, so dall das dem Gesetze der Rationalitit wider-
sprechende kubische Potential von 17 Konstanten abhingt.*

Wiirde angenommen, dafl das Sechsbein ¢® des kubischen
Potentials a priori versehwinden wiirde, so hiitte man nur elastische
Null- bis Vierbeine. Da das Sechsbein 13 Konstante besitzt, so
wiirde eine solche Annahme noch immer kubische Potentiale mit
b6 — 13 =43 Konstanten liefern, welche Potentiale dem Rationali-
titsgesetze nicht widersprechen kinnen.

Bei Auftreten einer elastischen Isotropieachse wiirde das aus
o und ® bestehende Potential von b - 10 Konstanten abhingen
und sich aus den skalaren Produkten von Potenzen des Einheits-
vektors § der Achse und den quadratischen und kubischen Viel-
beinen des Strains linear ableiten lassen.

Bei kompletter elastischer Isotropie wiirden sich ergeben:?)

Q=1c0g, 4 0g T "1
Briinn, 7. Juni 1906.

Y Vgl. Voigt: ,Uber eine anscheinend notwendige Erweiterung der Theorie
der Flastizitat®, Wied. Ann., Bd. 52, p. 536. Der dort verwendete Satz des Herrn
Stickelberger folgt nach dem Obigen als: Jede ganze rationale Funktion der
Strainkoordinaten, weleche vom Koordinatensystem unabhingig ist, ist eine ganze
rationale Funktion von 1% g5, ¢,; denn diese Grofen bilden das volle System der
Invarianten der Duploquadrik des Strains.



