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iJber eine Schar dreigliedriger algebraischer 
Gruppen der Ebene. 

Von Karl Carda in Wien. 

Wir stellen uns die folgende Aufgabe: 
Es s ind  a l l e  d r e i g l i e d r i g e n  a l g e b r a i s c h e n  Grup-  

pen  der  E b e n e  zu bes t immen~ w e l e h e  mit  tier p r o j e k -  
s  G r u p p e  

P 2 x p - d - Y q  x 2 p @ x y ~  

~ h n l i e h  sind. 
Da die gesuehten G-ruppen algebraiseh sind, so sind in ihren 

endlichen Gleiehungen 

x~ =.f~ (x, y, % %, a3), 
Yl =f~ (x, y, % % %) 

die Ausdr~teke f l  und f~ bei beliebigen Werten der Parameter 
aj~ a2, a 3 algebraisehe Funktionen yon x~ y. Hieraus folgt, dal~ 
aueh alle infinitesimalen Transformationen der gesaehten Gruppen 
algebraiseh sind. 

Um die LSsung der gestellten Aufgabe in Angriff za nehmen~ 
werden wit prttfen~ ob jede mit der gegebenen projektiven Gruppe 

0 /  
Y l f  =~ O; 

o/ o/ 
(1) Y~f ~ 2 ~  -}-t) 0~ 

tthnliche algebraisehe Gruppe 

(2) Xs f =-- ~2 P @ "% 
Xs f ~ ~3 P -4- "~8 q 

in die gegebene kanonisehe Gruppe vermSge einer algebraisehen 
Transformation ttbergefcthrt werden kann odor nieht. In letzterem 
Falle ergeben sieh gewisse Klassen von Gruppen yon cler Art~ dag 
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zwei Gruppen, welehe versehiedenen Klassen angeh~ren~ nur ver- 
mSge einer transzendenten Transformation in einander fibergeffihrt 
werden k~nnen. 

lo 

Wit wollen voraussetzen, dal~ die infinitesimalen Transforma- 
tionen der gesuehten Gruppen bereits in allgemeinster Weise so 
gew~thlt sind, dai3 vermSge einer gewissen Punkttransformation 
jedes Xi f  gerade in ~ i f  iibergeht. Dann bestehen die Glei- 
chungen 

x l f  -= f 

(3) / =  f 

ttieraus ergibt sieh mit Rfieksieht auf (1) 

(4) ~ .X~f  --~.X~f @ X~f -~-O. 
Da diese Gleiehung Nr jedes f gilt~ so zerNllt sie i~ 

(5) ~ '  ~ -  %. ~ + % = 0 
"~l .~ - -  ~ �9 ~-~- ~ = O. 

Diese beiden Gleichungen kOnnen nieht i~qnivalent sein, denn 
sonst w~ren alle Determinanten 

~- 0 7 ~i 71z: 

also wgre die gesuchte Gruppe intransitiv~ wahrend die gegebene 
kanonisehe Gruppe transitiv ist. Die gemeinsame LSsung der 
Gleiehungen (5) kann sieh offenbar aueh nieht auf eine Konstante 
reduzieren. 

Wir bestimmen die gemeinsame LSsung der G]eiehnngen (5} 

-= 0 (x, y). 

0(z~y) h~tngt yon x and yon y a l g e b r a i s e h  ab. Die Kurven- 
sehar g =  C bleibt bei allen Transformationen der kanonisehen 
Gruppe invariant. Also bleibt die Kurvensehar ~) (x, ~/) = C bei 
tier gesuehten Gruppe invariant. Wit wenden anf die Gleiehung 

0 (x, 5') = 
die Prozesse Xif  = ~ f  
an. Es ergeben sieh die Gleiehungen 
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Ftihren wir ~ ~ 0 (x, y) als neue Variable an Stelle yon x in 
die Gruppe der X~ f ein~ so folgt verm~ige einer a 1 g e b r a i s c h e n 
Transformation 

~ f  , Of  

(6) x~ / ~_ ~ ~ + ~ (~, ~) a~ 

0/ of x ~ / ~  ~+,,, (~,~)~. 

~~ 

Auf @rund der vorangehenden Betraehtungen 
stets voraussetzen~ dal~ in des gesuehten Gruppe 

ist. 

(7) 

k~nnen wit 

Es ist demnaeh das System zu untersuehen 

of o f _  of 

Of Of Of Of 

x~ o~ + c  (*, ~) ~ ~ + ~ � 9 0  

Die Gleichungen (5) geben 

'Fiir O erhalt man das System yon Differentialgleiehungen 

O0 ~ = 0  

(8) 

Diese Gleichungen sind mit einander vertriiglich. 
gentigt es~ die beiden ersten Gleiehungen allein zu 
Es folgt 

O r )  st) 
~-x--2x~--~ 

Oy 2x~--~ 

Demnaeh 
betraehten. 
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hieraus ergibt sich ~) durch eine Qaadratur 

f a d x -  dy 
log 0 = j  -2-5~---~ ' 

log ~) ist also ein A b e lsehes Integral in x, y. Der Integrand ist 
ein exaktes Differential auf Grand der aus der Relation 

( xl x2 ) 2 f 
flieBenden Gleiehung 

Die tibrigen Klammerrelationen 

(X~ X~) - -  X~ f 

liefern niehts Neues. 
Demnaeh hat jede Transformation~ welehe die beiden Systeme 

(7) in einander iibeHiihrt~ Gleichungen yon der Form 

= x , ( ( P r  g) d x + g @, y) d y) 
(9 )  

~ e  

. 

Wir wollen nunmehr die e n d 1 i e h e n Transformationen der 
gesuehten Gruppen betrachten. Zu diesem Zwecke werden wir 
die endliehen Transformafionen der kanonisehen Gruppe bestimmen 
und so dann vermittels der Formeln (9) zu den endliehen Trans- 
formationen der gesaehten Gruppe iibergehen. 

Wir finden nach bekannten Regeln die endliehen Transfor- 
mationen der eingliedrigen Gruppen 

p:{ xl 
Yl 

2xp--~-yq: 
Y~ 

X 1 

xSp--~-xy q �9 

Somit lanten die endliehen 

~-x-]-a 

~ . b 2 X  

X 

1 - - c x  
Y 

Y~-- 1 - - c x  

Transformationen der gegebenen 
kanonisehen Grappe (1) 

a -+- - -  a e) 

91-- 1 - -c~  
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Also lauten die endlichen Transformationen der gesuchten 
Gruppe 

x ~ y t  cGY 

(10)  P(x,y)dx@O(x,y)dy) P(x,y)dx@(2(x~y)dy)@ 

b 
@ l ~  

Auf diese Form lassen sieh dis endliehen Transformationen 
der gesuehten Gruppen stets vermSge einer a l g e b r a i s e h e n  
Transformation bringen. 

, 

Wir werfen nun die Frage auf~ wann die dreiglie4rige Grappe 
(10) a l g e b r a i s c h  ist. Die dreigLieclrige Gruppe l~f~t die Kur- 
vensehar x ==-C invariant. Wir wollen alle Transformationen der 
Gruppe betraehten~ welche die willktirlieh gew~h!te Gerade x ~ k 
der Sehar in Ruhe lassen. Dieselben bilden eme zweigliedrige 
Untergruppe der dreigliedrigen Orllppe (10). Die einzelnen Punkte 
der Geraden x ~---~: werclen h(Sehstens zweiglieclrig unter einander 
vertauseht. 

Zar Bestimmung der Untergrt~ppe setzen wit 

tc = c~ d -  (b2 - - ,  c) k b ~  
1--c .k  ~ a  @ l--clc'  

Ferner setzen wir 
X, y 

f ~  

(11) j ( P  (x, ~) d x d-  Q (x, y) u y) ~ u (x, ~). 

Die Grupp% verm~ge weleher die Punkte der Geraden x =/~ 
nnter einander vertauseht werden~ ist die folgende 

b 
(k, ~ )  = u (~, u) -4- log  I ~ c 

Diese Grippe ist nut eingliedrig. Wir kSnnen sie daher 
kurz sehreiben 
(1~) u (~, ~ )  = ~ (t~, ~) § t. 

Diese Grappe mul~ far jedes /c a l g e b r a i s c h  sein. Es ist 
infolge Gleiehung (11) 

u (~, ~) _ 0 (~, v).  
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Also 
Y 

yo 
yt 

. @, u~) =--/Q @, v) d y -5 
/ I  

C. 
$ 

Ya 

Demnaeh wird die Gleiehung (12) 
g t  Y 

f .  

(13) t. 

Diese Gleiehung soll nun ftir jedes k eine a]~'ebraisehe Gruppe 
darstellen. Dann mul~ bekanntlieh O(k, y)in bezug auf y Tom 
Gesehleehte Null oder Eins sein. Man kann stets vermSge einer 
algebraisehen Transformation erreiehen, da~ Q eine der drei For- 
men gewinnt 

I. Q__~_I 
1 

II. Q --~--  

1 
III. 0 

Vv (1 --v) (1 --o (~) v) 
In dem letzten Ausdrueke bezeiehnet I} (k) eine algebraisehe 

Funktion yon k. 

~ 

Wit setzen zun~tehst voraus, dal~ man dutch eine passende 
algebraische Transformation erreieht hab% dal~ 

Q (x, y) --_-- 1. 
Dann ist 

u (x, ~) -~ ~ + X (x), 

u (x~, y~ ) =~ ~1 -5 x (~1). 
ttierin bezeiehnet X(x) ein A belsehes Integral, 

x 

X (x) =--[~ (z) cl z. 
x o 

Die Gleichungen (10) gehen tiber in 

2 l  ~ 1 - - C X  ' 

b 
Yi + X(~l) = Y + X(x) + log 1 - -  c 
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Es soll y~ yon x und yon y algebraiseh abh~ngen. Dazu ist 
notwendig und hinreichend~ dal3 eine Identitgt yon tier Form besteht 

a . - ~ ( b ~ - - a c ) x  

1 - -  e 2s .'v 

gCQ ~d o 

Hierin bezeiehnet A eine algebraische Funktion yon xl 
In dieser Gleiehung lassen wit nan b and c in willktirlieher 

Weise naeh Null konvergieren. Es kommt 

f / (~) ~ ~ ~ ~ (~) d ~ + A (~; ~, o, o). 
~o oco 

tIieraus ergibt sich~ dal~ das A b e 1 sehe Integral X(x) eine 
algebraisehe Funktion yon x darstellen mug. 3'~ithin besitzt die 
Funktionalgleiehung (14) bei willkttrliebem Werte yon c keine 
Ltisung der verlangtea Art. 

, 

Wir betrachten nunmchr den Fall 

1 

Y 
Die endliehen Gleichungen der Gruppe laaten 

xi  ~ -  1 - - c x  

log ~1 § x (xl) = log ~ § x (x) § tog 1 - -  c x 

Damit die Gruppe algebraiseh wird, ist notwendig und hin- 
reiehend, dal~ 

a * ~ - ( b a - - a c ) x  

l ~ c x  

j ~(z)~ z -  t~ (~)d~ + log- ~ (x; o,b, ~). 

Lassen wit wieder b u n d c  in willktirlieher Weise naeh Null 
konvergieren~ so folgt 

a 

xo  % 

Das Abelsehe  Integral X ( x )  ist also der Logarithmus einer 
algebraisehen Funktion~ 

X ( x )  ~ log 9X (x). 
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Es kommt 
a + ( b ~  - a r  

gi 9~(Z 1)~-- f fg~(x) . I_Cz.  

Dutch die algebraische Transformation 

y 9~ (X) = ~) y VI ~ (Xl )  = 0 1  
erhalten wir die kanonisehe Grnppe (1) 

b~ 

. 

Es ertibrigt noch die Betrachtang des Falles 
1 

Q (x, y) ~ ]/~-(1 - -  g) (1 - -  {) (x) y)" 

Es wird 

f V g :'~ x (x). -(*,v)=-- ~( i - -v)  (1-o(*)v~ + 
Da u (x~ y) ein A b e l s e h e s  Integral in x, y sein soll~ so mug 

der Ansdruek 

~' (x). f i  d y 
- -  ~ (*) V) Y~  (1 - -  V) (1 - -  0 ( . )  V) 

yon x and yon y a 1 g e b r a i s e h abDtngen. Das Integral ist aber 
bei willktirlieher Wahl  yon 0 (x) keine algebraisehe Funktion yon 
y. Elieraus sehlielat man 

~' (x) ~ O, 
also ist 0 (x) eine Konstante. Setzen wir 

y (1 --*J) (1 - -  C y ) ~ f ( y ) ,  
so lauten die endliehen Gleiehungen tier Gruppe 

f a + (t,~ - -  ~ c) x 
I Xl ~ ]_--CX 

2G 

( Jo d z ..of._~o ~z (z) d z :/-~-]---~ ~o a (z) d z -}- log 1 - -  c x 
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Wir setzen zuni~ehst 

and wollen dann die drei in der Gleichung (15) auftretenden ellip- 
tischen IntegrMe erster Gattung auf Grund des Additionstheorems 
dersdben zu dnem einzigen integral zusammen~assen. Es folgt die 
Identit~t 

a @ ( b " - - - a c ) x  

(x  ; a, b, c, Yo) x 1 - -  c m 

( dz  =fo~ z - -  fl~(z) dz  (16) J Y ~  - - J  (~) d ~ - -  log (1 - c x). 

Yo "To Xo 

Wir lassen nun b und c nach Null konvergieren. Es  ergibt sich 
x r f ( x ; a ,  o, o,?/o ) a 

' d z  

~ V f  (z) 
Xo ~o Xo 

Demnaeh erhalten wir aus (16) die folgende Iclentit~t 
/ a @ ( b : - -  a c) z 

v(~;~,b,~,Vo) ~(~;~,.o,o, y0) % ~ ,<o,o,y~) 

Yo Yo 3~o 

Verm~ge des Additionstheorems vereinfacht sich die Identi- 
tst zu der folgenden 

W (x; e, ,%) 
[ "  d z  
/ 1 7 ~ , , j  ~ - , - - l~  (1 - cx)~ 

Yo 

wo ~ in x algebraiseh ist. Diese Iclentitgt ist aber ft~r willkt~r- 
liehe Werte yon e unmSglieh, so lange das algebraisehe Gebilcle 
] / f  (z)nieht  ausartet. Die Funktionalgleiehung (15)besitzt also 
keine L/Ssung der verl~ngten Art. 

Hiemit ist die gestellte Aufgabe erledigt. Wir gelangen zu 
folgendem Theorem : 

aecle a l g e b r a i s c h e  m i t  d e r  p r o j e k t i v e n  G r u p p e  

10 2 x l ) @ y q  X ~ l ) @ X y g  

a h n l i c h e  G r u p p e  li~l~t s i e h  in d i e s e  v e r m S g e  e i n e r  al- 
g e b r a i s e h e n  T r a n s f o r m a t i o n  ~ t b e r f i i h r e n .  ~) 

1) M a n  vergl .  Mona t she f t e  fiir M a t h e m a t i k  nnd  P h y s i k  Bd. 11~ p, 54:--55. 


