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Uber eine Schar dreigliedriger algebraischer
Gruppen der Ebene.

Von Karl Carda in Wien,

Wir stellen uns die folgende Aufgabe:

Es sind alledreigliedrigen algebraischen Grup-
pen der Ebene zu bestimmen, weleche mit der projek-
tiven Gruppe

p 2xpt+yq p4zyq

dhnlich sind.
Da die gesuchten Gruppen algebraisch sind, so sind in ihren
endlichen Gleichungen

T = J; (%, Y, @, Gy, ),
" =/, (, Y, Oy g, a3)

die Ausdriicke f; und f, bei beliebigen Werten der Parameter
@, @, 6; algebraische Funktionen von #, y. Hieraus folgt, daf
auch alle infinitesimalen Transformationen der gesuchten Gruppen
algebraisch sind.

Um die Losung der gestellten Aufgabe in Angriff zu nehmen,
werden wir priifen, ob jede mit der gegebenen projektiven Gruppe

_of
. 9 3
(1) &zfz2zg‘§+n£

-, Of i
L=zt 3 +1y y
dhnliche algebraische Gruppe
X fn = ?1 P+ g
) XS =ep+mnq
X, f=&p+mq

in die gegebene kanonische Gruppe vermige einer algebraischen
Transformation iibergefithrt werden kann oder nicht. In letzterem
Falle ergeben sich gewisse Klassen von Gruppen von der Art, daf
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zwei Gruppen, welche verschiedenen Klassen angehoren, nur ver-
moge einer transzendenten Transformation in einander tibergefithrt
werden konnen.

1.

Wir wollen voraussetzen, daff die infinitesimalen Transforma-
tionen der gesuchten Gruppen bereits in allgemeinster Weise so
gewdhlt sind, dal vermdge einer gewissen Punkttransformation
jedes X, f gerade in X f iibergeht. Dann bestehen die Glei-

chungen
X=X/
3) X J= x‘g S
Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf (1)
#) XS X S X =0
Da diese Gleichung fiir jedes f gilt, so zerfillt sie in
(5) E1-E2_Ez-§+&3:0

")1452-’12-@_}_773:0-

Diese beiden Gleichungen kinnen nicht dquivalent sein, denn
sonst wiren alle Determinanten

.
g £,

M M

=,

also wire die gesuchte Gruppe intransitiv, wihrend die gegebene
kanonische Gruppe transitiv ist. Die gemeinsame Losung der
Gleichungen (5) kann sich offenbar auch nicht auf eine Konstante
reduzieren.

Wir bestimmen die gemeinsame Lisung der Gleichungen (D)

=739 (z, y).

9 (z, %) héngt von z und von y algebraiseh ab. Die Kurven-
schar ¢ == C bleibt bei allen Transformationen der kanonischen
Gruppe invariant. Also bleibt die Kurvenschar @ (z,%) = C bei
der gesuchten Gruppe invariant. Wir wenden auf die Gleichung

&z, y) =1t
die Prozesse Xf=%/\
an, Es ergebeun sich die Gleichungen
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Fiihren wir t =9 (», %) als neue Variable an Stelle von z in
die Gruppe der X, f ein, so folgt vermdge einer algebraischen
Transformation

xr= taeni

Y
© Xf—zéaerp(x e
ngEzr + (w)g{;

2.

Auf Grund der vorangehenden DBetrachtungen kinnen wir
stets voraussetzen, dafl in der gesuchten Gruppe

(=1, &§=2 =2t

ist. s ist demnach das System zu untersuchen

a—f+«<x~ Nyg— 4

ox
0 0
0 20 % +@(,>af 20324y 32
0 , 0 0
3t f S RETES
Die Gleichungen ) geben '
L=z,
p2a—zg.p4v=0.

‘Fiir ) erhélt man das System von Differentialgleichungen
a0
(8) ' 2 x% - 8 ~
oz V0 8
209 0y _
gz T 5y =Y

Diese Gleichungen sind mit einander vertriiglich. Demnach

geniigt es, die beiden ersten Gleichungen allein zu betrachten.
Es folgt

oy ___ ab

dx 2za—p
0y —Yy
0y 2xa—p
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hieraus ergibt sich y durch eine Quadratur

fadz — dy
log = 2xa~§J'

log y ist also ein Abelsches Integral in z, y. Der Integrand ist
ein exaktes Differential auf Grund der aus der Relation

, , X X)=2Xf
flieflenden Gleichung
X g—X,a=2a.

Die tibrigen Klammerrelationen

(X Xp) =X, f
| X, %) =27
liefern nichts Neues.
Demnach hat jede Transformation, welche die beiden Systeme
(7) in einander tberfibrt, Gleichungen von der Form

9) 1=a, [(P@, 1) da+ Q@0 dy)
= |

3.

Wir wollen nunmehr die endlichen Transformationen der
gesuchten Gruppen betrachten. Zu diesem Zwecke werden wir
die endlichen Transformationen der kanonischen Gruppe bestimmen
und so dann vermittels der Formeln (9) zu den endlichen Trans-
formationen der gesuchten Gruppe iibergehen.

Wir finden nach bekannten Regeln die endlichen Transfor-
mationen der eingliedrigen Gruppen

p:{mlzx—]—a

W=y
z, =b%x
2 x :{ !
Py, gy,
o "
17 l—cxz
wiptayq: y
]‘%: 1—cz

Somit lauten die endlichen Transformationen der gegebenen
kanonischen Gruppe (1)

a+@® —adr

gl 1____6g ’
b
B ?
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Also launten die endlichen Transformationen der gesuchten
Gruppe

Ty Y

(10) { [(P@,5) da-t Q@,5)dy) =[(Pe,)de -+ Q) dy) +

b
—Hogl—

— X

Auf diese Form lassen sich die endlichen Transformationen
der gesuchten Gruppen stets vermtge einer algebraischen
Transformation bringen.

4.

Wir werfen nun die Frage auf, wann die dreigliedrige Gruppe
(10) algebraisch ist. Die dreigliedrige Gruppe l4aBt die Kur-
vensehar z = C invariant. Wir wollen alle Transformationen der
Gruppe betrachten, welche die willkiirlich gewdhlte Gerade z=1%
der Schar in Ruhe lassen. Dieselben bilden eine zweigliedrige
Untergruppe der dreigliedrigen Gruppe (10). Die einzelnen Punkte
der Geraden # =~F% werden hochstens zweigliedrig unter einander
vertauscht.

Zur Bestimmung der Untergruppe setzen wir

_ a4 —ak __ b*k
Zc_~_’71——c.lc :a+1—c :

Ferner setzen wir

z,y

(1 Je@pds+ 0@y dp=uwy.

Die Gruppe, vermoge welcher die Punkte der Geraden x=1Fk
unter einander vertauscht werden, ist die folgende

h
w(kyyy) =u (b, y) 4 log T

Diese Gruppe ist nur eingliedrig. Wir konnen sie daher
kurz schreiben

(12) u bk, y) =uk,y) 1.

Diese Gruppe muf fiir jedes 4 algebraiseh sein. Es ist
infolge Gleichung (11)

du(k,y)
0

9 = Q (k, y).
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Also

ulby)= [0 dy+ 0,

ull, )= [Q Uy dy+C.

Demnach wird die Gleichung (12)

13 Jetpay=[otpayte

Diese Gleichung soll nun fiir jedes % eine algebraische Gruppe
darstellen. Dann muff bekanntlich ¢ (£, ¢) in bezug auf y vom
Geschlechte Null oder Eins sein. Man kann stets vermoge einer
algebraischen Trausformation erreichen, dafi @ eine der drei For-
men gewinut

I 9=1
1
1L =
¢ ; 1
1. 9=

Vy A=) (=3 () y)
In dem letzten Ausdrucke bezeichnet 9 (k) eine algebraische
Funktion von £.

b.

Wir setzen zunichst voraus, daf man durch eine passende
algebraische Transformation erreicht habe, daf

Qxy =1

u (@, y) =y + X (@),
u (2, 1) =1, + X (z)-

Hierin bezeichnet X (x) ein Abelsches Integral,

X(x)z/oc(z)dz.

Dann ist

Die Gleichungen (10) gehen iiber in
I a-L(B2—ac)x
® = ————

l1—cx

)

}?/1+X(w1)=y+X(w)+10g

1—cx
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Es soll #, von # und von y algebraisch abhingen. Dazu ist
notwendig und hinreichend, dafl eine Identitit von der Form besteht

a--(b*—ac)x

1—caz

(14) fa(z)dzz[a(z)dz—log(1—~cx)—[—A(x;a,b,c).

Lo

Hierin bezeichnet A4 eine algebraische Funktion von .
In dieser Gleichung-lassen wir nun & und ¢ in willkiirlicher
Weise nach Null konvergieren. Es kommt

a

/a(z)dz:—:.fa(z)dz—]—A(w;a,O, 0.

Lo

Hieraus ergibt sich, daff das Abelsche Integral X (z) eine
algebraische Funktion von z darstellen mufi. Mithin besitzt die
Funktionalgleichung (14) bei willkiirlichem Werte von ¢ keine
Lisung der verlangten Art.

6.
Wir betrachten nunmehr den Fall
1
Q TyY) =——
(2, 9) ;

Die endlichen Gleichungen der Gruppe lauten
J a—4-(62—ac)x
P =

l1—cz ?

log g, + X (#,) = log-y ++ X (z) -4 log

Damit die Gruppe algebraisch wird, ist notwendig und hin-
reichend, dafl

l—ecz

a-t(bt—acix
l—ecx &
ja(z) de=[a(s)dz+log A (z;a,b,0).

Lassen wir wieder & und ¢ in willkiirlicher Weise nach Null
konvergieren, so folgt
fa(z)dzz/a(z)dz—l-logA(x;a,o,O).

Das Abelsche Integral X (z) ist also der Logarithmus einer
algebraischen Funktion,

X(x)=log A (x).
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Es kommt

}ylauwl)—/%t(@ L

—cx
Durch die algebraische Transformation
r=t ) ”1 =1

yA@=y , y Alz)=Yy

erhalten wir die kanonische Gruppe (1)

a0 —a9s
& 1 —¢ r
__by
i — L
1.
Es eriibrigt noch die Betrachtung des Falles
1
@y =

Vil —y) (1 —3@y)
Es wird

v D=l <1—a<x)y>+ “

Da % (x,y) ein Abelsches Integral in x,y sein soll, so mufl
der Ausdruck
dy

V@) [

I=3@yVy(d—p» T—3=)y
von # und von y algebraisch abhingen. Das Integral ist aber
bei willkiirlicher Wahl von & () keine algebraische Funktion von
y. Hieraus schlieit man

Y (@) =0,
also ist & (#) eine Konstante. Setzen wir
yA—y) 1 —0y=S)
so lauten die endlichen Gleichungen der Gruppe
( x:a—Hbﬂ—ac)._x
! 1—caz

(15) Y ¥

yf +/“ "w<

Lo
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‘Wir setzen zunichst

o

und wollen dann die drei in der Gleichung (15) aufiretenden ellip-
tischen Integrale erster Gattung aunf Grund des Additionstheorems
derselben zu einem einzigen Integxal zusammenfassen. Es folgt die

Identitit
o-+-(P*—ac)x
@ (x;a,bd,c, Jo) x 1—cx

ij u (z)dz—/ a(@)dz—log (1 —cua).

% Ty

(16)

Wir lassen nun & und ¢ nach Null konvergieren. Es ergibt sich

T @(x;a,0,0, 1/0)

j/-a(z) e= Vf(z)_}_J (&) d

Lo

Demnach erhalten wir aus (16) die folgende Identitsit

a+(b2—ac)
@ (2;a,b, c,yo) @(x; 2,0, 0,7) —coc

VJ‘ @ _/Vf @ Vf

Vermoge des Addl‘monstheorems vereinfacht sich die Identi-
tit zu der folgenden

,CLDOJ°>

—log (1 — ¢ x).

p(@;e, yo)

— = _=log (1 — ca),

Vf(

wo U in @ algebrzusch ist. Diese Identitdt ist aber fir willkiir-
liche Werte von ¢ unmoglich, so lange das algebraische Gebilde
V7 (2) nicht ausartet. Die Funk‘monalglelchung (15) besitzt also
keine Losung der verlangten Art.

Hiemit ist die gestellte Aufgabe erledigt. Wir gelangen zu
folgendem Theorem :

Jede algebraische mit der projektiven Gruppe

p 2zp-tyq xEp—zxyq

1

dhnliche Gruppe lafit sich in diese vermoge einer al-
gebraisechen Transformation tiberfiithren.t)

') Man vergl. Monatshefte fiir Mathematik und Physik Bd. 11, p. 54—>55.



