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lJber die Newton'sche Ni~herungsmethode. 

Vou A. Tauber in Wien. 

Die N e w t o n ' s c h c  Iq/~herungsmethode zur Berechnung der 
Wurzeln einer algebraisehen Gleichung f (z}  ~ 0 besteht bekannt- 
lich in der Darstellung einer dieser Wurzeln als Grenzwert von 
GrS~en 

c~ cl, 02~...,0~.~... 

yon denen die erste geeignet zu w/~hlen ist~ wShrend sich die 
folgendert reeurrierend dutch die Gleiehungen 

f(c) :/'(e~) f(c~) 
(1) cl~---c f ' ( c ) '  c2=cz f ' ( c ~ ) " ' "  cz+l"~cz J;'(c ~'''z) 

bestimmen. Um jedoeh cinch solchen Wert c angeben zu k~Snnen~ 
der die Eigensehaft besitzt~ dass lira ~ s k~---oz gleich einer 
Wurzel yon f ( z ) ~ - 0  wird~ ist im allgemeinen selbst wieder eine 
eigene Untersuchung nothwendig. 

Wie nun im Folgenden gezeigt werden soll~ gibt es auch 
Fiille~ in denen diese Schwierigkeit nicht vorliegt~ wo man viel- 
mehr Werte c m i t  der verlangten Eigenschaft direct angeben 
kann. 

So wird z. B. bewiesen werden, dass~ wenn die Wurzeln yon 
f ( z )  ~-0  alle reell und yon gleiehem Vorzeiehen sind~ man c ~ 0 
wi~hlen darf. 

Dieser Satz ]iefert~ wenn alle Wurzeln einer Gleichung 
f(z) ~ 0 reell sind~ eine einfache LSsung der Aufgab% 

za irgend einer reellen Grille z jene Wurzel yon f ( z ) ~  0 
zu finden~ welche nachstgr~er oder nachstkleiner als z ist. 
(Vgl. (F), (G) in w 3). 
Es erscheint hienaeh die Abanderung der Newton'schen 

Methode~ welche H. L a g u e r r e  ~) zur L6sung derselbeu Aufgabe 
~ngegeben hat~ als unnSthig. 

Aueh in dem etwas allgemeineren Fall i dass die Coefficienten 
yon f (z) reell sind~ und f (z) ~ 0 eine reelle Wurzel kleinsten ab- 

e) Nouvelles annales de math. II. Serie. Bd. 19 
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soluten Betrages besitzt~ ist es leicht~ die Gleichung f ( z ) ~ - .  0 auf 
eine andere zuriickzuftihren~ ftir welche man die N e w t o n ' s c h e  
Entwicklung mit dem Werte  c ~ 0  beginnen darf. 

w 1. Die vorgelegte Gleichung f ( z ) ~  0 habe die Wurzeln 
zl ,  z 2 ~ . . , z , c  Bildet man dana mit Hilfe irgend einer GrS~e c 
successive die Ausdriicke (1)~ so kann c;.+1 wegen 

/ '  (q )  ~ 1 

auch in der Form 

(2) 

gesehrieben werden. 

1 
c, + , = c~ -~- 1. 

~Z - C), 

Setzt man andrerseits 

X z Z v - -  C 

und bildet successive die Aasdrtteke 

'~ 1 x ' - - p x  - - 1  
1 

' ~  1 x" (3) 1)' = p '  x:, - -  1 

�9 �9 �9 . . o . o o �9 , o o 

so t~berzeugt man sieh leieht yon der Richtigkeit der Gleizhungen 

1 
q + ~ = c z @ p p , . . . p ~  (4) 

(5) , 1 Z~-I 
Zv----Cz+l~-- i ;X ' . 

P P  �9 �9 . P  

Denn zuni~chst ist z -  c ~ x~ also nach (2) 

1 1 

a n d  " ' 

~ ~ ~ ~ X ~ 
' p P " 

Naehdem so die Gleichungen (4)~ (5) ftir ~, ~ 0 bewiesen 
sind, kann man den Schluss yon a auf k ~ - 1  durchft~hren. 
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Die Formeln  (3) his (5) werden  illusorisch: wenn  eine der 
GrSl~en 27 P'7 �9 �9 �9 ~ P~'7 . . . . . .  :Null oder ~o ist. Seien z. B. 1% 7 P ~ -  i 
weder  0 noch 0% dagegen en~weder p =  0 oder 2 " =  co. I m  ersten 
Fa l l  ist nach (4) c~ +1 = "r im zweiten muss eine der  GrOl~en 

Z Z �9 " 
x 7 etwa x 1 glezch Null  sein; dann folgt aus (5)7 wenn  darin L 
du tch  X -  1 ersetzt wird 7 dass z I = c A oder /(cz)-----0 sein muss.  

Beide Fiille ausschlie$end 7 wollen wir blo$ nach den Be- 
dingungen fragen,  unter  welchen lira c;. eine Wurze l  yon 

(A) f ( z ) =  0 darstell t  7 ohne dass bereits fa r  ein endliches kf(cx)  
selbst gleich :Null ist. 
Nennen wit  zt jene  Wurzel~ weleher  c;. sieh mit  wachsendem 

). beliebig anni~hern soll 7 so muss, wenn  z k i rgend eine yon  z I v e r -  
schiedene GrS$e unter  z~7. . .Tz  vorstell% der A u s d r u c k  

21 - -  C).@1 

Z z - -  C~ ~ 1 

mit  ), = oc beliebig klein werden. :Naeh (5) ist abe t  

Zt  -- r163 X~ + l  

- -  xZ+l Z - -  C).~1 

mith in  ist bei lira c~. = z~ auch 

(6) lira xx ~ = 0  
Z = C O X  

un4  umgekehr t .  Dureh  (6) wird tiberdies yon selbst der Fall~ 
dass eine der GrSl~en ~ 2 ' 7 . . -  gleich :Null sein kSnnt% ausge,  
schlossen 7 da z. B. aus p ~ = 0  tolgt 7 dass alle GrS~en x~ +~ einan- 
der gleich sind 7 ebenso alle GrS~en ~+~7 u. s. s entgegen der 
Bedingung  (6). 

W i r  kSnnen somit die Aufgabe  (A) auch dahin fo rmu '  
(B) l ieren:  Bedingungen  far  n Gr0[Sen x~7 x ~ . . . ,  x zu finden 7 

damit  7 wenn man  successive die GrS~en 

1 x; P=Y"x; =~)x - 1  

t r  

2 ' = ~  ~ x ~ = p x i , - - 1  
X 

�9 ~ , ~ ~ . ~ . . . . . .  ~ . 

-~7 - -  p x - -  1 
X r 
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bildet~ 
). 

X 1 
lira ~ = 0 

% 

sei~ und keine  der Grsgen  x ~ (ftir ein endliches },) 

Aus der Gleiehung (4) folgt wei ter :  

�9 2 29P P P  . . . P  

daher sind~ wenn die Bedingung (6) far  lira c z : z  z 
z 1 und x j - :  z i - - c  darstel lbar durch 

Zl=C_ql ! +  1,  + . . .  + 1 + o . .  

(s) ...<J 
1 @  i , 1 

. . .  + 

P P  2 P  �9 �9 .1) 

Die 
dass die 
F (x) = 07 

verschwinde.  

erfall t  is% 

letzte Gleichung ist auch identisch mit d e r  Aussag% 
N e w t o n 'sche Method% angewandt  auf  jene  Gleichung 

deren Wurze ln  x ~ . . . , x  sind~ mit t t i l fe  des Anfangs- 
wertes Null eine Wurzel  x I yon F ( x ) - ~  0 liefert. 

Aus der Gleichung (6) ergeben sich auch die G renzwerte~ wclchc 
1 x z pi  ffir k = o c  haben. Sind r der GrSl~en x gleich xl~ Xl~ ~ 

wLthrend die ~ibrigen n -  r yon x 1 verschieden sind~ so ist 

(9) lim x~ r - -  1~ lira x ~" r 

2 
X i 

Denn wegen ] i m - z  ~---0 ist der Grenzwert  yon 
X 

2~ 2o 201 X 1 

fiir )~ = oc gleich r~ woraus folgt 

_.;.+1 - - ] ] ~ r  lim ~l = lim [x~ lf" - -  1 

lim x~ +1 = lim x~ p t  _ 1 ~ cx% 

d. s. die ersten beiden Relationen (9); die dritte ergibt sieh aus 

lira x~ = r - -  1 

lira x~ 2 4 = r .  
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Fttr  r ~---17 wenn also z 1 eine einfaehe Wurze l  yon f ( z ) =  0 
ist, wird l i r a 2 1 =  c,% und dies besagt, dass dann die Reihen  (8) 
fitr zl, . resp.  x 1 sehlieltlieh raseher als jede geometr ische Reihe 
convergleren.  

Die Bedingung (6) ist ferner  gleiehwertig mit  

$gl 
(10) lim i z - -  0 

X n - -  X 1 

fttr den Ausdruek  links erh i l t  man  mit Hilfe der Gle iehungen 

x: x~ x: 

X :  - -  X ;  - -  X - -  X 1 1 @ x; 

4 ,< 
x; --  x'~'--- x~ - x; 1-~- x'[ 

die Fo rm  

�9 �9 �9 o o o ~ �9 �9 . �9 . ~ o . 

s s ), 
X 1 X 1 ,F~ 1 

Z s -- )~--i i--I i 
x - -  x I x 1 - - x  1 1 @ x 1 

X 1 Z 1 X 1 X 1 . . . .  Xl  . 

X~. - -  z 1 x - -  X 1 1 @- x 1 1 @ X 1 1 @ X 1 

und es kann  somit die Bedingung (10) dureh 
p t !  ] ~  

X 1 X 1 X 1 
(11) lira = ,, - . . - -  ;. : 0  

1 - @ X  i l@X, l@x i 
ersetzt werden. 

Die @rSl3en x '  sind tibrigens nieht mehr  unabh ing ig  yon 
e inander ,  sondern es besteht zwischen ihnen die Relation 

, : l l + X ;  - 1 '  
wie aus 

und 

hervorgeht.  

X 1 @ -  X' ' v  

1 1 

Ebenso ist 
1 

~ - - = 1  u.  s. f .  
l @ x "  
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w 2. GrOi~en x~ . . . .  ~ x  yon der Art, wie sic die Aufgabe (B) 
zu finden verlangt, erhMt man~ wenn xl~.. "7 x die beiden nach- 
stehenden Eigenschaften besitzen: 

1. Die symmetrisehen Funetionen yon x ~ . . . ~ x  sollen 
reell sein. 

2. Der reelle Bestandtheil jeder der Gr01~en x-2-~" soil po- 
x 1 

(C) sitiv und ~ 1 sein, wobei x wie vorher irgencl eine der 
GrOl~en x~ welehe yon x~ verschieden ist~ bezeichnet. 

Infolgedessen hat man den Satz: 

Besitzen Grol~en x~ . : . ,x  die in (C) angeiiihrten Eigen- 
(D) schaften~ so daft man die Newton'sche Entwieklung ftir die 

Gleichung F(x)~-O, deren Wurzeln xl~ ..., x sin(t, mit dem 
Wert lqull beginnen. 
Die GrOl~e xl~ deren Existenz in (C) gefordert wird~ muss 

jedenialls reell sein. Denn ware x 1 complex gleich a~ - i~ ,  so 
mtisste der Voraussetzung naeh eine der GrOl~en x gleich q . - - i~  
seiu~ der reelle Bestandtheil yon 

wi~re somit nieht positiv ~ 1. Daher ist~ wenn 

gesetzt wird, nothwendig ~1 ~---O. 

Ferner sollte in - -  der reelle Theil ~ positiv 
Xl ~1 0[I 

>= 1 sein~ demnach sind alle OrO~en % yon g'leichem Vorzeichen, 
und wir diirfen dieselben alle als positiv voraussetzen, da sich die 
GrStlen x~...~x nicht itndern, wenn die GrSl~en x durch - - x  
ersetzt werden. Dann ist 

(13) % >= al > O. 

Zuniichst soll gezeigt werden~ dass auch die GrOl~en x: der 
1 

Bedingung (C) gentigen. Weil p ~ ~ x~ reell ist~ mtissen auch 

die symmetrischen Functionen der Gr01~en x" - - 2  x -  1 reell sein~ 
r ebenso ist x~ ree]l. Setzt man s 

x~ ~' =2 x -1 = < 
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so folgt dureh Trennung des Reellen und Imaginaren 

(14) a; = p % - -  1; ~; = p ~ , ,  

wobei /9 den Wert  
- -  O f  W 

p=x =x% , o. 

hat. Da ao. . .~% alle positiv sind~ muss 

1 i~ > - - -  

sein und deshalb ist sowohl 
�9 r 

x 1 ~---% = 2 % - - 1  
positi% als auch 

4 .  - ~2 =~.(% - %) 
nieht negati% also, wie zu zeigen war 

r �9 

(13') % > % > 0. 

Ebenso lasst sich zeigen~ dass 

ist u. s. f. 

(15) 

, ,>  
a'; :> a, 0 

Auger den so bewiesenen Ungleiehungen 

<>o, <>o, C>o,... 
bestehen auch noch d ie  folgenden 

, p  t , r  

(16) % > % > % > . . .  

Denn es 

und daher 

und ebenso 

ist, wenn r der GrOgen x gleieh x~ sind, 

. . . .  + 2  ~ i %  41 = I) o~1--1 -~- r - - 1  ,3 % +~;" 
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woraus durch Subtraction folgt 

{Xr r �9 - -  r ~Xr , 
,~2\  [ ,2 

Aus (14) folgt aber 

{2 i ~ :  - -  ' . ~ a i ~ ~ - -  a i ~ 0 

n ' 2  �9 ~..t ~ , 2  ~2 e (TJ' % % ~  - - %  .. ~ = g~. (% -}- ~. 2 7 1)>_0, 

somit ist jeder Summand der lctzten Summe positiv und die erste 
der Unglcichlmgen (16) bewiesen; die (ibrigen sin4 in gleicher 
Weisc zu verificiereu. Wegen (15)7 (16) ist also wirklich der zu 
erftillcnden Bedingung (11) 

lim % % % - - ~  - -  - - 7 7 ,  ' ' '  ~ 0  

Geniigc geleistet. Die gleichwertige Bedingung (6) wird in unserem 
Fall derart befriedigt, dass auch noch 

1< > > x" > " "  x i .. 

ist, denn die Differenz 
2 r2 

~ ~ _ % - - ~ ) ( 2 p ~  - ~  - ~ ) +  ~2(2p,~- -1)  

ist wegen % ~ % >_ 0 und 2 % > 1 positiv. 

w 3. Offenbar bcsitzen irgendwelche reelle GrSl~en x~...~ x 
yon glcichem Vorzeichen die in (C) angeffihrten Eigenschaften~ da 
man einfach ftir x 1 die numerisch kleinste der Grtil~en x zu 
nchmen hat. Dicser specielle Fall liefert demnach den Satz: 

Sind x l i . . . ~ x  reelle Grtil~en 7 die alle dasselbe Vor- 
zeichen besitzcn~ so convergiert die Reihe 

1 , , +  
(E) ~ 1,!o pp'p 

in welcher p~ 2 '7 - - -  gemgI3 den Gleichzlngen (3) zu bilden 
sind 7 und hat die numeriseh kleinste der GrNaen Xl~ ...7 x 
zur Summe. 
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Ist nunmehr eine Gleiehung f ( z ) - - ~  0 vorgelegt, deren Wur- 
zeln alle reell sind~ so kann man leicht c so wt~hlen~ dass alle 
Grtil3en z - -  c ~ x dasselbe Vorzeichen erlangen. 

Weil3 man bereits, dass alle z selbst gleichbezeichnet sind~ 
so kann man c ~ 0 wahlen. 

Andernfalls kann man z. B. c ~ • M wghlen: wo die posi- 
tive GrSlae M gr013er als der absolute Betrag aller Wurzeln z ist. 
Ftir M sind versehiedene Formeln aufgestellt worden. 1) 

Wenn daher die Wurzeln einer Gleichung /(z)~--~-0 
sStmmtlich reell sind: so daft  man die Newton'sche Entwick- 

(F) lung mitjedem reellen Wert c beginnen~ dessen Betrag gri~13er 
als jener aller Wurzeln yon f ( z ) ~  0 ist. 

Man erhltlt auf diese Weise die (algebraisch) kleinste oder 
grtil~te Wurzel~ je naehdem c < 0 oder c > 0 ist. 

Zur Beurtheilung der Anngherung yon c;.+1 an diese Wurzel~ 
es sei dieselbe wieder zl~ liefert die Gleichung (5) zun~tchst 

x~ +~ x~+,(,~+ _~,.). 
Zx - -  c~. + ~ - -  2~ ) ' .  . .  f t .  

Nun ist gemiig (16) x~ +~ < x ~  und xs ist dm'eh 

, 1 1 1 
*~ = ~  §  + "  + l Y ' . . p "  + "'" 

darstellbar~ somit kleiner als 

1 1 ,, 1 ca+ 1--c l  
~o' + p ' y '  + " "  ' * =~'(~.+~-- q) - -  

-- -q- P' T " .  �9 .T  q - -  c 

Daher iolgt ftir die gesuehte Differenz yon q + l  and der zu 
bereehnenden Wurzel 

(17) I z , - -q+~ I <  q + ~ -  q q - - c  I q + , - - q  I �9 

Es ist zu bemerken~ dass 

tq- -c l> lc~-c~  l>lc~--c,~ 1>...  
alle x~ positiv sind (naeh (13')), so tblgt aus ist~ denn da 

x: ~---px - -  1 

*) Vgl. z. B. Serret: EIandbuch (t. It. Algebra w 46. 
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also ist p '  ~ 1, ebensop"  ~ 1, u. s. i.~ was naeh (4) die obige 
Bemerkung beweist. 

Anstatt die Gleichung f (z)  ---- 0 dureh die Substitution z ~---x @ c 
auf eine solehe in x mit lauter gleichbezeiehneten Wurzeln zurfiek- 
zuftihren~ kann dies aneh in der Weise gesehehen~ dass man die 

-~ sind und ftir die Gleichung bildet~ deren Wurzeln z21~ z ~ . . . ~ _  
man die Newton'sche Entwieklung sofort mit dem Wert Null be- 
ginnen kann. 

Eine dritte Art, die Gleichung f ( z ) ~ - 0  auf eine solche mit 
gleichbezeiehneten Wurzeln zurtickzuftihren~ besteht in der Sub- 

g 
stitution x - - z  @ m ~ w o r a  numerisch kleiner als jede der Wnr- 

zeln z sein soll. Alsdann wird niimlich jede der Grggen 

Z 
X v -  Z ~-- ~ 

positiv sein~ gleithgiltia~ welches Vorzeiehen m hat~ und die New- 
ton sche Methode, aneewandt auf die Gleichung 

mit dem Anfangswert ~ull liefert die kleinste der Grsi~en x~ es 

m x 1 ist~ jenachdem sei dies x:. Die so erhaltene Wurzel z 1 1 -  x 1 

f ( z )~-O Wurzeln mit dem Etir m gewahlten Vorzeichen besitzt 
oder nicht~ im ersten Fall die numerisch kleinste der mitm gleich- 
bezeichneten~ im zweiten Fall d:e numerisch grSl~te der m i t m  
ungleichbezeichneten Wurzeln yon f (z) ~ O. 

Wtirde man statt der Gleichung f(z)-.~O die Gleichung 
f ( z - ~ - z ) ~ f l  (z)-~-0 der Betrachtung zu Grunde gelegt haben, 
so wiirde man fCtr die Aufgabe 

jene Wnrze l  yon f(z)-~-O zu finden~ welche n~tehstgrSl~er 
oder ni~chstkleiner als x ist~ 

die naehfolgende L~sung erhalten haben: 

Man entseheide zun~tehst~ ob die W urzeln yon f l  (z)~-0  
nile gleiehbezeiehnet sind oder nieht. Der erste Fall tritt dann 

(CT) und nur dann ein~ wenn in der Reihe 

(18) J'(x), 1.j,,(~), 2_~.f,,(x),.. " 

entweder blol~ Zeiehenweehsel oder blol~ Zeiehenfolgen vor- 
kommen. 
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In diesem Fall liefert die Newton'sehe Methode ftir 
f ( z ) -  0 mit dem Ans • die der @r51~e x zunichst 
benachbarte Wurzel yon f ( z ) -  O. 

Im zweiten Fall wahle man zuni~chst die positive 
Gr01~e m kleiner als den absoluten Betrag einer jeden Wurzel 
y o n / ~ ( z )  - -  0.1) 

Dann liefert die Newton'sche Methode, angewandt auf 
die beiden Gleichungen 

F1 (x) -= A \ f " - x / - -  f -k i ~T~/-- o 

%)-0, F,~ (x) - -  A / l ~ / - - /  1 - -  

jedesmal mit dem Anfangswert Null, zwei Gr~Ben xi, x~, 
durch welche die verlangten Wurzeln zi, z~ in der Form 

z l - - z +  1 - - ~  z~-=z 1--x,~ 

darstellbar sind. 
w 4. Aueh der allgemeinere Fall, (lass die Gleichung f ( z )  - -  0 

reelle Coeflieienten besitzt, und unter denienigen ihrer Wurzeln, 
welche den kleinsten absoluten Bet-rag haben~ sieh eine reelle be- 
findet~ lasst sich auf den in w 2 er6rterten Fall zurtiekfiihren. 

Wi t  nehmen an, es sei z 1 jene Wurzel, so dass bei 

z, -:- % -K i 8 

ist. Kennt man jetzt (las Vorzeiehen yon zi: so erhltlt man durch 
die Substitution 

Z ,  
t U  

wobei m reell, mit z~ gleichbezeiehnet and an absolutem Betrag 
ldeiner als alle [ z I sein sell, Grsl~en x ,  welehe der Bedingung (C) 
gentigen. ]:)ann ist niimlich 

_ _ - -  ]_ - -  __  . 

l) Man erh~ilt z. B. einen Weft fiir m (vgl. S e r r e :  a. a. O.), wenn man 

[ f(~.) 

we die positive Gr(iBe A grS~er als der absolute Betrag eines jeden der Se~Zt~  

Ausdriicke (18 ist. 

~ I o n ~ h .  f .  M a t h e m ~ r  u .  P h y s i k .  Y I .  J a h r g .  20 
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uric1 der reelle Theil  hievon 

ist positiv. Denn entweder ist 17~ I ~ l  71 I somit auch I -;~ " / ~ I m 1 
dann  haben 7~. @ m u n d  7 , . -  71 beide das Vorzeichen yon 7~ ~ und 
ihr P roduk t  ist positiv. Oder  es ist f7~ t ~ 1  7~ 1, dann wird 

ebenfalls positiv. Es  ist somit f~ir die Gr61~en x die Bedingung 
(C) eritillt. 

Wil l  man  hingegen das Vorzeichen yon z~ nicht als bekannt  
voraussetzen~ so braucht  man  nur  die Gleichung zu bilclen~ deren 
W u r z e l n  die GrSl3en 

2 
Z 

sind~ wobei m reell und numerisch kleiner  als alle ] z  zu 
wahlen ist~ und da f t  wiederum far  diese Gleichung die N e w t o n ' -  
sche Entwick lung  mit dem W e r t e  Null beginnen. 

Druekfehlerberichtigung 
zu /ler Abhancllung: ,,(rber clas P o i s s o n ' s e h e  und das aemselben 

c o n j u g i e r t e  In t eg ra l "  yon A. Tauber .  

S. 1097 Z. 1 v. u. statt S. ist ztt lesen S. 79. S. 110, Z. 9 v. o. statt z ist zu 
]esen a. S. 114, Z. 9 v.o. statt p~ist zu lesen p~>p~. S. 114~Z.10~13v. o. statt 
9, ist zu lesen p'. S. 115~ Z. 8, 12 v. o. statt v(p, a) ist ztt lesen 2v.v(p, ~). 


