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Uber die Newton’sche Niherungsmethode.
Vou A. Tauber in Wien.

Die Newton’sche Niherungsmethode zur Berechnung der
Wurzeln einer algebraischen (Hleichung f(¢) = 0 besteht bekannt-
lich in der Darstellung  einer dieser Wurzeln als Grenzwert von
Grsben

[4

Cy Cpy Cyyvvny Cogenny

17
von denen die erste geeignet zu wihlen ist, wihrend sich die
folgenden recurrierend durch die Gleichungen

_ S T _ Sy
(1) e =c f’(c)’c?'—cl Fe) Crp1 =G Fley

bestimmen. Um jedoch einen solchen Wert ¢ angeben zu konnen,
der die Eigenschaft besitzt, dass lim ¢, fir A==oco gleich einer
Wurzel von f(2) =0 wird, ist im allgemeinen selbst wieder eine
eigene Untersuchung nothwendig.

Wie nun im Folgenden gezeigt werden soll, gibt es auch
Fille, in denen diese Schwierigkeit nicht vorliegt, wo man viel-
mehr Werte ¢ mit der verlangten Eigenschaft direct angeben
kann. ‘

So wird z. B. bewiesen werden, dass, wenn die Wurzeln von
S (@ =0 alle reell und von gleichem Vorzeichen sind, man ¢ =0
wihlen darf.

Dieser Satz liefert, wenn alle Wurzeln einer Gleichung
7(2) =0 reell sind, eine einfache Losung der Aufgabe,

zu irgend einer reellen Grofle » jene Wurzel von f(2)=0

zu finden, welche néchstgrofer oder nichstkleiner als x ist.

(Vgl. (F), (G) in § 3).

Es erscheint hienach die Abinderung der Newton’schen
Methode, welche H. Laguerre?) zur Losung derselben Aufgabe
angegeben hat, als unnothig.

Auch in dem etwas allgemeineren Fall, dass die Coefficienten
von f(2) reell sind, und f(2) =0 eine reelle Wurzel kleinsten ab-

1) Nouvelles annales de math, IL Serie, Bd. 19
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soluten Betrages besitzt, ist es leicht, die Gleichung f(2) =0 auf
eine andere zuriickzufiihren, fir welche man die Newton’sche
Entwicklung mit dem Werte ¢ —0 beginnen darf.

§ 1. Die vorgelegte Gleichung f (2)=0 habe die Wurzeln
2, 2.2, DBildet man dann mit Hilfe irgend einer Grife ¢

successive die Ausdriicke (1), so kann ¢, 41 Wegen
fe) é 1
f(c],) r=15 "%,

auch in der Form
1
¢, =c¢ + -
2 A1 2 o 1
2) s

%6
geschrieben werden. Setzt man andrerseits
r =2 —¢C
k4 v

und bildet successive die Ausdriicke

’ 1 " [
(3) : P :E—;, @, =p'x, —1

.....

so iiberzengt man sich leicht von der Richtigkeit der Grleichungen

1
4) c'."“Ll:C;'_f_pp'...p)'
1 211
5) g =c T
( / [ }.+1+19py-“pl P
Denn zuniichst ist 2, —c=1x,, also nach (2)
o =of— —et
s ?
x,
und -
1) 1 1.,
2 —c =z —|lc| = ——=Z2 .
S <+29 VI

Nachdem so die Gleichungen (4), () fiir A = 0 bewiesen
sind, kann man den Schluss von A auf A-}-1 durchfiihren.
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Die Formeln (3) bis (H) werden illusorisch, wenn eine der
Grofen p, p'y. .., P .. Null oder oo ist. Seien z. B. p, . c Tt
weder 0 noch oo, davegen entweder " == 0 oder p" =oo. Im ersten
Fall ist nach 4) ¢ g = % im zweiten muss eine der Grolen
a’, etwa 2’ gleich Null sein; dann folgt aus (5), wenn darin A
durch A — 1 ersetzt wird, dass 2, =¢, oder f(c¢,)==0 sein muss.

Beide Fille ausschlieffend, wollen wir blof nach den Be-
dingungen fragen, unter welchen hm ¢, eine Wurzel von

(4) S () =0 darstellt, ohne dass belelts far ein endliches X/ (¢,)
selbst gleich Null ist.

Nennen wir 2, jene Wurzel, welcher ¢, sich mit wachsendem

A beliebig anniihern soll, so muss, wenn 2, irgend eine von 2, ver-
schiedene Grofie unter z .. &, vorstellt, *der Ausdruck

SIES]
ZV, - cl+1

mit A =oco beliebig klein werden. Nach (5) ist aber

i1
?1 G Y
Ll =~
zz - c}—{—l Z,
mithin ist bei lim ¢, =z auch
i=oo
2
. x1

=0T
»

und umgekehrt. Durch (6) wird tiberdies von selbst der Fall,
dass eine der Grifien P, p'y... gleich Null sein konnte, ausge-
schlossen, da z. B. aus p' __0 folgt dass alle Grofien 2 P+ einan-
der gleich sind, ebenso alle Grofien xy"“, u s f, entgegen der
Bedingung (6).

‘Wir konnen somit die Aufgabe (A) auch dahin formu-
(B) lieren: Bedingungen fiir » Grollen «, 2,,...,%, zu finden,

damit, wenn man successive die Groben”

’
, z, =pz,—1

tr I4 !
5 z,—=pwx —1

1
pl=2—r x}"+1:p;'xf;—1

A) v
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bildet,

2
Z

. 1
lim - =20
x

sel, und keine der Grofen :ci (fir ein endliches %) verschwinde.
Aus der Gleichung (4) folgt weiter:
1 1 1
O CA+1ZC+"+*ﬁ:+"'+_T—7,
' P pp pp -.-p
daher sind, wenn die Bedingung (6) fir lim ¢, =2, erfullt ist,
2, und z, =2, — ¢ darstellbar durch

1 1 1
21:C~{——-+ '-_}_...-—i——’——-——l_{_...
p pp pp ---p
®) 1 I 1
B
p o pp pp -..p

Die letzte Gleichung ist auch identisch mit der Aussage,
dass die Newton'sche Methode, angewandt auf jene Gleichung
F(x)=0, deren Wurzeln z,...,2, sind, mit Hilfe des Anfangs-
wertes Null eine Wurzel 2, von F(x) =0 liefert.

Aus der Gleichung (6) ergeben sich auch die Grenzwerte, welche
xi, xi, #* fir h==oco haben. Sind » der GroBen z, gleich «,
withrend die iibrigen # —# von @, verschieden sind, so ist

. A . A . 2 r
) lima, =r—1, limz=oc, limp'= PR
.3 ;l' —
i
. wl .
Denn wegen lim —- = 0 ist der Grenzwert von
z
o v
Pt R G
rx = 2 =1 + 2 r
x z

fir h =oco gleich r, woraus folgt

lim ;! = lim [2] p" —1]=r—1
-

limxi+1:lim —zlxipl——l = o0,
xl

d. s. die ersten beiden Relationen (9); die dritte ergibt sich aus
lim 90'11 =r—1

NN
limz] p"=r.
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Fir » =1, wenn also 2, eine einfache Wurzel von f(2)=0
ist, wird lim p" = oo, und dies besagt, dass dann die Reihen (8)
fir 2, resp. «; schlieflich rascher als jede geometrische Reihe
convergieren.

Die Bedingung (6) ist ferner gleichwertig mit

A
x

(10) lim ——— =0
xﬂ - xl

fir den Ausdruck links erhilt man mit Hilfe der Gleichungen

i ’

Z. Zz Z

1 . 1 1
’ r T —
v, —w, ¥, —wx 12z

tr ’ 144

x, x, ,

rr
v, —x, v, —x 1z
A—1 7,
x z x
2 A1 =1 i
X, —x, 2 —a 14
die Form

% 2, 5o 4
@ —at e, —w |1 1a 1
und es kann somit die Bedingung (10) durch

(1) fim | % ) 0
mm ; T -
Lo, 142 144
ersetzt werden.

- t . .. - - .. :
Die Groflen x, sind #brigens nicht mehr unabhingig von
einander, sondern-es besteht zwischen ihnen die Relation

L
2 o="

p=1
wie aus
1 p
z, 1-ta,
und
1 1
S =pS———r
Ex” p 1—}—-”1,

hervorgeht. Ebenso ist
N 1

S =1 u s f.
1+
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§. 2. Groben x,,...,2 von der Art, wie sie die Aufgabe (B)
zu finden verlangt, erhilt man, wenn x,...,# die beiden nach-
stehenden Eigenschaften besitzen:

1. Die symmetrischen Functionen von z,,...,%, sollen
reell sein.

z
2. Der reelle Bestandtheil jeder der Grofien x—y soll po-
1
(C) sitiv und > 1 sein, wobei x, wie vorher irgend eine der

GroBen z,, welehe von x, verschieden ist, bezeichnet.
Infolgedessen hat man den Satz:

Besitzen Grolen ...z, die in (C) angetiihrten Eigen-

D) schaften, so darf man dle ‘Newton’sche Entwmklung fir die

Grlelchung F () =0, deren Wurzeln ,,..., 2, sind, mit dem
Wert Null beginnen.

Die Grofle ;, deren Existenz in (C) gefordert wird, muss
jedenfalls reell sein. Denn wire =z, complex gleich a—-|— B, 80
miisste der Voraussetzung nach eine der Groben « gleich o — 8
sein, der reelle Bestandtheil von

a—ip a?—f2—20aB¢

it T ate
wire somit nicht positiv > 1. Daher ist, wenn
x’l’ - a’l’ + ? @'V

gesetzt wird, nothwendig 3, = 0.

a—[——(&

x
Ferner sollte in ?A der reelle Thell —=  positiv

1 1 1
> 1 sein, demnach sind alle GroBen «, von gleichem Vorzeichen,

und wir diirfen dieselben alle als positiv voraussetzen, da sich die
Grofien w,...,# nicht #ndern, wenn die Grofen z, durch —
ersetzt Werden. Dann ist

(13) o, > o, > 0.
Zunsichst soll gezeigt werden, dass auch die GroBen x der
1
Bedingung (C) gentigen. Weil p:E;;: reell ist, miissen auch

die symmetrischen Functionen der Grofien 2, =p & — 1 reell sein,
ebenso ist #, reell. Setzt man ferner

r_ ot rnt
@, =px,—1l=u0, -ip
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so folgt durch Trennung des Reellen und Imaginiren
(14) a, =pa,—1; { =ph,
wobei p den Wert

P N Sk L
=2 =2 T — 2Ty T
s TR AE Cd e

hat. Da a,,..,a, alle positiv sind, muss

1
> ’;1‘
sein und deshalb ist sowohl
xl' :al' =po,—1
positiv, als auch
a, — o, =p(a,—2)

nicht negativ, also, wie zu zeigen war
(13) W = >0.
Ebenso Lisst sich zeigen, dass
2z >0
ist u. s. . Aufler den so bewiesenen Ungleichungen
(15) o >0, o >0, a >0,...
bestehen auch noch die. folgenden

(16) a; >a:> r/,;”>. .

Denn es ist, wenn » der Groflen z, gleich z, sind,

o
”
2 02
o, + &,

Otl a.,

73 o 1 7 .
P ;;+Zxx'mz+2
und daher

“;:19“1“1:7'_1_{‘2;2‘#@2-

I4

und ebenso
i 4
ocl U,;s

0, =p al—lzy-_l—}-f,;;zﬂ?

297
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woraus durch Subtraction folgt

Aus (14) folgi aber

’ ’
alax_axal‘—ax—alio

o ] = B (5] o]+ 1) 20,
somit ist jeder Summand der letzten Summe positiv und die erste
der Ungleichungen (16) hewiesen; die tibrigen sind in gleicher
Weise zu verificieren. Wegen (15), (16) ist also wirklich der zu
erfiillenden Bedingung (11)

) o o, o
lim —— e e — =0
t=co | 1-4a, 1-4-a, 1o
Geniige geleistet. Die gleichwertige Bedingung (6) wird in unserem
Fall derart befriedigt, dass auch noch

o || || o
> = > >
| % z, Iz,
ist, denn die Differenz
o o (0, —a)@poa,—~1,—a)E @pe,—1)
N (o, +8) (2" +8)

ist wegen o, —a >0 und pa, >>1 positiv.
§. 3. Offenbar besitzen irgendwelche reelle GroBen z,,...,z,

von gleichem Vorzeichen die in (C) angefiihrten Eigenschaften, da
man einfach fir z, die numerisch kleinste der Groflen =z, zu

nehmen hat. Dieser specielle Fall liefert demnach den Satz:
Sind ,,...,2, reelle Grifen, die alle dasselbe Vor-
zeichen besitzen, so convergiert die Reihe

1 1 1
- + ~—7 + r rr + T
() P ppp

in welcher p, p’,... gemif den Gleichungen (3) zu bilden
sind, und hat die numerisch kleinste der Grioflen z,,...,x,
zur Summe. '
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Ist nunmehr eine Gleichung f(2) =0 vorgelegt, deren Wur-
zeln alle reell sind, so kann man leicht ¢ so wihlen, dass alle
Groflen g, — ¢ =z, dasselbe Vorzeichen erlangen.

Weil man belelts dass alle 2, selbst gleichbezeichnet sind,
g0 kann man ¢ =0 wihlen.

Andernfalls kann man z. B. ¢= 4+ M wiihlen, wo die posi-
tive Grofle M grofer als der absolute Betrag aller Wurzeln 2, ist.
Fir M sind verschiedene Formeln aufgestellt worden.?)

Wenn daher die Wurzeln einer Gleichung f(2)=0

saimmtlich reell sind, so darf man die Newton'sche Entwick-

) lung mit jedem reellen Wert ¢ beginnen, dessen Betrag grofler
als jener aller Wurzeln von f(z) =0 ist.

Man erhilt auf diese Weise die (algebraisch) kleinste oder
grofite Wurzel, je nachdem ¢<C0 oder ¢ >0 ist.

Zur Beurtheilung der Anniherung von ¢, , , an diese Wurzel,
es sei dieselbe wieder 2,, liefert die Gleichung (5) zunichst

‘vi»—i_l o 9-[-1

2, —C, _ — e == (C —(‘)
1 A1 ’ A A1 g
pryp .. p

Nur ist gemib (16) «.1' <2, und xl' ist durch

_'—l" v H"‘" +
pp". P

darstellbar, somit kleiner als

1 1 . 1 G176
—|— e =pl, ) =" .
p'p pvpn.."pl z ( 41 1) ¢ —c¢
Daher folgt fir die gesuchte Differenz von ¢;, , und der zu

berechnenden ‘Wurzel

17 121_
Es ist zu bemerken, dass
log—c|>]a—a | >|eg—a | >

ist, demn da alle 2 positiv sind (nach (18"), so folgt aus
xz =px —1

—c, | .

x;<px,;7 ]9'_“ > 2 >

1) Vgl. z. B. Serret, Handbuch d. h. Algebra §. 46.
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also ist p’ > 1, ebenso p’" >1, w s. f, was nach (4) die obige
Bemerkung beweist.

Anstatt die Gleichung /(2) = 0 durch die Substitution 2 = x—e
auf eine solche in z mit lauter gleichbezeichneten Wurzeln zuriick-
zufihren, kann dies auch in der Weise geschehen, dass man die

Gleichung bildet, deren Wurzeln 2%, 2,..., 22 sind und fur die

man die Newton’sche Entwicklung sofort mit dem Wert Null be-
ginnen kann.

Eine dritte Art, die Gleichung f(2)==0 auf eine solche mit
gleichbezeichneten Wurzeln zuriickzufiihren, besteht in der Sub-
s 2 . . .
stitution x_—:m, wo m numerisch kleiner als jede der Wur-
zeln z, sein soll. Alsdann wird nimlich jede der Grofen

r =

z’V
v, fm

positiv sein, gleichgiltic welches Vorzeichen m hat, und die New-
ton'sche Methode, angewandt auf die Gleichung

=1 (i) -0

mit dem Anfangswert Null liefert die kleinste der Grifien « ), es

o . mz.
sel dies x,. Die so erhaltene Wurzel 2, = 1 !

ist, jenachdem

f(2)=0 Wurzeln mit dem fiir m gewihlten Vorzeichen besitat
oder nicht, im ersten Fall die numerisch kleinste der mit m gleich-
bezeichneten, im zweiten Fall die numerisch grofte der mit in
ungleichbezeichneten Wurzeln von f(2) =uv.

Wiirde man statt der Gleichung f(2)=0 die Gleichung
Sle~F«)=/f,(e)=0 der Betrachtung zu Grunde gelegt haben,
so wirde man tiir die Aufgabe

jene Wurzel von f(2)=0 zu finden, welche nichstgrofer

oder nichstkleiner als % ist,
die nachfolgende Liosung erhalten haben:

Man entscheide zunichst, ob die Wurzeln von f, (2) = 0
alle gleichbezeichnet sind oder nicht. Der erste Fall tritt dann
(G) und nur dann ein, wenn in der Reihe

(8 S T07 6, G S

entweder bloB Zeichenwechsel oder blofi Zeichenfolgen vor-
kommen.
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In diesemn Fall liefert die Newton'sche Methode fiir
f()==0 mit dem Anfangswert x die der Grifle x zunichst
benachbarte Wurzel von f(2) = 0.

Im zweiten ¥all wihle man zunichst die positive
Griofe m kleiner als den absoluten Betrag einer jeden Wurzel
von fi(z)==0.9

Dann liefert die Newton’sche Methode, angewandt aunf
die beiden Gleichungen

Ro=A )=l ) =0
=7 (T2 = o= ) =0,

jedesmal mit dem Anfangswert Null, zwei Grolen z;, w,,
durch welche die verlangten Wurzeln z,, 2, in der Form

S T T
zl_wz—]—l_“xl, 2y =% i a

darstellbar sind.

§. 4. Auch der allgemeinere Fall, dass die Gleichung f(2) ==0
reelle Coefficienten besitzt, und unter denjenigen ihrer Wurzeln,
welche den kleinsten absoluten Betrag haben, sich eine reelle be-
findet, lisst sich auf den in §. 2 erdrterten Fall zuriickfiihren.

Wir nehmen an, es sei 2z, jene Wurzel, so dass bei

z7’ — ‘{’)’ + 7/61/
~ 2 2 2
01 - OJ 1/1 :<; {z Oz

ist. Kennt man jetzt das Vorzeichen von 2, so erhilt man durch
die Substitution

2
x, =,
v

2, —Fm

wobei m reell, mit 2, gleichbezeichnet und an absolutem Betrag
kleiner als alle | 2, | sein soll, Groflen z,, welche der Bedingung (C)

geniigen, Dann ist nimlich

me —z
1 . E3 1
- - 9
o ;%’1 zl Zz + "

1y Man erhilt z. B. einen Wert fiir # (vgl. Serret a. a. 0.), wenn man

S A O
A+ fe |
setzt, wo die ‘positive GriBe A4 grofer als der absolute Betrag eines jeden der
Ausdriicke (18) ist.

Monatsh. f. Mathematik u. Physik. VI. Jahrg. 20
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und der reelle Theil hievon

m (5, — 1) (X, m) &
CP C AR

ist positiv. Denn entwederist | v, | = | v, | somitauch | ¢ | > | m |
dann haben vy, +-m und vy, — v, beide das Vorzeichen von v, , und
ihr Produkt ist positiv. Oder es ist |y, | <], |, dann wird

(Am G, —1) o=+ — )+, — Yo) (= m)

ebenfalls positiv. Es ist somit fiir die Grofen z, die Bedingung
(C) ertfiillt. ‘
Will man hingegen das Vorzeichen von 2, nicht als bekannt

voraussetzen, so braucht man nur die Gleichung zu bilden, deren
Wurzeln die Groflen

2
&

y
2 2
2, - m

sind, wobei 7 reell und numerisch kleiner als alle |z, | zu

withlen ist, und darf wiedernm fiir diese Gleichung die Newton’-
sche Entwicklung mit dem Werte Null beginnen.

xr —

v

Druckfehlerberichtigung
zu der Abhandlung: ,Uber das Poisson’sche und das demselben
conjugierte Integral® von A. Tauber.
8. 109, Z. 1 v. u, statt 8. ist zu lesen 8. 79. 8. 110, Z. 9 v. o. statt 2 ist zu
lesen . 8. 114, Z. 9 v. o. statt p, ist zu lesen p; >y S.114, 7. 10, 13 v. o. statt
p, ist zu lesen p.. 8. 115, Z. 8, 12 v. o. statt ¢(p, o) ist zu lesen 2ro(p, o).



