
Zur Theorie der algebraischen Gleichungen. 

Von Leopold Gegenbauer in Wien. 

Vor Kurzem wurde yon den Herren H 51 d e r 1), M o 11 a m e "), 
K n e s e r ~) und mir 4) bewiesen~ dass die Wurzeln einer in einem be- 
stimmten reellen Rationalitgtsgebiete irreductiblen cubisehen Gleichung 
sich nicht durch einen aus lauter reellen Radicalen zusammengesetzten 
Ausdruek darstellen lassen, ihlls dieselben s~tmmtlich reell sind, 
woraus folgt, dass der sogenannte casus irreducibilis der Car d ani'schen 
Formel nieht einem Mangel der angewandten Methode entspringt, 
sondern in dem Wesen der algebraisehen Auflt~sung der Gleiehungen 
begrtindet ist. Herr Kneser und ieh haben bei dieser Gelegenheis 
tiberdies noeh das iolgende Theorem, yon welehem das auf d ie  
cubischen Gleichungen beztigliche der speciellste Fall ist, bewiesen: 

E i n e  in e i n e m  b e s t i m m t e n  r e e l l e n  R a t i o n a l i t g t s -  
b e r e i c h e  i r r e d u e t i b l e  a l g e b r a i s c h e  G l e i c h u n g  mi t  
n u r  r e e l l e n  W u r z e l n ,  d e r e n  G r a d  k e i n e  P o t e n z  y o n  
2 ist ,  k a n n  n i e h t  u n t e r  a n s s c h l i e l ~ l i c h e r  B e n i i t z u n g  
y o n  r e e l l e n  R a d i c a l e n  a l g e b r a i s c h  a u f g e l S s t  w e r d e n .  

Aus demselben folgt, wie bier besonders hervorgehoben werden 
mag~ u. A. das Theorem: 

D i e  r e e l l e  u n d  d ie  i m a g i n a r e  C o o r d i n a t e  d e r  n ten 
W u r z e l  aus  e i n e r  e o m p l e x e n  Z a h l  k a n n ,  i a l l s  n k e i n e  
P o t e n z  y o n  2 i s t ,  n i c h t  cLureh l a u t e r  r e e l l e  R a d i e a l e  
a u s g e d r t t e k t  w e r d e n .  

Es lasst sich nun, wie in der vorliegenden Mittheilung gezeigt 
werden soll~ mit den allereinfachsten Mitteln ein allgemeiner Satz ab- 
leiten, aus welchem die eben erw~thnten Theoreme unmittelbar folgen. 

Eine Wurzel x 1 der in einem bestimmten reellen Rationalititts- 
gebiete irreductiblen algebraisehen Gleiehung' 

(I) ~ - - A  2 -~ q - L .  ~'- ' - -  1 ~' ' " . . . + ( -  ) A , = o  
lasse sieh nnter Adjunetion einer reellen (~1) unter den Wurzeln 
~z (~ ~ 1~ 2 , . . . ,  p) der in demselben Bereiehe irreduetiblen Gleiehung 

(II) x C - ? ,  x~'-~-~ ~x~'-~ . . -{-(--1)P ? ==O 

i) ,t~ber den Casus Irreduzibilis bel der Gleichung dritten G r a d e s " . -  
Mathematlsehe Annalen, 38. Band~ S. 307--312. 

~) Schriften der Akademie der Wissensebaften in Neape]. 
s) ,Bemerkungen fiber den sogenannten casus irreducibilis bei cubischen 

,Gleichungen." Mathematlsche Annalen, 4:1. Band, S. 34:4--348. 
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vom Primzahlgrade 1~ in einem reellen Gebiete~ in welehem die, 
Irreductibilitat der beiden Gleiehungen bestehen bleibt~ darstellen~. 
so dass also 

}~=p--1 

ist~ wo die Coes a~. (k~O~ 1~...,/9--1) reelle Zahlen sind. 
Wegen der vorausgesetzten Irreductibilitat dcr GIeiehung (II) ge- 
ntigen s~tmmtliche p Ausdrlicke 

~'" (~ l~2~. �9 .~p) 

der Gleiehung (I) und daher miissen~ falls diese wenigev reelle oder 
weniger comp|exe Wurzeln besitzt~ als die zur AuflSsung verwendete 
Hili~gleichung (II) mindestens zwei der GrSl~en 7,. (~#) denseiben 
Wert haben. 

Nun ist abet bekanntlieh die Anzahl derjenigen Werte yon ,% 
ftir welche Z (~,) denselben Wert erhi~It~ sowie die Anzahl der 
(versehiedeneh) con]u~ierten algebraisehen Zahlen Z (fi~)ein Theiler' 
der Ordnung (/9) yon $ und demnach kann die erster%' da sie grSl3er 
als 1 ist~ nur gleieh p, 'die letztere abet nur gleieh 1 sein. Man hat 
daher in diesem Falle die Gleiehung 

I t = P  ) 
jtt ~ 1 

wo G (x; ao~ a~. . .~  ap_~; ~f~ ?~ . . .~  ~p) eine ganze Function yon x. 
vom Grade p ist~ deren Coefficienten dem reetlen Rationalitittsgebiete 
der nach dem Striehpunkte stehenden GrSl~en angehSren. Da naeh 
dieser Gleiehung 

p G (x;  ao~ a ~ .  . .~a  _ l~ %~ ~ .  . .~ % )  , 

x - - X ( ~ ) ~  G ' (x ;ao~a~, . . . , a_ l~  %, % ~ . . . , ~ )  

ist~ so gehSrt aueh Z (~) dem soeben anges Rationalit~ttsbereiche 
an; dies ist aber nach der vorausgesetzten Irreductibilitar der Glei- 
chungen (I) und (II) unmSglieh und daher hat man das Theorem: 

Erhi~l t  e i n e  in e i n e m  b e s t i m m t e n  r e e l l e n  R a t i o -  
n a l i t ~ t s g e b i e t e  i r r e d u c t i b l e  a l g e b r a i s e h e  G l e i c h u n g  
be i  E r w e i t e r u n g  des  B e r e i e h e s  d u r e h  A d j u n e t i o n  
e i n e r  b e l i e b i g e n  A n z a h l  yon  r e e l l e n  GrSlSen ke ine  
r a t i o n a l e  W u r z e l ,  so v e r l i e r t  s ie  d i e s e  E i g e n s c h a f t  
a u e h  n ieh t~  w e n n  zu den  a d j u n g i e r t e n  GrSl3en n o e h  
d i e  W u r z e l  e i n e r  im e r w e i t e r t e n  G e b i e t e  i r r e d u c t i b l e n  
G l e i e h u n g  y o n  e i n e m  P r i m z a h l g r a d %  w e l e h e  m e h r  
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r e e l l e  o d e r  m e h r  c o m p l e x e  W u r z e l n  a ls  d i e s e l b e  be -  
s i tz t~  h i n z u g e n o m m e n  wi rd .  

Beaehtet man~ dass die algebraisehe AuflSsung der Gleiehun- 
gen dis Darstellung der Wurzeln dutch eine Kette yon r e i n e n 
Gleiehungen vom Primzahlgrade ist~ so ersehliel~t man aus diesem 
Satze sofort den folgenden speeiellen: 

E i n e  in e i n e m  b e s t i m m t e n  r e e l l e n  R a t i o n a l i t a t s -  
g e b i e t e  i r r e d u e t i b l e  a l g e b r a i s e h e  G l e i e h u n g  i s t  in  
e i n e m  r e e l l e n  G e b i e t %  w e l e h e m  k e i n e  i h r e r  W u r z e l n  
a n g e h S r t ,  n i e h t  o d e r  n u t  so a l g e b r a i s c h  a u f l s s b a r ,  
d a s s  j e d e r  be i  d e r  D a r s t e l l u n g  a u f t r e t e n d e  :,iusser(~ 
( p r i m z a h l i g e )  W u r z e l e x p o n e n t  n i e h t u m m e h r  a l s z w e i  
E i n h e i t e n  grSl~er ist~ a ls  d i e A n z a h l  i h r e r  e o m p l e x e n  
W u r z e l n .  

Nun ist aber bekanntlieh jeder dieser iiul~eren Wurzel- 
exponenten ein Theiler des Grades der aui~alSsenden Gleiehung, 
und daher hat man das weitere Theorem: 

E i n e  in e i n e m  b e s t i m m t e n  r e e l l e n  R a t i o n a l i t i ~ t s -  
g e b i e t e  i r r e d u e t i b l e  a l g e b r a i s e h e  G l e i c h u n g  i s t  i n  
e i n e m  r e e l l e n  G e b i e t %  i n n e r h a l b  d e s s e n  k e i n e  i h r e r  
W u r z e l n l i e g t ,  a l g e b r a i s e h  un~ tu f l s sba r~  w e n n s i e e n t -  
w a d e r  k e i n e  r e e l l e  W u r z e l  bes i t z t~  o d e r  w e n n  d i e  
A n z a h l  i h r e r  e o m p l e x e n  W u r z e l n  um m e h r  a ls  e i n e  
E i n h e i t  k l e i n e r  ist~ a l s  d e r  k l e i n s t e  u n g e r a d e  P r i m -  
t h e i l e r  i h r e s  G r a d e s .  

Ein speeieller Fall dieses Satzes ist folgendgr: 
D i e  r e e l l e n  W u r z e l n  e i n e r  in e i n e m  b e s t i m m t e n  

r e e l l e n  R a t i o n ~ l i t a t s g e b i e t e  i r r e d u e t i b l e n  a l g e b r a -  
i s e h e n  G l e i e h u n g ~  d e r e n  G r a d  d i e  P o t e n z  e i n e r  un -  
g e r a d e n  P r i m z a h l  ist~ k S n n e n  n i e h t  u n t e r  b lol~er  Be-  
n t i t z u n g ~ v o n  r e e l l e n  R a d i e a l e n  d a r g e s t e l l t  w e r d e n ~  
w e n n  d i e s e l b e  m e h r  a l s  eine r e e l l e  W u r z e l  b e s i t z t .  


