Zur Theorie der algebraischen Gleichungen.

Von Leopold Gegenbauer in Wien.

Vor Kurzem wurde von den Herren Holder!), Mollame?),
Kneser?) und mir*) bewiesen, dass die Wurzeln einer in einem be-
stimmten reellen Rationalititsgebiete irreductiblen cubischen Gleichung
sich nicht durch einen aus lauter reellen Radicalen zusammengesetzten
Ausdruck darstellen lassen, falls dieselben simmtlich reell sind,
‘woraus folgt, dass der sogenannte casus irreducibilis der Cardani’schen
Formel nicht einem Mangel der angewandten Methode entspringt,
sondern in dem Wesen der algebraischen Auflisung der Gleichungen
begriindet ist. Herr Kneser und ich haben bei dieser Gelegenheit
iiberdies noch das folgende Theorem, von welchem das auf die
cubischen Gleichungen beziigliche der speciellste Fall ist, bewiesen:

Eine in einem bestimmten reellen Rationalitits-
bereiche irreductible algebraische Gleichung mit
nur reellen Wurzeln, deren Grad keine Potenz von
2 ist, kann nicht unter ausschliefilicher Beniitzung
von reellen Radicalen algebraisch aufgelost werden.

Aus demselben folgt, wie hier besonders hervorgehoben werden
mag, u. A. das Theorem:

Die reelle und die imaginire Coordinate der nt
Wurzel aus einer complexen Zahl kann, falls n keine
Potenz von 2 ist, nicht durch lauter reelle Radicale
ausgedriickt werden.

Es lisst sich nun, wie in der vorliegenden Mittheilung gezeigt
werden soll, mit den allereinfachsten Mitteln ein allgemeiner Satz ab-
leiten, aus welchem die eben erwihnten Theoreme unmittelbar folgen.

Tine Wurzel 2, der in einem bestimmten reellen Rationalitiits-
gebiete irreductiblen algebraischen Gleichung
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lasse sich unter Adjunction einer reellen (&) unter den Wurzeln
&, (A=1,2,...,p) derin demselben Bereiche irreductiblen Gleichung
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vom Primzahlgrade p in einem reellen Gebiete, in welchem die
Irreductibilitit der beiden Gleichungen bestehen bleibt, darstellen,
so dass also
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ist, wo die Coefficienten @, (A =0,1,...,p—1) reelle Zahlen sind.
Wegen der vorausgesetzten Irreductibilitit der Gleichung (II) ge-
niigen simmtliche p Ausdriicke
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der Gleichung (I) und daher miissen, falls diese weniger reelle oder
weniger complexe Wurzeln besitzt, als die zur Auflssung verwendete
Hilfsgleichung (II) mindestens zwei der Grofien y (éﬂ) denselben
Wert haben.

Nun ist aber bekanntlich die Anzahl derjenigen Werte von g,
fiir welche y (¢,) denselben Wert erhilt, sowie die Anzahl der
(verschiedenen) “conjugierten algebraischen Zahlen y (%) ein Theiler
der Orduung (p) von ¢, und demnach kann die erstere, dasie grofier:
als 1 ist, nur gleich p," die letztere aber nur gleick 1 sein. Man hat
daher in diesem Falle die Gleichung
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vom Grade p ist, deren Coefficienten dem reellen Rationalititsgebiete
der nach dem Strichpunkte stehenden Grofen angehoren. Da nach
dieser Gleichung
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ist, so gehort auch y (§,) dem soeben angefiithrten Rationalititsbereiche
an; dies ist aber nach der vorausgesetzten Irreductibilitit der Glei-
chungen (I) und (II) unmoglich und daher hat man das Theorem:

Erhidlt eine in einem bestimmten reellen Ratio-
nalititsgebiete irreductible algebraische Gleichung
bei Erweiterung des Bereiches durch Adjunction
einer beliebigen Anzahl von reellen Groflen keine
rationale Wurzel, so verliert sie diese Eigenschaft
auch nicht, wenn zu den adjungierten Gréflen noch
die Wurzel einerim erweiterten Gebieteirreductiblen
Gleichung von einem Primzahlgrade, welche mehr
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reclle oder mehr complexe Wurzeln als dieselbe be-
sitzt, hinzugenommen wird.

Beachtet man, dass die algebraische Auflosung der Gleichun-
gen die Darstellung der Wurzeln durch eine Kette von reinen
Gleichungen vom Primzahlgrade ist, so erschlieft man aus diesem
Satze sofort den folgenden speciellen :

Eine in einem bestimmten reellen Rationalitats-
gebiete irreductible algebraische Gleichung ist in
einem reellen (rebiete, welchem keine ihrer Wurzeln
angehort, nicht oder nur so algebraisch auflosbar,
dass jeder bei der Darstellung auftretende Hussere
(primzahlige) Wurzelexponent nichtum mehr alszwel
Einheiten grofler ist, als die Anzahl ihrer complexen
Wurzeln.

Nun ist aber bekanntlich jeder dieser #ulieren Wurzel-
exponenten ein Theiler des Grades der aufzulosenden Gleichung,
und daher hat man das weitere Theorem:

Eine in einem bestimmten reellen Rationalitits-
gebiete irreductible algebraische Gleichung ist in
einem reellen Gebiete, innerhalb dessen keine ihrer
Wurzelnliegt, algebraisch unauflésbar, wenn sie ent-
weder keine reelle Wurzel besitzt, oder wenn die
Anzahl ihrer complexen Wurzeln um mehr als eine
Einheit kleiner ist, als der kleinste ungerade Prim-
theiler ihres Grades.

Ein specieller Fall dieses Satzes ist folgender:

Die reellen Wurzeln einer in einem bestimmten
reellen Rationalititsgebiete irreductiblen algebra-
ischen Gleichung, deren Grad die Potenz einer un-
geraden Primzahl ist, kénnen nicht unter blofier Be-
niitzung von reellen Radicalen dargestellt werden,
wenn dieselbe mehr als eine reelle Wurzel besitzt.



