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inverse 
Note  fiber einige besondere 

Flachen des Cayley'schen Cylindroids. 

Von Eduard Janisch in Wien. 

Herr C. T e s c h  hat im Br i l l ' s chen  Verlag kttrzlich ]~Iodelle 
der Fl/~ehen herausgegeben~ welehe yon den Krtimmungskreisen 
der durch irgend einen Punkt einer be]iebigen Flliche geftihrten 
~ormalsehnitte erfiillt sind. 1) 

Wit wollen im Folgenden zeigen~ dass diese F1/~chen~ welehe 
wesentlieh ve;sehiedene Gestalten annehmen~ je n~ehdem der ge- 
wahlte Punkt ein elliptische 5 hyperboliseher oder paraboliseher 
Punkt ist~" s/~mmtlieh nach dem Prineipe der reeiproken R~dien aus 
dem Cay ley ' s ehen  Cylindroide (P l f i eke r ' s ehem Conoide) ab- 
geleitet werden kSnnen. 

Wir gehen zu dem Zweeke yon der bekannten E n l e r ' s e h e n  
Formel aus 

1 cos ~ a sin ~ 

welehe den Krtimmungsradius R irgen4 ei~es ~ormalsehnittes aus- 
drtiekt darch die Krtimmungsradien RI~ R 2 der Hauptschnitte un4 
den Winkel % den die Ebene jenes :Normalsehnittes mit der Ebene 
des ersten Hauptsehnittes einsehlief~t. 

Sei nun ein reektwinkliges Coordinatensystem derart gew~thlt~ 
dass die Ebenen der beiden Hauptsehnitte beziehangsweise mit der 
x z -  und yz-Ebene zusammenfallen und den Hauptkrfimmungs- 
kreisen resp. die Gleiehungen zukommen: 

x 2 + ( z -  R1) ~ R~ K1, y + (z ~= R2) 2 
y----0 x ~ 0  

so finden wir zun/~ehst~ wenn wir den Coordinatenanfangspunkt 
zum Inversionscentrum wahlen uncl 2 p~ als Inversionspontenz 
nehmen~ als Inverse der beiden Kreise KI~ K 2 die Geraden: 

y ~ 0  x ~ 0  

~) B r i l l ,  Mathemat. Modell% Serle XXII. 
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Die Gerade k~ welehe die Inverse des Kriimmungskreises K 
ftir den unter dem Winkel a gegen die x z- Ebene geneigten ~ormal- 
schnitt erschein% hat dann die Gleichungen: 

x = t a n a '  z = ~ - - p  \RT-1 :h Re ] .  

Die Gleichungen ffir den Oft der Geraden k: welcher augen- 
seheinlieh ein gerades Conoid mit der xy-Ebene als Richtebene 
und dec z-Axe als gerader Leitlinie is% ergibt sieh nunmehr dutch 
Elimination yon ~. aus den beiden Gleiehungen far k und zwar 
zani~ehst in der Form: 

p~ x(~ y~) 
Z--x~ d-y~ ~ ~ 

p~ p2 __ 
Setzen wir ~-1 = a~ ~ -  b~ so erhalten wir 

z(x2-~ Y ~) =axe" i bY2~ 

und hieraus ergibt sieh endlieh die einfaehe transformierte Gleiehung 
unseres Conoides bezogen auf ein neues durch Parallelverschiebung 
des alten Axensystems in der Riehtung yon z um den Betrag 

_4_ a ~ b  erhaltenes Axensystem in der Form: VOl:l ~ 

z (x~ -t- ~ )  - ~ T ~  (x~ - y~), 
2 

wele]:le des  Conotd als Cayley 'sches  Cylindroid charakterisiert, t) 
Die Torsallinien desselben sind hiernaeh die Inversen der 

beiden Hauptkrtimmnngskreise and ihr durch die z-Axe (Doppel- 
linie der Fl~ehe) gemessener ktirzester Abstand betri~gt (a T b). 

:Nehmen wir ftir p~ den speciellen Wert R1R2~ so wird a ~ R2~ 
b ~ / ~ ,  nnd die Gleiehung des Cylindroids nimmt die einfachere 
Gestalt an: 

z (x ~ - ~  y2) - -  R2 T R~ 
2 (x~ - -  y~). 

Wir k~nnen dann auf Gruncl des Voransgehenden J3ehaupten: 

I s t  P e in  b e l i e b i g e r  P n n k t  e iner  Fl~tehe F, T d e s s e n  
T a n g e n t i a l e b e n e ,  N s e i n e  I q o r m a l e  n n d  s ind  0~ u n d  0~ 
(auf  N) d i e  M i t t e l p u n k t e  der  K r t t m m u n g s k r e i s e  K~ K~ 
(mit den  R a d i e n  R~ /~) der  d u r c h  N g e h e n d e n  t t a u p t -  
s e h n i t t e  de r  F l a e h e  2', so i s t  die  I n v e r s e  d e r  yon d e n  
K r a m m u n g s k r e i s e n  der  s~tmmtlichen d u t c h  N g e h e n d e n  
I q o r m a l s e h n i t t e  g e b i l d e t e n  T e s e h ' s e h e n  F l a e h e  f a r  

1) Vergl. etwa }fannheim~ Cindmatiqu% page 265. 
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alas I n v e r s i o n s e e n t r u m  P u n d  ftir 2p2---.---4R1R2 als  In -  
v e r s i o n s p o t e n z  e in  C a y l e y ' s c h e s  C y l i n d r o i d ,  w e l c h e s  
d ie  N o r m a l e  N z u r  D o p p e l g e r a d e n  b e s i t z t  a n d  d e r e n  
zwe i  T o r s a l l i n i e n  d i e  A x e n  de r  b e i d e n  H a u p t k r e i s e  
s i n d ,  d. s. d i e  N o r m a l e n  in  01 u n d  09. bez. au{ d i e  
E b e n e n  y o n  K 1 u n d  K~. 

Es gilt dieser Satz offenbar ebensowohl ftir den Fall, dass P 
ein elliptischer~ als aueh ftir den Fall, dass P ein hyperbolischer 
Pankt der Fl~ehe /F sei. 

Das Verhalten im Falle des parabolischen Punktes stellt eine 
separate Untersuehung unschwer k[ar. - -  Es ist selbstverst~ndlich~ 
dass in diesem Falle die Annahme 92=R1R~ unzulassig ist. 
Maehen wir jedoch bezUglieh p~ keine specielle Annahm% so haben 
wir nur in der allgemeinen Gleiehung 

z(x~ @ y2) a T b 2 @2__ y~)~ 

indem wir etwa R~ = ~x~ voraussetzen~ b - / ~  = 0 zu erachten 

uncl erhalten 
�9 9 2  

z + = - 

die Gleiehung eines C a y 1 e y' schen Cylindroides~ deren eine 
Torsallinie mit dem in eine gerade Linie ausgearteten ttaupt- 
lu'fimmungskreis augenscheinlieh zusammenfallt. 

Wir haben daher den Satz: 
D i e  F l a c h e  d e r  K r f i m m u n g s k r e i s e  t ier  N o r m a l -  

s c h n i t t e  f o r  e i n e n  p a r a b o l i s c h e n  P u n k t  P e i n e r  
F l ~ e h e  F g i b t  z u r  I n v e r s e n  {fir P a l s  Pol  e i n C a y l e y -  
s e h e s  C y l i n d r o i d ,  w e l c h e s  P z u  e i n e r  S p i t z e  u n d  d i e  
H a u p t t a n g e n t e  t ier  F in P z u r  z u g e h S r i g e n  T o r s a l -  
l i n i e  b e s i t z t .  


