
Lrber gleitende und rollende Bewegung. 
Von Alfred Vierkandt in Braunsehweig. 

E i n l e i t u n g .  

P r o b l e m s t e l l u n g .  - -  Literaturt~bersicht .  

Die Bewegung eines KSrpers auf der 0berflache eines zweiten 
kann je naeh der Besehaffenheit der 0berflaehen beider K~rper 
einen ganz versehiedenen Charakter Mben. Die beiden 0ber- 
fl~ehen werden namlieh im allgemeinen d'er Bewegung einen ge- 
wissen R e i b u n g s w i d e r s t a n d  entgegensetzen~ dessen 8tarke vom 
Grade ihrer Ranhigkeit abhangt. Hinsiehtlieh dieses Grades der 
Rauhigkeit gibt es zwei Extreme: den Fall absoluter Glattheit 
beider Oberflsehen~ in welehem gar keine Reibung stattfindet~ und 
den Fall absoluter Rauhigkeit~ in welehem jedes Gleiten ausge- 
sehiossen ist~ die einander auf beiden KSrpern entspreehenden 
Wegelemente also stets einander gleieh sin& Im ersten Fall heil3t 
die Bewegung eine g le i tend% im zweiten eine rollende.  Nm" 
diese beiden Extreme~ die gleitende und die rollende Bewegung~ shad 
es~ die wit in der Folge n~her betraehten wollen. Dabei werden 
wit nns nieht~ wie es in den bisherigen Arbeiten stets gesehehen~ 
auf den Fall besehranken~ dass der eine der beiden K~rper sieh 
im Zustande der Ruhe befindet~ sondern aueh deft F~ll mit in Be- 
traeht ziehen~ dass beide KSrper sieh im Raume bewegen~ wahrend 
sie gleiehzeitig auf einander gleiten oder rollen. Und zwar werden 
wit zun~tehst die allgemeinen Formeln ftir die in Rede stehende 
Bewegung entwiekeln~ sodann aber zur BeMndlung einiger SpeciM- 
f~tlle tibergehen. 

Die vorliegende Arbeit ftihrt dabei im wesentliehen gewisse 
allgemeine Betraehtungen tiber gleitende und rollende Bewegung: 
die tterr Professor Carl Neumann  in einer jiingst ersdhienenen 
Arbeit ~) ver~ffentlieht hat, n~ther aus~ und wendet sie auf einige 

t) Grundz[1ge der analytischen Mechanik, insbesondere der Mech~nlk starrer 
K~Srper (Abdr~ck aus den Derichten der math.-phys. Cl~sse der k~nigt, s~ichs. 
Gesellschaft der Wissenschaften 1887). 
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speeielle F~tlle an. Aueh die ~[ethode der Untersuehung ist der 
genannten Arbeit entlehnt. Sie besteht darin~ dass man zm" Dis- 
cussion der Bewegung" die Lagrangesehen Differentialgleiehungen 
zweiter Form unter Benutzung yon ft~nf Variabeln verwendet. Zu 
ihrer Aufstelhmg bedarf man zun~tehst der Kenntnis der leben- 
digen Kraft der Bewegung. Diese ermittelt man im vorliegenden 
Fall am einfaehsten, wenn man gewisse geometrisehe Sgtze fiber 
die Zusammensetzung und Zerlegung der unendlieh kleinen Be- 
wegungen emes starren KSrpers benutz% welehe yon Herrn Professor 
Carl Nenmann in eine ffir meehanisehe Anwendnngen bequeme 
Form gebraeht sin& 

Diese Sgtze sind in w 2 der Arbeit kurz zusammengestell% 
naehdem eingangs dieses Paragraphen zun~ehst fiber die Bezeieh- 
nungsweise die nSthigen Festsetzungen getroffen sind. 

Es folgen sodann im ersten Absehnitt die allgemeinen Be- 
traehtungen fiber gleitende und rollende Bewegung. Zunaehst wird 
in w 3 die lebendige Kraft tier Bewegung in der eben angedeuteten 
geometrisehen Weise abgeleitet. In w 4 folgt die Ableitung der 
dynamisehen Differentialgleiehungen. Als solehe benutzen wir~ wie 
sehon bemerk% die Lag'rangesehen Differentialgleiehungen zweiter 
Form. Im Falle der gleitenden Bewegung~ wo die yon ires be- 
nutzten Variabeln unabhgngig sind~ bietet ihre Entwiekehulg keinerlei 
Sehwierigkeit. Anders bei der r o l l e n d e n  Bewegung~ bei der 
Bedingungsg'leiehnngen~ und zwar~ wie wit sehen werden: in der 
Form yon linearen D i f f e r e n t i a l g l e i e h u n g e n ~  auftreten. Da ffir 
diesen Fall die Lagrangesehen Gleiehungen fast  in k e i n e m  Lehr -  
b u e h  der  3/Ieehanik a b g e l e i t e t  sind~ so haben wir sie aus-  
f f ihr l ieh  e n t w i e k e l n  zu sollen geglaubt. 

Im zweiten Absehnitt werden die entwiekelten Formeln an- 
gewandt auf den Fall~ dass beide KSrper K u g e l n  sind. Ffir den 
Fall der rollenden Bewegnng (w 5)denken  wit uns dabei den 
einen KSrper in Ruhe versetzt. F fir die Discussion der gleitenden 
Bewegung (w 6) erseheint es angemessen~ ein a n d e r e s  S y s t e m  
yon V a r i a b e l n  einzuffihren~ als w i re s  sonst benutzen~ well sieh 
dann das Problem in der elegantesten Weise fast ohne Reehmmg 
15sen lgsst. 

In beiden F~tllen wird zunaehst das Problem unter der Vor- 
aussetzung behandel% dass zwisehen den Theilehen der Kugeln 
gewisse anziehende Kr~tfte, die dem Newtonsehen Gesetz gehorehen~ 
th~ttig sind. Sodann wird an zweiter Stelle die Bewegung emer 
Kugel~ die sigh nnter dem Einfluss der Sehwerkraft auf der inneren 
Oberfl~tehe einer rahenden Itohlkugel beweg% naher untersueht; 
hierbei ergibt sieh das interessante Resulta% dass die Bewegung der 
r o l l e n d e n  Kugel za der eines gewissen Kreisels yon kugelf~irmiger 
Gestal% die Bewegung der g l e i t e n d e n  Kngel zt~ der eines gewissen 
sph~trisehen- Pendels in enge Beziehung tritt. 
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Im dri/ten Abschnitt behandeln wir einen andern Speeialfall: 
wir denken u~s den einen Ksrper zur Horizontaleben% den andern 
zu einer ebenen Fl~ehe~ nnd zwar im besondern zu einer homo- 
genen Kreisscheibe ausgeartet. Von Kraften lassen wir nut die 
Schwere einwirken. Wit behandeln diesen Fall nieht mittels Grenz- 
tibergang auf Grund der allgemeinen Formeln~ sondern leiten die 
erforderliehen Formeln direct yon neuem ab. Zunachst wird wieder 
auf geometrischem Wege die lebendige Kraft des bewegten Mobils 
festgestellt~ woran sich sofort die Aufstellung der dynamisehen 
Differentialgleichungen reiht (w 8). In w 9 wird dann die rollende 
Bewegung~ in w 10 die gleitende Bewegung der Kreisseheibe n~ther 
untersucht. In  beiden Fallen ergibt sich~ dass die Bewegung eine 
periodische ist. Im letzteren Fall redueiert sich tiberdies das Problem 
auf Quadraturen. 

Auf die Literatur unseres Themas naher einzugehen~ erseheint 
deswegen unnSthig~ weft Herr Dr. Max R ich t e r  in seiner ktirzlich 
erschienenenDissertation: ~{)ber die B e w e g u n g  eines KSrpers  
~uf e iner  Hor izonta lebene .  Leipzig 1887. ~ eine umfassende 
und grtindliche Ubersieht tiber die einschl~gigen Arbeiten gegeben 
hat. ~) Nachzutragen ist aus der neuesten Literatur nnr die schon 
eingangs eitierte Arbeit yon Herrn Professor Car] Neumann~ die 
den directen Anlass zu der vorliegenden Untersuchung gegeben 
hat~ und der wir un 5 beilaufig bemerkt~ auch in der Bezeiehnungs- 
weise nach MSglichkeit angeschlossen haben, t:[ingegen seien uns 
einige Bemerkungen tiber die bei den fl, tiheren Arbeiten benutzten 
Methoden  gestattet. 

Als dynamische Differentialgleichungen sind in den meisten 
Arbeiten die Lagrangeschen Gleiehungen erster Form oder die 
Eulersehen Differentialgleichungen der drehenden Bewegung benutzt 
und dabei theilweise ftir das vorliegende Problem speeialisiert und 
umgeformt. Besonderes Interesse bietct in dieser Beziehung die 
Arbeit yon Funeke2)~ weleher die Eulersehen Gleichungen ftir 
das Problem der rollenden Bewegung in modificierter Gestalt ent- 
wickelt und zur Grundlage eleganter~ halb geometrischer Unter- 
suchungen iiber das Rollen einer Kugel anf einer anderr; oder anf 
der Horizontalebene gemacht hat. 

Die Verwendung der anget:tthrten dynamischen Differential- 
gleichnngen ist jedoch im allgemeinen mit gewissen Umstandlich- 
keiten und Schwierigkeiten verbunden~ vorzttglich deswegen~ weft 
in die Formeln stets die (ihrer GrSlSe nach zungehst nnbekannten) 
Cohasionskrafte eingehen~ welche dafiir sorgen~ dass die Flaehen 
an einander haften. Diesem Ubelstande entgeht man bei Be- 
nutzung der Lagrangesehen Differenti~Igleichungen zweiter Form. 

1) t ;brlgens werden wir bei den elnzelnen Problemen die einschliigigen 
51teren Arbelten, sowelt solche i lberhaupt vorhanden und uns bekannt  geworden 
sind, stets namhaf t  machen 

e) Zur Ttmorie des Rollens (Diss. GSttingen 1869). 
Monatsh. f. l~Iathemar u. l~hysik. III. ;Tahrg. 3 
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Als Variabele kann man dabei zwei yon den Coordinaten ~ :5 ~ des 
Schwerpunktes des bewegten KiSrpers in einem festen Coordinaten- 
system~ sowie die drei Winkel w~thlen~ welehe die Ri&ttmgen der 
Idaupttr~gheitsaxen des K~Srpers bestimmen~ wobei man sieh eine 
yon den drei Variabeln ~ "~ ~ auf Grund der Thatsaeh% dass die 
Oberfl~tehe des bewegten K~srpers die des ruhendem stets in 
einem Punkte bertthrt, aus dem ursprttngliehen Ausch'uek far die 
lebendige Kraft eliminiert denken muss. In dieser Weise hat 
Amthor l )~  und ihm sigh ansehliegend P i p e r  ~) das Problem 
behandelt, jedoeh nut far g 1 e it e n d e Bewegungen, bei denen die 
genannten Variabeln yon einander unabh~tngig sin& Die erw~thnte 
Elimination bietet jedoeh in den meisten Fallen gro{~e Sehwierig- 
keiten, weshalb diese Methode nur Nr einzelne besondere F~tlle 
(wie wit spater in w 6 einen solehen kennen lernen werden) sigh 
eignet. FUr die r o l l e n d e  Bewegu~g ist sie ttberdies deswegen 
ungeeignet, weil die bei dieser Bewegung auftretenden Bedingungs- 
gleiehungen bei Benutzung der in Rede stehenden Variabeln im 
allgemeinen eine sehr umst,Xndliehe Form annehmen. Sie seheint 
daher far die rollende Bewegnng in der bisherigen Literatur aneh 
mw einmal in einem Speeialfall yon R o u t h  a) angewandt zu sein~ 
und zwar far die rollende Bewegung' einer yon der SGhwerkraft 
sollieitierten Kugel auf einer geneigten Ebene; in welehem Special- 
fall bei passender Wahl des Coordinatensystemes sieh die Dinge 
allerdings sehr einfaeh gestalten. 

Zu einer allgemeinen Anwendbarkeit far das vorliegende 
Problem hat aber erst Herr Professor C a r l  N e u m a n n  4) die 
Lagrangesehen Differentialgleiehungen zweiter Form erhoben~ indem 
er aMer% far diese Probleme geeignetere Coordinaten einfahrte. 
Denkt man sieh namlieh beide KiSrper yon je zwei Cm-venseharen 
ttberzogen~ so ist dutch Angabe der Parameter~ welehe diese Curven 
im momentanen Bertihrungspnnkte auf beiden KSrpern besitzen, 
ihre Position vollstsndig bestimmt his attf eine noeh msgliehe 
Drehung um die gemeinsehattliehe Normde im Bertthrungspunkt. 
Dutch Einftthrung einer gewissen fanften Variabeln beseitigt man 
atteh diese Unbestimmtheit; und man erhglt i m  ganzen fttnf 
Variabele~ die bei der gleitenden Bewegung yon einander unab- 
h~tngig, bei der rollenden Bewegung abet dutch zwei einfaehe Be- 
dingTmgsgleiehungen mit einander verbtinden sin& - -  Denkt man 
sieh b e i d e  K s r p e r  b e w e g t ,  so bestimmen die genannten fanf 
Variabeln nut die r e l a t i v e  Lage beider KSrper zu einander~ wah- 
rend es zur Bestimmung der a b s o l u t e n  Lage eines yon beiden 
noeh weiterer seehs independenter Variabelen bedarf. 

1) {)'bet die Beweg'ung eines Ktirpers auf einer krummen Flitehe (Diss. 
Leipzig, Teubner 1868). 

~} Uber die Bewegung eines KSrpers, dessen Oberflitehe eine im Raum 
feste Curve beriihrt (Diss. Dessau 1879). 

a) lglementary Treatise on the Dfi~amies of a System of Rigid Bodies 
(4. Ed. 1883), pag. 327. 

~) Grundziige der analytisehen 3~Ieehanik. Zweiter krtikel, w 16. 
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Bezeichnungsweise.  - -  Einige kinematische S~tze. 

Ehe wit uns der eigentlichen Aufgabe zuwenden kSnnen~ 
mttssen wir zunttchst einige Festsetzungen fiber die B e z e i e h- 
n u n g s w e i s e  treffen. 

,Urn die beiden KSrper yon einander zu unterscheiden~ ge- 
brauehen wir die oberen Indices 1 und 2 -  entspreehend der 
Ausdrueksweise: erster and zweiter KSrper. Die Masse wollen 
wir mit M~ die drei ttaupttragheitsmomente mit ~ ~tJ~s D)~s be- 
zeiehnen. Wir fcthren ferner ein absoht festes Coordinatensystem 
xyz  ein; der Schwerpunkt eines KSrpers habe in ibm die Coor- 
dinaten xoy~zo. Welter benutzen wir zwei Coordinatensysteme 
~-1 -"s ~3~ welche mit den durch die ttaupttragheitsaxen der KSrper 
gebi]deten Systemen idenfiseh sein sollen. Die Coordinaten des 
Berahrungspunktes beider K~rper mSgen in diesen Systemen r:,~ ss % 
heilSen. Wir denken uns ferner die Oberftgehen beider KSrper 
mit orthogonalen Flgehencoordinaten v w iiberzogen. Im Bertth- 
rungspunkt mSgen zwei weitere Coordinatensysteme errichtet sein~ 
wovon jedem K~rper eins zugehSren msge. Und zwar mSgen zwei 
Axen jedes derse]ben zusammenfallen mit den im Bertthrungspunkt 
construierten Tangenten der Curven w ~ eonst, nnd v --- eonst, 
derart~ dass in der Riehtang der positiven Axen die Parameter v 
und w w a e h s e n ;  die dritte Axe aber mSge gegeben sein dureh 
die ~ormale im Ber~ihrungspunkt~ und zwar benutzen wit beim 
ersten KSrper die gulgere~ beim zweiten KSrper die i n n e r e  
:Normale. Fttr die Axen und Coordinaten in diesen Systeraen 
wo]len wir die Buehstaben v w n oder statt dessen in anderer 
Reihenfolge n v w verwenden. Beide Systeme haben die n-Axe 
gemein und sind somit nur um einen gewissen Winkel gegen ein- 
ander gedreht; dieser Winkel~ gereehnet yon der positiven ~vu~-Axe 
aus nach der positiven ~(~-Axe bin. mSge 6 heif~en. Die Rich- 
tungseosinus der Winkel~ welche die ~Axen ~z v w mit den Axen 
~s desselben KSrpers bilden~ mSgen ~.~,;; heil~en ( i ~ 1 ~  27 3). 

Sgmmtliehe bier angegebene Coordinatensysteme sollen ein- 
ander congruent sein~ und zwar sollen sie alle positiv sein~ d. h. 
es sollen die drei Axen jedesmal zu ein~mder gelegen sein wie bei 
der linken Hand der kleine Finger zum Zeigefinger zum Daumen. 

Endlieh sei noch bemerkt~ dass wir beide KSrper stets als 
gberall eonvexe vor~ussetzen. Und zwar sollen im besondern 
beide so beseh~tffen sein~ dass sie sich stets nur in einem Punkte 
beri~hren k~nnen. 

Unser naehstes Ziel bildet~ wie sehon bemerkt~ die Ermit- 
telung der lebendigen Kraft. Dazu schieken wir zunaehst einige 
Satze ~iber die unendliehklehle Bewegnng eines starren KSrpers 

3* 
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vorans. Hinsichtlich ihror Ableitung sei dabei auf eine Abhand- 
Lung yon tterrn Professor Carl Neumann verwiesen. ~) 

1. Jede unendlichkleine Bewegung eines KSrpers ist entweder 
eine t r a n s l a t o r i s c h e  oder eine r o t a t o r i s c h e  oder abet aus 
beiden zusammengesetzt. 

2. Jede unendlichkleine Bewegung eines K(~rpers, bei tier 
ein Punkt in Ruhe bleibt~ ist eine rotatorische. Denken wir uns 
die Drehnngsaxe als x-Axe eines positiven Coordinatensystems 
x y z~ so soll die Drehung als positiv oder negativ bezeichnet wer- 
den~ je naehdem sich bei ihr die Theilchen des K0rpers in der 
Riehtung yon der positiven y-Axe zur positiven x-Axe oder um- 
gekehrt bewegen. Denkt man sich ferner die Gr~f~e des Drehnng 
dureh eine dem Drehungswinkel proportionale Strecke reprlisentiert~ 
die auf der x-Axe (d. h. der Rotationsaxe) aufgetragen wird - -  
und zwar auf der posifiven oder negativen Seite derselben~ je naeh- 
dem die Drehung positiv oder negativ ist --~ so kann man mittels 
dieser Darstellung unendlichkleine Drehnngen ganz wie Krafte 
zusammensetzen und zerlegen. 

3. Die Grtif~e einer solchen Drehung lasst sich in folgender 
Weise bestimmen: bedeutet 0 einen festen Ptmkt im 1Ranm~ um 
den ein starter K~rper frei beweglich ist~ nnd liisst man yon 0 zwei 
Coordinatensysteme /~ ls 13 und x y z  ansgehen~ yon denen das erste 
m i t  d e m  K ~ r p e r  s t a r r  v e r b u n d e n ~  das zweite im R a u m e  
l e s t  ist~ und bedeuten ferner %,2~7; die Richtungscosinus der 
Winkel~ welche die Axen l: gegen die Axen x y z  einschlief~en 
(i ~ 1~ 2~ 3}~ so besteht jede Bewegung des K~rpers~ welche den 
Gr(if~en % D~'h die Incremente d~, d~  d- h ertheilt~ in einer Drehung~ 
welchen naeh den f e s t e n  Axen x y z  die Componenten hat: 

naeh den b e w e g l i e h e n  Axen l~ l~ l  s abet die Componenten hat: 

Zugleieh hat die Verrtiekung~ welehe der P u n k t ( x y z )  des 
KSrpers bet dieser Bewegung erf~hrt~ naeh den Axen x y z  die 
Componenten: 

d y  - -  - -  + z  " % x  

d z - - - -  - -  ( , z x - ~ -  ~ y.  

1) Carl Neumann~ die unendlichklelnen Bewegungen elnes starren KSrpers 
etc., in den Math. Annalen, Bd. II, S. 388. 
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4. Erfahrt ein KSrper eine nnendlieh kleine Drehnng tim 
nine dutch einen Punkt gehende Ax% so k5nnen wit diese Be- 
wegung~ falls es beliebt~ aneh auffassen als Resultante zweier 
gnderer Bewegnngen: wit kSnnen ihr nine Drehung yon der ham- 
lichen GrSl~e und Riehtung subs~ituieren nm nine parallele Ax% 
die dureh einen beliebigen Punkt A geht, falls wir nnr zugleieh 
allen Punkten des KSrpers diejenige Bewegung zuertheilen, welehe 
A selber infolge tier urspriingliehen Drehung erhalten haben wiirde. 

5. Um die l e b e n d i g e  K r a f t  nines bewegten K~rpers zu 
bereehnen, fiihren wir alle simultomen unendliehkleinen Drehungen 
.(naeh der Anweisnng yon Nr. 4) anf solehe um parallel% dnreh 
den Sehwerpunkt gehende Axen znriiek. Vereinigen wit alsdann 
alle translatorisehen und alle rotatorisehen Bewegungen fttr sieh~ 
und erhalten wit so znletzt nine Parallelversehiebung mit den 
Componenten x J t  y'dt z:dt - -  diese Componenten gebildet naeh 
drei beliebigen auf einander senkreehten Axert - -  und nine 
Drehung, deren Drehungswinkel naeh den drei Hauptaxen des 
KSrpers die Componenten %dr %dr %dr hat, so hat die lebendige 
Kraft T tier Bewegnng den Wert: 

2 2 2 

wo unter M die Masse, unter ~0~ 1 ~j~ ~ 3  aber die drei ttaupttrag- 
heitsmomente des KSrpers zu verstehen sind. 

Hierml sei noeh der folgeMe, sparer wiederholt zu beniitzende 
Satz gekniipft: 1) 

6. Redueiert sieh nine der Lagrangesehen Differentialgleiehun- 
gen zweiter Form attf das Integral 

~'1' 
0~' - -  eonstans~ 

wo T die lebendige Kraft des betreffenden KSrpers, ,.s abet einen 
Winkel bedeutet derart, dass einer Anderung des Argmnentes 
nine Drehung des K~rpers mn nine gewisse Axe A entsprieht~ so 
bedeutet jenes Integral den F l ~ t e h e n s a t z  in bezug auf die 
Axe A - -  gleiehviel ob jene Axe im Raume t e s t  oder b e w e g -  
l i e h  ist. 

Ftthrt man n~tmlieh ein unbewegliehes Coordinatensystem xy  z 
ein, so ist 

2T -=- ?Sm(x '2 -4- y,2 @ z,~) (a) 
5T ( Ox' ,Oy' ,Oz'\ 

-4- v + z eonst. 

~) Er findet sieh schon bei Routh, :Elementary Treatise on the Dynamics 
of a System of Rigid Bodies (4. Ed. 1883), pag. 3"29. 
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Ftthrt man nun an Stelle yon x y z  nene Variabele {}~ . . .  
ein~ so wird 

, = x (~ ,~ ,~ . . ) ,  y = g ( 0  ~ , ~ . . ) ,  z ~= z(0,  ~, , . . )  

a l S O  : 
Ox' Ox Oy' Oy 0.~' 8z 

so dass wit" unser Integral (a)aneh sehreiben kiSnnen: 

/ ,5x ,Oy ,Oz\ 
(b) ~ '~  t x ~ + v ~ + ~ ~;) = oonst. 

Bezeiehnet man mm mit p den senkreehten Abstand des 
Panktes @ y z )  yon der erw~thnten Axe A~ um die sieh der K~rper 
bei einer alleinigen Andernng des A.Numents ,.s drehen wtird% so ist 
dz ~---iod~ das einer derartigen Andernng entspreehende Weg- 
element~ wdehes naeh den Axen x y z  offenbar die Componenten 

a~0~ d%, ", d% ~ d ~ ,  hat. Bedeuten ferner c~-( die Riehtungs- 

eosinns dieses Wegelementes in bezng auf die Axen xyz~  so wird 
ax d ?  = ~da  ~ ~ p d %  oder 

ax ay az 

sodass man das in Rede stehende Integral (b) aueh sehreiben kann 

oder 

p m/o(~x + ~y' q- "lz') = eonst. 

d8 
m/) ~ cos (ds, d~) = eonst. 

ds 
<~t = 1 / ~  § ~'~ + z'~ 

Und diese Gleiehung repr~tsentiert offenbar den Fl~tehensatz in 
bezug auf die Axe A. 


