Uber die Neumann’sche Methode des arithmetischen
Mittels.
Von A. Tauber in Wien,

K. Neumann hat die Giltigkeit seiner ,Methode des arith-
metischen Mittels“ ) fir die Losung des Dirichlet’schen Problems,
eine harmonische Function fiir ein Gebiet zu construieren,
auf dessen Begrenzung die Werte dieser zu suchenden Fune-
tion in beliebiger, jedoch stetiger Weise vorgeschrieben sind,
unter der Bedingung dargethan, dass die Begrenzung aus einer
einzigen geschlossenen Curve oder Fliche besteht, welche
1. iiberall convex nach Auflen ist,
2. nicht zu jenen gehort, welche H. Neumann als zweisternig
hezeichnet.

Zu den durch 2. ausgeschlossenen Gebieten gehoren aber
z. B. unter den ebenen das Dreieck, unter den rdumlichen das
Tetraeder ete. Ks soll deshalb im Folgenden der Nachweis fiir die
Giltigkeit der Methode des arithmetischen Mittels gefiihrt werden,
wenn lediglich die Bedingung 1. festgehalten wird.

Ubrigens erlaubt speciell fiir das innere Problem eine gering-
fiigige Modification der Neumann'schen Methode, eine Function zu
finden, fir welche der Beweis, dass sie wirklich die Losung des
innern Dirichlet'schen Problems ist, etwas einfacher ist. —

Es sei entweder in der Ebene eine geschlossene Curve o,
oder im Raume eine geschlossene Oberfliche ¢ gegeben und es
seien auf ¢ irgend welche Werte f in bestimmter, jedoch stetiger
Weise vorgeschrieben. Ferner bedeute in Beibehaltung der Neu-
mann’schen Bezeichnung

h die Zahlen 1 oder 2, jenachdem es sich um die Ebene
oder den Raum handelt,

t, den ebenen oder riumlichen Innenwinkel der Curve oder

Fliche ¢ in einem ihrer Punkte s, wobei zur Abkiirzung

gesetzt werde, und

3) Abhandlungen der math.-phys. Classe der k. s. Gesellschaft der Wissen-
schaften XIII. p. 705, XIV. p. 563.



138 A. Tauber.

(do), eine in folgender Weise definierte Grifie: Ist do ein
Element der Begrenzung o, z irgend ein nicht auf do legender
Punkt der Ebene oder des Raumes, 3 der Winkel, den die Rich-
tung der innern Normale von do mit der Richtung der Geraden
von do nach x bildet, endlich £ die Entfernung des Punktes z
vom Element do, so soll

__cos?d

(do), = ya do

sein; (do), ist also der Winkel, unter welchem do von z aus ge-
sehen wird und auch in der Form

(do), = & E%_—lds

darstellbar, wenn « die Linge des Perpendikels ist, welches von @
auf die Tangente, resp. Tangentialebene des Elementes do gefillt
wird.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen sollen in irgend einem
Punkt s auf ¢ die Functionen

S =0, g [ @, l
5 =07 g [0, }

-------------------------

ey

definiert werden. Hiebei ist jedes Integral auf der rechten Seite
der Orenzwert desjenigen Integrales, welches iiber eine durch
Hinwegnahme einer der Null zustrebenden Umgebung von s aus ¢
entstehende Curve oder Fliche zu erstrecken ist.

Dann ist zundichst der folgende Hilfssatz zu beweisen:

»Bezeichnet man die Maxima von f, /', f",... auf ¢

,mit G, @', G",. .., und die Minima von f, /', f",... auf ¢
Smit K, K', K" ...., so besteht die Ungleichung

(@) G'—K" <3*(G—K),
,wo die Grofie A derart bestimmbar ist, dass sie nur von der
,Orestalt von o, nicht aber von den jedesmal vorgeschriebenen
»Werten f, abhingt und kleiner als 1 (micht gleich 1) ist.“

Immer vorausgesetzt, dass o convex ist. K. Neumann hat fiir
die von ihm betrachteten Curven und Flichen die Ungleichung

¢'— K < W(G—K)

bewiesen,!) in welcher die positive GroBe A ebenfalls die obige
Eigenschaft besitzt, und fiir A die Bezeichnung. ,Configurations-

1) a. a. O. XIIL p. 760.
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constante von o* gewshlt. Eine derartige Grofle existiert z. B.
fiir das Dreieck nicht.

Fir irgend zwei Punkte p, ¢ auf der Begrenzung o bat die
Funetion f' gemil der ersten Gleichung (1) die Werte

5 =0T g [ 709, =07, g [16—(6—) @),
o=y g [ 79, =074 g [ @9,

und durch Subtraction erhilt man unter Berticksichtigung von

1/ 1
H /(dc)p _ 1—{}1), m/‘(dc)q e 1_{}q

o/

die Identitit |
1y f=—Kgie| [G=n @9, + =Ky, -
8, (6—£,) — 9, (),

woraus, weil fiir die convexe Curve oder Fliche s die & Null oder

positiv sind, ) bei £, >/,
® <A< K| [6=n@9, + 106

resultiert. Nunmehr diirfte es jedoch gentigen, sich auf die beiden
speciellen Fille des Dreieckes (fiir die Ebene) und des Tetraeders
(fir den Raum) zu beschrinken, da im allgemeinen Fall der Gang
des Beweises analog bleibt.

Wir theilen die Begrenzung o des gegebenen Dreiecks o, a, a5

az

’
g

mit Hilfe der drei Punkte o o, @, in 6 Theilstrecken, fiir welche
die Bezeichnungen

r
n Uy Gy =0y, 0

. ’
@y @, =Gy, (G, =Gpy G, @

Y a. a. 0. XIIL p. 737.
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eingefiihrt werden mdgen. Ferner werde gesetzt

0 = Gy g, Oy = Gy - Oy
(4a) Gy = @& s, ty == Gy ~F Gy
O3 == Uy Uy, U5 = Gyg = Gy,

so dass o, die der Kcke @, gegeniiberliegende Seite und « den
Inbegriff der beiden in der Ecke ¢, zusammenstoflenden Theil-
strecken vorstellt.

Nun werde einem Punkte auf o, die Seite 5, somit jedem
Punkt auf o (wenigstens) eine Seite zugeordmet. Auf solche Art
sei z. B. dem obigen Punkte p die Seite g, zugeordnet worden.
Alsdann ist offenbar, weil simmtliche (ds), >0 sind,?)

%/(G_f) (da), > %/(G—f) (5,3

es ist némlich das Integral auf der rechten Seite blol iiber einen
Theil von o, die Seite o, erstreckt. Der Definition nach ist aber

up
(d Gi)_p e EE d Gi

wenn dg; ein Element von o, w, das Perpendikel von p aus auf die
Tangente an der Stelle dg, d. h. in unserem Falle auf die Seite g,
selbstund £ die Entfernung des Punktes p von dg,ist. Und weil

das Perpendikel von irgend einem Punkte von ¢ auf die ihm zuge-
ordnete Seite ein von Null verschiedenes Minimum » hat — « ist

das kleinste der 6 Perpendikel, die von den 3 Punkten o; a,; @,
auf die Seiten des Dreiecks o,, 655 6;, 633 6;, 9, zu fillen sind,

so folgt
% u
=Y

wenn D die grofite Entfernung zweier Punkte von ¢ ist. Dies
ergibt

1 1 u
;f(G—f) (d9), > — ﬁ/(G——f)olci
und eine analoge Ungleichung fiir ¢, dem die Seite 5 zugeordnet sei
1 1
[om0@a, = 4 [u—d,

Y a. a. O, XIIL p. 753,
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Somit kann statt (3) geschriehen werden
14 ’ 1 u
6) 0< S —f) < G—K—1 2 U(G-—f)dci —}-/(f—K)ch}.
Fiir den Fall ¢ = j folgt aber hieraus »
’ 14 1 «
0/, —/ < G—K—-; ViE (G—«K)f(dc)i,

und da [ ds, die Lénge der Seite o, demnach nicht kleiner ist, als
die kleinste Seite d des Dreieckes, so folgt weiter

0<fi—f) < (G- K)(1—w)

1 u
_——‘;-'D—Zd-

)]

Also besteht zwischen dem Maximum G/ , welches /" aut dem
Theile a; besitzt, und dem Minimum K;i, welches f' auf «, besitzt,

weil allen Punkten auf o, die Seite s, zugeordnet ist, die Un-
gleichung

1 ud

=z D

(6) G;i—K;ié(G—K) (l1—w), o

mit deren Hilfe leicht die Richtigkeif der nachfolgenden Un-
gleichung

(7) ¢ — K" < (6—E) (1— o)

zu zeigen ist, wofern x kleiner gewihlt wird, als jede der beiden
Grifien id und 2—1(1;, unter d' die kleinste der Strecken o, ver-
standen.

Denn entweder ist bereits
G¢'—K' <(G—K)(1—o),
dann muss wegen
G'— K" G'—K'
auch die Ungleichung (7) statthaben. Oder es ist
®) ¢ —K' > (G — K)(1—ws),
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!

woraus G—K <C 1—;——(”?; und somit aus (6), wegen Ko < %, die

weitere Beziehung
(9) 6~ K, <(@-K)(1—2)
resultiert. Dieselbe beweist die Behauptung:

entweder es ist &, < *'—%(G’—K’),

0) :
oder es Ist K;5>K'—}—Z(G’—K’).

Betrachtet man jetzt irgend zwei Punkte p, ¢ auf der Be-
grenzung o, fiir welche f;Z fg' ist, so erhilt man die zu (5) ana-
loge Ungleichung o

A 0< ) —fl < O—R—1 7 f (G'—F")do, - /(f' K’)ch

in welcher 7 und j gleich oder ungleich sein konnen. Jedenfalls
ist die Summe der bheiden in der obigen Klammer stehenden
Integrale nicht kleiner als

/(G' Fds,, —I—f(f’ K"ds,,
wobei fiir v eine sowohl von 7 als auch von j verschiedene Zahl
aus 1, 2, 3 zu wihlen ist; denn dann ist o, ein Theil von 5, und

s;, ein Theil von o. Jedes der beiden letzten Integrale ist aber
iiber einen Theil von «, erstreckt. Entweder ist jetzt

G, <G — HE-K),
demnach auch auf ¢, , welches ein Theil von «, ist,
J'<E = (G—K)
und daher
/(G’—f') ds, > %(G’—K’) / ds,, ;

oder es ist nach der Bemerkung (10)

K, > K'+ (¢ —K),
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demnach auch auf o, v
S>> K 4 (6 —K)
und daher ‘
/ (F'—K')ds,, > %(G'—K')fd%.
Zusammengefasst ergibt sich also
(12) [ (@' do,+ f(f'—K')dcj > 2(G—K)d,
und die Ungleichung (11) ist ersetzbar durch

" e ]
0<f—ri<e—r—L

<O K'—® (¢ —K) Zf‘oz

<(F—K') (1 — o),

da % < % sein sollte. Wegen G'—K' < G—K ist somit die zu
beweisende Ungleichung  (2) erfiillt, wenn man nur die dort
stehende Grofe A2 gleich 1—w?x wihlt. '

Um den Hilfssatz (2) fiir irgend eine geschlossene iiberall
convexe Curve o zu beweisen, zerlege man dieselbe in drei
Theile o, g, o;, wobei darauf zu achten ist, dass kein ebener
Theil von o, wofern ein solcher existiert, zerstiickt wird, d. h.
gleichzeitig mit zweien der Theile o), o,, 6; je eine Curvenstrecke
gemein hat. Dann werden jene Punkte der Curve s, deren Ent-
fernung von den Punkten des Theiles o, eine gewisse Grofle ¢
itberschreitet, auch von simmtlichen Tangenten des Theiles o, einen
Abstand haben, welcher ebenfalls eine gewisse angebbare Grofie e
iiberschreitet. o

Nun zerlegen wir jeden Theil o, abermals in 2 Theile o, o,,
und richten die Bezeichnung derart ein, dass zwei Theile s, , welche
denselben zweiten Index haben, an einander grenzen. Solche zwei
Theile fassen wir unter der Bezeichnung «, zusammen und ordnen
jedem Punkt von a, den Theil o, zu. Dadurch wird erreicht, dass
das Perpendikel eines Punktes p von o auf eine Tangente in einem
Punkte des p zugeordneten Theiles bestindig grofer als eine an-

gebbare Grofle u ist; u. s. f ganz analog dem obigen Beweisgang.
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Sei andrerseits ein Tetraeder mit den Ecken «, a,a,a, ge-
geben.

Die der Ecke a, gegeniiberliegende Fliche werde mit s, be-
zeichnet und in 3 Theilflichen zerlegt; etwa dadurch, dass von
einem im Innern des Dreiecks o, befindlichen Punkt @] 3 Gerade
nach den Halbierungspunkten der Seiten des Dreiecks g, gezogen
werden. Auf diese Art entstehen 12 Theilflichen, welche wir mit

6. (=% 4x=1234

¥

bezeichnen, so dass g,, die Fliche jenes Vierecks vorstellt, welches
den Punkt ¢, und die Ecke @, zu Eckpunkten hat. Die Gesammt-
heit der drei in der Ecke ¢, zusammenstofenden Theilflichen o,
werde unter der Bezeichnung «, zusammengefasst. Daher ist

G, == G5 - Oy3 = Giy 3 & = Gy —}- O3y = Oy
Gy == Gy - Oz ~ Opu3 Oy == Oy —- G35 —F Oyp
O3 = O3y =+ G35 — G543 %y == Oy5 —|~ Gpy ~F~ Gys
G = Gy =t Gyp  Ou33 oy == Gy - Gpy - g
Wird nunmehr einem Punkte der Tetracderoberfliiche s, welcher
sich auf dem Theile « befindet, die Fliche s, zugeordnet, so kann

analog, wie oben beim Dreieck, weiter geschlossen werden: Die
Lénge des von irgend einem Punkte der Fliche o, auf die zuge-

ordnete Fliche o, gefillten Perpendikels ist grofier als eine angeb-

bare von Null verschiedene positive Grofe u, und es bes’ceht daher
die der Ungleichung (5) entsprechende

(500 < f— i< G—EK— L 2o f(a f)dc+f<f—K>dc

wenn die zwei Punkte p, g der Oberfliche die Bedingung f, > Sy
erfilllen, und o, resp. 6; denselben zugeordnet sind. Bezeichnet
ferner d die Grofle der kleinsten der Flichen o, D die grofite Ent-

fernung zweier Punkte auf ¢, und wird o = d gesetzt, so

IS
2= D3
restultieren die Ungleichungen

6" &, —K, <(G—K)(1—w),

wobei G, , K/ Maximum und Minimum von f' aut «; vorstellen.
. a 1

Wihlt man ferner x kleiner als jede der beiden Grsfen id und 50

so geniligt zum Beweis von ®

) G'— K" < (G—EK)(1— o)
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wiederum, wie oben, die Betrachtung des Falles, wo
(®) (@—K) > (6 —K) (1— o)
erfilllt ist. Dann gilt auch der Satz:

Entweder ist G-, <C ¢ — % (G'—K),
(10") .
oder es ist K;}>K'—Z(G'—-—K’).

Ebenso erbdlt man bei Betrachtung irgend zweier Punkte
p, q auf o, fir welche f; > fq” ist, die zu (11) analoge Ungleichung

e A f (') ds, - /(f’—K') @)

und die Summe der in der Klammer stehenden Integrale ist jeden-
falls kleiner als

f(G’ —fds;, -+ /(f’——K')dsjv

wo v von ¢ und j verschieden zu wihlen ist. Da diese beiden
Integrale itber Theile von « erstreckt sind, ergibt die Bemerkung

(10", wie oben beim Dreieck,
(12" f(G'—f')d“iv —l—/(f’—K')dev > fZ (G'—K"d',

unter d' die kleinste der Flichen o, verstanden, und schlieflich

auch die Richtigkeit der zu beweisenden Ungleichung (7).

Um den Hilfssatz (2) fir irgend eine geschlossene convexe
Flache s zn beweisen, zerlege man dieselbe in 4 Theile oy, o, 63, 5,
wobei darauf zu achten ist,

1. dass bei dieser Zerlegung kein ebener Theil von o, wofern
ein solcher vorhanden ist, zerstickt wird,

2. dass, wenn g, o, irgend zwei der Theile s, g, o, g, sind,
eine Theilfliche o, auf o construierbar ist, welche nirgends
an ¢, grenzt, und _

3. dass die drei so entstehenden Theilflichen s, der Fliche o,
die letatere ginzlich tberdecken.

Die drei Theile s,, mit gleichem zweiten Index fassen wir
unter der Bezeichnung «, zusammen und ordnen jedem Punkt
von o, den Theil 5, zu, u. s. £ wie oben.

Mit Hilte der Ungleichungen

G'—K"<W(G—K), G"—K"<W(GF"—K"),...,

Monatsh. f. Mathematik u. Physik. V. Jahrg. 10
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von denen die zweite, eéte. ebenso wie die erste beweisbar ist, und
der folgenden

____K! S G_K7 G”” K”” < GHV KY”. e
erhiilt man

G(ﬂ)__K(n) é )\““1 (G__K) n = ], 27 ceey

wodurch gezeigt ist, dass sich G™ und K™ mit wachsendem # ein
und derselben bestlmmten endlichen Griofle C nihern. Ebenso folgt
sofort dass

9= > (C—f) f=r
(13) Y
b= > (=1 O—r"

zwei auf o stetige Functionen sind, weil die rechtsstehenden Reihen
gleichmaBig fiir die ganze Erstreckung von o convergieren; es ist

néimlich |0-:ﬂ”|550@~4ﬁ% also

g

‘ R7z+1

= E(lWﬂOf%

A 741

’ Rn—(—l

Diese beiden Functionen ¢ und ¢ geniigen den nachfolgenden
Funectionalgleichungen

CH o, —o, =1,

(14) :
Ot 444 =1,

wenn. man ¢, ¢ genau wie /. nach der ersten Formel (1) bildet

9&=%%+~%/@@%
bl =9 0, —|— / Y(das),.
Denn die Gleichungen-
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' LN [(0—r) @9, + - (&, @
¢ =09,+ = N[ @a),+ 5 [ R0,
0 .

o =90, + k}: S~ 1)v+1f(0_f(v>) (do), + kiw/R-’:ﬂ (do),

ergeben nach einigen Reductionen unter Beriicksichtigung von

i | (/) 8), = @1 T) =0, (€ 1)

die Relationen

. 1
G — % + C——fs = {}s n-{-1 —Rn—[-Z _l_ E/Rn-]—l(ds)s

, : S N
‘ps _{_ dn)s + O_fs = {}sRn‘i'l —I_ Rﬂ+2 _l_ E/Rn'l‘l (dc)’s

und die rechte Seite kann durch Vergrofierung von n beliebig
klein gemacht werden.

Nunmehr zeigt ein allgemein, nicht blof fir die hier in Rede
stehenden Curven und Flichen giltiger Neumann’'scher Satz, 1) dass
die fiir die Punkte @ des aullerhalb ¢ befindlichen Grebietes definierte
Function

(152) O — 0+Z]E/<p(dc)a

das #uflere, und die fiir die Punkte ¢ des innerhalb o befindlichen
Gebietes definierte Funetion

(151) v, = 0+h—ﬁtf¢<ds>i

das innere Problem lost.

Wie bereits erwiihnt, ist ¥, in einer Form darstellbar, welche
den Beweis, dass ¥, wirklich die Losung fiir das innere Problem
ist, vereinfacht.

Es sel z irgend ein Punkt im Innern oder auf der Be-
grenzung o des von der gegebenen Curve oder Fliche & um-
schlossenen Gebietes, und do ein Element von 5. Haben dann

3, F/ die Kingangs erwihnten Bedeutungen, so definieren wir die
Function (Dg)_ durch

(Do), = Ecos 8da.

1 a a. O. XIII. p. 750, 751.
: 10*
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(Dg), ist gleichwie (ds), eine harmonische Function der Coordinaten
des Punktes 2 und bedeutet, je nachdem ¢ eine Curve oder Fliche
ist, entweder den doppelten ¥licheninhalt des vom Punkte z und
den Eckpunkten von ds gebildeten Dreieckes, oder das dreifache
Volumen der Pyramide, deren Basis do ist, und deren Spitze in z
liegt.

Der Einfachheit halber nehmen wir ferner die Lingeneinheit
derart gewihlt an, dass die Entfernung zweier Punkte der Be-
grenzung hochstens gleich 1 ist, woraus

E<1
und fiir cos 8 >0, d. h. fiir alle hier betrachteten Curven und

Flichen

(16) %—Ecosaz&

Bildet man successive die Funectionen

fo =0, f A f F1de),—(D3)]
(1) ,
=9, f /@9, —(Ds),}

so erkennt man zundichst, dass, weil alle Elemente [(d¢),— (Do) ]
nach (16) positiv sind,

<G, + / [(d9),—(D3)]

<6 —- / (D3),)

sein muss. Nach der Bedeutung von (Da), ist aber f Do), ="-+1)Q,

wenn 2 den Flichen- oder Rauminhalt des von ¢ wmschlossenen
Grebietes vorstellt, also wird

' 41
< G p=1—""T1o,
und ebenso ist die Relation
S, > Ky

zu beweisen. Nimmt man zur Vereinfachung f, also auch K positiv
an, so besagen diese fiir '/, erhaltenen Ungleichungen, dass auch 'f
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positiv, und sein Maximum hochstens G w ist. Ebenso ist "/ positiv,
und sein Maximum hochstens gleich Gp? w. s. £, allgemein

0< <6 =12

Daraus folgt, dass

co n
_ v (%) P
‘Rﬂ—l—l!_— E(——l) f8 <G1——}L’
sowie dass die durch
(18) o= (1", O =/,
0

auf o definierte Funetion daselbst auch stetig ist und die Functional-
gleichung

1
(19) R / Fds),—Ds)] =/,
erfillt. Denn es ist

s f Fl(ds),—(D3)) =
=2 (%_ll f “f @), — (D), + f R, (@), —(D9)]

— 2 (— 1)7’ ((H_l?fs _{}3 (”)f's) +fRn+1 [(d 0')8 — (D G)é]
0
und die linke Seite von (19) wird nach einigen Reduetionen
1
fs + {}s Rn+1 + Rn+2 + Eh;fRn-i»l [(d 6)3 - (D G)s])

was sich von f, beliebig wenig unterscheidet.

Nach dem oben beniitzten Neumann'schen Satz counvergiert
die fir die Innenpunkte ¢ des von & umschlossenen Gebietes
definierte Function
”

e [ o),

Iy
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wenn i sich dem Punkt s von ¢ nihert, nach dem Werte
F4+oF + .1 Fue.
s s s }HT.‘ s
andererseits ist

im (709, = [0,

und daraus folgt, dass

1 1
vo— =
(20) V. = kr.fF(dG)i }“;/F(Dc)i
dem Randwerte

F 40,7, ;;;/F(dc‘s“%/F(Dc)s ~7,

wie verlangt wurde, zustrebt.



