
Uber die Neumann'sche Methode des arithmetischen 
Mittels. 

Von A. Tanber in Wien. 

K. N e u m a n n  hat die Giltigkeit seiner ,Methode des arith- 
metischen Mittels ~' I) f~r die LSsung des Dirichlet'schen Problem% 

eine harmonische Function ffir ein Goblet zu construieren~ 
auf dessen Begrenzung die Wertc dieser zu suchenden Func- 
tion in bcliebiger~ jedoch stetiger Weisc vorgeschrieben sind~ 

unter der Bedingung dargethan~ dass die Begrenzung aus einer 
einzigen geschlossenen Curve oder Flache besteh% welche 

1. ~iberall convex nach Aul~en ist~ 
2. nicht zu jenen gehSrt~ welche It. N e u m a n n  als zweisternig 

bezeichnet. 
Zu den durch 2. ausgeschlossenen Gebieten gehSren aber 

z. B. unter den ebenen das D~'eieck~ unter den raumlichen das 
Tetraeder etc. Es soll deshalb im Folgenden der Nachweis f(ir die 
Giltigkeit der Mcthode des arithmetischen Mittels geh~hrt werden~ 
wcnn .1.ediglich die Bedingung 1. festgehalten wird. 

Ubrigens erlaubt speciell ffir das inhere Problem eine gering- 
f~igige Modification der Neumann'schen Methode~ e~ne Function zu 
finden~ ft~r welehe der Bewei% dass sic wirklich die LOsung des 
innern Dirichlet'schen Problems is% etwas einfachcr ist. - -  

Es sei entweder in der Ebene eine gesehlossene Curve % 
oder im Raume eine gesehlossenc Oberfl~che z gegeben und es 
seien auf z irgend welche Werte f in bestimmter~ jedoch stetiger 
Weise vorgeschrieben. Ferner bedeute in Beibeh~ltung der Neu- 
mann'schen Bezeichnung 

h die ZaMen 1 oder 2~ jenachdem es sich um die Ebene 
oder den Raum handelt~ 

r den ebenen oder r~iumliehen Innenwinkel der Curve oder 
Fl~iche z in einem ihrer Punkte s~ wobei zur Abkfirzung 

gesetzt werd% und 

1) Abhandlungen tier math.-phys. Classe d e r k .  s. Gesellsch~ft der Wissen- 
schaften XIII. p. 705, XIV. p. 563. 
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(da)~ eine in folgender Weiss definierte GrSl?e: Ist do ein 
Element der Begrenzung z~ x irgend ein nicht auf do ffegender 
Punkt der Ebene oder des Raumes~ ~ der Winkel, den die Rich- 
tung der innern Normale "con do mit der Riehtnng der Geraden 
yon do naeh x bildet, endlieh E die Entfernung des Pnnktes x 
vom Element do, so soll 

_ _  COS (d d 

sein; (dz)~, ist alto der Winkel~ unter welchem do yon x aus ge- 
sehen wird und aueh in der Form 

darstellbar~ wenn u die L~tnge des Perloendikels ist~ welches yon x 
auf die Tangente~ resp. Tangentia]ebene des Elementes do gef~tllt 
wird. 

Mit Hills dieter Bezeichnungen sollen in irgend einem 
Ptmkt s auf ~ die Functionen 

�9 / 
(1) f. ~., . ~  ~: ( !  . .@. ~ .f. ( i  lalld :).~ / 

definiert werden. Hiebei ist iedes Integral auf der reehten Seite 
der Grenzwert desjenigen Integrales, welches fiber sine dureh 
Hinwegnahme einer der Null zustrebenden Umgebung yon saus  
entstehende Curve oder Fl~ehe zu erttreeken ist. 

Dann ist zun~ehst clef folgende Hilfssatz zu beweisen: 
,,Bezeiehnet man die Maxima -con f~ f'~ f " , . . ,  auf 

7~mit G, G', G",.. .~ und die Minima yon f, f ' ,  f " , .  .. auf 
,mit K~ K'~ K"  .. ~. .~ so besteht die Ungleiehung 

(2) G"--K"  < ~.~ (G--K), 

,~wo die Gr~13e k derart bestimmbar ist~ dass sis nut yon der 
,Gestalt -con z, nicht aber yon den jedesmal vorgesehriebenen 
,;Werten f ,  abhUngt und kleiner ais 1 (nieht gleieh 1) ist." 

Immer .corausgesetzt~ dass a convex ist. K. N e u m a n n hat Nr 
die yon ibm betraehteten Curven und Flgehen die Ungleiehung 

G ' - -K '  < X(G--K)  

bewiesen, 1) in welsher die positive Gr613e ?, ebenfalls die obige 
Eigenschaft besitzt~ und far X die Bezeiehnung ,Configurations- 

~) a.  a .  O. X I I I .  p.  760.  
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constante yon s" gcw~thlt. Eine derartige GrSi~e existiert z. B. 
far das Dreieck nieht. 

Fttr irgend zwei Punkte 27 ff auf der Begrenzung ~ hat die 
Function f '  gemi~g der ersten Gleichung (1) die Werte 

=b4+~  

= L 4  + hw. {K+(/--K)}(d~)~ 

und durch Subtraction erhalt man unter Bertteksichtigung yon 

die Identiti~t 

- -  ~ ( G - - I ~ )  - -  {~ (/q--K), 
woraus, well ftir die convexe Curve oder Fl~tehe ~ die I} Null oder 
positiv sind, 1) bei f~ ~ f ~  

~ o  __<,:-,: ~ o-~-~ [?~-,~ ~o~, §  ~o~ l 
resultiert. Nunmehr dtirfte es jedoch geniigen~ sieh auf die beiden 
speeiellen FMle des Dreieekes (far die Ebene) tm4 des Tetraeders 
(fttr den Raum) zu besehranken~ da im allgemeinen Fall der Gang 
des Beweises analog bleibt. 

Wit  theilen die Begrenzung z des gegebenen Dreiecks a 1% % 

t ~  a~ 

az 

�9 r v 
mit Hilfe der oh'el Punkte cq a 2 a 3 in 6 Theilstreeken~ Nr welehe 
die Bezeiehnungen 

(4) 
, v t �9 

1) a. a. O. XIII. p. 737. 
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eingefiihrt werden mSgen. Ferner werde gesetzt 

so dass % die der Eeke a gegenttberliegende Seite und % den 
Inbegriff der beiden in der Eeke a zuszmmenstoi~enden Theil- 
streeken vorstelltl 

Nun werde einem Punkte zuf % die Seite %~ somit jeclem 
Punkt a u f a  (wenigstens) eine Seite zugeordnet. Auf solehe Art 
sei z. B. dem obigen Punkte p die Seite ~ zugeordnet worden. 
Alsdann ist offenba B weft stimmtliehe (dz)p ~ 0 sind~ 1) 

es ist ni~mlich das Integral auf der rechten Seite blol~ tiber einen 
Theil yon z~ die Seite ~ erstreckt. Der Definition nach ist abet 

%dz 

wean d ~/ ein Element yon % up das Perpendikel yon T ~us auf die 
Tangente an der Stelle d% d. h. in unserem Falle auf die Seite ~ 
selbst,uncl E die Enffernung des Pnnktes P yon dz~ ist. Und well 
d~s Perpendikel yon irgend einem Pnnkte yon ~ anf die ihm zuge- 
ordnete Seite ein yon ~ull versehiedenes Minimum u hat ~ u ist 

t t r 

das kleinste der 6 Perpenclikel~ die yon den 3 Punkten %; %; % 
anf die Seiten des Dreiecks %, %; ~l~ %; ~:~ % za fallen sind~ 
so folgt 

U P 

wenn l) die griil~te Enffernung zweier Pnnkte yon a ist. Dies 
ergibt 

_ _  - G - - f )  d ~ 

uncl eine analoge Ungleiehung ftir ~/, dem die Seite a a. zt~geordnet sei 

1) a.  a .  O.  X I I L  p.  753.  . 
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Somit kann statt (3) geschrieben werden 

,J 

Far den Fall i = j  folgt aber hieraus 

O < f ~ - - f s  < G--K 1_ u ) / (  

and da fd~ die L~nge der Seite % demnaeh nieht kleiner ist~ ale 
die kleinste Seite d des Dreieckes~ so tolgt welter 

o <f;./s __< (G-  K)(t--. ,)  
1 ?~ 

(D ~ m d *  

Also besteht zwischen dem Maximum G" welehesf '  auf dem 
cr i 

Theile ~i besitzt, and dem Minimum K '  welches f '  aufai besitzt~ 
weil allen hmk~en auf ~s die Seite ss zugeordnet ist~ die Un- 
gleiehung 

) , 1 ucl 
(6 G' - - / ; o < ( G - - K ) ( 1 - - ~ ) ,  m - -  

a i �9 ~ ~ D 2 

mit cleren ttilfe leieht die Riehtigkeit 
gleiehung 

der naehfolgenden Un- 

(7) G " - - E '  < (G--_g)(1-- ~ . )  

zu zeigen ist~ wofern x kleiner gewithlt wird~ als jede der beiden 
d' I d' GrSl]en ~ und ~ ,  nnter die kleinste der Streeken ~/~ ver- 

standen. 
Denn entweder ist bereits 

G'--K'  < (G--K)(1--m~-x), 

dann muss wegen 

G":- K" < G'-- K' 

aueh die Ungleichung (7) st~tthaben. Oder es ist 

(8) G'--  K'  > (V -- K) (1 - -  ~ x), 
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G'--K' 1 
woraus G - - K ~  1 _ _ ~  x und somit aus (6), wegen Km ~ ~, die 

weitere Beziehang 

resultiert. Dieselbe beweist die Behauptung: 

(lo) 

(I) 
entweder es ist G" ~. G'--  ~ (G'-K'), 

, (D 

oder es ist K > K" -[- ~- (G'-K'). 

Betraehtet man jetzt irgend zwei Punkte 2~ ~ auf der Be- 
grenzung z, fiir welche f ~ ' ~  f ; '  ist, so erh~tlt man die zu (5) ana- 
loge Ungleiehung 

(11) o < / ~ ; ' - / ; ' < G ' - ~ c  ~ z)~ ( G ' - f ) ~ +  f'-K')d5 

in welcher i und j gleieh oder ungleich sein k(innen. Jedenfalls 
ist die Summe der beiden in der obigen Klammer stehenden 
Integrale nicht kleiner als 

wobei f~r v eine sowohl yon i als auch yon ]" versehiedene Zahl 
aus 1~ 2~ 3 zu wiihlen ist~ denn dann ist ~i, ein Theil yon % und 
~ .  ein Theil yon z. Jedes der beiden letztei1 Integrale ist abet 
tiber einen Theil yon % erstreckt. Entweder ist jetzt 

G ' ~ G "  (" , , ~ ( G - K ) ,  

demnach auch a~f ~ welches ein Theft ~on a ist~ 

/ '  < G' - ~ (~i-K') 
und daher 

oder es ist nach tier Bemerkung (10) 
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demnaeh a~eh auf z. 
3r  

f ' >  K' @ 4-(G'--K' ) 
und &her 

= -~ ((;'--K') d%. f(f''K')d~. > 4  )j �9 

Zusammengefasst ergibt sieh also 

(12) j i  G'--f')d~ + f(f'--K')dzj > 4 (G'__K')d', 

und die Ungleiehung (11) ist ersetzbar dureh 

. . . .  ] O < / ~ - - f ; < G - - K  1 u = r. D ~ (G' K') d' 

d r 

< G'--K'--o,~ (~ ' - -  K') 7,) 

< (G'-- K') (1 --  ~ ) ,  

4d' 
da z < 7 sein sollte. Wegen G'--K'~ G--K ist somit die za 

beweisende Ungleiehung (2) erftillt~ wenn maa nur die dort 
stehende Grsl3e k ~ gleieh 1--tu2z wghlt. 

Um den Elilfssatz (2) ftir kgend eine gesehlossene tiberall 
convexe Cm've z zu beweisen~ zerlege man dieselbe in drei 
Theile zl, %, %, wobei darauf zu aehten ist~ dass kein ebener 
Theil von~ % wofern ein soleher existiert~ zerstttekt wird~ d. h. 
gleiehzeitig mit zweien der Theile q ,  z 2, z s je eine Cm'venstreeke 
gemein hat. Dann werden jene Punkte' der Curve z~ deren Ent- 
fernung yon den Punkten des Theiles z~ eine gewisse Gr~51~e e' 
tibersehreitet~ auch yon sgmmtlichen Tangenten. des Theiles z~ einen 
Abstand haben~ weleher ebenfalls eine gewisse angebbare Gr~SlSe e 
iibersehreitet. 

Nun zerlegen wir jeden Theil % abermals in 2 Theile ~;,.~ %. 
nnd riehten die ]3ezeiehnung derart ein~ dass zwei Theile z,~.~ welehe 
denselben zweiten Index haben~ an einander grenzen. Solehe zwel 
Theile fassen wir unter der :Bezeichnung %. zusammen und ordnen 
jedem Punkt yon % den Theil % zu. Dadureh wird erreicht~ dass 
d~s l~erpendikel eines l~un!~tes 2 yon z auf eine Tangente in einem 
Punkte des 2 zugeordneten Theiles bestgnclig grtil3er als eine an- 
gebbare Grt~l~e u ist i u. s. f. ganz analog dem obigen ]~eweisgang. 
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Sei andrerseits ein Tetraeder mit den Ecken a~ a~ a s a~ ge- 
geben. 

Die der Ecke a i gegentiberliegende Flaehe werde mit zi be- 
zeiehnet und in 3 Theilflgehen zerlegt; etwa dadureh~ dass yon 
einem im Innern des Dreieeks z~ befindliehen Punkt a' 3 Gerade 
nach den Halbierungspunkten der Seiten des Dreieeks z~ gezogen 
werden. Auf diese Art entstehen 12 Theilflgchen~ welche wir mk 

z~ i ~ x  i~z---~1~2~3~4 

bezeichnen~ so dass zi~ die Fl~ehe jones Viereeks vorstellt~ welches 
den Punkt a~ und die Eeke a zu Eekpunkten hat. Die Gesammt- 
heit der drei in der Eeke ct zusammenstolgenden Theilfli~ohen zi~ 
werde unter der Bezeiehmmg % zusammengefasst. Daher ist 

Wird nunmehr einem Punkte der Tetraederober~ehe ~ welcher 
sieh auf dem Theile ~ befindet~ die Fl~tehe z i zugeordnet~ so kann 
analog~ wie oben beim Dreieek~ welter gesehlossen werden: Die 
L~nge des yon irgend einem Punkte der Flacho al auf die zuge- 
ordnete Fl~che z~ gef~llten Perpendikels ist grSl3or als eine angeb- 
bare yon Null verschiedene positive Grs~e % und es besteht daher 
die der Ung!eiehung (5) entspreehende 

= 2-~ D - - s  G - -  f )  d z~ f - - K )  , 

wenn die zwei Punkte is, q der Oberflgehe die Bedingung f~ ~ f ~  
erfttllen~ and s~ resp. sj denselben zugeordnet sin& Bezeiehnet 
ferner d die Grille der kMnsten der Flachen % D die grSl~te Ent- 

1 
fernung zweier Punkte auf z~ und wird ~ = 2--~ D ~ d gesetzt~ so 

restultieren die Ungleichungen 

(6') ~ '  K '  = o - -  ~, < (G--K)(~-- , , , ) ,  

wobei G' K'  1Kaximum end ~Iinimum yon f '  auf a i vorstellen. 
a i ~ a i 

d' 1 
W~hlt man ferner x kleiner als jede der beiden GrSl3en ~-~ und - -  
so gentigt zum Beweis yon 

(7') G " - - K "  < (G- / s  - -  ~sx) 



{Jber dis Neumann'sche Methode des arithmetischen Mittels. 145 

wiederum~ wie oben~ die Betrachtung des Falleg wo 

(8') (G'--K') > ( G - - K )  (1--o~z)  

erffillt ist. Dann gilt aueh der Satz: 

Entweder ist G' ~ G' ~ - -  ~ -  ( ~ ' - - K ' ) ,  

(io') 
odor es ist K '  > K '  tu o~ - -  7_ ( G ' - - K ' ) .  

Ebenso erhslt man bei Betraehtung irgend zweier Punkte 
p, q auf o, ft'tr welehef~' _~f: '  ist, die zu (11)analoge Ungleiehung 

. . . . . .  K, l [f / ] (11') O%/~o--.t; < - �9 (G'--f')do, @ f'--K')cl 5 
~ D 8 2:: 

und die Surnme der in dee Klammer stehenden Integrale ist jeden- 
falls kleiaer als 

/ ( G ' - - f ' ) d % q - f ( f ' - - K ' ) d s .  , 

wo v yon i und j versehieden za wahlen ist. Da diese beiden 
Integrale tiber Theile yon % erstreekt sind, eNibt die Bemerkang 
(10'), wie oben beim Dreieek~ 

(12') fiG'--f)d% @jif'--K')dq~ .'> ~-(G'-K')d', 

unter d' die kleinste der Fl~tehen z;~. verstanden~ und sehliel~lieh 
aueh die Riehtigkeit der zu beweisenden Ungleiehung (7'). 

Um den Hilfssatz (2) fttr irgend eine gesehlossene eonvexe 
Fl~tehe o ztl beweisen, zerlege man dieselbe in 4= Theile o1, %~ za~ % 
wobei darauf zu aehten ist~ 

1. dass bei dieser Zerlegung kein ebener Theil yon o~ wofern 
ein soleher vorhanden ist~ zerstfiekt wird, 

2. dass~ wenn % % irgend zwei der Theile ax, % % ~ sind~ 
eine Theilflgehe ai~. auf o~ eonstruierbar ist, welehe nirgends 
an % grenzt~ und 

3. dass die drei so entstehenden Tlaeilflttehen o~ der Fl~tehe o~ 
die letztere g}tnzlieh iiberdeeken. 
Die drei Theile ~ .  mit gleichem zweiten Index fassen wit 

unter der Bezeiehnung % zusammen und ordnen jedem Punkt 
yon % den Theil % zu~ u. s. f. wie oben. 

Mit Hilie der Ungleiehungen 

G"--K" < k2(G--K), G,,,,_K,,,,.~ k2(G,,_K,,),. .., 
Monatsh. f. Ma~hematlk u. I~hysik. Y.  J a h r g .  10  
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yon denen die zweit% etc. ebenso wie die erste beweisbar is% trod 
der folgenden 

G'--K' < ~--~, G'"'--K'"' < a"'-- K'" 

erhi~lt man 

G(")--K (~) < P - ~ ( G - - K )  n = 1, 2 , . . . ,  

wodureh gezeigt is% dass sieh G (~) und K ~ mit waehsendem n ein 
und derselben bestimmten endliehen Grsl~e C n~thern. Ebenso folgt 
sofor% dass 

(DO 

(13) 

= ~, (-1)~+~(c--/(9 

zwei auf s stetige Funetionen sind~ weft die reohtsstehenden Reihen 
gleiehm~tNg fttr die ganze Erstreeknng yon s eonvergieren; es ist 
ni~mlich C - - f  (~) ] < G (~)-K(~), also " 

R'  

~t-[- l" 

(--1)~+1(0--/~)) < ~ ( G - - K ) .  
n n t - 1  

Diese beiden Funetionen ,~ und r gentigen den naehfolgenden 
Ftmetionalgleiehungen 

c + < - , ~ . - - A  
(1~) 

c +  ,,<+,~. : Z  

~' r genau wie 3 "  naeh der ersten Formel (1) bildet W e I l l l  m a l l  , s 

'f, *" = < < + h ~  ,~ (e~),. 

Denn die Gleichangen 
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o , J  

. 

0 ~ 

ergeben nach einigen Recluetionen unter Ber~ieksiehtigung yon 

5 f (c_/(3 (d~)~ (.+. = ( c - 2  ) -  ~ (c-r%...  

die Relationen 

' R' 1 R+~ (d~)~ ~: + % § c - A  = o J%+~ + ,+~ + 

und die rechte Seite kann dureh Vergr(i~erung yon n beliebig 
klein gemaeht werden. 

Iqunmehr zeigt ein allgemein~ nicht blo~ fiir die bier in Rede 
stehenden Curven und Fl/~chen giltiger l~eum~nn'scher Satz~ ~) dass 
die ffir die Punkte a des au~erhaib ~ befindlichen Gebietes definierte 
Function 

(15a) (P~=  C ~  , (d~)~ 

das /~ul~er% und die ftir die Punkte i des innerhalb z befindliehen 
Gebietes definierte Function 

das innere Problem l(ist. 
Wie bereits erwahnt~ ist (F~ in ciner Form darstellbar~ welche 

den Bewei% dass (F, wirklich die LSsung fiir das innere Problem 
ist~ vereinfacht. 

Es sei x irgend tin Punkt im Innern ocler auf tier Be- 
grenzung z des yon der gegebenen Curve oder F1/~ehe z v.m- 
sehlossenen Gebietes~ und da ein Element yon a. t taben dann 
8~ E die Eingangs erw/~hnten Bedeutungen~ so definieren wir die 
Function (D~)~ dutch 

(D z)~ : E cos ~ d z. 

1) a. a. O. XIII. p. 750~ 751. 

1o ~ 
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(Dz)~ ist gleichwie (dz)~ eine harmonisehe Function der Coordinaten 
des Punktes x nnd bedentet, je naehdem z eine Curve oder Flaehe 
ist~ entweder den doppelten Fl~tcheninhalt des vom Punkte x und 
den Eckpunkten yon do gebildeten Dreieckes, oder das dreifache 
Volnmen der Pyramide, deren Basis do ist, und deren Spitze in x 
liegt. 

Der Einfachheit halber nehmen wir ferner dig L~ingeneinheit 
derart gew~thlt an, dass die Entfernung zweier Punkte der Be- 
grenzung h~chstens gleich 1 ist~ woraus 

und fiir cos ~ => 0, 
Flachen 

E < I  

d. h. far alle hier betraehteten Cnrven und 

cos 
(16) E ~ - - E c o s 8  ~ 0. 

Bildet man successive die Funetionen 

Z = ~. Z § i~  / [(4 o)o,- (D o).] 
(17) 

'Z = ~//. § -h~ 7[(~).--(Do).l, 

so erkennt man zunaehst, dass, weil aile Elemente [(d ~)~ (Dz).] 
naeh (16) positiv sind, 

sein muss. Nach der Bedeutung yon (Do) ist aber/(Do)---~(h-~ 1).Q, 

wenn f~ den Flaehen- oder Raumlnhalt des yon z umschlossenen 
Gebietes vorstellt, also wird 

hff-1 
h= 

und ebenso ist die Relation 

zu beweisen. Nilnmt man zur Vereins f~ also aueh K positiv 
an, so besagen diese far ~f erhaltenen Ungleichungen, dass anch '3" 
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positiv~ und sein Maximum htichstens G ~ ist. Ebenso ist " f  positiv~ 
und sein Maximum hSchstens gleich G t~ ~ u. s. f.~ allgemein 

o < (") /<  G~ ~' . . .  

Daraus folgt~ dass 

I/~+~ L: 

sowie dass die durch 

co n 

~ ( - t ;  ('~s < G i . ~ ,  
nH-I 

o o  

(18) F = ~ ( - -  1) ~ (~f8 (0)f~ = f~ 
0 

auf z definierte Function daselbst auch stetig ist und die Functional- 
gleichung 

(,9) + + =/ .  

erfiillt. Denn es ist 

1 f f  [(d ~)~-- (D ~)J = h= 

'~ ( - - I )~  ;(~)fr(d flg 
0 

und die linke Seite yon (19) wird nach einigen iRedttctionen 

I/'R 

was sich yon f~ beliebig wenig unterscheiclet. 

Nach dem oben bentttzten Neumann'schen Satz convergiert 
die fttr die Innenpankte i des yon z umschlossenen Gebietes 
definierte Function 

{* 
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wenn i sich dem Punkt  s yon z n~thert~ nach dem Werte 

J 
andererseits ist 

und daraus folgt.,~ class 

dem Randwerte 

wie verlangt wurd% zustrebt. 


