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Fluiddynamik bei quer angestromten Zylindern

D. Sucker und H. Brauer, Berlin

Investigation of the Flow around Transverse Cylinders

Abstract. The steady incompressible flow around a circular cylinder has been investigated. Numerlcal solutions of

the full Navier-Stokes equation have been obtained for a range of Reynolds numbers from Re = 10 ¢

to Re = 1,2-10%

The calculated velocity distributions allowed to determine the values of the drag coefficient, the angles of separa~
tion, and the wake lengths. They depend on the extend of the numerical field. These quantities can be predicted

now by means of correlations, which are in good agreement with all available experimental and theoretical data. -
Especially it is presented a drag equation for the range of Reynolds numbers from Re = 107* up to Re = Re,, . The

critical Reynolds number,
Reynolds numbers, Re < 10
Navier-Stokes equation.

Rekr . is a function of the turbulence intensity. This function is known. For very Iow
, there is an analytical drag equation, that based on Oseen type linearization of the

Zusammenfassung. Die vorliegende Untersuchung befaft sich mit der stationaren Umstrémung eines einzelnen
Krelszyhnders Die vollstdndige Navier-Stokessche Gleichung wurde fiir den Bereich der Reynolds-Zahl von

Re = 10°*

bis Re = 1,2 + 10° numerisch intergriert. - Die das Strémungsfeld kennzeichnenden Merkmale sind der

Stromungsw1derstand die GroRen filr die Ablésung der Strémung sowie die kritische Reynolds-Zahl. Sie sind ab-
héngig von der Ausdehnung des umgebenden Fluids. Zur Berechnung dieser GroBen werden Gleichungen mit prak-
tisch bedeutsamen Gliltigkeitsbereich mitgeteilt. Diese Berechnungsgleichungen sind durch theoretisch-numerische
Daten sowie durch zahlreiche Mefdaten gestlitzt. - Insbesondere wird ein Widerstandsgesetz erdrtert, dessen Gilil-
tigkeit im Bereich der Reynolds-Zahl von Re = 107 bis zur kritischen Reynolds-Zahl theoretisch und experimen-
tell einwandfrei gesichert ist. Es ist das bisher umfassendste Widerstandsgesetz fiir Kreiszylinder. Fiir kleinere
Werte der Reynolds-Zahl als Re = 10 * wird ein analytisches Néherungsgesetz fiir den Widerstandsbeiwert mitge-

teilt.

Formelzeichen eA Ablosewinkel vom hinteren Staupunkt ge-
d Zylinderdurchmesser . messen . - .
F Schattenflache des Zylinders p“ Ili/}gzsmeiccllisccl?tee \élessk%sl;t%tsdes Fluids
* bezo Lange des Riickstrd - o L . -
1 bieetegéene ge des ckstromungsge ®,¢ ;’ o_rthche, bezogene drtliche Wirbelstérke
p,p* értlicher, bezogener drtlicher Druck L drtliche, bezogene drtliche Stromfunktion
R Zylinderradius w_.d
r,r” radiale, bezogene radiale Koordinate Re = Reynolds-Zahl
W Stromungswiderstand des Zylinders v
w_ Anstromgeschwindigkeit des Fluids
W W’r ortliche, bezogene ortliche Geschwindig- Rekr kritischer Wert der Reynolds-Zahl
keitskomponente in radialer Richtung
Wy, WE ortliche, bezogene drtliche Geschwin- _ ) w!
0r s digkeitskomponente in Umfangsrichtung Tu= Wy, Turbulenzgrad
w' zeitliche Schwankungsgeschwindigkeit
¢ Widerstandsbeiwert des Zylinders
QD, gR Druck- und Reibungsanteil des Wider- )
standsbeiwerts Indices
S Umfangswinkel vom vorderen Staupunkt r in radialer Richtung
gemessen G in Umfangsrichtung
1. Einleitung 50 < Re < 160: Umstrémung mit instationdrem Doppel-
wirbel; schlielich periodisches Ab-
Die Umstrémung von Zylindernist bereits hdufig experi- schwimmen und Neubilden der Wirbel.
mentell und theoretisch untersucht worden. Anhand der 180 < Re: Umstrémung mit aperiodischem Ab-

MeBergebnisse 18Rt sie sich mit Hilfe der Reynolds-Zahl

schwimmen und Neubilden der Wirbel.

folgendermaBen einteilen:

0<Re< 6:
6 <Re< 50:

ADplosungsfreie Umstrémung.
Umstrémung mit stetig wachsendem Abls-
sungsgebiet auf der Zylinderriickseite; es

tritt ein stationdrer Doppelwirbel auf.

Die gewonnenen Erkenntnisse reichen jedoch noch nicht
aus, um von einer eindeutigen Klidrung der Zylinderum-
stromung ohne und mit Ablésung sprechen zu kénnen.

Vor allem fehlen bislang noch verléBliche Information iiber

die AblSsung der Strémung aufder Riickseitedes Zylin-



dersund ein iiber weite Bereiche der Reynolds-Zahl expe-~
rimentell und theoretisch gesichertes Widerstandsgesetz.

Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zur Kldrung
der stationdren Zylinderumstromung liefern. Dazu wer-
den zunéchst die vollstédndigen Navier-Stokesschen Glei-
chungen mit Hilfe bew&hrter Differenzenverfahren nume-
risch integriert. Bei den Rechnungen wird davon ausge-
gangen, daB keine freie Konvektion auftritt und daB es
sich um ein Newtonsches Fluid mit konstanten Stoffwer-
ten handelt. Sind die Geschwindigkeitsfelder bekannt, so
lassen sich Untersuchungen liber den Stromungswider-
stand sowie lber alle mitder Abldsungder Strémung auf
der Zylinderriickseite zusammenhéngenden Erscheinun-
gen anschlieBen. Die theoretisch-numerischen Ergeb-
nisse werden mit MeBdaten sowie mit anderen theoreti~
schen Daten verglichen.

Uber den EinfluB der Strémung auf den stationfren
sowie auf den instationdren Stoff- und Warmetransport
durch gylindrische Phasengrenzfldchen wird in einer

weiteren Arbeit berichtet.

2. Mathematische Grundlagen und Definitionen

Die Strémung um den Zylinder 188t sich mit Hilfe der
Navier-Stokesschen Gleichung in Verbindung mit der
Kontinuitétsgleichung beschreiben. Fiir den zweidimen-
sionalen Fall der Zylinderumstromung erhélt man fir
die Navier-Stokessche Gleichung in der dimensionsfrei-

en Schreibweise:
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Die Kontinuitédtsgleichung lautet:

H

)

or¥ (r Wi) * )
Es bedeuten r* und 6 die dimensionsfreien Zylinder-
koordinaten; © wird vom vorderen Staupunkt aus iiber
beide Seiten des Zylinders bis zum hinteren Staupunkt,

6 = 7, gemessen. Die verwendeten Kennzahlen lauten:

r¥ = % ortlicher Radius, (4)
W = Wy drtliche Geschwindigkeitskomponente
T W in radialer Richtung, (5}
w
WZ§ = —-VTG— ortliche Geschwindigkeitskomponente
&« in Umfangsrichtung, (8)
p* =—F— Grtlicher Druck, (7)
pw” /2
o
Wood
Re =——5—— Reynolds-Zahl . (8)

Hierin bedeuten d = 2R den Durchmesser des Zylinders,
L die Geschwindigkeit der Grundstrdmung, ¢ die Mas-
sendichte und v die kinematische Viskositdt des Fluids.
Zur Vorbereitung der Ldsung der gekoppelten Gin. (1)
bis (3) werden die Wirbelstirke & und die Stromfunk-
tion ¢ eingefiihrt. Die Wirbelstirke ¢ ist definiert als
der Betrag der Rotation des Ortlichen Geschwindigkeits-
vektors im Stromungsfeld:
dw
- . (9)

ow
i) _ r
o0

i

Die ortlichen Geschwindigkeitiskomponenten lassen sich
durch die Stromfunktion ¢ darstellen, die durch folgen-

de Beziehungen definiert ist:

®

o

Wy = 37 s (10)
__ 1%y

LA (11)

Die Stromfunktion und die Wirbelstarke lassen sich fol-

gendermalen dimensionsfrei darstellen:

* = i

y* = B Stromfunktion, (12)
oe

d* = aR Wirbelstarke . (13)
o0

Da sich die Werte der Stromfunktion und der Wirbel-
starke in der Néhe der Zylinderoberflache weitaus stédr-
ker 4ndern als in grofierer Entfernung vom Zylinder,

wird die Koordinatentransformation r* = e” eingefiihrt.
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Dadurch sowie unter Verwendung variabler Schrittwei-
ten sind die numerischen Rechnungen auch fir grofie Ent-
fernungen von der Zylinderoberfléche mdglich, obwohl
das Differenzenverfahren nur eine endliche Zahl von ra-
dialen Schritten erlaubt.

Beriicksichtigt man die Gln. (9) bis (13) in den ge-
koppelten Gln. (1) bis (3), so 18Rt sich die Strémung
um den Zylinder durch die folgenden dimensionsfreien
Gleichungen flir die Stromfunktion und fiir die Wirbel-

stdrke beschreiben:

2

¥* ¥*
D ‘lfz " o ¢2 — @eeGZZ (14)
0z ol
2% 25x% * 3
2°0%  »%0%  Re Dy*  pdF pyx de
bZZ 682 2 [}/ 06 RE) dz | .
(15)

Zu diesen gekoppelten Differentialgleichungen gehdren

folgende Randbedingungen:
#*
e=0,m w*-0, 2 -0, ex-0. (16), (17), (18)

" Dy
7 =0: wvf:o,b—wzzo. (19), (20)
Die letzten beiden Gleichungen miissen durch Gl. (14)
erfillt werden. Hieraus ergibt sich fiir die Wirbelstérke
die folgende Randbedingung:

2%
q;-;'c:_b_‘lﬁ_ .

(21)
bzz

z=0:

In sehr groBer Entfernung vom Zylinder soll Potential-
stromung vorliegen; eine weitere Randbedingung lautet
daher:

Z =12

y¥ = sin© <eZ - —1Z—>, d* - Q. (22), (23)

-
Die iterative Losung der Gln. (14) und (15) liefert das
gesamte Stromungsicld in der Néhe des Zylinders ein-
schlieBlich der Ablésung mit dem Doppelwirbel auf der
Zylinderriickseite.

Zur Kennzeichnung des Stromungswiderstandes dient
der Widerstandsbeiwert, der folgendermaBen definiert

ist:

W/F

=
Dwz /2
o'}

(24)

Es bedeuten W die Widerstandskraft, F die Schatten-

flache des Zylinders, p die Dichte sowie W die An-
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stromgeschwindigkeit des Fluids. Der Widerstandsbei-
wert setzt sich additiv aus einem Reibungsanteil und

einem Druckanteil zusammen:

C=Cp+lp - (25)

Ist die Verteilung der Wirbelstdrke &% im Strémungs-
feld des Zylinders bekannt, so lassen sich hieraus der
Reibungswiderstandsbeiwert QR und der Druckwider-

standsbeiwert QD mit Hilfe folgender Gleichungen be-

rechnen:
mn
4 .
= — (Pw :
QR Re f ( )Z:OSIHQ das, (26)
0
m 0 S|
_ 4 b@*) _4_f(o<1>-><—)
gD_I 1+Ref( DB G:OdZ+Re [ YA Z:Ode cosB dd.
0 0 0
(27)

3. Diskussion des Stromungsfeldes

3.1. Stromlinienfeld

Stromlinienbilder vermitteln einen Eindruck von den 6rt-
lichen Stromungsverhéltnissen. Sie zeigen Linien kon-
stanter Werte der Stromfunktion. Die Tangente an eine
Stromlinie zeigt die Richtung des Geschwindigkeitsvek-
tors an; sein Betrag dndert sich im allgemeinen langs
einer Stromlinie. Der Abstand zwischen zwei Stromlinien
gibt AufschluB tiber die Grofe der Geschwindigkeit: Kon-
vergenz zweier Stromlinien veranschaulicht Beschleuni-
gung des Fluids, Divergenzdagegen Verzdgerung. Senk-
recht zu einer Stromlinie findet kein konvektiver Impuls-
transport statt.

Die Bilder 1 bis 3 geben beispielhaft einige Stromli-
nien flir die gleichen Werte der Stromfunktion bei ver-
schiedenen Reynolds-Zahlen wieder. Bild 1 zeigt ein
Stromlinienbild bei ablosungsfreier Umstromung des
Zylinders fir Re = 1. Im Anstrombereich und im Ab-
strombereich des Zylinders verlaufen die Stromlinien
noch nahezu 8hnlich. Dieses weistauf eine schleichende
Umstromung hin, bei der die Trédgheitskréfte noch von
untergeordneter Bedéutung sind. InBild 2 liegt die Sym-
metrie der Stromlinien zur Aquatorebene des Zylinders
flir Re = 30 mit Sicherheit nicht mehr vor. Deutlich
sichtbar erscheint ein stationdrer Doppelwirbel auf der
Zylinderrickseite. Der Beginn der Stromungsabldsung
auf der Riickseite des Zylinders ist durch den Ablése-

winkel GA gekennzeichnet. Die hiervon ausgehenden
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Re=1 20

Bild 1. Linien konstanter Werte der Stromfunktion um
einen Zylinder fiir die Reynolds-Zahl Re = 1

Re = 30

Bild 2. Linien konstanter Werte der Stromfunktion um
einen Zylinder fiir die Reynolds-Zahl Re = 30

Stromlinien, ¥* = 0, umschlieBen das Gebiet der Riick-
stromung. Sie grenzen das Wirbelgebiet in fluiddynami-
scher Hinsicht gegeniiber der Auflenstromung ab. Da quer
zu den Stromlinien kein konvektiver Energiestrom auf-
treten kann, muB der zur Rotation des Doppelwirbels
erforderliche Energiebedartf allein durch molekularen
Transport von der AuBenstrdmung her gedeckt werden.
Innerhalb des Rlickstréomungsgebietes nehmendie Strom-
funktion und die Wirbelstidrke negative Werte an. Die
Wirbelzentren sind durch Kreuze gekennzeichnet. Im
hinteren Staupunkt ist die Stromung zum Zylinder ge~
richtet. Einbesonders gut ausgebildetes Riickstromungs-
gebiet weist das Stromungsfeld fiir Re = 100 auf, Bild 3.
Die Wirbelschleppe nimmt in diesem Fall eine Ausdeh-
nung von etwa 11 Zylinderradien ein.

Die fir die verschiedenen Strémungsfelder charak-
teristischen Gréfen des Strémungswiderstandes und der

Stromungsabldsung sollen im folgenden erdrtert werden.

D.Sucker, H.Brauer: Fluiddynamik bei quer angestrdémten Zylindern

Bild 3. Linien konstanter Werte der Stromfunktion um
einen Zylinder fiir die Reynolds-Zahl Re = 100

Die hierfiir berechneten Daten sind in Tabelle 1 zusam-

mengestellt.

3.2. Stréomungsabldsung

In Bild 4 ist der Ablosewinkel GA,

teren Staupunkt, abhéngig von der Reynolds-Zahl dar-

gemessen vom hin-

gestellt. Die eigenen theoretisch-numerischen Daten
sind als Doppelkreise eingetragen. Sie lassen sich gut

ausgleichen durch folgende Approximationsgleichung:

456
In Re - 1,83 0,

e =
3.107% .

A (28)
Ihr Giiltigkeitsbereich ist durch 6,23< Re < 103 gege-
ben. Erste Abloseerscheinungen treten bei Re = 6,23
auf. Die Ubereinstimmung mit bisher bekannten Mefer-
gebnissen und Rechenergebnissen ist gut. Lediglich die
theoretischen Werte von Krall [10] weisen erhebliche
Unregelmaéfigkeiten untereinander sowie gegeniiber
allen anderen Daten auf. Der durch einePfeilkennzeich~
nung hervorgehobene Wert flir Re = 200 ist beispiels-
weise kleiner als der bei Re = 50. Dies gibt Anlafl dazu,
die Zuverlédssigkeit der vonKrall berechneten Geschwin-
digkeitsfelder zu bezweifeln. Die MeBwerte von Homann
[2] liegen oberhalb der Kurve, die MeBwerte von Grove,
Shair, Perterson und Acrivos [3] dagegen unterhalbder
Kurve. In der zuletzt genannten Arbeit wird diese deut-
liche Abweichung zwischen den gemessenen Werten fiir
GA damit erklért, daf die Versuche beider Forscher-
gruppen bei verschiedenen Werten fiir das Verhélinis
B/d durchgefiihrt wurden. Mit B wird die Kanalbreite
der Mefstrecke und mit d der Zylinderdurchmesser be-

zeichnet.
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Table 1. Theoretisch-numerische Werte fiir die Widerstandsbeiwerte Co, Cr und ¢, fiir den
Ablsewinkel 94 und fiir die Ausdehnung des Riickstrémungsgebietes 1%*. Mit r* wird die radiale
Ausdehnung des numerisch untersuchten Feldes bezeichnet.

Re ¥ QR CD s eA 1%
0,0001 1054 20380,0 20180,0 40560,0
0,01 1054 211,7 213,0 4247
0,1 1054 28,635 28,602 57,237
bt 317 5,225 5,355 10,570
4 317 2,128 2,374 4,502
6 122 1,680 1,971 3,651
6,2 122 1,646 1,942 3,588
6,4 122 1,614 1,914 3,528 3,42
6,6 122 1,585 1,881 3,485 8,07
7 122 1,529 1,836 3,365 13,21 0,098
8 122 1,410 1,717 3,127 21,16 0,208
10 122 1,231 1,600 2,831 28,73 0,483
15 29 1,016 1,440 2,456 36,06 1,085
20 29 0,853 1,325 2,178 42,80 1,683
23 29 0,782 1,256 2,037 45,21 2,075
30 29 0,664 1,161 1,825 49,07 2,855
40 29 0,557 1,076 1,633 51,94 4,046
50 29 (0,485 1,035 1,520 56,01 5,321
60 29 0,434 1,001 1,435 58,40 6,395
70 29 0,395 0,976 1,371 60,44 7,421
80 29 0,364 0,957 1,321 62,08 8,642
100 29 0,318 0,924 1,243 64,76 10,940
120 29 0,263 0,941 1,204 67,11 13,476
90° ; T ]
! ! o ° )Q/V
X l H
< % ;
i
0 X
v it
0 |- el
! ! x X X { ;/ ‘
‘ " theoretisch - numerisch: | |
o) Re=623 ¥ x © Sucker, Tabelle 1
| ! 5 / X ¢ Dennys und Chang _
e | | ] T ‘ & Tokarni und Keller T
X | . ° ! ¢ Kawagufi und Jain
S ) % | & Hamilec und Raal
Y 30 9 T v Sonund Hanratty T
v i | f : Krall, el
2 @ | a xperimentell N
3 r— v@/@ o Taneda (B/d =33)
< : | o Homan (B/¢ =10)
. il % x Grove, Shair, Petersen
J 6 | und Acrivos (B/d=5) T*
i s Them (B/d=10)
0 i . . )

6 g0’ 2

i 6 8102 2 { 6 8107
Wi d

Reynolds -Zah! Re z ——

v

Bild 4. Abldsewinkel vom hinteren Staupunki aus gemessen in Abhéngigkeit von der Reynolds-Zahl; Kurve a nach
Gl. (28) ; Verhdltnis B/d von Kanalbreite B der MeRstrecke zum Zylinderdurchmesser d

Bild 5 zeigt die Langsausdehnung des Wirbelgebietes
auf der Rickseite des Zylinders abhéngig von der Rey-
nolds-Zahl. Die eigenen theoretisch-numerischen Daten,
dargestellt durch Doppelkreise, werden gut ausgeglichen
durch Kurve a, die mit Hilfe folgender Approximations-

gleichung berechnet wurde:

I* = 0,12 Re - 0,748 mit 6,23 <Re g 140. {29}
Ausgehend von Re = 6,23 wichst das Gebiet der Riick-
strémung mit zunehmenden Werten der Reynolds-Zahl.
Filr Re = 120 nimmt die Wirbelschleppe eine Lénge von

13 Zylinderradien ein. Die Kurve a gibt auch alle bis~
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20 T T T T ]03
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© Sucker 6
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- o Takami und Kellor eoretisch - numerisch
x! sl ° Kawaguti und Jain 2 ° Druckanteil ¢p 4]
" experimentell: 2 \ s Reibungsanteil §g
L o Taneda (B/d=33) 10 N
‘_qg 4= Acrivos, Leal, X 6
5 X Q
8) Snowden und Pan / A N
8 ol x(Br=20) o \\
g + (B/d=40) x g 2
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2
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) - W
Reynolds - Zahl Re = ¥od \ Reynolds - Zah! Re =%d
Bild 5." Radiale Ausdehnung des Riickstrsé- Bild 6. Druckwiderstandsbeiwert und Reibungswiderstandsbei-
mungsgebietes gemessen von der Zylinder- wert in Abhéngigkeit von der Reynolds-Zahl
oberflache in Abhéngigkeit von der Reynolds- 5
Zahl; Kurve a nach Gl.(29); Verhéltnis 10° g | I
B/d von Kanalbreite der MeBstrecke zum 5 ™ 107%
Zylinderdurchmesser d p ’\o~\\
B R
2
10*
6
4
2
A
107
E & I " Re=19"? i
2 o -
z, L L _[1n7
Q
)
g
s 2
L 02
3 10 o] =y 3
s, i — e p—
O o S —
4
2
o] 10° 4l Rez10°
10! I ——
© eigene Rechnung
4 ) Re=10" —— Werle‘ agch ‘
Bild 7. Widerstandsbeiwerte in Abhéngigkeit von radi- P H’_[— |TOIT:0!IIkla unc{ Ao

alen Ausdehnung des numerisch untersuchten Feldes; 7 3 r;
Parameter ist die Reynolds-Zahl; -.-.- nach Gl. (30) 2 4 6 0° 2 4 6100 2 46100 2 4
berechnete Werte . radiale Ausdehnung des untersuchten Feldes r*z (r/R)
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her bekannten MeBwerte und Rechenwerte fiir 1* befrie-

digend wieder.

3.3. Widerstandsgesetz

In Bild 6 sind die berechneten Werte flir den Reibungs-
widerstandsbeiwert und flir den Druckwiderstandsbei-
wert abhingig von der Reynolds-Zahl dargestellt; sie
werden durch verschiedene Kurveniste ausgeglichen.

Im Bereich der Reynolds-Zahl Re < 1 sind beide Wider-
standsanteile gleich grofi. Mit zunehmenden Werten der
Reynolds-Zahl im Bereich Re > 1 wéchst das Verhéltnis
von Druckanteil zu Reibungsanteil. Dabei deutet der Ver-
lauf des Kurvenastes flir den Druckanteil auf eine asymp-
totische Annéherung an einen konstanten Endwert fiir I;D
hin. Man darf darus schliefien, daR im Bereich hdherer
Werte der Reynolds-Zahl der gesamte Widerstandsbei-
wert( = QR + ';D tiberwiegend durch denDruckwiderstands-

beiwert bestimmt wird.

Die zudenGln. (14) und (15) gehérenden Randbedingun
gen gemiR Gln.(22) und (23) erfordern streng genommen
einen unendlich groflen Wert fir Z - Bei der numeri-
schen Auswertung des Gleichungssystems wére zur Erfiil-
lung dieser Forderung eine unvertretbar grofe Rechner-
kapazitat notwendig. Daher wurde bei den iterati-
ven Rechnungen zundchst angenommen, dafl mit ausrei-
chender Genauigkeit bereits in einer Entfernung von 29 ‘
Radien vom Zylinder Potentialstiréomung vorliegt. Kon-
trollrechnungen mit groferer Feldausdehnung haben je-~
doch gezeigt, daBl diese Annahme nicht allgemein gliltig
ist. Daher wurde hieriliber eine systematische Untersu-
chung vorgenommen. In Bild 7 ist der gesamte Wider-
standsbeitwert { = (‘;R + GD abhéngig von der radialen Aus-
dehnung des numerisch untersuchien Feldes bei verschie-
denen Werten der Reynolds-Zahl dargestellt. Die theo-
retisch-numerischen Daten, die durch Kreise wiederge-
geben werden, sind durch ausgezogene Kurven ausgegli-
chen; die gestrichelten Kurvenaste sind extrapoliert.

Mit zunehmender radialer Ausdehnung r* ndhern sich
die Kurvenasymptotisch einem konstanten Endwert fiir ¢.
Bei sehr kleinen Reynolds-Zahlen stellt sich ein End-
wert fiir { erst bel r* » oo ein. Mit zunehmender Rey-
nolds-Zahl wird ein Endwert bereits bei kleineren Wer-
ten von r* erreicht. Fiir Re = 10 erh&lt man schon bei
einer Feldausdehnung von 29 Zylinderradien einen zu-
verlédssigen Widerstandsbeiwert ; fiir Re = 10‘2 ist je-
doch ein Feld von 1000 Zylinderradien immer noch zu
klein. Die strichpunktierten Geraden in Bild 7 geben
Werte fiir den Widerstandsbeiwert wieder, die mit Hil-

fe der folgenden Gleichung berechnet wurden:
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9

¢ “Re(Z, 002 -InRe - (30)

Ihr praktisch sinnvoller Giltigkeitsbereich erstreckt
sich vonRe =0 bisRe = 10™%. Sie ergibt sich als Grenz-
gesetz fir sehr kleine Werte der Reynolds-Zahl aus fol-
gender Gleichung, die von Tomotika und Aoi [12] aufder
Basis der Oseenschen Ndherung mit Hilfe von Reihenent-

wicklungen hergeleitet wurde:
2

1 2 A 5 Re
i-x <A "2t 16) 32

Hierin lautet die Abkirzung A:

o

Ccmex ' (31)

A = 2,002 - In Re. (32)
Die Abweichungen zwischen den nach Gin. (30) und (31)
berechneten Werte betragen im Bereich der Reynolds-
Zahl Re < 10_1 hochstens 0,1%. In Bild 7 liegen die
asymptotischen Endwerte der Kurven fiir Re > 10_2 stets
unterhalb der durch die strichpunktierten Geraden dar-
gestellten theoretischen Werte. Dieses tritt um so deut-
licher inErscheinung, je grofer der Wert der Reynolds~
Zahlist. Mandarfdaraus schlieBen, daf das Widerstands-
gesetz gemiB Gl. (30) im Bereich Re > 1072 mit Sicher-
heit nicht mehr anwendbar ist.

Die Abhéangigkeit des Widerstandsbeiwertes von der
Reynolds-Zahlist inBild 8 dargestellt. Die Doppelkreise
gebendie eigenentheoretisch~-numerischenDaten wieder.
Die eingezeichnete Kurve a wurde mit Hilfe folgender

Approximationsgleichung berechnet:

1,96 1
Reo’5 1

4. 10»4Re

= +

=P +1,18

1,1-10°

+

(33)

Dieses Widerstandsgesetz wird durch die eigenen Re-
chenergebnisse bis Re = 50 und fir héhere Werte der
Reynolds-Zahl durch zahlreiche MeBwerte gestiitzt. Der
grofte relative Wiedergabefehler fiir die theoretisch-
numerischen Daten durch die Gl.(33) betrédgt acht Pro-
zent; die mittlere quadratische Abweichung gegeniiber
den MefRwerten im Bereich Re 50 betrégt zwei Pro-
zent. Der Giiltigkeitsbereich der Gl. (33) erstreckt sich
von Re = 10™% bis etwa Re = 2 - 10°. Die Kurve c stellt
die analytische Niherungsgleichung (30) von Tomotika
und Aoi [12] dar. Es zeigt sich, daB die Gl1.(30) flr
héhere Reynolds-Zahlen als Re = 7,4 negative Werte
liefert, diephysikalisch sinnlos sind. Mit abnehmenden

Werten der Reynolds-Zahl nédhert sich die Kurve a der
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Bild 8. Widerstandsbeiwert in Abhéngigkeit vonder Reynolds-Zahl; Kurve a: Widerstandsgesetz geméf Gl.(33);
Kurve b: Grenzgesetz nach Gl. (34) ; Kurve ¢c: Niherungslésung nach Gl. (30) von Tomotika und Aoi; Verhéltnis

B/d von Kanalbreite B zum Zylinderdurchmesser d

Grenzgeraden b, die mit Hilfe der folgenden Gleichung

berechnet wurde:

(34)

Sie stellt die Tangente an die Kurve c bei Re = 10—4

dar.
Die Auswertung der Gl.(30) von Tomotika und Aoi
zeigt, daf der Exponent n der Reynolds-Zahl in einer

Naherungsgleichung der Form

C = konst

Ren

(35)

mit abnehmenden Werten der Reynolds-Zahl stetig an-
steigt und erst fiir Re » 0 den Grenzwert n=1annimmt.
Die Konstante in Gl. (35) 14Bt sich fiir diesen Grenzfall
nicht bestimmen. Im Bereich hoher Werte der Reynolds~

4 und 2 - 105, ist der

Zahl, etwa zwischen Re = 2-10
Widerstandsbeiwert nahezu konstant, ¢ = 1, 18.

Oberhalb von Re = 2+ 105 nimmt der Widerstandsbei-
wert in einem begrenzten Bereich der Reynolds-Zahl
nahezu sprungartig ab. Dieses ist ein Kennzeichen da-
flir, daf die laminare Grenzschicht auf der Zylindervor-

derseite in den turbulenten Zustand libergegangen ist;

diekritische Reynolds-Zahl ist damit liberschritten. Ihr
Wert ist abhingig vom Turbulenzgrad der Stromung.
Den MeBwerten von Wieselsberger liegt ein Turbulenz-
grad von Tu = 1% zugrunde. Hierfiir nimmt die kritische
Reynolds-Zahl den Wert Rekr =2+ 10% an.

Die starke Abweichung der als Quadrate dargestell-
ten MeRwerte von Jones und Knudsen [13] gegeniliber den
mit Hilfe der Gl. (33) berechneten Werte ist auf ein zu
kleines Verhéltnis von Kanalbreite B der Mefistrecke
zum Zylinderdurchmesser d zurlckzufithren; es betrigt
B/d = 55. Gemé&B Bild 7 ist fiir Messungen in diesem
Bereich der Reynolds-Zahl ein Wert von mindestens
B/d = r* = 1000 erforderlich. Die Messungen von Finn
[14] wurden bei sinem Wert B/d = 1000 durchgefiihrt,
der in diesem Bereich der Reynolds-Zahl fast ausrei-
chend ist. Wieselsberger [15] hat mit Hilfe eines Frei-
strahles ein nahezu unendlich groBes Offnungsverhélt-
nis erreicht, B/d ~ oc; diese MeRBwerte gelten als die
bisher zuverlidssigsten.

Die bei der Reynolds-Zahl Re = 50 einsetzende pe-
riodische Schwingung des Doppelwirbels auf der Riick-
seite des Zylinders wird durch die stationdren Rechnun-
gen nicht erfafit. Daher sind aus den theoretisch-nume-
rischen Rechnungen flir Re > 50 niedrigere Widerstands-
beiwerte zu erwarten als die mit Hilfe der Gl. {33) be-

rechneten.
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Bild 9. Vergleich zwischen den Widerstandsanteilen und

dem gesamten Widerstandsbeiwert abhingig von der Rey-

nolds-Zahl; Kurve a nach Gl. (33)

In Bild 9 werden abhéngig von der Reynolds-Zahl die

Widerstandsanteile QR und QD mit dem summierten Wi-

derstandsbeiwert {, der mit Hilfe der Gl.(33) berechnet

wurde, verglichen. Es wurde bereits darauf hingewie~
sen, dall der Reibungswiderstandsbeiwert und der Druck-
widerstandsbeiwert flir Re < 1 zahlenmd&Rig gleich sind.
Daher ist in diesem Bereich der Reynolds-Zahl der ge-
samte Widerstandsbeiwert, dargestellt durch die Kur-
ve a, doppelt so grofl. Die gestrichelten Kurvendste
geben den extrapolierten Verlauf der Widerstandsantei-
le wieder. Bei Re = 600 betrégt hiernach der Reibungs-
widerstandsbeiwert nur noch etwa 1/10 des Druckwider-
standsbeiwertes. Im Bereich héherer Werte der Rey-
nolds-Zahl werden die Reibungskrifie gegenliber den
Druckkréften vernachlédssighbar klein. Demzufolge wird
der Widerstand des Zylinders nur noch durchden Form-
widerstand bestimmt.

Zur Berechnung des Stromungswiderstandes ist die
Gl. (33) heranzuziehen, die das bisher umfassendste
Widerstandsgesetz fiir Kreiszylinder darstellt. Sein

Glltigkeitsbereichist durch 10—4 < Re< Rekr gegeben.

Im Bereich der Reynolds-Zahl Re < 1074 ist das Néhe-

rungsgesetz von Tomotika und Aoi [12] gem&R Gi. (30)
zu verwenden.

Die kritische Reynolds-Zahl Re ist eine Funktion

kr
des Turbulenzgrades Tu. Bei isotroper Turbulenz ist die

1,2

0,8
0

0,02
Turbulenzgrad Tu

0,04 0,06

Bild 10. Kritische Reynolds-Zahl bei der Umstromung
einer Kugel und eines Kreiszylinders in Abhingigkeit
vom Turbulenzgrad; ausgezogene Kurve nach Gl. (37)

zeitliche Langsschwankung der Geschwindigkeit w' al-
leine maBgebend fir den Turbulenzgrad, der dann wie

folgt definiert ist:

MeRergebnisse, die den Einflull von Tu auf Re,  zu er-

kennen geben, hat Schlichting [16] fiir den szl der
Kugelumstromung zusammengefalt. Diese MeRdaten
sind in Bild 10 wiedergegeben. Sie werden durch die ein-
gezeichnete Kurve ausgeglichen, die mittels folgender

Approximationsgleichung berechnet wurde:

5

_3,78 - 10

6+ 1/Tu
e

Re

kr (37)

Nach Kestin [17] liegen beim Kreiszylinder zweifellos
die gleichen Verhé&ltnisse fiir die kritische Reynolds-Zahl
vor. Demzufolge gibt die Gl. (37) den funktionalen Zu-
sammenhang zwischen der kritischen Reynolds-Zahl und
dem Turbulenzgrad sowohl fiir die Zylinderumstrémung
als auch fir die Kugelumstrémung mit ausreichender

Genauigkeit wieder.
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