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Fluiddynamik bet quer angestr Jmten Zylindern 
D. S u c k e r  und H. B r a u e r ,  B e r l i n  

I n v e s t i g a t i o n  of t he  F l o w  a r o u n d  T r a n s v e r s e  C y l i n d e r s  

A b s t r a c t .  The s t e a d y  i n c o m p r e s s i b l e  f low a r o u n d  a c i r c u l a r  c y l i n d e r  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d .  N u m e r i c a l  s o l u t i o n s  of 
t he  ful l  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  fo r  a r a n g e  of R e y n o l d s  n u m b e r s  f r o m  Re  = 10-* to R e  = 1, 2" 102. 
The calculated velocity distributions allowed to determine the values of the drag coefficient, the angles of separa- 
tion, and the wake lengths. They depend on the extend of the numerical field. These quantities can be predicted 
now by means of correlations, which are in good agreement with all available experimental and theoretical data. - 
Especially it is presented a drag equation for the range of Reynolds numbers from Re = 10-* up to Re = R%r . The 
critical Reynolds number, Rek~, is a function of the turbulence intensity. This function is known. For very Iow 
Reynolds numbers, Re < I0 -~ , there is an analytical drag equation, that based on Oseen type linearizatien of the 
N a v i e r - S t o k e s  equation. 

Z u s a m m e n f a s s u n g ~  Die  v o r l i e g e n d e  U n t e r s u c h u n g  befaI3t s i c h  m i t  d e r  s t a t i o n & r e n  U m s t r 6 m u n g  e i n e s  e i n z e l n e n  
K r e i s z y l i n d e r s .  D ie  vo l l s t & nd i ge  N a v i e r - S t o k e s s c h e  G l e i c h u n g  w u r d e  fiir  den  B e r e i c h  d e r  R e y n o l d s - Z a h l  yon  
Re : 10 - b l s  Re  : 1 ,2  �9 10 n u m e m s c h  m t e r g m e r t . - D l e  d a s  S t r o m u n g s f e l d  k e n n z m c h n e n d e n  M e r k m a l e  s t ud  d e r  
S t r 6 m u n g s w i d e r s t a n d ,  d ie  GrSBen  f/ir d ie  A b ] 6 s u n g  d e r  S t r 6 m u n g  s o w i e  d ie  k r i t i s c h e  R e y n o l d s - Z a h l .  Sie s i nd  a b -  
h&ngig yon  d e r  A u s d e h n u n g  d e s  u m g e b e n d e n  F l u i d s .  Z u r  B e r e c h n u n g  d i e s e r  Gr/3gen w e r d e n  G l e i c h u n g e n  m i t  p r a k -  
t i s e h  b e d e u t s a m e n  G f i l t i g k e i t s b e r e i c h  m i t g e t e i l t .  D i e s e  B e r e c h n u n g s g l e i c h u n g e n  s ind  d u r e h  t h e e r e t i s e h - n u m e r i s c h e  
D a t e n  s o w i e  d u r c h  z a h l r e i e h e  M e B d a t e n  g e s t t i t z t .  - I n s b e s o n d e r e  w i r d  e in  W i d e r s t a n d s g e s e t z  e r 6 r t e r t ,  d e s s e n  Gi i l -  
t i g k e i t  i m  B e r e i c h  d e r  R e y n o l d s - Z a h l  von  Re = 10 -4 b i s  z u r  k r i t i s c h e n  R e y n o l d s - Z a h l  t h e o r e t i s c h  und  e x p e r i m e n -  
t e l l  e i n w a n d f r e i  g e s i c h e r t  i s t .  E s  i s t  d e s  b i s h e r  u m f a s s e n d s t e  W i d e r s t a n d s g e s e t z  fi ir  K r e i s z y l i n d e r .  F i i r  k l e i n e r e  
W e r t e  d e r  R e y n o l d s - Z a h l  a l s  Re  : 10 -~ w i r d  e in  a n a l y t i s c h e s  N & h e r u n g s g e s e t z  ffir den  W i d e r s t a n d s b e i w e r t  m i t g e -  
teilt. 
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T u r b u l e n z g r a d  

in radialer R i e h t u n g  
in U m f a n g s r i c h t u n g  

1. E i n l e i t u n g  

Die  U m s t r 6 m u n g  von  Z y l i n d e r n  i s t  b e r e i t s  h/ iuf ig  e x p e r i -  

m e n t e l l  und  t h e o r e t i s c h  u n t e r s u c h t  w o r d e n .  A n h a n d  d e r  

M e B e r g e b n i s s e  lggt  s i e  s i c h  m i t  Hi l fe  d e r  R e y n o l d s - Z a h l  

f o l g e n d e r m a g e n  e i n t e i l e n  : 

0 < Re  ~ 6: A b l 6 s u n g s f r e i e  U m s t r 6 m u n g .  

6 < Re  ~ 50 : U m s t r S m u n g  m i t  s t e t i g  w a c h s e n d e m  A b l S -  

s u n g s g e b i e t  au f  d e r  Z y l i n d e r r t i e k s e i t e  ; e s  

t r i t t  e i n  s t a t i o n ~ r e r  D o p p e l w i r b e l  auf .  

50 < Re ~< 160: U m s t r 6 m u n g  m i t  i n s t a t i o n g r e m  D o p p e l -  

w i r b e l ;  s c h l i e B l i c h  p e r i o d i s o h e s  A b -  

s e h w i m m e n  und N e u b i l d e n  d e r  W i r b e l .  

160 < Re :  U m s t r 6 m u n g  m i t  a p e r i o d i s c h e m  A b -  

s c h w i m m e n  und N e u b i l d e n  d e r  W i r b e l .  

D ie  g e w e n n e n e n  E r k e n n t n i s s e  r e i e h e n  j e d o c h  n e c h  n i c h t  

a u s ,  u m  yon e t h e r  e i n d e u t i g e n  K l ~ r u n g  d e r  Z y l i n d e r u m -  

s t r 6 m u n g  ohne  und mi~ A b l 6 s u n g  s p r e c h e n  zu k 6 n n e n .  

V e t  a l l e m  f e h l e n  b i s l a n g  n o c h  v e r l & g l i c h e  I n f o r m a t i o n  f iber  

d ie  A b l S s u n g  d e r  S t r 6 m u n g  a u f d e r  R t i c k s e i t e  d e s  Z y l i n -  
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ders und ein fiber weite Bereiche der Reynolds-Zahl expe- 

rimentell und theoretisch gesichertes Widerstandsgese~z. 

Die vorliegende Arbeit sell einen Beitrag zur Kl~rung 

der station~ren ZylinderumstrSmung liefern. Dazu wer- 

den zun~ichst die vollst~indigen Navier-Stokessehen Glei- 

ehungen mit Hilfe bew~hrter Differenzenverfahren nume- 

risch integriert. Bet den Rechnungen wird davon ausge- 

gangen, dab keine freie Konvektion auftritt und dab es 

sich um ein Newtonsches Fluid mit konstanten Stoffwer- 

:ten handelt. Sind die Gesehwindigkeitsfelder bekannt, so 

lassen sich Untersuchungen fiber den Str6mungswider- 

stand sowie fiber alle mit der Abl6sung der Str6mung auf 

der Zylinderrfickseite zusammenh~ngenden Erseheinun- 

gen anschlieBen. Die theoretisch-numerischen Ergeb- 

nisse werden mit MeBdaten sowie mit anderen theoreti- 

schen Daten verglichen. 

fiber den EinfluB der Str6mung auf den station~ren 

sowie auf den inslation&ren Stoff- und W~rmetransport 

dureh zylindrische Phasengrenzfl~chen wird in einer 

weiteren Arbeit berichtet. 

2. Mathematisehe Grundlagen und Definitionen 

Die Str6mung urn den Zylinder l~Bt sich mii Hilfe der 

Navier-Stokessehen Gleichung in Verbindung mit der 

Kontinuit~tsgleichung besehreiben. Ffir den zweidimen- 

sionalen Fall der Zylinderumstr6mung erh~ilt man ffir 

die Navier-Stokessche Gleiehung in der dimensionsfrei- 

en Schreibweise : 

bW~r r 

r ~ + r---~--%Z -- -r --~ = 

- ~ + - A - ~ e  ~ ~ ~ r ) + 

1 
+ 

r.2 b92 r,2 be I ' (I) 

r 
W ~ 
r-Z-~r ~ + r--~, % ~ - + ~  

) - -~ b--6Z- + ~ ~ ~ ( r*w~) + 

~2 ~ , , ]  
1 o w 9 2 bWr 

+ 2 + - -  be (2) r* 2 b O r~ ~ 2 " 

Die Kontinuit~tsgleichung lautet" 

b bw~ 
-~-r. ( r  w r )  + ~ =0 .  (3) 

Es bedeuten r* und 9 die dimensionsfreien Zylinder- 

koordinaten; 9 wird veto vorderen Staupunkt aus fiber 

beide Seiten des Zylinders bis zum hinteren Staupunkt, 

e = n, gemessen. Die verwendeten Kennzahlen lauten: 
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6rtlieher Radius, (4) 

6rtliehe Ge sehwindigkeit skomponent e 

in radialer Richtung, (5) 

6rtliche Geschwindigkeit skomponent e 

in Umfangsriehtung, ( 6 ) 

6rtlicher Druck, (7) 

Reynolds-Zahl . (8) 

Hierin bedeuten d = 2R den Durchmesser des Zylinders, 

w die Geschwindigkeit der GrundstrSmung, p die Mas- 

sendiehte und v die kinematische Viskosit~t des Fluids. 

Zur Vorbereitung der L6sung der gekoppelten Gln.(I) 

his (3) werden die Wirbelst~rke ~ und die Stromfunk- 

tion ~ eingeffihrt. Die Wirbelst~rke ~ ist definiert als 

der Betrag der Rotation des 6rtHchen Geschwindigkeits- 

vektors im Strbmungsfeld: 

bw 9 bw r r 
- b---~ (9) 

Die 6rtlichen Geschwindigkeitskomponenten lassen sich 

durch die Stromfunktion ? darstellen, die durch folgen- 

de Beziehungen definiert ist: 

b, ( t o )  
w9 - br ' 

1 b~" (11) 
Wr = - r b-'~ 

Die Stromfunktion und die Wirbelst&rke lassen sieh fol- 

gendermaBen dirnensionsfrei darstellen: 

Sir om funktion, ( 12 ) 
r ~R woz 

%. ~_ @R Wirbelst&rke . (13) 
W 

O 0  

IDa sich die Werte der Stromfunktion und der Wirbel- 

st~rke in der N~he der Zylinderoberflache weitaus st~ir- 

ker ~ndern als in grgBerer Entfernung veto Zylinder, 

wird die Koordinatentransformation r* = e z eingeffihrt. 
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Dadurch sowie  unter Verwendung variabler S c h r i t t w e i -  

ten  s ind  die  n u m e r i s c h e n  Rechnungen  auch  ftir grof~e E n t -  

f e rnungen  yen d e r  Z y l i n d e r o b e r f l ~ c h e  m 6 g l i c h ,  obwohl  

das  D i f f e r e n z e n v e r f a h r e n  nur  e ine  end l i che  Zah l  yon r a -  

d i a l en  S c h r i t t e n  e r l a u b t .  

B e r f i c k s i c h t i g t  man  die  Gln.  (9) b is  (13) in den g e -  

koppe l t en  Gln.  (1) b is  ( 3 ) ,  so l~Bt s i ch  die  S t r6mung  

um den Z y l i n d e r  du rch  die  fo lgenden  d i m e n s i o n s f r e i e n  

Gle ichungen  ffir d ie  S t romfunk t ion  und ftir die  W i r b e l -  

s t ~ r k e  b e s e h r e i b e n :  

b2r + b2j~ = r162 2z (14) 

bz 2 be 2 

bz 2 bO2 ~ \ bz ~ ~ " ~ z  / . 

(15) 

Zu diesen gekoppelten Differentialgleichungen geh6ren 

folgende Randbedingungen : 

9 = 0 , ' ~ :  ?'~" = O, b z  = 0 = O. ( 1 6 ) ,  ( 1 7 ) ,  ( 1 8 )  

br 
z = O: r = O, ~ = O. ( 1 9 ) ,  (20) 

Die  l e t z t en  be iden  Gle i chungen  mt i s sen  durch G1. (14) 

erf f i l l t  w e r d e n .  H i e r a u s  e rg ib t  s i ch  ffir d ie  W i r b e l s t ~ r k e  

die  fo lgende  Randbed ingung :  

z = O: r - b2r162 (2i) 
2 bz 

In sehr gro~er Entfernung veto Zylinder sell Potential- 

str6mung vorliegen; eine weitere Randbedingung lautet 

daher : 

o o  - , = o. ( 2 2 ) ,  ( 2 3 )  

Die iterative L6sung der Gin. (14) und (15) liefert das 

gesamte StrSmungsfeld in der N~he des Zylinders ein- 

sehlie~lich der Abl6sung mit dem Doppelwirbel auf der 

Zylinderriickseite. 

Zur Kennzeiehnung des Str6mungswiderstandes dient 

der Widerstandsbeiwer~, der folgendermaBen definiert 

ist : 

W/F (24) 
~ 2 

P w /2 OQ 

Es bedeuten W die Widerstandskraft, F die Schatten- 

fl~che des ZyIinders, p die Dichte sowie w die An- 
OO 

str6mgeschwindigkeit des Fluids. Der Widerstandsbei- 

wert setzt sich additiv aus einem Reibungsanteil und 

einem Druckanteil zusamrnen: 

= ~R + ~D " (25) 

Ist die Verteilung der Wirbelst~rke ~r im Str6mungs- 

feld des Zylinders bekannt, so lassen sich hieraus der 

Reibungswiderstandsbeiwert ~IR und der Druckwider- 

standsbeiwert ~D rnit Hilfe folgender Gleichungen be- 

rechnen: 

4 f ( r  s i n e  de,  (26) ~R = Re = 0 
0 

!I Y : ~ t -BY-~e:0  
0 

dz + 4 br 
~ee f(-b~z )z:O dO cosedO. 

0 

(27) 

3. Diskussion des StrSmungsfeldes 

3. I. Stromlinienfeld 

Stromlinienbilder verrnitteln einen Eindruck von den 6rt- 

lichen Str6mungsverh&itnissen. Sie zeigen Linien kon- 

stanter Werte der Stromfunktion. Die Tangente an eine 

Str0mlinie zeigt die Richtung des Geschwindigkeitsvek- 

tots an; sein Betrag &ndert sich im allgemeinen l&ngs 

einer Stromlinie. Der Abstand zwischen zwei Stromlinien 

gibt AufschluB fiber die Gr6Be der Oeschwindigkeit: Kon- 

vergenz zweier Stromlinien veranschaulicht Beschleuni- 

gung des Fluids, Divergenz dagegen VerzSgerung. Senk- 

recht zu einer Stromlinie findet kein konvektiver Impuls- 

transport start. 

Die Bilder Ibis 3 geben beispielhaft einige Stromli- 

nien ffir die gleichen Werte der Stromfunktion bet ver- 

schiedenen Reynolds-Zahlen wieder. Bild 1 zeigt ein 

Stromlinienbild bet ablSsungsfreier Umstr6mung des 

Zylinders ffir Re = 1. Im Anstr6mbereich und im Ab- 

str6mbereich des Zylinders ver!aufen die Stromlinien 

noch nahezu ghnlieh. Dieses weist auf eine schleiehende 

Umstr6mung hin, bet der die Tr~gheitskr~fte noch von 

untergeordneter Bed eutung sind. In Bild 2 liegt die Sym- 

rnetrie der Stromlinien zur J~quatorebene des Zylinders 

ffir Re = 30 mit Sicherheit nicht mehr vor. Deutlich 

sichtbar erscheint ein station~irer Doppelwirbel auf der 

Zylinderrfickseite. Der Beginn der StrSmungsabl6sung 

auf der Rfickseite des Zylinders ist durch den AblSse- 

winkel e A gekennzeichnet. Die hiervon ausgehenden 
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R e = l  Re = I00 

Bild I. Linien konstanter Werte der Stromfunktion urn 
einen Zylinder f~ir die Reynolds-Zahl Re = I 

Bild 3. Linien konstanter Werte der Stromfunktion um 
einen Zylinder fiir die Reynolds-Zahl Re = I00 

. _ _ , . . _ _ - - - J  

Re : 30 

Bild 2. Linien konstanter Werte der Stromfunktion urn 
einen Zylinder fiir die Reynolds-Zahl Re = 30 

Stromlinien, 9~ : 0, umschliel~en das Gebiet der Rtick- 

strSmung. Sic grenzen das Wirbelgebiet in fluiddynami- 

scher Hinsicht gegeniiber der Au8enstr6mung ab. Da quer 

zu den Stromlinien kein konvektiver Energiestrom auf- 

treten kann, mug der zur Rotation des Doppelwirbels 

erforderliehe Energiebedarf allein dutch molekularen 

Transport yon der Au~enstr6mung her gedeckt werden. 

Innerhalb des Riickstrbmungsgebietes nehmen die Strom- 

funktion und die Wirbelst~irke negative Werte an. Die 

Wirbelzentren sind duroh Kreuze gekennzeichnet. Im 

hinteren Staupunkt ist die Str6mung zum Zylinder ge- 

riehtet. Einbesonders gut ausgebildetes Rtiekstr6mungs- 

gebiet weist das Str6mungsfeld fiir Re : I00 auf, Bild 3. 

Die Wirbelschleppe nimmt in diesem Fall eine Ausdeh- 

nung von etwa 11 Zylinderradien ein. 

Die ftir die verschiedenen Str6mungsfelder charak- 

teristischen GrSgen  des Str6mungswiderstandes und der 

Str6mungsablSsung sollen im folgenden er6rtert werden. 

Die hierfiir berechneten Daten sind in Tabelle I zusam- 

mengestellt. 

3.2. StrSmungsabl6sung 

In Bild 4 ist der Abl6sewinkel %' gemessen yore hin- 

teren Staupunkt, abh~ingig yon der Reynolds-Zahl dar- 

gestellt. Die eigenen theoretisch-numerischen Daten 

sind als Doppelkreise eingetragen. Sie lassen sich gut 

ausgleichen durch folgende Approximationsgleichung: 

6A (In Re- I,S3) ~ 
. . . . .  (28) 

3 �9 10 -4  

Ihr  G f i l t i g k e i t s b e r e i c h  i s t  d u r c h  6 ,23  ~< R e <  103 g e g e -  

ben. Erste Abl6seerscheinungen treten bet lle : 6,23 

auf. Die Ubereinstimmung mit bisher bekannten Mel~er- 

gebnissen und Reohenergebnissen is% gut. Lediglich die 

theoretischen Werte yon Krall [ I0] weisen erhebliche 

Unregelm&I~igkeiten untereinander sowie gegeniiber 

allen anderen Daten auf. Der durch eine P feilkennzeich- 

nung hervorgehobene Wert ftir Re : 200 ist beispiels- 

weise kleiner als der bet Re : 50. Dies gibt Anlal~ dazu, 

die Zuverl~issigkeit der vonKrall berechneten Geschwin- 

digkeitsfelder zu bezweifeln. Die Mel~werte von Homann 

[2] liegen oberhalb der Kurve, die Mel~werte yon Grove, 

Shair, Perterson und Acrivos [3] dagegen unterhalbder 

Kurve. In der zuletzt genannten Arbeit wird diese deut- 

liche Abweichung zwischen den gemessenen Werten ftir 

8 A damit erkl&rt, daI~ die Versuohe beider Forscher- 

gruppen bet verschiedenen Werten ftir das Verh&Itnis 

B/d durchgefiihr% wurden. Mit B wird die Kanalbreite 

der Mel~strecke und mit d der Zylinderdurchmesser be- 

zeichnet. 
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Table  1. T h e o r e t i s c h - n u m e r i s c h e  W e r t e  fiir  d i e  W i d e r s t a n d s b e i w e r t e  [o , ~R und [ ,  fiir den 
A b l 6 s e w i n k e l  GA und ffir d ie  A u s d e h n u n g  d e s  R i i c k s t r 6 m u n g s g e b i e t e s  l * .  Mit  r*  w i r d  d ie  r a d i a l e  
Ausdehnung  d e s  n u m e r i s c h  u n t e r s u c h t e n  F e l d e s  b e z e i c h n e t .  

Re r*  ~R ~D ~ 9 A I* 

0,0001  1054 
0 ,01  1054 
0 , 1  1054 
1 317 
4 317 
6 122 
6,2 i22 
6 ,4  122 
6,6 122 
7 122 
8 122 

10 122 
15 29 
20 29 
23 29 
30 29 
40 29 
50 29 
60 29 
70 29 
80 29 

100 29 
120 29 

20380,0  
211,7 

2 8 6 3 5  
5 225 
2 128 
1 680 
1 646 
1 614 
1 585 
] 529 
1 410 
1 231 
1 016 
0 .853 
0 782 
0 ,664  
0,557 
0,485  
0 ,434  
0,395 
0,364 
0 ,318  
0 ,263  

20180,0  
213 ,0  

2 8 6 0 2  
5 355 
2 374 
i 971 
1 942 
1 914 
1 881 
1 836 
1 717 
1 600 
1 440 
1 3 2 5  
1.256 
1,161 
1,076 
1,035 
1,001 
0 ,976  
0 ,957  
0 ,924  
0 ,941  

40560. 
424. 

5 7  
10 

4 
3 
3 
3 
3 
3 
3 

0 
7 
237 
57O 
5O2 
651 
588 
528 
465 
365 
127 

2 831 
2 456 
2 178 
2 037 
1 825 
1 633 
1 520 
1,435 
1,371 
1,321 
1,243 
1,204 

3 42 
8 07 
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~ x Grove She'r Peter.sen 
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Reynolds -Zahl  Re _-- v 

Bild  4. A b l 6 s e w i n k e l  vom h i n t e r e n  Staupunkt  a u s  g e m e s s e n  in Abha.ngigkei t  yon d e r  R e y n o l d s - Z a h l  ; K u r v e  a naoh 
G1. (28) ; V e r h ~ l t n i s  B / d  yon K a n a l b r e i t e  B d e r  Mef~s t recke  zum Z y l i n d e r d u r c h m e s s e r  d 

Bi ld  5 ze ig t  d ie  L&ngsausdehnung  d e s  W i r b e l g e b i e t e s  

auf  d e r  R f i c k s e i t e  d e s  Z y l i n d e r s  abh&ngig v o n d e r  R e y -  

n o l d s - Z a h l .  Die  e i g e n e n  t h e o r e t i s c h - n u m e r i s c h e n  Da ten ,  

d a r g e s t e l l t  d u r c h  D o p p e l k r e i s e ,  w e r d e n  gut a u s g e g l i c h e n  

d u r c h  K u r v e  a ,  d ie  mi t  Hi l fe  f o l g e n d e r  A p p r o x i m a t i o n s -  

g l e i c h u n g  b e r e c h n e t  w u r d e :  

fi" = 0 , 1 2  Re  - 0 ,748  mi t  6 ,23  ~ i R e ~  140. (29) 

Ausgehend yon Re = 6, 23 w~chst das Gebiet der Rtick- 

str6mung mit zunehmenden Werten der Reynolds-Zahl. 

Fi i r  Re  = 120 n imrn t  d ie  W i r b e l s c h l e p p e  e i n e  L&nge von 

13 Z y l i n d e r r a d i e n  e in .  Die  K u r v e  a gibt  auch  a l l e  b i s -  
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Bild '7. Widerstandsbeiwerte in Abh~ngigkeit yon radi- 
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h e r  b e k a n n t e n  M e B w e r t e  und R e c h e n w e r t e  fo r  1" b e f r i e -  

d igend  w i e d e r .  

3 . 3 .  W i d e r s t a n d s g e s e t z  

In Bi ld  6 s ind  d ie  b e r e e h n e t e n  W e r t e  ffir den  R e i b u n g s -  

w i d e r s t a n d s b e i w e r t  und fiir den  D r u c k w i d e r s t a n d s b e i -  

w e r t  abh~[ngig v o n d e r  R e y n o l d s - Z a h l  d a r g e s t e l l t  ; s i e  

w e r d e n  d u r c h  v e r s c h i e d e n e  Kurven~is te  a u s g e g l i c h e n .  

Im B e r e i c h  d e r  R e y n o l d s - Z a h l  Re  < 1 s ind  b e i d e  W i d e r -  

s t a n d s a n t e i l e  g l e i ch  groB.  Mit z u n e h m e n d e n  W e r t e n  d e r  

R e y n o l d s - Z a h l  im B e r e i c h  Re  > 1 w~ichst d a s  V e r h g l t n i s  

von D r u e k a n t e i l  zu R e i b u n g s a n t e i l .  Dabei  deu te t  d e r  V e r -  

lauf  d e s  K u r v e n a s t e s  f~ir den  D r u e k a n t e i i  auf  e ine  a s y m p -  

t o t i s c h e  A n n ~ h e r u n g  an e i n e n  k o n s t a n t e n  E n d w e r t  fiJr C D 

hin .  Man d a r f  d a r u s  sehl ief3en,  dab im B e r e i c h  h 6 h e r e r  

W e r t e  d e r  R e y n o l d s - Z a h l  d e r  g e s a m t e  W i d e r s t a n d s b e i -  

w e r t  r = [ R + [ D i i b e r w i e g e n d  d u r c h  den  D r u c k w i d e r s t a n d s -  

b e i w e r t  b e s t i m m t  w i r d .  

Die  zu den  Gln.  (14) und ( 15 ) geh~Jrenden R a n d b e d i n g u n -  

gen gem~B Gln.  (22) und (23) e r f o r d e r n  s t r e n g  g e n o m m e n  

e inen  u n e n d l i c h  groBen W e r t  fiir  z . Bei  d e r  n u m e r i -  
co 

s c h e n  A u s w e r t u n g d e s  G l e i c h u n g s s y s t e m s  w ~ r e  z u r  E r f i i l -  

lung d i e s e r  F o r d e r u n g  e ine  u n v e r t r e t b a r  g r o g e  R e c h n e r -  

kapaz i t~ t  n o t w e n d i g .  D a h e r  w u r d e  bei  den  i t e r a t i -  

ven l~eehnungen  z u n ~ c h s t  a n g e n o m m e n ,  dab mi t  a u s r e i -  

c h e n d e r  Genau igke i t  b e r e i t s  in e i n e r  E n t f e r n u n g  yon 29 

Rad i en  vom Z y l i n d e r  P o t e n t i a l s t r 6 m u n g  v o r l i e g t .  K e n -  

t r o l l r e c h n u n g e n  m i t  g r6 f~e re r  F e l d a u s d e h n u n g  haben  j e -  

doch  g e z e i g t ,  dab d i e s e  A n n a h m e  n ich t  a l l g e m e i n  g~Jltig 

i s t .  D a h e r  w u r d e  h i e r t i b e r  e ine  s y s t e m a t i s c h e  U n t e r s u -  

ehung v o r g e n o m m e n .  In Bi ld  7 i s t  d e r  g e s a m t e  W i d e r -  

s t a n d s b e i t w e r t  ~ = ~R + ~D abh~ingig v o n d e r  r a d i a l e n  A u s -  

dehnung  d e s  n u m e r i s c h  u n t e r s u c h t e n  F e l d e s  bei  v e r s e h i e -  

d e n e n  W e r t e n  d e r  R e y n o l d s - Z a h l  d a r g e s t e l l t .  Die  t h e o -  

r e t i s c h - n u m e r i s c h e n  Da t en ,  d ie  d u r c h  K r e i s e  w i e d e r g e -  

geben  w e r d e n ,  s ind  d u r e h  a u s g e z o g e n e  K u r v e n  a u s g e g l i -  

c h e n ;  d ie  g e s t r i c h e l t e n  Kurven~is te  s ind  e x t r a p o l i e r t .  

Mit  z u n e h m e n d e r  r a d i a l e r  A u s d e h n u n g  r* n i ihe rn  s i c h  

d ie  K u r v e n  a s y m p t o t i s e h  e i n e m  k o n s t a n t e n  E n d w e r t  it ir  [ .  

Bei  s e h r  k l e i n e n  R e y n o l d s - Z a h l e n  s t e l l t  s i c h  e in  E n d -  

w e r t  fiir  ~ e r s t  be i  r*  ~ co e in .  Mit z u n e h m e n d e r  R e y -  

n o l d s - Z a h l  w i r d  e in  E n d w e r t  b e r e i t s  be i  k l e i n e r e n  W e t -  

t en  von r* e r r e i c h t .  F t i r  Re  = 10 e r h g l t  m a n  s c h o n  bei  

e i n e r  F e l d a u s d e h n u n g  yon 29 Z y l i n d e r r a d i e n  e i n e n  z u -  

v e r l i i s s i g e n W i d e r s t a n d s b e i w e r t  ; fiir  Be  = 10 -2  i s t  j e -  

doch  ein F e l d  yon 1000 Z y l i n d e r r a d i e n  i m m e r  noch  zu 

k l e in .  Die  s t r i c h p u n k t i e r t e n  G e r a d e n  in Bi ld  7 g e b e n  

W e r t e  fiir den  W i d e r s t a n d s b e i w e r t  w i e d e r ,  d ie  mi t  H i l -  

fe d e r  f o l g e n d e n  Gle iehung  b e r e e h n e t  w u r d e n :  

9w (30) 
=Re (2 ,002 - I n  Be 

Ihr praktiseh sinnvoller Giiltigkeitsbereich erstreckt 

sich vonRe = 0 bis Re = 10 -4. Sie ergibt sieh als Grenz- 

gesetz ffir sehr kleine Werte der Beynolds-Zahl aus fol- 

gender Gleichung, die yon Tomotika und Aoi [12] aufder 

Basis der Oseenschen N~iherung mit Hilfe yon Reihenent- 

wieklungen hergeleitet wurde: 

~=B~ 1-X A2 A - ~- + ~ . ( 3 1 )  

H i e r i n  lau te t  d ie  Abkf i rzung A: 

A = 2,002 - i n  Re. (32) 

Die A b w e i c h u n g e n  z w i s c h e n  den  n a c h  Gln.  (30) und (31) 

b e r e e h n e t e n  W e r t e  b e t r a g e n  im  B e r e i c h  d e r  R e y n o l d s -  

Zah l  Re ~< 10 -1 h 6 c h s t e n s  0, 1% . In Bi ld  7 l i egen  die  

a s y m p t o t i s c h e n  E n d w e r t e  d e r  K u r v e n  fiir Re  > 10 -2  s t e t s  

u n t e r h a l b  d e r  d u r c h  d ie  s t r i e h p u n k t i e r t e n  G e r a d e n  d a r -  

g e s t e l l t e n  t h e o r e t i s c h e n  W e r t e .  D i e s e s  t r i t t u m  so  d e u t -  

l i e h e r  in E r s c h e i n u n g ,  j e  gr~Jger d e r  W e r t  d e r  R e y n o l d s -  

Zah l  i s t .  Man d a r f  d a r a u s  s e h l i e B e n ,  dab das  W i d e r s t a n d s -  

g e s e t z  gem~f3 G1. (30) im B e r e i c h  R e >  10 -2 mi t  S i c h e r -  

he i t  n ich t  m e h r  a n w e n d b a r  i s t .  

Die  Abh~ngigke i t  d e s  W i d e r s t a n d s b e i w e r t e s  yon d e r  

R e y n o l d s - Z a h l  i s t  i n B i l d  8 d a r g e s t e l l t .  Die  D o p p e l k r e i s e  

geben  die  e i g e n e n  t h e o r e t i s c h - n u m e r i s c h e n  Da ten  w i e d e r .  

Die  e i n g e z e i c h n e t e  K u r v e  a w u r d e  mi t  Hi l ie  f o l g e n d e r  

A p p r o x i m a t i o n s g l e i e h u n g  b e r e c h n e t  : 

= 6,8 1,96 1 
Re 0,89 + ~ - 1 + Re + 1,18 

4 .10 -4Re 1,1-  103 
(33) 

D i e s e s  W i d e r s t a n d s g e s e t z  w i r d  d u r c h  d ie  e i g e n e n  B e -  

c h e n e r g e b n i s s e  b i s  Re  = 50 und fiir h 6 h e r e  W e r t e  d e r  

R e y n o l d s - Z a h I  d u r c h  z a h l r e i c h e  M e B w e r t e  ge s t i i t z t .  D e r  

grSBte r e l a t i v e  W i e d e r g a b e f e h l e r  ffir d ie  t h e o r e t i s c h -  

n u m e r i s e h e n  Da len  d u t c h  d ie  G1. (33) be t r i ig t  aeh t  P r o -  

z e n t ;  d ie  m i t t l e r e  q u a d r a t i s c h e  A b w e i c h u n g  gegen i ibe r  

den Mef~werten im B e r e i e h  Re  >~ 50 be t r i ig t  zwei  P r o -  

z e n t .  D e r  G i i l t i g k e i t s b e r e i c h  d e r  G1. (33) e r s t r e c k t  s i c h  

yon Re  = 10 -4 b i s  e twa Re  = 2 �9 l05 .  Die  K u r v e  e s t e l l t  

d ie  a n a l y t i s e h e  N~ihe rungsg le i chung  (30) yon Tomot ika  

und Aoi [12] d a r .  E s  ze ig t  s i c h ,  dab d ie  GI~ (30) fiir 

h 6 h e r e  R e y n o l d s - Z a h l e n  a l s  Re  = 7 , 4  n e g a t i v e  W e r t e  

l i e f e r t ,  d ie  p h y s i k a l i s c h  s i n n l o s  s i n d .  Mit  a b n e h m e n d e n  

W e r t e n  d e r  R e y n o l d s - Z a h l  n~ihert s i c h  d ie  K u r v e  a d e r  
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Bild 8. Widerstandsbeiwert in Abhiingigkeit vender Reynolds-Zahl; Kurve a: Widerstandsgesetz gemii~ GI. (33); 
Kurve b: Grenzgesetz nach GI. (34) ; Kurve c: N~herungslSsung nach Gl. (30) von Temotika und Aei; Verh~itnis 
B/d von Kanalbreite B zum Zylinderdurchmesser d 

Grenzgeraden b, die mit Hilfe der folgenden Gleichung 

berechnet wurde: 

6,8 (34) 
z ReO,89 

Sie stellt die Tangente an die Kurve c bei Re = 10-4 

dar. 

Die Auswertung der Gl. (30) yen Temotika und Aei 

zeigt, dab der Exponent n der Reynolds-Zahl in einer 

N~herungsgleichung der Form 

= konst (35) 

Re n 

mit abnehmenden Werten der Reynolds-Zahl stetig an- 

steigt und erst fiir Re ~ 0 den Grenzwert n = I annimmt. 

Die Kenstante in Gl. (35) igBt sich f~ir diesen Grenzfall 

nicht bestimmen. Im Bereich hoher Werte der Reynolds- 

Zahl, etwazwischen Re = 2-104 und 2- 105 , ist der 

Widerstandsbeiwert nahezu konstant, ~ = I, 18. 

Oberhalb yon Re = 2 �9 105 nimmt der Widerstandsbei- 

wert in einem begrenzten Bereich der Reynolds-Zahl 

nahezu sprungartig ab. Dieses ist ein Kennzeichen da- 

fiir, dab die laminare Grenzschicht auf der Zylindervor- 

derseite in den turbulenten Zustand iibergegangen ist; 

die kritische Reynolds-Zahl ist damit [iberschritten. lhr 

Wert ist abh~ngig vom Turbulenzgrad tier Str6mung. 

Den MeBwerten von Wieselsberger liegt ein Turbulenz- 

grad von Tu = 1% zugrunde. Hierfiir nimmt die kritische 

Reynelds-Zahl den Wert Rekr = 2 �9 105 an. 

Die starke Abweichung der als Quadrate dargestell- 

ten MeBwerte yon Jones und Knudsen E13] gegeniiber den 

mit Hilfe der Gl. (33) berechneten Werte ist auf ein zu 

kleines Verh~itnis yon Kanalbreite B der MeBstrecke 

zum Zylinderdurchmesser d zurtickzuf~ihren; es betr~gt 

B/d = 55. Gem~iB Bild 7 ist fiir Messungen in diesem 

Bereich der Reynelds-Zahl ein Weft yon mindestens 

IB/d = r r = I000 erforderlich. Die Messungen von Finn 

El4] wurden bei einem Wert B/d = 1000 durchgefiihrt, 

der in diesem Bereich tier Reynolds-Zahl fast ausrei- 

ohend ist. Wieselsberger [15] hat mit Hilfe eines Frei- 

strahles ein nahezu unendlich gref~es (Jffnungsverh~ilt- 

nis erreicht, B/d ~ oc ; diese MeBwerte [elten als die 

bisher zuverl~issigsten. 

Die bei der IReynolds-Zahl Re = 50 einsetzende pe- 

riodische Schwingung des Doppelwirbels auf der Riick- 

seite des Zylinders wird durch die station~iren Rechnun- 

gen nicht erfaBt. Daher sind aus den theoretiseh-nume- 

rischen Rechnungen fiir Re > 50 niedrigere Widerstands- 

beiwerte zu erwarten als die mit Hili'e der GI. (33) be- 

rechneten. 
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B i l d  10. K r i t i s e h e  R e y n o l d s - Z a h l  be i  d e r  U m s t r 6 m u n g  
e i n e r  Kuge l  und  e i n e s  K r e i s z y l i n d e r s  in  A b h ~ n g i g k e i t  
v o m  T u r b u l e n z g r a d ;  a u s g e z o g e n e  K u r v e  n a c h  G1. (37)  

In B i l d  9 w e r d e n  abh&ngig  v o n d e r  R e y n o l d s - Z a h l  d ie  

W i d e r s t a n d s a n t e i l e  {R und {D m i t  d e m  s u m m i e r t e n  W i -  

d e r s t a n d s b e i w e r t  {,  d e r  m i t  Hi l fe  d e r  G1. (33)  b e r e e h n e t  

w u r d e ,  v e r g l i c h e n .  E s  w u r d e  b e r e i t s  d a r a u f  h i n g e w i e -  

s e n ,  dab  d e r  R e i b u n g s w i d e r s t a n d s b e i w e r t  und  d e r  D r u c k -  

w i d e r s t a n d s b e i w e r t  fi ir  R e  < 1 z a h l e n m & ~ i g  g l e i e h  s i n d .  

D a h e r  i s t  in  d i e s e m  B e r e i c h  d e r  R e y n o l d s - Z a h l  d e r  g e -  

samte Widerstandsbeiwert, dargestellt dutch die Kur- 

ve a, doppelt so grof~. Die gestriehelten Kurven~ste 

geben den extrapolierten Verlauf der Widerstandsantei- 

le wieder. Bei Re = 600 betr~igt hiernach der Reibungs- 

widerstandsbeiwert nur noch etwa i/10 des Druekwider- 

standsbeiwertes. Im Bereich h6herer Werte der Rey- 

nolds-Zahl werden die Reibungskr~ifte gegeniiber den 

Druekkr~iften vernachl~ssigbar klein. Demzufolge wird 

der Widerstand des Zylinders nur noeh (lurch den Form- 

widerstand bestimmt. 

Zur Bereehnung des Str6mungswiderstandes ist die 

GI. (33) heranzuziehen, die das bisher umfassendste 

Widerstandsgesetz f~ir Kreiszylinder darstellt, Sein 

GLiltigkeitsbereioh ist durch 10 -4 ~ Re < iRekr gegeben. 

Im Bereich der Reynolds-Zahl Re < 10 -4 ist das N~he- 

rungsgesetz yon Tomotika und Aoi [12] gem~if~ Gl. (30) 

zu verwenden. 

Die kritisehe Reynolds-Zahl Rekr ist eine Funktion 

des Turbulenzgrades Tu. Bei isotroper Turbulenz ist die 

z e i t l i e h e  L ~ n g s s c h w a n k u n g  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t  w '  a l -  

l e i n e  m a B g e b e n d  ftir  den  T u r b u l e n z g r a d ,  d e r  d a n n  wie  

folgt  d e f i n i e r t  i s t :  

Tu :~ w'2 
2 (36) 

"Woo 

M e f ~ e r g e b n i s s e ,  d ie  den  Einfluff  von  Tu auf  R e k r  zu e r -  

k e n n e n  g e b e n ,  ha t  S c h l i c h t i n g  [ i 6 ]  fi ir  den  F a l l  d e r  

K u g e l u m s t r S m u n g  z u s a m m e n g e f a f ~ t .  D i e s e  Mef~daten 

s i nd  in B i l d  i0  w i e d e r g e g e b e n .  Sie w e r d e n  d u r c h  d ie  e i n -  

g e z e i c h n e t e  K u r v e  a u s g e g l i c h e n ,  d ie  m i t t e l s  f o l g e n d e r  

A p p r o x i m a t i o n s g l e i c h u n g  b e r e e h n e t  w u r d e :  

Rekr = 3~78- 105 

e 6" ~-u 
(37) 

Nach Kestin [17] liegen beim Kreiszylinder zweifellos 

die gleiehen Verh~itnisse fiir die kritische iReynolds-Zahl 

vor. Demzufolge gibt die GI. (37) den funktionalen Zu- 

samrnenhang zwischen der kritischen Reynolds-Zahl und 

dem Turbulenzgrad sowohl fiir die Zylinderumstr6mung 

als auch fiir die Kugelumstr6mung mit ausreichender 

Genauigkeit wieder. 
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