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Im folgenden ist F eine geschlossene konvexe Hyperfl~iche (Rand einer kom- 
pakten, konvexen Menge mit inneren Punkten) im n-dimensionalen euklidi- 
schen Raum IR" (n>2). F kann durch einbeschriebene Polyeder im Sinne der 
Hausdorffmetrik approximiert werden. Dabei ist die Hausdorffmetrik d erkl~irt 
durch 

d(A,B): =max {sup inf Itx-yll, sup inf Hx-yjJ} 
x~A y6B x~B yEA 

f'tir kompakte Teilmengen A, B~IR". Um die erreichbare Gtite einer solchen 
Approximation beschreihen zu k6nnen, ist die folgende Definition zweckm~iBig. 

Definition. Zu e>0 sei m(F,e) die kleinste Zahl m derart, dab es einder Fl~iche 
F einbeschriebenes konvexes Polytop P mit m Ecken gibt mit d(F, OP)<e. 

Dabei bezeichnet ~? den Rand. Ferner sei ~,=~"/2/F 1+~ das Volumen 

der n-dimensionalen Einheitskugel und 0, die [Jberdeckungsdichte der Kugel 
im n-dimensionalen Raum. Far eine Definition und fiir Absch~itzungen dieser 

Zahl sehe man Rogers [4, S. 16-20]. Explizit bekannt ist nur 02=2~/1/~.  
Gegenstand dieser Arbeit ist ein Beweis des folgenden Satzes. 

Satz. I f  F eine Hyperfli~che der Klasse C 3 mit positiven Hauptkriimmungen, so 
gilt 

lim m(F, e) e ("- 1)/'2 = 2(1 - , ) /2  ~n--ll On - 1 S C K dF, 
~ 0 +  F 

wo K die GauJ3-Kronecker-Krfimmung yon F (Produkt der Hauptkri~mmungen) 
und dF das Oberfl(tchenelement bezeichnet. 

Verabredungsgem~iB ist dabei F geschlossen, aber der Beweis l~iBt sich ohne 
wesentliche Anderungen auch durchftihren, wenn F berandet und kompakt ist. 
In der Definition von re(F, e) w~re dann ~P durch eine lokal konvexe polyedri- 
sche Hyperfl~iche zu ersetzen. 
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Speziell im Fall n = 3 besagt der Satz 

lim m(F,e)e= 1 S]/KdF" 
~o+ V27 e 

(1) 

Bezeichnen wir fiir m e 1N mit Pm ein der Fliiche F einbeschriebenes Polytop 
mit m Ecken, fiir das unter dieser Bedingung der Abstand d(F, OPm) minimal ist, 
so ist leicht zu sehen, dab (1) iiquivalent ist mit 

,~ina rod(F, ~P,.)= ~ ~ I/-K dF. (2) 

Diese Beziehung ist erstmals von Fejes Tdth [-1], I-2, S. 149] aufgestellt und 
plausibel gemacht worden. Dabei betont er allerdings, keinen Anspruch auf 
Strenge zu erheben. MiSchte man dies doch tun, so bemerkt man, dab der for 
die Ungleichung 

1 
lim infmd(F, OP,,)>-- S I/K dF 

angedeutete Beweis ohne Schwierigkeiten pr/izisiert werden kann, jedoch often- 
bar keine Ausdehnung auf h6here Dimensionen gestattet. Den anderen Teil des 
heuristischen Arguments haben wir jedoch schon im dreidimensionalen Raum 
nicht sicher nachvollziehen k6nnen. Es wird daher im folgenden der n-dimen- 
sionale Fall nach einer anderen Methode behandelt. Die einfache Grundidee 
ist insofern wieder Fejes Tdth zuzuschreiben, als in [2] ein enger Zusammen- 
hang dieser Art yon Approximation mit Uberdeckungsproblemen aufgezeigt 
wird. Entscheidend for das Folgende ist nun die naheliegende Bemerkung, dab 
zur optimalen Approximation einer konvexen Fl/iche durch einbeschriebene 
Polyeder in denjenigen Gegenden der Fliiche, wo sie flacher ist, nur relativ 
wenige Eckpunkte der approximierenden Polyeder ben6tigt werden. Dem wird 
dadurch Rechnung getragen, dab wit die Fl~iche mit der durch die zweite 
Grundform gegebenen Riemannschen Metrik versehen und dann Uberdeckun- 
gen yon F durch geodiitische Kugeln beziiglich dieser Metrik heranziehen. 

Von nun an erffille F die Voraussetzungen des Satzes. Insbesondere ist 
dann die zweite Grundform der Fl~iche (bei geeigneter Orientierung) positiv 
definit, sie definiert also in der Tat auf F eine Riemannsche Metrik. Begriffe, 
die sich hierauf beziehen, werden mit II gekennzeichnet. Zum Beispiel ist LIK(C ) 
die L~inge einer glatten Fliichenkurve C auf F in dieser Metrik. Ftir x,y~F 
bezeichnet 6n(x,y ) den Riemannschen Abstand von x und y, also das Infimum 
yon Ln(C ) tiber alle glatten Kurven C in F, die x und y verbinden. Schliel31ich 
ist {yeF: 611(x,.y)<p} ffir xeF und p > 0  die lI-geodMische Kugel um x mit 
Radius p und x ihr Mittelpunkt. 

Im folgenden ist es notwendig, mit speziellen lokalen Parametrisierungen 
der Fl~iche F zu arbeiten. Sei p ~ F ein Punkt der Fliiche, Tp die Tangentialhy- 
perebene an F in p, H eine dazu parallele und F schneidende Hyperebene und 
H + d e r  yon H begrenzte abgeschlossene Halbraum, der p enth~ilt. Bilden die 
~iugeren Normalen an F in je zwei Punkten von Fc~H § stets einen Winkel < a  
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miteinander, wo 0 < ~ <  2 beliebig gew~ihlt, aber im folgenden festgehalten ist, 

so wollen wir Fr~H + eine Kappe nennen. Der Abstand von H und Tp heil3e 
die H6he dieser Kappe und p ihr Zentrum. Offenbar gibt es ein h o > 0 derart, 
dab zu beliebigem p e F eine Kappe der H6he h omi t  Zentrum p existiert. 

Mit IIp bezeichnen wit die Orthogonalprojektion auf Tp. Far  y e F sei 

yP:=lipy und h(y,p):=j}y-yPl} 

gesetzt. Dabei ist ql" I] die Norm in IR". 
Sei jetzt Fp eine Kappe mit Zentrum p, und sei D:=HpFp.  D ist also eine 

kompakte konvexe Teilmenge yon Tp. Sei e der zu Tp senkrechte Einheitsvek- 
tor, der ins Innere von F weist. Es gibt eine auf D definierte Funktion z der 
Klasse C 3 derart, dab x + z ( x ) e e F  t'fir xE D gilt. Wir nennen z die Darstel- 
lungsfunktion der Kappe Fp. In Tp wiihlen wit ein kartesisches (rechtwinkliges) 
Koordinatensystem mit Nullpunkt p und bezeichnen i'fir x e Tp (und entspre- 
chend fiir anders bezeichnete Punkte aus Tp) mit x~ . . . . .  x,_ 1 die zugeh6rigen 
Koordinaten von x. Wir schreiben 

Oz 02z #3z 
zi = - - '  zlJ -- t?x i ~xj' ~X  i ZiJk - -  ~X  i ~ X j  ~Xk ~ 

Fassen wir Tp als Vektorraum mit Nullpunkt p auf, so ktinnen wir darin 
durch 

(v. w) /= ~ z,j(p) v, wj (3) 

ein Skalarprodukt ( - , . ) p  und damit eine euklidische Metrik erkl~iren. Summa- 
tionsindizes laufen hier und im folgenden, wenn nichts anderes gesagt ist, yon 1 
bis n - 1 .  Wir setzen 

1 / ~ ,  v)p =." Ilvll. 

und bezeichnen IIv-wllp auch als den p-Abstand der Punkte v, we  Tp. Er hiingt 
nicht yon der Wahl der orthonormierten Basis in Tp ab. 

Wir verwenden nun die Koordinaten x t ,  . . . ,x,_~ des Punktes x e D  als Pa- 
rameter der Fl~iche F im Punkt x +z(x)e. Mit bij(x ) seien die Koeffizienten der 
zweiten Grundform (beztiglich des nach innen weisenden Normalenvektors der 
Fl~iche) yon F in diesem Punkt beziiglich dieses Parametersystems bezeichnet. 
Es sei ~Pmin(X) der kleinste und ~ ,x(x)  der gr6Bte relative Eigenwert der Matrix 
(bit(x)) beztiglich der (positiv definiten) Matrix (zij(p)). Auch diese Zahlen sind 
unabhgngig yon der Wahl der Basis in Tp. 

Hilfssatz 1. Zu jedem 2 mit 0 < 2 < 1  existiert eine Konstante 0<ha=<h o mit 
folgender Eigenschafi: Fiir alle p s F  und alle x, y e F  mit O<h(x,p)<=hx und 
O<h(y,p)<=h~ gilt 

,~ < ~m~(x) _-< ~ma~ (X) __--< 2 -  ~, 

1/-~< 6,,(x,y) <1/2_1, 
= I I x . - y . l l .  = 

2 <  6n(Y'P) <2  -1 . 
- 1 / 2 ~ i y ,  p) - 

( 4 )  

(5) 

(6) 
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Beweis. Zun~ichst miissen wir die Existenz einer Zahl c zeigen derart, dab mit 
den obigen Bezeichnungen 

[zi(x)l <c, [zij(x)[ <c, Izi~,,(x)l <=c (7) 

fiir alle x aus dem (hinreichend klein gew~ihlten) Definitionsbereich von z und 
alle i,j, k gilt, wobei c weder yon dem betrachteten Punkt p noch von dem in 
Tp gew~ihlten Koordinatensystem abh~ingt. Die einzige Schwierigkeit besteht 
darin, dab zu jedem Punkt p eine andere Darstellungsfunktion z geh6rt. 

Aus Kompaktheitsgriinden gibt es endlich viele Kappen Fp, mit Zentren p~ 
(i--1 .. . .  ,v) und eine Zahl 0 < h  1 <h  0 derart, dab jede Kappe tier H6he h 1 ganz 
in einer dieser Kappen enthalten ist. In jeder Tangentialhyperebene Tp, w~ihlen 
wir ein (im folgenden festzuhaltendes) kartesisches Koordinatensystem mit 
Nullpunkt pi. 

Sei nun p ~ F  ein beliebiger Punkt und q~ {Pl,--.,Pv} ein Punkt, so dab die 
Kappe Fp der H6he hi mit Zentrum p ganz in Fq liegt. Wir bezeichnen jetzt zur 
Unterscheidung den zu Tq senkrechten (ins Innere yon F weisenden) Einheits- 
vektor mit eq und die in Dq= l-]qFq erkliirte Darstellungsfunktion von Fq mit z q. 
Analog seien ep, z p und Dp=[IpFp erkl~irt. Wir w/ihlen in Tp ein beliebiges 
kartesisches Koordinatensystem mit Nullpunkt p. 

Da z q dreimal stetig differenzierbar und Dq kompakt ist, gibt es eine 
Konstante c omit  

[z~(x)l_-< Co, Iz~j(x)l _-< Co, Iz~jk(x)l <Co (8) 

ftir alle x ~ Dq. Diese Konstante kann einheitlich ftir die endlich vielen Kappen 
Fe,,...,Fpv gew~ihlt werden. 

FiJr x ~ Op setzen wir 

y : = x + z P ( x ) e p  und tp(x)=y' :=IIqy .  

Dann ist (p eine injektive Abbildung von D e in Tq. Sei 0 die Umkehrabbildung. 
Sie ist wegen 

x = y -  ( e p , y - p )  ep 

(wo ( ",. ) das Skalarprodukt in IR" bezeichnet) und 

y = y' + z q (y') eq (9) 
explizit gegeben durch 

~k (y') = y' + z q (y') eq -- (ep,  y' + z q(y') eq -- p )  ep 

und somit yon der Klasse C 3. Aus (8) folgt, dab die partiellen Ableitungen der 
Koordinatenfunktionen der Abbildung ~ his zur dritten Ordnung dem Betrage 
nach abgeschiitZt werden k6nnen durch eine Konstante, die nur von e o ab- 
h~ingt. Betrachtet man im Definitionsbereich von ~ eine meBbare Menge vom 
(n-1)-dimensionalen MaB #, so sieht man leicht, dab ihre Bildmenge unter 
ein Mal3 >Wcos~ hat (vgl. Definition der Kappen). Die Funktionaldetermi- 
nante tier Abbildung 0 (beziiglich tier in Tq und Tv gegebenen kartesischen Koor- 
dinatensysteme) ist also dem Betrage nach > l/cose. Jetzt folgt, dab die par- 
tiellen Ableitungen der Koordinatenfunktionen der Umkehrabbildung q~ bis 
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zur dritten Ordnung dem Betrage nach durch eine Konstante abgesch~itzt wer- 
den k6nnen, die nur yon c o und e abh~ingt. 

Wegen 
zP(x) = ( e p , y - p >  

und (9) ist 
zP(x):  <%, qo(x) + zq(qo(x)) e q -  p >. 

Die partiellen Ableitungen der Funktion z p bis zur dritten Ordnung kSnnen 
also ebenfalls abgesch/itzt werden durch eine Konstante c, die nut von c o und c~ 
abh~ngt. Im folgenden k6nnen wir also die Ungleichungen (7) benutzen, wenn 
nut  z Darstellungsfunktion einer Kappe der H6he < h  1 ist. 

Sei jetzt 0 < 2 < 1 vorgegeben. Wir betrachten einen beliebigen Punkt p e F  
und dazu eine Kappe Fp der H6he hi. O.B.d.A. nehmen wir an, dab p der 
Nullpunkt 0 des IR" ist. Sei D=HpFp und z die auf D definierte Darstellungs- 
funktion der Kappe Fp. Im iibrigen wS, hlen wir alle Bezeichnungen so wie vor 
der Formulierung des Hilfssatzes. Es ist 

zij(x) ftir x e D. 
bij(x) g l  +ZZk(X) 2 

Definieren wir Funktionen hit durch 

zi~(x ) = zit(O ) + hit(x ) f'fir x e D, 

so gilt nach dem Mittelwertsatz 

[hij(x)]~c 1 [Ix N f'tir x ~ D  

mit einer Konstanten q ,  die wegen (7) nur yon c o abh~ngt. Ferner definieren 
wir Funktionen k~2 durch 

bit(x ) = zlt(O ) + kit(x ) ffir x e D. 

Wegen Zk(O ) = 0 ergibt sich dann f'tir x e D 

ikij(x)l= zij(O) (_1/1 1 1)-t h~ I +Zzk(x) 2 1/1 +Zzk(x) 2 
< %(0)1 z (x) 2 + IIx IL 

=<c2 Ilxll 

mit einer Konstanten c 2, die abh/ingt yon c o, c 1 und z.B. dem Durchmesser 
yon F. 

Die relativen Eigenwerte der Matrix (blt(x)) beziiglich der Matrix (zlj(O)) 
sind die Nullstellen des Polynoms 

~-+ det ((1 - ~) zlt(O) + kit(x)), 

also die LSsungen einer Gleichung 

. -2  a~(x) =0,  
(1 - 0 "-1 + k=O ~ (1 - 0 k det  (z,t(0)) 
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wobei jeder  Summand  der Summe ak(X ) ein Produkt  von k Koeffizienten der 
Matr ix  (zij(O)) und n - l - k  Koeffizienten der Matr ix (kij(x)) ist. Es gilt daher 
eine Absch~itzung 

ak(X) I d e ~ 0 ) )  <c3[Ix]] ftir x ~ D  

mit einer Kons tan ten  c3, abh~ingend von Co,C 2 und einer von p unabh~ingigen 
positiven unteren Schranke ftir det(zlj(0)). Eine solche existiert, da det(zii(0) ) 
die Gaul3-Kronecker-Kri immung yon F in p ist und da diese KriJmmung auf F 
positiv und stetig ist. Wegen der stetigen Abh~ingigkeit der Nullstellen eines 
Polynoms yon seinen Koeffizienten gibt es eine positive Kons tan te  r 1 (abh~in- 
gend von 2 und c3) derart,  dab ftir alle x e D  mit Ilxll <r l  die relativen Eigen- 
werte von (bij(x)) beziiglich (zij(0)) s~imtlich > 2  und < 2  -1 sind. Fiir IPxtl <r~ 
ist also (4) erfiillt. 

Insbesondere gilt ftir alle x ~ D  mit Irx/I <r~ 

2 ~ zij(O) afaj < ~, b,j(x) cqotj < 2-1 ~ zij(O) %aj (10) 

f'fir beliebige a 1 . . . . .  an-1. 
Definieren wir eine Funkt ion  ~ durch 

z(x)=�89 ) f'fir x~D,  (11) 

so gilt nach dcm Taylorschen Satz 

[r 3 fiir x ~ D  (12) 

mit einer positiven Kons tanten  c4, die nur  yon c o abh~ingt. Wir bemerken nun, 
dab die Eigenwerte der Matr ix  (z~j(O)) gerade die Hauptkr t immungen  von F im 
Punkt  p sind und daher  zwischen zwei von p unabh~ingigen positiven Konstan-  
ten eingeschlossen werden k6nnen.  Es ist also 

c~ Ilxll 2 <�89 111xll 2 fiir x e  Tp (13) 

mit einer Kons tan ten  c 5. ~Wir setzen 

r E = c5 (1 - 2). (14) 
r 

Fiir x e D  mit 0 <  IIxll _-<r2 gilt dann wegen (13), (14), 2 < 1  und (12) 

(2-1 _ 1) �89  zij(O) x~xj > (2-  x _ 1) c 5 tl x II 2 __> c4 II x II 3 > ~(x) 

= z ( x ) -  �89 zij(o) x,xj 
und 

(1 - 2) �89 zij(O) xix j > (1 - X) c 5 IIx II 2 > c4 Ilx II 3 __> _ ~(x) 

= �89 z,~(o) x , x j -  z(x), 
also 

22z(x) < ~_zii(O) xixj < 22-1z(x). (15) 
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Wir kSnnen schlieglich eine positive Konstante c 6 unabh~ingig von p w~ih- 
len derart, dab jeder Punkt x e Tp mit z(x) <= c 6 der Ungleichung 

Ilxll <r :  = M i n  {rl,r2} 

geniigt. Nun wghlen wir die positive Konstante ha<v 6 so, dab der p-Abstand 
je zweier Punkte der Menge 

M a : =  {re  T.: z(v)<ha} 

kleiner ist als der p-Abstand dieser Menge von der Menge 

M6." = { re  re: z (v )=c6} .  

DaB h a unabh~ingig yon p gew~ihlt werden kann, leuchtet ein, wenn statt des p- 
Abstandes der gewShnliche Abstand genommen wird; wegen der nach (13) gtil- 
tigen AbscNitzung 

2<C5111X--p l [2  cs Ilx-p[I 2 <�89 = 

ergibt es sich aber auch ftir den p-Abstand. 
Seien nun x, yeF Punkte mit h(x,p)<h a, h(y,p)<h a. Sei C eine stetig diffe- 

renzierbare Kurve auf F, die x und y verbindet. Wir nehmen zuniichst an, ftir 
jeden Punkt q dieser Kurve gelte h(q,p)<c 6. Dann gibt es eine stetig differen- 
zierbare Abbildung 

u: [ 0 , 1 ] ~ B ,  mit B,:={xeTp: [Ixll=<r} 

mit uO)=xp und u(1)=y p derart, dab die parametrisierte Kurve t~--~u(t) 
+ z(u(t))e eine Parametrisierung yon C ist. Daher gilt nach (10) 

1 1 

LI,(C) = I ~/Z bi~(u)du, duj >= ] /211 /E  zij(O) du, duj 
o o 

= Lp(u), 

wo Lp(u) die L~inge der parametrisierten Kurve u in der durch (3) gegebenen 
Metrik ist. Diese L~inge ist nicht kleiner als der p-Abstand von x p und yP, also 

ist Ln( C) > 1/2 Ilx p -  YP[] v" (16) 

Wenn wir nun zulassen, dab die Fl~ichenkurve C den Bereich {qeF: 
h(q,p)<=c6} verl~igt, so gibt es eine Teilkurve C' mit einer Parametrisierung t 
~--~u(t)+z(u(t))e, wobei u innerhalb yon B r den Rand von M a mit dem Rand 

Yon M 6 verbindet. Nach der obigen Oberlegung ist  r ) nicht kleiner 
als der p-Abstand der Endpunkte von u, und dieser ist nach der Wahl von h a 
grSl3er als der p-Abstand von x p und yP. Die Ungleichung (16) gilt also auch in 
diesem Fall. 

Da C eine beliebige glatte Kurve zwischen x und y war, folgt 

6n(x, y)>= l /  2 I lxP- ypll p, (17) 

also die linke Ungleichung in (5). 
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Aus (17) ergibt sich insbesondere im Fall x = p  

~,,(Y, P) = l /~  II yV lip = 1/2 l / ~  zij(0) y~y~ >= 2 l / ~  = 2 1 / ~  

nach (15). Dies ist die linke Ungleichung in (6). 
Andererseits gilt nach (10) und (15) 

1 
_ _  P P _ _  P ~li(x,y)<I ]/~b,j((1 t )xP+tyP)(y~-xi) (y j  xj) dt 

0 
1 

_ _  P P _ _  P  j)dt 
0 

= 21/~ -f [lyp-x"llp, 

also die rechte Ungleichung in (5). 
Speziell im Fall x = p  ergibt sich nach (15) 

6H(y , p) < l//-ff ~ f  11/E zlj(O ) y~ y~ < 2-1 ~ = 2-1 ] / ~ ,  

also die rechte Ungleichung in (6). Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. [] 

Wir stellen nun einen Zusammenhang des Approximationsproblems mit 
Uberdeckungen von F durch II-geodfitische Kugeln her. 

Definition. Zu p>O sei k(F,p) die kleinste Zahl k derart, dab F durch k II- 
geod~itische Kugeln vom Radius p iiberdeckt werden kann. 

Hilfssatz 2. Ist 0 < 2 < 1 und dazu h~ gemiifi Hilfssatz 1 gewi~hlt, so gilt 

k(F, 2-1 l / E )  <= re(F, ~) ~ k(r, 21 /~ )  (18) 

J~r 0<e<h~ .  

Beweis. Seien 2 und h~ wie angegeben, sei 0 < e <h~. Es gibt ein der Fl~iche F 
einbeschriebenes Potytop P mit m=m(F,  e) Ecken Xl, ...,Xm, SO dab d(F, 8P)<e 
ist. Sei p e F. Da die zur Tangentialebene T an F in p parallele Hyperebene im 
Abstand e, die F trifft, das Polytop P treffen mug, gibt es einen Index i mit 
h(xl,p)<=e. Nach Hilfssatz 1 ist 

6,,(x,, p)= x-1V2 ,, p) ___< 2 - 1V , 

also ist p enthalten in der II-geodiitischen Kugel urn x i mit Radius 2-1 ] / ~ .  
Da p ~ F beliebig war, bilden die II-geod~itischen Kugeln um Xl,.. .  ,x,. mit Ra- 
dius 2-x 1//~--~ eine Oberdeckung yon F. Dies beweist die linke Ungleichung in 
(18). 

Nun setzen wir p = 2t/2-e und iiberdecken F durch k = k(F, p) II-geod~itische 
Kugeln vom Radius p. Seien x 1, . . . ,x  k ihre Mittelpunkte, und sei P die konve- 
xe Hiille dieser Punkte. Wir behaupten 

d(F, OP) < e. (19) 
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Angenommen, das wg_re falsch. Sei p eF  ein Punkt mit maximalem Abstand 
von P. Ist q der zu p n~ichste Punkt in P, so ist die zu q - p  orthogonale 
Hyperebene H durch q eine Stiitzebene an P (siehe McMullen-Shephard [3], S. 
33). Da kein Punkt von F gr6geren Abstand von P hat als der Punkt p, ist die 
Tangentialebene T an F in p parallel zu H. Der Abstand yon H und T ist 
gr6ger als e, also gilt h(xi,p)>~ fiir i=  1 . . . .  ,k. Nach Wahl der Punkte xl,  . . . ,x k 
gibt es einen Index i mit 6~l(xf,p)< p. Da jede glatte Kurve auf F, die p mit xi 
verbindet, wenigstens einen Punkt y mit h(y,p)=e enth~itt, gilt nach Hilfssatz 1 

p _-> ~,(xl ,  p) > ~,.(y, p) >= ,~1/2 h(y, p) = , ~ 1 / ~  = p. 

Dieser Widerspruch zeigt die Richtigkeit yon (19). Da k(F, 2 1 /~ )  die Ecken- 
zahl des Polytops P ist, folgt die rechte Ungleichung in (18). [] 

Der n~ichste Hilfssatz bezieht sich auf l]lberdeckungen von Teilmengen des 
euklidischen Raumes durch kleine Kugeln. Er diirfte allgemein bekannt sein. 
Da er jedoch anscheinend nirgends explizit ausgesprochen ist, geben wir einen 
Beweis. 

Ftir eine beschr~inkte Menge M im euklidischen Raum IR" und fiir p > 0  
bezeichnen wit mit K(M, p) die kleinste Zahl k derart, dab M durch k Kugeln 
vom Radius p tiberdeckt werden kann. V bezeichne das Volumen im N". 

Hilfssatz 3. Fiir jede beschriinkte quadrierbare Menge M c IR" gilt 

lira K(M,p) ~c,p"=O,V(M). 
p~O+ 

Beweis. Sei 0 < 2 <  1 vorgegeben. Wie man leicht sieht, gibt es eine Zahl 7 > 0  
derart, dab zu jedem/3> 7 im IR" ein Wiirfel W der Kantenl/inge/3 existiert, der 
durch Einheitskugeln iiberdeckt werden kann, for deren Anzahl # die Absch/it- 
zung 

gilt. Die quadrierbare Menge M l~il3t sich iiberdecken durch v Wiirfel 
W1,..., W~ einer Kantenl~inge c~ mit 

v~"<2 -1 V(M). 

Sei nun O<p<c~/7. Wir setzen f l ,=e/p und bestimmen dazu W und # wie 
oben. Jeder Wiirfel W~ kann tiberdeckt werden durch /t Kugeln vom Radius 
o(fl=p, also kann M iiberdeckt werden durch v/~ solche Kugeln. Es folgt 
K (M, p)_-< v#, also 

K(M, p) ~c,p" < 2- 20, v(m) (20) 
ftir p<=c~/7. 

Andererseits k6nnen wir in die Menge M Wtirfel W1,..., W~ einlagern der- 
art, dal3 sie paarweise einen euklidischen Abstand >46  mit einem positiven 6 
haben und dab 

V(W,) > ,~ V(M) 
i = l  
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ist. Sei 0 < p < 6  und M iiberdeckt durch K(M,p) Kugeln vom Radius p. Sei #i 
die Anzahl dieser Kugeln, die Punkte mit W~ gemeinsam haben. Verschiedene 
Wiirfel werden wegen p < 6 nicht von derselben Kugel getroffen, daher ist 

K(M,p)>= ~, #i. 
i = l  

Ferner gilt 
~ .p">  O. v(w~), 

denn mit einem WiJrfel W~, der dies nicht erfiillt, und seinen iiberdeckenden 
Kugeln k~nnte man eine KugeliJberdeckung des Raumes IR" einer Dichte <0,  
konstruieren. Es folgt 

K(M, p) K,p" > 20, V(M) (21) 
fiir p<6. 

Aus (20) und (21) ergibt sich 

20, V(M) < lira inf K(M, p) Xnp" 
p ~ 0 +  

< lim sup K(M, p) re, p" < 2- 2 ~, V(M). 
p~O+ 

Da ~ < 1 hier beliebig war, folgt die Behauptung yon Hilfssatz 3. [] 

Wir kehren nun wieder zur Fl[iche F zuriick und bezeichnen for eine offene 
Teilmenge M c F  mit AII(M ) ihr (n-1)-dimensionales Volumen beziiglich der 
durch die zweite Grundform gegebenen Riemannschen Metrik. Zur Abkiirzung 
sei An(F ) = All gesetzt. 

Hilfssatz 4. lim k(F, p) K._ 1P"- 1 = O._ 1 An. 
p ~ 0 +  

Beweis. (Eine entsprechende Aussage dtirfte allgemein fiir kompakte Riemann- 
sche Rgume gelten; es ist jedoch bequem, die im vorliegenden Spezialfall ge- 
gebenen Vereinfachungen auszunutzen.) 

Sei 0 < 2 <  1 gegeben. Dazu sei die Konstante h a gem~ig Hilfssatz 1 be- 
stimmt. Sei jetzt zun~ichst p e F ein fester Punkt. Sei Fp die Kappe der H~he 
h J2 mit Zentrum p und D :=FIpFp; z sei die auf D definierte Darstellungsfunk- 
tion von Fp. Auch die weiteren Bezeichnungen seien wie friiher gew~ihlt. Ferner 
nehmen wir o.B.d.A, an, dab p der Nullpunkt des IR" ist. In dem Unterraum Tp 
ffihren wir die durch das Skalarprodukt (3) gegebene euklidische Metrik ein. 
Fiir M' cD  bezeichne Ap(M') das (n-1)-dimensionale Volumen yon M' beziig- 
lich dieser Metrik. 

Sei nun ~ : ~ M c F p  eine offene Teilmenge und M'=I-IpM quadrierbar be- 
ziJglich Tp. Wir behaupten, dab 

2(,- t)/2 < An(M) < 2(1 -,)/2 (22) 
- a p ( M ' ) -  

ist. Fiir die relativen Eigenwerte ~ , . . . ,~ ,_1  der Matrix (blj(x)) mit x eD gilt 
nach Hilfssatz 1 

2<~i<2  -1 ftir i= l  .. . . .  n -1 .  
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Aus 
det(bij(x)) 
~ - - ~ 1  ""~n-l' 

AII(M)= ~ ]/det (bij(x)) dxl ... dx,_ 2, 
M' 

Ap(M') = f ]/det (zlj(O)) dx l . . ,  dx,_ 1 
M' 

folgt die Behauptung (22). 
Nach Hilfssatz 3 gibt es eine Zahl c v >0  (abh~ingend yon M') mit 

K ' p , - i  
2<  (M,p)~c,,_~ <2_1 (23) 

0,_ 1Av(M') 
t'fir O<p<=C 7. Hierbei bezieht sich K(M',p) auf die dutch (3) in T, gegebene 
Metrik ! 

Sei 0<p<Cv ,  und sei K(M' ,p )=p gesetzt. Wir tiberdecken M' durch Ku- 
t geln (beziiglich (3)) B'~ . . . .  ,B,  vom Radius p. Sei x 's der Mittelpunkt der Kugel 

B's, sei xS..=x'S+z(x'S)e und Bs in F die II-geodatische Kugel um x ~ mit Ra- 

dius l /2-~p.  Sei y ~ M  ein beliebiger Punkt und y'=Hpy. Es gibt eine Kugel B's 
mit y'~ B'~. Nach Hilfssatz 1 gilt 

6if(y, x ~ ) < l / ~  Ily '-  x'~]lp < l / ~  1 p, 

also y ~B~. Somit bilden die Kugeln B1,. . . ,  B u eine Oberdeckung von M. 
Umgekehrt seien (immer noch t'fir p<=c7) B~ .... ,B v II-geod~itische Kugeln 

vom Radius l f2p in F, die M iiberdecken. O.B.d.A. (notfalls verkleinere man 
c7) liegen diese Kugeln in der Kappe der HShe h a mit Zentrum p, so dab die 
Absch~itzungen aus Hilfssatz 1 herangezogen werden k6nnen. Sei x '~ das Bild 
unter Hp des Mittelpunktes x ~ von B~. Sei y '~M'  ein beliebiger Punkt und 
y:=y'+z(y')e.  Es gibt ein s mit ycBs.  Nach Hilfssatz 1 gilt 

r  ~ 6II(Y, Xs) >= r I1Y' - x'~l} p �9 

Der Punkt y' ist also enthalten in der Kugel B'~ (beziiglich der durch (3) 
gegebenen Metrik) mit Mittelpunkt x"  und Radius p. Somit bilden die Kugeln .. 
BI, ...,Bv eine Uberdeckung yon M'. Es ist also 

v > K (M', p). (24) 

Wir kSnnen nun in F endlich viele Punkte p~,.. . ,p,,  und offene Mengen 
M1, . . . ,M,.  finden, so dab folgendes gilt: pi~Mi, f'tir y ~ M  i gilt h(y, pi)<=ha/2 (i 
= 1,...,m), die Mengen M I . . . .  ,M,, sind paarweise disjunkt, ihre abgeschlosse- 
nen HiJllen iiberdecken F, insbesondere ist 

ff-•Ali(Mi) = Au, (25) 
i=1 

und jede Menge H p M  i is quadrierbar beziiglich Tp. 
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Wir k6nnen die oben gewiihlte Zahl c 7 so w~ihlen, dal3 sie fiir alle Mengen 
M1, . . . ,M,,  dasselbe leistet wie fiir M. Sei jetzt 0 < p ~ C  7. Die (erste) obige 
Konstruktion ergibt dann fiir jede Menge M~ eine fdberdeckung durch /zl II- 

geod~itische Kugeln vom Radius ]/2-~-p. Nach (23) (wo M'=HpM i u n d  
K(M',p)=,u i zu setzen ist) und (22) gilt 

~ i  N'n -- I p n  -- 1 < ~. -- (n + 1)/2 ~n  -- 1 All(M/)" 

Insgesamt tiberdecken diese Kugeln ganz F. Daher ist 

k (F , ] / /~  p)~c,_lP "-1< ~ #i~c,_lp"-l<=2-("+a)/zo,_lAn 
i = 1  

(26) 

fiir p <c7, wobei zuletzt (25) benutzt wurde. 
Wir ~indern nun die oben getroffene Wahl der Mengen M1, . . . ,M, ,  dahinge- 

hend ab, dab je zwei der Mengen einen II-geod~itischen Abstand >46  mit 
einem 6 > 0 haben sollen und dab 

• Au(Mi)> 2 All (27) 
1 1 

i = 1  

sein soll, w~ihrend die fibrigen noch sinnvollen Forderungen bestehen bleiben. 
Wir k6nnen die oben gew~ihlte Zahl c 7 auch fiir diese Mengen gemeinsam 
w~ihlen. 

Nun sei O<p<cs:=l/A-1Min{c7,6}. Es gibt eine l~berdeckung von F 

durch k(F, ]/-2 p) II-geod~itische Kugeln vom Radius 1/2 p. Seien B] . . . . .  B~,, die- 
jenigen unter diesen Kugeln, die Punkte mit M~ gemeinsam haben. Sie fiber- 
decken Mi, also gilt nach (23), (24) und (22) 

rite,_ 1 p . - i  >)(.+a)/zon_lAn(Mi)" 

Andererseits ist i BrnBs=~,~3 ffir i+j wegen ~ /2p<6 und daher 

also 

v, <=k(F, l/2P), 
i = l  

k(F, 1/ 2 p) tr I P"- 1 > 2(,- 1)/2 0,_ 1 An (28) 

fiir p < c8, wobei zuletzt (27) benutzt wurde. 
Aus (26) und (28) folgt nun 

2"- 1 ~ q  * Al I ~ lim infk(F, p) ~c,_, p"- 1 
p ~ O +  

< lim sup k(F, p) ~c,_ i P"- 1 < 2-" ~9,,_ 1 An. 
p ~ O +  

Mit 2 ~ 1 folgt die Behauptung von Hilfssatz 4. [] 
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~lso 

and  somi t  

N u n  k 6 n n e n  wir  den  Beweis des Satzes zu E n d e  f'tihren. Aus den  Hilfss~it- 
zen  2 u n d  4 folgt u n m i t t e l b a r  

2 " -  1 2(1 -.)/2/s On - 1 All 

= 2 " - 1 2  (1-")/2 l im  k (F ,p )p  "-1 
p~O+ 

< l im inf  m(F, e) e ("- 1)/2 
e~O+ 

< lira sup m(F, e) e ("- 1)/z 
e~O+ 

< 2 1 - " 2  (1-")/2 l im  k (F ,p )p  ~-1 
p~O+ 

= 21 - ,  2(1 - . )12  Knll On_ 1 All 

air  jedes  pos i t ive  2 < 1. Mi t  2 ~ 1 folgt 

l im m(F, e) ~("- 1)/2 = 2(1 -n)/2 K.~ll On_ 1 All" 
e~O+ 

Bezeichne t  (gij) die erste G r u n d f o r m  der  Hyperfl~iche F,  so ist 

det  (bifl _ K, 

det  (gift 

] / ~ t ( b  i j )  d X  l " " d x , , _  , = I/K- ] /det  (glj) d X  l . . . dx ._  , 

A , I= f  ]/-K d F. 

Dami t  ist alles bewiesen.  
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