
2~5 P~L BSK~ER 

~ b e r  e l l ip t i sch-konvexe  0vale .*)  

Von 

PAUL BSHMER in Berlin. 

A b s e h n i t t  I. 

F o r m u l i e r u n g  des  T h e o r e m s .  

1. Es sei f(x, y ) =  0 die Gleichung einer analytisehen Kurve (M), 
die ein konvexes Oval bildet, und es sei ferner (p der Winkel der guBeren 
Normale gegen die X-Achse. Es werde welter mit 0 der durchweg positiv 
gerechnete Kriimmungsradius yon (M) im Punkte x, y bezeichnet; als- 
dann bestehen fiir die Punkte yon (~f) die Gleichungen 

~ ~-" - -  0 sin ~, 

(1) d y  . O cos  ~ .  

2. Spezialisieren/wir die Lage des Koordinatensystems dahin, 

ist, so die X-Achse (M) im Punkte x ~-0  beriihrt und daher ~ ~- 2 

hat der im Koordinatenursprunge (M) f'ti~punktig beriihrende Kegelschnltt 
(den wir hier kurz den ,,oskuh renden Kegelschaitt nennen wollen) eine 
Gleichung yon dez Form 

1 (Ax~ + 2Bxy + Cy~'). (2) 

do d'*0 S~etzt man ~-~ ~ 0i und 3-~ = 0~, so lassen sich die GrSl~en A, B und C 

durch die Werte ausdriicken, die 0, Q1 trod O~ im 0skulationspun~e be- 
sitzen; dean differentiiert man (2) viermal nach r trod setzt dann in den 

vier so entstehenden Gleichungen i~tir x, y and ~ beziiglich 0, 0 und 
2 

*) Vergl. die GSttinger Inaugural-Dissertation des Verfassers: ~"ber geometrische 
Apl~roximationen. Berlin 1904. (Gustav Schade). 
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ein, so verschwiadet die erste der vier Gleiehungen identisch und aus den 
drei iibrig bleibenden erEilt man 

3. Erteflt man C start des vorstehenden Wertes eine stetige Folge 
yon reellen Werten, so liefert die Gleichung (2) eine einfache Schar yon 
Kegelschnitten,. die mit (M) die T ~ e n t e  und die GrSBen 0 und 01 gemein 
haben, und daher (M) im Nullpunkte vierpunktig beriihren; unter ihnen 
gibt es eine einzige Parabel, die dutch das Verschwinden der I)eterminante 
A C--  B s bestimmt ist, w~ihrend A C -- B s ~ 0 den Ellipsen, A C-- B ~ <:: 0 
den Hyperbeln der Schar zukommt. Bfldet man den Ausdruck A C - B  ~ 
fdr (M), so erhiilt man 

1 (9 ~ § 4,o~-~ 300..) = P (3) 9 ~  9q~' 

und es ist der positive oder negative Weft yon P das Kriterium dafiir, ob 
der oskulierende Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist. 

4. Wir nennen nun eine Kurve (M) in einem Punkte M e///~t/s~ 
oder hyperbolisch gekriimmt, jenachdem fiir den betreffenden tbm~  die 
Ungleichung 

P > 0  oder P < 0  

gilt, und bezeichnen M als eine eUi]~tische oder eine hyperbolische Stelle 
der Kurve. 

Wit nennen ferner ein konvexes Oval, das in jedem seiner Punkte 
elliptisch gekriimmt ist, ein ellilatisch-konvarvs Oval. Dann besteht dos 
Theorem:  

�9 'iinf beliebige Punkte eir~s elliptisch-konvex2n Ovals liege~ stets auf 
einer Ellipse. 

A b s c h n i t t  H. 

Dos Kriimmungsbild. 

5. Dos Mittel zum Beweise des vorstehenden Theorems liefert ,~s 
eine Betrachtung, die wir der persSnliehen Mitteil,~g des Herin Min- 
kowski  verdanken. Es sei wieder f ( x , y ) = O  die Gleivhung eines 
konvexen Ovals (M), ~ der Winkel der ~ufleren Normale gegen die 
X-Aehse und 

(4) q = x cos ~ + y sin 

die Gleichung der Tangente an (M) ha Punkte (xy), mithin q der Absta~d 

es gilt fiir den Beriihrungspun~ die Gleichung 
Mathematische Annalen LX. 17 
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dq 
d~ 

oder gemgB (1) 

dx dy 
- -  x sin (p ~- y cos q~ -t- ~ cos ep -{- d-~ sin q~ 

dq 
d--~ -~ - -  x sin (p + y cos q~. 

Durch nochmalige Differentiation e r ~ b t  sich 

dx dy 
dgAq =- - -  x cos ep - -  y sin ~ --  ~ sin 9 H- ~-~ cos d(p ~ 

oder g e m ~  (1) 

d~q x cos ep y sin r + O- d~p ~ 

Beriieksiehtigt man (4), so erhglt man 

(5) a,q + q = q dcp ~ 

6. -Ist nun C 1 es beliebiger Punk~ der Ebene - -  wir woUen ihn als 
,,hufpunkt" bezeichnen-- ,  so trage man yon C 1 aus in der Richtung ~ die 

1 

Gr~ife 0 3 ab and erriehte im Endpunkte ein Lot; dann umhtiUt die 
Gesamtheit aller solcher Lore eine Kurve (~Io) , die wir das Kriimmungs- 
bird yon (M) nennen wollen, und yon der wir behaupten, dab sie e/n 
konvexes~ den Aufl~unkt umschlieflendes Oval bildet, wenn (M) ein dliptisch- 
konvexes Oval ist. 

Da ngm!ich ffir (Mo) 
1 

q ~ 0  a 
ist, ergib~ sieh aus (5) fiir den Kriimmungsradius 0o yon (Mo) die 
Gleichung 

- •  9 q , + , o , ' - s o o ,  
7 7 0 o ~ - 0  a _{_ d ~  ~ ~_ 90~  90~  

Da nun ferner, wenn (M)  ein elliptisch-konvexes Oval isL P durehweg 
positiv ist, gilt dies auch ffir 0o, d. h. (Mo) bildet ein konvexes Oval, 
das den Aufpunk~ umschliellt. 

7. ])as Kribnmungsbild einer 2arabd ist ein Punkt. 
Die Parabel habe die Gleichtmg 

d a n n  i s t  
X 

YP ~ ~ - 7  

oder-aueh-~ i~ ~bereinst~_mmung mit~den oben getroffenen Bestimmungen~ 

x=--pctg  
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und somit 
d x  p �9 

Bertieksichtig~ man noeh Oleichung (1), so folgt 

Es wird also 

1o 
0 "~- - -  sin* q~ 

1 

q = - - - s i n ~ p - p  a ,  

d. h. aber: alle Tangenten des Kriimmungsbildes gehen dutch einen festen 
Punkt t)o, der in der Achsenriehtung yore Aufpunkte in der .Enq'ernung 

1 

- - p  ~ liegt, mater p den Parameter der Parabel verstanden. 
8. Hatt~n wir das Kriimmungsbild (Mo) als Tangentongebilde ein- 

gefiihrt, so liefert der eben bewiesene Satz das Mitt~l, (Mo) als Punkt- 
gebilde zu definieren, n~imlich als den Oft 
tier Kriimmungsbilder der Schmiegungsparabeln 

Das elliptiseh-konvexe Oval (M) werde :-l. t-~O------ y 

natenursprunge C 1 oskuliert, und es sei das . . . . . . . . . . . . . . .  2" 
Koordinatensystem so fes~gele~, daft die Y- 
Aehse mit der Parabelachse parallel is~. Es 

mungsbilder (31/o) yon (31/) and Po yon (P) ~ 
gew~ihlt. W~hrend nun in C t die Gr6~n \ 

Fig. 1. 
O and O~ far (M) und (P) gleieh sind, trod 
somig der Paralleistratd dureh 190 zur Tangen~e an (M) und (P) in C, 
(Mo) berfihrt, is~, wie sich aus Gleiehung (3) ergibt, q, yon (P) gr6fler 
als p~ yon (M), mad es ist daher in der Umgebung yon C 1 der Krtim- 
mungsradius yon (P) grSSer als der (dutch gleiehes ~) entspreehende 
won (M); dann muff abet jeder Strahl dureh Po die Kurve (Mo) 
schneiden, da ja flit die Ptmkt~ der Umgebung yon C 1 die Ungleiehung 

1 1 

01, s < ~ 3  

besteht. D/es kann abet mtr dan** der Fall sein, wem~ Po auf (Mo) tieat. 



260 P~.  B~m~, 

Abschnlt~ III. 

S~tze tiber die Beriihrungen zwischen einem elliptiseh-konvexen 
Ovale und einer Parabel. 

9. Wir treffen zun~ichst folgende Bestimmung fiber die Lage des 
Koordinatensystems: die Y-kchse mSge stets parallel zur Achse der Parabel 
(P) angenommen werden und der Nil]!punkt des Koordinatensystems 
so wie der Aufpunkt der Krfimmungsbilder (Mo) und Po in denjenigen 
Punkt verlegt werden, der als C I eingeffihrt wird. 

S.atz I. ~Eine ~arabel (P) ,  die (M) in zwei getrennten 19u~kten C~ 
und C~ zweipunk#ig beri~hrt, kann mit (M) keinen weiteren Pui~kt gemein 
haben. 

Den Beweis ffihren wir in drei Schritten. 
a) (P) kann (M)  nicht zweimal yon innen beriihren. Denn nehmen 

wit das Gegentefl an, so wird sowohl in C 1 wie in C~ 0P <= Q~r sein und 
es miissen die beiden den Punkten C 1 und C 2 entsprechenden Strah!en 

1 1 

durch Po ganz aufierhalb yon (21/o) liegen, da ja ~p~ > p 3 ist: Hiera.us 
folgt aber, dab auch ffir alle Punkte gleichen Winkels zwischen C I und C~ 

Oe ~ O~ sein muB. ~un drfiekt sieh aber 
(~~.y.... / / die Abszisse eines beliebigen Punktes der 

beiden Kurven (M) und (P) durch die be- 
: .. zfiglichen Gleichungen ans: 

\ /: XM -~ -- M sin ~ dq~; 

(6) 

xp ~ -- /'OP sin ~ d~. 

Da wegen der Wahl des KQordinaten- 
Fi~. ~. systems sin r ftir die Parabe! stets negativist, 

kSnnen beide In~gral% wenn man ~ als 
obere Grenze einffitn~, unmSglich gleich sein; vielmehr mul~ stets x~ ~ xp 
sein. ~ Im Falle, dab die Berfihrung in C 1 oder in C 1 und C~ dreipunktig 
ist, gehen die Str~h!en dutch Po in Tangenten an (21/o) fiber; dann ~lt 
~war die Ungleichung zwischen den Krfimmungsradien ~ C~ (bezw. C~ 
und C~)"nidht, wolff aber ~ur aUe Zwischenwerte und somit wird auch 
hiero der zweite Intmgralwer~ kleiner au~fallen als der erste. 

b) (P) l~ann nicht (M)  einmal yon au~en und dnmal van innen 
beriihren. 
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Nehmen wir wieder das (~egenteil als rot]legend' an, so haben wir~ 
wenn (ZO) in C~ das Oval yon innen, in C~ yon au/~en beriihrt, noeh 
mindestens einen dritten lnzidenzptmkt C a. Legen wit dutch C t eine 
Parabel (P~), die dieselbe Achsenrichhmg wie (ZO) mad einen kleineren 
Parameter hat, daher also (ZO) und folglich auch (M) yon innen berfihrt, 
so 15st sich, wenn wir dem Parameter yon (ZO') eine stetige Folge ab- 
nehmender Wer~ erteilen, C~ in zwei Schnittpunkte auf, yon denen der 
eine C~" auf C a zuwandert, und es wandert gleichzeiiig C a gegen C~' 
bin; es existiert daher auch eine Parabel, die (M) zweimal yon innen 
beriihrt, womit der Satz auf den voraufgeher/den zurtickgefiihr~ ist. 

c) (P) kann (M) nicht zweimal yon au,6en beriihren und au,6erdem 
~wch treffen. 

Wenden wir dasselbe Verfahren wie soeben an, so verursaeht; das 
Auftreten des inneren Beriihrungslounk~es yon (P) und (M) einen Wider- 
spruch mit a) oder b). Damit ist aber Satz I erwiesen. 

10. Satz II. (P) kann nicht (M) oskuliere~ und auf~erdem noch 
schneiden oder beriihren. 

Wie wir oben (vergl. Nr. 8 und Fig. 1) sahen, lieg~ ZOo auf (Mo) , 
und es ist ftir alle yon opt versehiedenen Werte yon ~ : ~2 ~> Q~. An- 
genommen nun, (ZO) sebnitte oder bextihr~ noeh einmal (M)"and zwar 
ira Punkte C~, dan n witre %(P)  ~ %(M). Nun gelten fiir die Abszissen 
der Punkte yon (P) und (M) wieder die Gleichungen (6); fiihren wit 
als obere Grenzen die Winkel des Schnittpunktes C~ ein, zerlegen das 
erste Integral in zwei positive Bestandtefle: 

+, +: (M) +~ 

und beriicksichtigen ferner, daI~ hierin fiir jedes beliebige (p mit Aus- 
nahme v0n r die Ungleichung er :> ~af bes~eht, so erkennen wit, dab 
schon der erste Bestandteil yon xp grSBer als xjr isk 

11. Satz III. ~Eine zoarabd (P), die (3I) in C~ dreipunkCig beriihrt, 
~ n n  mit (M) nicht mehr als einen weiteren Schnittpun~ gemein .b~ben. 

Angenommen, (2)  triite, in positivem Sinne durchlaufen, bei C t aus 
(M) heraus und h~t~e auf dem austretenden A ste einen Setmit~punkt C 2 
mit (M), wo sie wieder in (M)eintri t t ,  dann mut~ der Parallels~rahl 
dureh Po zur Tangen~e an (M) in C t die Kurve (2I/o) berahren und zwar 
so, da~ alle Strahlen durch zO o mi~_grSgerem ~ (Mo) sclmeiden. Daraus 
folg~ aber in aualoger Weise wie bei Satz II die Integralun~eichung und 
die UnmSgliehkeit eines SelmitCpunktes C~. 

Dal~ ferner (zO) auf dem eini=retenden As~ nieht mehr als einen 
Schnit~punkt mit (M) haben kann, lfiBt sich aus der Beh~ht=~mg einer 
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Schar yon ParabeIn ableiten, die so, wie es in ~Tr. 9, e) angegeben ist, 
dutch C 1 gelegt werdem Die Annahrae yon (raindestens) drei weiteren 
Sctmit~unkten erg~be dann die Existenz einer Parabel, die (21/) zweimal 
berfihr-t und auBerdera schneider, was gegen Satz I verstSl~t. 

Absehni~t  IV. 

Beweis des Theorems. 

12. Wir fiihren den Beweis des in Nr. 4 angekiindi~en Theorems 
rait Hilfe folgender ~rberlegung: Angenoraraen, man kSnnte fiinf Punk~e 
yon (M) so ausw~hlen, dab sie auf einer Hyperbel liegen, so lassen sich 
aueh stets fiinf Punkte bes~iraraen, die auf einer Parabel liegen, da man 
ja bei hinreichend nahera Zusararaenriieken irgend welcher Ftinf Punkte 
yon (M) zu Ellipsen gelanR4. Das Theorem. wird also bewiesen sein, 
wenn wit 9ezeigt haben, dab ftinf Punkte yon (M) nie auf einer Parabel 
liegen k6nnen, oder daft eine t)arabel mit einem dlilotisch-kanvexen Oval 
nicht mehr als vier Punkte gemein haben kann. 

13. Aus den drei S~itzen des vorigen Abschni~ts ergibt sich, dab 
raehr als vier Inzidenzpunk~e yon (21/)mad (/)) nut dann auftre~en kSnnen, 
en~weder wenn (P)  einmal (M) 2-punkfig berfihr~ (in Cx) und noeh vier 
(oder raehr) ge~renn~e Sehnit~punk~e rai~ (M) hat, oder wenn (P) das 
Oval (M) in sechs (oder raehr) geOrennten Punkten sehneideg. Fiir beide 
F~lle 1RBt sieh durch Betraehtung der Parabelsehar analog Nr. 9, e) der 
Unra6gliehkei~sbeweis fiihren; denn ira ersten Falle rauB es unter den 
Parabeln der dutch C~ gelegten Schar eine geben, die bei gleieher Ge- 
sara~zahl yon Inzidenzen (M) beriit~, was dera Satze I widersprieht; und 
ira zweiten Falle wird es, wenn man einen ganz beliebigen Punkg yon (/)) 
zura geraeinsaraen Punk~ der Sehar w~ihl~, sf~gs eine Parabel geben, die 
bei gleieher Gesara~aM yon Inzidenzen (M) berfihr~, was dem eben Be- 
wiesenen widersprieht. 

Darait ist abet die Unm(iglichkei~ yon seehs Inzidenzpunkten zwisehen 
(/)) und (M) mad folglieh aueh das angektindig~e Theorem bewiesen. 

Ber l in ,  ira dtmi 1904. 


