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(Aus dem Inst. f. theoret. Physik der Deutsehen Karls-Univ. und Techn. 
ttoehseh, in Prag und dem Labor. f. Elektronenoptik Siemens & Halske A. G., 

Berlin-Siemensstadt.) 

Strenge  B e r e c h n u n g  m a g n e t i s c h e r  L insen  
Ho der  F e l d f o r m  H = 

1 + (z/a)  ~" 
Von Walter Glaser in Prag. 

Mit 13 Abbildungen. (Eingegangen am 4. Dezember 1940.) 

Ira folgenden sollen fiir ein Magnetfeld, welches den in der Praxis bei den hoeh- 
auflSsenden Elektronenmikroskopen verwendeten typisehen Verlauf zeigt, die 
Abbildungsgleichung, die VergrSBerung, die Anzahl der Zwischenbilder, die 
Farbabweichung und der 0ffnungsfehler ohne Vernachl~ssigungen als Funktion 
der Systemparameter explizit bereehnet und diskutiert werden. Insbesondere 
sollen der hinsichtlieh des Farb- und 0ffnungsfehlers gtinstigste Dingort und 
Parameterwert bestimmt werden. Ferner sell der Einflu~ einer Feldunsym- 
metrie auf die optisehen Konstanten und insbesondere den Farb- und 

0ffnungsfehler untersucht werden. 

I. Allgeme~ne Integration der Bahngle~chung. 
Die im Labor. f. Elektronenoptik der Siemens & Italske A. G. in den 

'Objektiven des ~bermikroskops empiriseh ausgemessenen Magnetfelder 1) 
:haben l~ngs der Achse meist einen 
~ypiseh gloekenfSrmigen Verlauf 
nach Fig. 1 und kSnnen daher 
bei symmetrischem Feldverlauf 
dutch einen Ausdruck der Gestalt 

H (z) = H0 
[1 + (z/a)']t; (1) 

wiedergegeben werden. Der Ex- 
ponent # ist dabei so zu be- 
stimmen, dab sieh die Kurve (1) 
dem empirisohen Feldverlauf mSg- 

a k 
t~ 

Fig. 1. Typischer Feldveflauf in den Objektiven 
des ~ber~ikroskops  (a) be| symmetrischer, 

(fl) bei unsymmetrischer Polschuhanordnung. 

liehst gut ansehlieSt. Die maximale Feldst/~rke H0 in der Feldmitte 
und die durch die Halbwertsbreite d gem/il~ 

/it 

bestimmte ,,L~nge" a ist so zu wahlen, dab Feldlmaximum H o und die 
Halbwertsbreite d yon (1) mit den entsprechenden GrSl3en des empirischen 

1) Vgl. J. Dosse ,  ZS. f. Phys.: erscheint demni~ehst. 
Zeitsehrift fiir Physik. Bd. 117. 19 
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Feldes fibereinstimmen. (Ffir einen ungekapselten Kreisstrom ist z. B~ 

der Exponent  # = a/2 zu setzen.) 

Die aehsennahen Elektronenbahnen,  welche allgemein der Differential- 

gleichung 
d~r e 
dz  ----=i = - -  8 m'U "H2 (z) r (8} 

geniigen, sind in unserem Falle dureh 

d~ r e Ho ~ r 
d z  "-'-~ ~-- 8 m U  [1 + (z/a)2J ep* (4) 

best immt.  

Wit den Abkfirzungen 

Y = a '  x =  a '  

k2 _ e Ho ~ a 2 (5) 
8 m U  

erh~lt sie folgende dimensionslose Gestal t :  

y"  = ku Y (6} 
(1 + x~) 2 '~" 

Um sie zu integrieren bzw. auf einen bekannten Typus yon Differential- 

gleichungen ZuriiekzUffihren, se tze  man zun~chst 

d ~ trod 1 -~ x 2 1 x -~ etg ~, somit d x = sin~ q~ ~- s i n ~  ; 

damit  erhMt man 

y"  (~) + 2 e~g ~ �9 y '  (~) q- k s sin 4r  ~ .  y = 0. 

Dureh die weitere Subst i tut ion 

v (~) = ~/1 q- x ~ v (~0) (6 a) Y = e--~etg~d~Pv~( ~ ~- sin(p 

ergibt sieh 

y" +2 tg r = 

und wegen 
1 

- -  e t g e  ~ ---- 1 
sin 2 

geht somit die Gleichung ffir v (~) fiber in 

v" (~) q- (! -ff kgsin 4( . . . .  1) ~ ) v  (q~) = 0. (7) 

Diese Gleichung ha t  die Gestalt  

v" (~) 47 g (9 ~) v (q~) = 0, (8) 

wobei J (q0)= 1 q- k2sin4(U-1) ~0 eine periodisehe Funkt ion  yon ~ mit 

der Periode ~ ist. Damit  haben wir die Differentialgleichung der Elektronen- 
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bahnen auf eine H i l l s che  D i f f e r e n ~ i a l g l e i c h u n g  zurflckgeffihrt, deren 
Theorie weitgehend entwickelt ist und die in der Astronomie bei der Mond- 
bewegung, in der Elektronentheorie der Metalle und in vielen anderen Ge- 
bieten eine wichtige Rolle spieltl). 

Im Falle des Kreisstromes ist 9,/t = 3, und J (9) kann in der 
Gestalt 

J ( 9 ) = l + � 8 9  9 

geschrieben werden. Mit den Abkfirzungen 

2 =  l + � 8 9  �89 2 = h  u (9) 

lautet somit die umgeformte Differentialgleichung (7) der Elektronen: 
bahnen 

v" (9) + ()~ -- h~ cos 2 9) v (9) =- 0. (10) 

Es hat sieh also eine Mathieusche  Differentialgleiehung ergeben, 
die auch in anderen Gebieten der Physik auftritt und insbesondere fiir die 
Theorie der Schwingungen einer elliptischen Membran grundlegende Be- 
deutung hatS). 

Die a]lgemeine Anwendung der Theorie der Hillsehen Differentmi- 
gleiehung auf das bier vorliegende Problem wollen wir einer spiiteren Arbeit 
vorbehalten. Hier wollen wir uns nut miir einem Sonderfall befassen, weleher 
jedoch bereits alle typischen Eigenschaften der Abbildung zll erkennen 
und erstmalig streng zu berechnen gestattet. 

1I. Der Sonder/all # ~ 1. 

1. Die Gauf ische  Bahn. Besonders einfach wird n~mlich die um- 
geformte Bahngleichung (7) fiir tt = 1, also fflr den Feldtypus 

H =  H0 
1 + (z/a)2' (11) 

welcher in Fig. 9, und 7 dargestellt ist. In diesem Falle wird die FnnktionJ (9) 
iiberhaupt konstant und die Differentialgleichung (7) lautet: 

v"  (9) = - (1 + k~) v (9).  i12) 

Sie ist somit unmittelbar dureh die beiden partikul~iren Integrale 

sin I/i- + k~ 9 
= (18) 

v cos l/1 + k~ 9 

1) Vgl. hierzu M. J. O. S t ru t t ,  Lam6sche, Mathieusche und verwandte 
Funktionen in Physik und Technik. (Erg. der Math. und ihrer Grenzgebiete.) 
Berlin 1932. - -  ~) M. J. O. S t r u t t ,  a. a. O. 

19" 
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zu integrieren. Die allgemeine LSsung der Differentialgleiehung (4) mit 

# = 1, also die Elektronenbahnen im Feld (11), lautet daher mit (5) und (6a) 

y = 1/1 + x 2 (Cl sin ~Jl + k~ are ctg x + C2 cos ~/1 + k~ arc ctg x), (14) 

wobei C1 und C2 beliebige Integrationskonstanten darstellen. Unsere 
weiteren Betrachtungen wollen wit jedoch an die Gestalt 

1 C Y ~- sin ~o ( I sin ~ -  + k 2 9 + C2 cos 1/1 + k2 ~0) (15) 

ansehliel~en, indem wir uns stets dureh die Gleichung 

x = ctg 9 (16) 

die Koordinate x auf den Winkel 9 umgerechnet denken. Das hat  den 

u dab wir far die Variable 9 blol~ die endliehen Werte zwischen 0 

1,o 

i i 

I o,6 
t/ 
za o,~ 

- 7  -G  - 5  - q  - 3  - 2  - I  g 1 2 8 4 t 5 8 7 

Ho Fig .  2. F e l d v e r l a u f  gemg0 H = 
, + 

und ~r brauchen, um den ganzen Wertbereieh yon x zwischen + ~ und - -  oc 

zu erfassen. 
Mit zwei anderen Integrationskonstanten C1, C2 und der Abkarzung 

e Ho 2 a 2 
eo z = k'2 d-1  = ~ + 1  (17) 

kSrmen wir das allgemeine Integral in folgender Gestalt sehreiben: 

y = C1 sin w (~o + G~) 
sin ~ (18) 

Es soil insbesondere ein y o n  reehts einfallender Parallelstrahl betraehtet 

werden. Dem Werte x---- ~o entsprieht nach (16) 9--~ + 0 .  Damit y 
far x = oo (9 = 0) endlieh bleibt, muB daher die Integrationskonstante C2 
Null sein. Damit wird 

sin ~,) 9 (19) 
y = C1 sin ~s 
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und r ist der Wert yon y f ~  x = oo (~o : 0). Wir iiberzeugen uns noch, 

dal] die Ableitung y '  (x) f ~  x---> ac wirklich verschwindet, also die Elek- 

tronenbahn (19) im Unendlichen parallel der x-Achse ist. Man hat 

y, _ d y d ~v C 1 (sin co H cos 99 -- co sin H cos eo H), (9.0) 
d~ dx  --  

trod flu- H = 0, also x--~ oo wird daher y' (co) = 0. 

(19) stellt somit tatsgehlieh den in der EinfallshShe coC1 yon rechts 
einfallenden Parallelstrahl dar. 

f 
Etrahlr/chtuna I_ ~z ~l 

zo ~ [0 I r I zl 

7 
Fig.  3. Dars te l lung  des Z u s a m m e n h a n g s  zwischen der  kbsz i s se  z und  dem Hilfswinkel  (p. 

Die Darstellung der Bahn mittels der Variablen H kann man sich an 

Hand der Fig. 3 veranschaulichen, wo der zu jedem z-Weft gehSrige H-Wert 

eingetragen ist, welche miteinander in Beziehung stehen: 

z : a ctg H. (21) 

Die Schnittpunkte des achsenparallelen Strahles (19) mit der optischen 
Achse nennen wit dingseitige Brennpunkte. Sie sind nach (19) durch 

s i n e o H r - - 0  oder Hf =n- - -Z(n  = - { - 1 ,  + 2  . . . .  ) (22) 
O) 

gegeben. Die Koordinaten der dingseitigen Brennpunkte lauten somit 

nach (21) 

zf0(n) = a c t g n - -  (n = 1, 2 . . . .  ). (9.8) 

Der erste Brennpunkt ist derjenige, welcher dem Unendlichen am n~chsten 
liegt, also ausgedrfickt durch H dem Werte + 0 am n/ichsteu liegt (Fig. 3). 
Er ist daher dutch n = 1 bestimmt: 

zeo = a c t g ~ .  (24) 
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Fiir 'die Brennweite f finder man naeh Fig. 4 und Gleiehung (20) und (22) 

dY I --  ~ C l ~ s i n n  re cosnTt ' 

also 

l a  1)n-1 ~ t (25) T = ( -  s i n .  

Die erste Brennweite ist daher durch 

gegeben. Die Beziehung (9.6) zeigg, dal~ die kleinste Brenn,~'eite, die fiber 
haupt erreieht werden kann, gleieh der I-Ialbwertsbreite a ist. Sie ergibt 

Fig. 4. Zur Bestimmung der Brennv~eite. 

sich fflr den Parameterwert k 2 -- 3, 
also fflr 

e H~o a 2 : 3 .  (27) 
8m U 

Die zugehSrige Brennpunk~slage ist 
nach (24) Zfo ---- 0' d .h .  die Feld- 
mitre, Beschrgnkt man sieh auf 
die Benutzung des ersten Brenn- 

punktes (n = 1), so haben Brennweite f/a und Brennpunktslage zl/a den 
in Fig. 5 dargestellten Yerlauf, der 4ureh die Darstellung der Bahnen 
in der gleiehen Figur and in Fig. 7 noch vera.nsehaulich~ wird. 

Im weiteren sell der allgemeine Zusammenbang zwischen Ding- und 
Bildol4, also die ,,Abbildungsgleiehung" hergeleRet werden. Dabei werden 
sieh die obigen Ausdrfieke fflr die Brennpunkte als Sonderfglle ergeben, 
n~mlieh als die dem unendlich fernen Bildpunkt entspreehenden Ding- 
punkte. 

Im Anhang wird gezeigt, wie man zur allgemeinen Abbildungsgleiehung 
fflr krummlinige Elektronenstrahlen gelangt. Sind namlieh ~ (z) und a (z) 
zwei beliebige unabhi~ngige LSsungen der Differentialgleiehung fiir die 
achsennahen S~rahlen eines rotationssymmetrischen elektromagnetischen 
Feldes, so ist der Zusammenhang zwischen Ding0rt Zo und Bildori zl ge- 
geben dutch die Gleiehung 

e (20) g (gl) - -  0 (gl) (7 (20) --" O. (28) 

In unserem Falle ist 

= 01 s in~  und ~ = 02 c~ (29) 
sin q~ sin 9 ' 
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(28) erhi~lt daher  die Ges t a l t  

sin o~ ( 9 1 -  90) = O, 
d.  h. 

3"s 
9 o - - 9 1  ~ n-~- ,  n =  1, 2 . . . .  ; (8o) 

91 bes t immt  das n 4 e  Bild (n - -  1 Zwischenbilder).  In  Fig.  8 kann man  sieh 

wieder den Zusammenhang  zwisehen 9o und 91 gut  veransehaul ichen.  

i 

o,7 o2 o,~ o,/o,5o,6 o,,f I 2 3 g 5 G  7o 1o m 30 ~ , ~ o ~  8oloo 

Fig. 5. Brennweite ] und Brennpunktslage zf als ]~umktion des Systempammeters 

8 m  U 

Man hat  einfach v o m  Bogen 9o den Bogen ~ n-real abzutragen,  
Vk~ + 1 

um das n 4 e  Bi ld  zu erhal ten.  (In der F igur  is~ n = 1.) Ff ihr t  m~n n~ch (21) 

z s tar t  9 ein, so ergibt  sich 

Zo = a c t g g o - ~  a c t g ( 9 1  + n ~ ) =  actgeplc~gn-~--a 
ctg ~1 + ctg n - -  

O~ 

oder  wenn man Z~hler und Nenner  mi t  a mult ipl iz ier t ,  nach (21) 

ctg n ~ - -  a Z l  
a 

(D 

Z 0 7~ 
Z 1 2 V a e t g  n 
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Dies l~ann m a n  weiter umformen  
7~ 

1 + etg~ n - -  
z o - a e t g n - =  - - a  2 

( 0  :N ~ 
~ + a c t g n - -  

( 0  

oder 

(Zo - - a  ctg n-~)) (z 1 + a  e~g n ~ )  - -  a 2  
sin ~ ~s - -  

CO 

Setzt m a n  daher 

z~o = a etg n ~ ,  z h = - a etg n - - ,  /o = - - - - - - ~ ,  
r,) sin ~ - -  

, 

und  weiter 

1 (al) 
) 

7g 
s i n  ~ - -  

o )  

= z l - z  , Z o = Z o  (82) 1 . . . . .  , f l  := - -  Z f o '  

so gilt zwischen Z o u n d  Z1, d . h .  den auf  die en t sp rechenden ,Brennpunk te  

bezogenen Dins-  u n d  Bi ldkoordinaten die Beziehung:  

ZoZ~ =/oh-  (aa} 

2. Die VergrSfierung. Wit  kommen  n u n  zur Bes t immung  der Ver-  

~5I~erung V. Wie im Anhang  gezeigt wird,  ist diese dureh zwei beliebige 

E lek t ronenba tmen  ~o (z) und  a (z) auf  folgende Art  gegeben: 

V = a (z 0 a (%)" (84) 
I n  unserem Falle ist daher die VergrbBerung im n- ten  Bi ldpunk t  bach (29) 

durch 

Vn cos (o ~o 1 sin ~o o (34 a} 
-~ sin~o 1 coso)~o o 

bes t immt .  W e n n  m a n  aus (30) einsetzt,  erh~lt m an  

Vn ~_ cos(eoq~o--n~) s in~o ___ ( _ 1 )  n sin ~o 
\ ( - n ~ )  e~176 ~ "  sin (Po sin r cos n ~ -- cos ~o sin u - -  

('~ ~) 

W e n n  m a n  weiter im Nenner  sin n -  heraushebt  u n d  aus (21) e inse tz t :  
O) 

1 a V ~ =  ( - - 1 )  n - ~  
z o - a c t g n ~  s i n - -  

Auf Grund yon (31) u n d  (32) ergibt sieh somit  
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Die VergrS~erung im ersten Bild (n---- 1) ist also 

= z-;  = t - ; '  

wobei die GrSl~en Zo, Z1,/o und/1 dureh die Gleiehtmgen (31), (32) und (21) 
bestimmg sind. Au~ Grund yon (24) una (~6) gilt f ~  alle ke-Werte ]/[ > I zfl, 
d.h. die beiden Hauptebenen liegen t~bersehlagen, wie t~brigens in einer 
experimentellen Untersuehung yon E. R u s k a  sehon 1934 festgestellt 
worden istl). 

Es hat sich somit die fiberraschende Ta~saehe ergeben, dal3 aucb in 
diesem allgemeinen Falle eines vollkommen krummlinigen Strahlenganges, 
we also Ding- und Bildsgrahl gar nicht voneinander unterschieden werden 
kSnnen und daher auch nicht so wie in der gewShnlichen Optik eine Ge- 
radenzuordnung darstellen, trotzdem die Abbildungsgleichungen (88) 
und (36) der gewShnlichen Optik gelten. Dutch (36) sind auch die Haupt- 
ebenen als konjugierte Ebenen mit der Yergr5Berung 1 bestimmt und es 
li~13t sich damit auch die bekannte List ingsehe Bildkonstruktion naeh 
Fig. 6 A und B mittels der geradlinigen (fiktiven) Hauptstrahlen I und I I  
iibertragen, obwohl diese beiden geradlinigen ttauptstrahlen mit dem 
tats~ehlichen krummlinigen Strahlengang (dutch die gestricheiten Linien 
angedeutet) aul]er den Schnit~punkten gar nichts gemeinsam haben, und 
der gesamte FeldeinfluB kann so innerhalb des Bereiches der GauBschen 
Dioptrik dutch die beiden ttauptebenen und Brennpunkte ersetzt werden. 
Ftir die Koordinaten der Hauptpunkte ergibt sieh aus (31), (32) und (36) 
( v  = 1) 

z~ -~ a c~g- 2 Vk-y-~+l ,  z ~ l  : - -  a ctg 2 ~ "  (36 a) 

Die Werte z~ro/a  sind in Tabelle 1 angegeben und in Fig. 6 A in ihrer Ab- 
h/ingigkeit yon k 2 kurvenm~13ig da~gestellt. 

Hier erhebt sich sogleich folgende Frage: Ist das Feld (11) das einzige, 
Iiir welches im ganzen Bereich die Linsengleichung und Vergr66erungs- 
formel der ge~6hnliehen Optik streng gilt, oder gibt es noch andere Felder 
mit dieser Eigensehaft ? Mathematisch heil~t dies : Fiir welehe Felder H (z) 
yon (3) besteht zwischen den aufeinanderfolgenden Nullstellen der zu- 
gehSrigen Bahnkurven ein projektiver Zusammenhang? Da eine derartige 
Abbildung dureh drei Angaben, nfimlich die Brennweite und /tie Lage der 

1) E. Ruska,  ZS. f. Phys. 89, 90 ft., 1934. 
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beiden Brem~punkte bestimmt ist, hat  die dutch ein derartiges Fel4 be:- 
stimmte Abbildung die physikalische Eigensehaft, dab man die ganze Ab- 

bildung fiir alle beliebigen Punkte kennt, wenn man sie fiir dvei Punkte 
bestimmt hat. Die Aufgabe ist nun die, dal~ man der Gestalt des Feldes H (z) 

I 6 
e~ 

~I~ 
r 

;a-r, oo-o,~-o, eo-o,~ -o, zo a 

F i g .  6 A.  H a u p t -  u n d  B r e n n p u n k t s l a g e n  a l s  F u n k t i o n  des  S y s t e m p a r a m e t e r s  k z. 

I 

-1,~-.-s -1,o -o,8~-qs -r i -y~- o.C--o.t 
. . . . .  r r " z -  - -  . . . .  

% 
, I I F 

F i g .  6 B .  D i e  L i s t i n g s c h e  B i l d k o n s t r u k t i o n  m i t t e l s  B r e n n p u n k t e n  u n d  H a u p t e b e n e n  
f i i r  k 2 = 1 ,6 .  

~lnmittelbar ansehen kann, ob die (lurch sie vermittelte Abbildung diese 
Eigensehaft hat oder nicht. In  einer demn~chst erseheinenden Arbeit von 
L a m m e l  und dem Verfasser soilen alle elektrisehen und magnetischen 
Felder, fiir welche die gewShnliehe Abbildungs- und VergrS•erungsgleiehung 
gilt, angegeben werden. 
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3. Die ZahI der Zwischenbilder. Wir wollen nun noch die Zahl der 

Zwischenbilder als Funktion des Parameters k ~ bestimmen. Wie aus dem 

vbigen hervorgeht, kommt alles auf die GrSl]e des Winkels 

z ( e Hua~ ) -  *t, 
- -  ~ 1 4 -  ( 8 7 )  

o, ~-~-]-1 ' 8m 

an. Nach Fig. 8 hat  man den Winkel ~o, der dem Dingpunkt entspricht, 
immer um ~/o~ zu verkleinern odor zu vergrSl3ern, um das enfsprechende 

Bild zu erhalten. Man erkennf daraus: Ffihrt die Verkleinerung (Ver- 

grSl]erung) yon ~o um den Winkel 7l/eo zu Null (~), so liegt das Bild im 

Unendliehen und ~o ware der Brennpunkt. In  diesem Falle ist 7~/w in ~o 

(~ - -  ~o) einmal enthalten. Ist ~/eo in ~o ( z - -  ~o) N-real enthalten, odor 

genauer:  ist ~s~ ~'' ( ~ ,  ~~176 co)grSl3er als die ganze Zahl N and kleiner a l s  

,die ganze Zahl N + I, go erh~It man N Bilder ;-ist ~ (z,. -. 9o co) gerade 

gleich N, so ergeben sich N- 1 Bilder im Endliehen (da das eine im Un- 
endlichen liegt). Der unendlichferne Punkt  (~o = 0) hat somit N Bilder 

(Brennpunkte), wenn N ~ eo <; N -~ 1, odor 

[ ( N + I ) ( N - 1 ) ~  e-~ H~a'2 ] 8 ~ u ~ (N + ~,) N. (88) 

Liegt daher eo = ~fli + k 2 zwischen 1 und 2, go treten nur einfaohe Biider 

auf. Es ist also 

I e II~a2 < "d < sm U (89) 

die Bedingung dafitr, dal~ nut einfache Bilder auftreten..Diese Bedingung (89) 

ist bis jetzt in der Praxis immer erfiillt. 

4. Die Buschsche Ni~herungsformel f~r die Brennweite. zur: Ver- 
anschaulichung des Vorgetragenen sind in Fig. 7 einige Elektronenbahnen 

mit der EinfallshShe 1 fiir die Parameterwerte eo : 1,1; o~ ~ 1,8; (o ~ ],6; 
o~ ~ 2; o) - :  9.,5; eo = 3 und eo ~ 8,5 nach der Formel 

1 sino) e mit z =  c tg~  (40) 
Y ~ e,~ sin.~ 

-yon D o s s e  gezeictmet worden. Zusammenfassend kSnnen wit nochmals 

feststellen: Um die gefundenen Be ziehungen der Gaul3schen Dioptrik 
far ein empirisch ausgemessenes Fold zu benutzen, mt~ssen wir den Feld- 

messungen die Halbwer~sbr~i~e a und die maximale Fe]dst~rke bzw. Induk- 
tion Ho in der Feldmitte entnehmen. Mit der bekann~en Beschleunigungs- 
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spannung U kSnnen wir also den Parameterwert  k 2 nach (5) bereehnen, 

welchen wir in die l%rmeln (23), (24), (26) und (81) einzusetzen haben. 

Die auf diese Weise best immten k2-Werte l i egen  derzeit bei den starken 

\ \  

\ 

/ 

J l  / 
r 

/ / 

/ 

/ / / 
-1'-5e - s  

,+>2. 

/ / 

I ! �84 
Achsenabsfand da" T,, .~klrozenSahnen 

/ / 2  ~" . . . . . . . . . . . . . . . . .  _~ . . . . . . . . . . . .  L. 
# 

I 
3 q 5 F 7 -q -3 -2 -1 2 

Zb~enac~se x= z - - - ~  

Fig. 7. In der Ein~allshiihe 1 yon rechts einJaUende ]~lektronenbahnen fiir verschiedene Were 
Ho des Parameters o) = ~'1 § ~i~ ~ im Feld H = 

i+(~) ~' 

Linsen des (~bermikroskops zwischen 1 und 2. Die s~rengen, nach For -  

reel (26) berectmeten Werte der BrechkraIt  a / /  sind in Fig. 8, Kurve I ,  

dargestellt.  Is t  k S ~ 1, so kann man (26) naeh k entwickeln und erh~lt so 

1 

Dieser Ausdruek fiir a / / e r g i b t  sich aueh dureh Anwendung der zuerst vor~ 

B u s c h  1) angegebenen Ngherungsformel ftir die Brennweite 

1 e ( H 2 d Z, (42> 
T = s-WU 

--oo 

wenn man hierin fiir H 2 aus (11) einsetzt. Die Buschsche Formel entspri6ht 

also einer Ngherung fiir unendlich kleine Werte  des Parameters  k 2. In  Fig. 8 

haben wir neben der Darstellung der Brechkraft  nach der s t rengen 

Formei (26) in Kurve I aueh die auf Grund der B u s e h s e h e n  Formel ( 4 2 )  

1) H. B u s c h ,  Arch. f. Elektrotechn. 18, 553, 1927. 
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~olgenden Werte (41) in I I  kurvenmiil~ig dargestellt. Man erkennt, dal~ 

fiir den noeh verh~ltnism~13ig kleinen Parameterwert k s = 0,2, weleher 

also noeh fiinf bis zehnmal kleiner ist als die in Praxis verwendeten, der 

Fehler der Formel (42) bereits 16% betragt. Fth. das Gebiet der ~ber-  

mikroskopie (k s = 1 . . .  2) fiihrt sie zu ganz falsehen Werten (Fehler 

his 300 %). Aug der Bus  c hschen Formel (42) kann man daher keine Sehliisse 

1,8 

l,q 

l,e 

o,e 

~c 
~q 

o,z 

/ 

,P 
/ \ t  f 
/ / k  

" - ' -  I 

m~xim~ le B/'echkeo/~ 
~kle/ns/8 Eeennwe#e) 

o o,# 17, 1,s ~,q 8,g 8,s ~,~ ~,s 
ka e No za2 

=-~---0--...--~ 

S,0 

Ho 
Fig.  8. I .  Brechkraf~ a/] des Feldes H = 1 + (z/a) 2 streng berechnet. I I .  Brechkraf t  all  

des gleichen Feldes nach tier B u s c h s c h e n  N~herungsformel berechnet. I I I .  Die (}ffnungs- 

fehlerkonstante O~]a :[fir hohe VergrSBerung als F u n k t i o n  yon k j e Ho 2 a 2 
8 m  U " 

fiir die Verhi~Itnisse ziehen, wie sie beim Ubermikroskop in der Regel vor- 

liegenX). Dies gilt aueh fiir die daraus hergeleiteten technisehen Dimen- 
sionierungsformelns), wie bereits yon E. R u s k a  a) experimentell gezeigt 
worden ist. 

5. Die Bilddrehung. Im magnetisehen Feld ist bekanntlieh das 
Gaui~sche Bild um den Winkel 

Y~ = ~/r~-m'-'d H dz (45) 
Zo 

x) Damit soll nicht behauptet werden, dal3 sie nicht fiir schw~chere Linsen, 
wie sie z. B. bei Braunschen Rohren vielfach verwendet werden, gute Dienste 
leisten kann. -- 2) Z. B. E. R u s k a  u. M. Knol l ,  ZS. f. techn. Phys. 12, 394, 
1931 ; die dort gegebene Formel ist neuerdings durch v. A r d e n n e (Elektronen- 
~bermikroskopie, Berlin 1940, 'S. i5) auch ftir Ubermikroskoplinsen in etwas 
abge~nderter Form herangezogen worden, liefert aber in dieser Form bis zu 
35% zu kleine Werte fiir die Brennweite. _ 3) E. Ruslca,  ZS. f. Phys. 89, 
90, 1934, insbes. 121, Fig. 14. 
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gegeniiber dem Ding gedreht. Die Integrat ion ist dabei yon Dingort zo 
zum Bitdort zl zu erstrecken. Wenn wir fttr H (z) naeh (11) in (45) ein- 
setzen und wieder den Hilfswinkel ~o einftthren, ergibt sich 

~# = k (~9o - -  0o!) �9 (46} 

(Damit hat  sich zugleich eine einfache physikalische Deutung unseres 
Hiliswinkels q9 ergeben.) Auf Grund der Abbildungsgleiehung (80) erh~ilt 
man also ffir die Bilddrehung 

~o = n k,~lSr-4-- f .  (47} 

Man kSnnte sich denken, dag die Messung des Bilddrehungswinkels (47} 
einmal eine direkte Methode zur Bestimmung von k ergibt, so dal~ man alle 
Formeln start  dutch k dureh den Bilddrehungswinkel ~f ausdrfieken kSnnte. 

6. Die Farbabweiehung (der chromatische Fehler). Unter der Farb-  
abweiehung versteht man bekanntlieh den Einflul3 einer Gesehwindigkeits- 
Inhomogenitiit der abbildenden Elektronenstrahlen auf das Bild. Is t  A U/U 
der relative Spielraum der Voltgeschwindigkeit der Elektronen und ist oc 
die Strahlapertur,  so ist der durch die VergrSl]erung V dividierte Radius 

des chromatischen Zerstreuungsscheibehens dureh 

Zl 

r = e--  0 -  y '~dz (48) 

go 

gegebenl),  wobei y (z) ein Strahl ist, weleher im Dingpunkt z o die Aehse 
schneider und bier auger y (Zo) = 0 der Bedingung y' (Zo) ---- 1 genfigt. Die 
Integrat ion ist yore I)ingort Zo zum Bildort zl zu erstreeken. Start fiber z 

wollen wir lieber fiber ~o integrieren. Wir setzen 

AU 
3F = cr CF, (49} 

wobei also die Farbfehlerkonstante Cp durch 

zt  

CF : y y'2 d z (50} 
Zo 

definiert ist. Die Elek~ronenbahn, welehe im Punkte z0 = a ctg ~o o ver- 
schwindet, ist nach (18) dureh 

sin so (q) - ~ )  mi t  z = a ctg y --. c'~ . . 
sm 

1) u W. G la se r ,  ZS. f. Phys. 116, 56, 1940, Gleichung (21). 



Strenge Berechnung magnetischer Linsen usw. 299 

gegeben.  

die Ges ta l t  ha t  

a sin (o (~ - o)o) 
y (z) ----- i,) sin ~ sin ~p 

Wenn man  daher  

y ' ( z )  = . ! ~  [eos to (~  - -  go) s i n ~ - - - -  
sm q~o ~- 

in  (50) einffihrt ,  e rgibt  sich wegen d z - =  - - -  

oder  

Aus y'  (Zo) =: 1 b e s t i m m t  sich nach  (20) C~, so dul~ die Bahn  y (z) 

mi t  z - -  a e t g g .  (51) 

1 sin ~o (9  - -  go) cos q~] (52) 
(O 

ad~o 
sin "~ qo 

a 

CF -~- sinTq~ ~ sin2e~ (ep (Po) - -  eos2eo ((p - -  ~o) -~- 

_~. 1 sin 2 o~ (r -- ~o) cos ~o 1 sin '~ ro (~o -- ~Oo) ] 
sin ~ ~,.~ sin- 7 ~ - d ~, 

1 
C g a  = sin'~ ~o (J + K), (52 a) 

wobei  gesetzt  worden  ist  

tpt 

q~o 
tpl 

j" (54) K =- ~ sin q~ (~ 2 sin2 ~ j ~9. 
(fo 

Da wit  spii ter  bei Behand lung  des unsymmet r i schep  Feldes  die en t -  

sprechenden  Fo rme ln  brauehen ,  schre iben wir die In tegra le  J und  K mi t  
unbes t im m te r  oberer  Grenze an :  

J ( ( P , ~ o )  - -  2 (k  2 + 1 ) ( 9 - g ~  4 ~4- 

und  (part iel le  In tegra t ion)  

K (9, ~o) sin~ V~ + 1 (~ - ~o) c o s  ~. 
= k 2 + 1 sin ~"  (56) 

Setzt  man  hier in ~o ~ 91, so erbMt man  auf  Grund  der Abbi |dungs~ le ichung  
Fr 

g o -  ~1 ~ ~  fiir die F a r b f e h l e r k o n s t a n t e  C F 

k 2 1 (57) 
CF/a ~ 2 (k ~ + 1)~/- * sin~q~o" 
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Stat~ sin2 ~o kann auf Grund von (21) noch der Dingort Zo eingefiihr~ werden. 

So ergibt sich 

t AU ~k'~ a~-i-z~~ [ (58) (~F : ~ ~ 2 (It 2 -~- ]) 3/2 a " 

Man sieht, dal~ fiir jeden k2-Wer~ (~  fiir den Dingort Zo : 0 ein Minimum 
hat.  Die ~arbabweichung ist also am kleinsten, wenn sich der Gegenstand 
in der Feldmitte befindet. Bei gegebenem Dingort Zo (z. B. dem gtins~igsten 
Zo ---- 0) h~ngt 5~ noch yore Parameter  k ~ ab. Sis wird Null fiir k -+ 0 und 

o q~ qe 1,e 1,e ~ g~,gy~_~e go g~ ~,s s7 

e HO ~ a 2 
Fig. 9. Farbfehlerkonstante als Funkt ion  yon  k ~ 8 m  /7 

w e n n  sich das Ding in der Feldmitte befindet. 

! 
8,o 

k --> c~. Dazwischen erreicht (~F fiir k S = 2 seinen grSl~ten Wert.  Dieser 

GrSl~twert der Farbabweichung ist somit dutch 

(~Fma~ ~ 0 , 6 0 4 a a - ~ ( 1  + (_~)2).  (59) 

gegeben. In  Fig. 9 ist der Farbfehler C),/a (ftir Zo = 0) als Funktion yon k 2 

dargestellt. 
FOr sehr hohe VergrSl]erungen, fiir welche man sich besonders beim 

~bermikroskop interessiert, kann man das Ding praktisch im Brennpunkt 

So ergibt sich 'aus (57)der  Ausdruck annehmen:  ~o = ~I - -  V k~ + 1 

CF/a = ~ ~ 1 I (6O) 

] 

- y g  

2 (It 2 -~- 1) a/2 sin~ I 
In Tabelle 1 ist CF/a als Funktion des Parameters  k S und in Fig. 10 

kurvenmal3ig dargestellt. ~ a n  sieh~, dab in diesem Falle yon sehr hoher 
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-Vergr6Berung CF/a in der N~he des Parameterwertes k ~ = 4 ein Minimum 
besitzt. Der numerische Wert dieses Minimums ist C~/a ~ 0,577. 

Da wir die achsennahe Bahn unmittelbar als ~unktion yon U kenaen, 
brauehten wir zur Berechnung der Farbabweichung (58) und (60) die 

~ 

i I 
@ i 

I 

$ ~ n / m u ~  yon c 

f.H.L I " 

Oy Nun ist 

Oy 
0 (0 

($tl A y y, 0 y A U. - - V - - o ~  ( z ~ ) ( ~ )  . 
Oy 0~o 

- -  ~ 0 U '  u n d  a u s  (51) f o l g t  d a h e r  

a ((p--q~o) cosr ( ( p -  ~Po) a 
~o s in  q~o s in  ~v ~,~2 s in  ~Po 

Wegen (30) ist dies 

Ferner is~ wegen (17) 

Oy a n  1 
0 o) k 2 -b 1 s in  q~o s in  ~z"  

0 o~ lc~ A U 
O U  2 ~  U ' 

*) In fo lge  e i ne s  V e r s e h e n s  s i nd  die O r d i n a t e n  de r  K u r v e n  I, I I  u n d  I V  
u m  den  F a k t o r  2 zu  groB da rges te l l t .  

Zeits~hrift fiir Physik. Bd. 117. 20 

s in  (,, ( ~ o -  q~o) 
s in  q~ 

(62) 
Yormel 

0 7 2 3 q 5 G 7 g 10 
g g  

k2 e //~a ---~ 
= - ~  -- if-  

Fig. 10. I. Farbfehlerkonstante CFla fiir hohe VergrSflerung. *) II. 0Ifnungafehler- 
konstante (J~/a fiir hohe VergrSBerung. *) III. 0ffnungsfehlerkonstante Go/a bei 
gfinstigster Dinglage. IV. Die 0ffnungsfehlerkonstante nach der N~iherungsiormel 

ffir ,,sehwache Linsen" gerechnet, als Funktion yon k 2 a R ~ a ~ .  = g~ --if- ). 

Formel (48) iberhaupt nieht verwenden. Ist ni~mhch y (z) die Balm (51), 
so gilt definitionsgemiiI~ fiir den Radius A y des Zerstreuungsscheibchens 
in der Bildebene IOu\Oy 

(61) 

1 
D i v i d i e r t  m a n  d u r e h  d ie  V e r g r 6 B e r u n g  V = y, ( z l ) ,  so  erhi~tt  m a n  a l so  d ie  
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und mit dem Ausdruek (84a i iiir die VergrSBerung 

V ~ -  sinr 1 
sin ~v 1 y' (zl) 

erh~ilt man so 

303 

Aus Gleichungen (82) und (24) folgt fiir 

A Z o  = a ~ k~ A U 1 ~ ~ k~ A U (65) 
sin~ ~ 2(kS+l)a!2 U : a / ~  2(kS+l)3/ ,  U " 

V/~ ~ + 1 
So ergibt sich 

_ 1 to Zro ~ k~ ~ u (64) 
a 2(ks+l)~/2 U " 

/ 

1 /o [zfo + ] ~  ~ k 2  A U  (66) 
A V  - -  a g o Zo /  2 (k~ + l) ~/-0 U " 

Die A_nderung der VergrSl~erung kSnnen wir durch die radiale Verlagerung 

des Bildpunktes A Yl ausdrticken. Wegen V = Y--~ wird so A Yl = Yo A V. 
Yo 

Dureh Division mit der VergrSgerung V = wollen wit diesen ,,Ver- 

wisehungsstrieh" wieder auf die Dingebe~ne beziehen und mig 

(~F~ A Yl A V 
- -  V - -Yo V 

bezeiclmen. So ergibt sich endgiilfig, 

~ k  ~ A U  
@ ,  = - -  Yo-~ (Zro ~: V/o) 2 (k~ +1)  a/2 U " (67) 

20* 

d U ,~k ~ ] 
~F~--- c t a - u  2(k 2+1 )  313 sin~q%" 

Fiir den Brennpunkt ergibt sich die Farbabweiehung (~F unmitte]bar aus 
(~.4) n~ch der Beziehung 

~ r  = ~ ~ zr. (63) 

Die Farbabweiehung hat auch noch Einflu~ auf die VergrSl~erung, 
indem Strahlen verschiedener Energie versehiedene VergrSi3erungen er- 
geben. Dies bedingt eine radialgeriehte~e Verzeiehnung. Aus (86) fo]gt 
n~mlich fiir die Veranderung der VergrSl~erung V 

A 1o 1o A Z o 
A V  

Zo Z~ 
Wegen (26) erh~lt man fflr d /o  

a zt zt k ~ A U  
L l / o - -  zt C O S v ~ + l  2(k ~+1)  ~/~ u 

sin2 
VV+I 
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Fiir hohe VergrSBerungen V/o ~ zfo kann man hierfiir schreiben 

O~v v - -  Y0 V A U ~ k '2 1 (68) 
= U 2(/#+1)3/2 s i n ~ '  

k15~+1 

wobei ]/a dutch (9~6) ausgedrfiekt worden ist. Man sieht, dab diese Art 

tier chromatischen Verzeiehnung der VergrSBerung proportional ist. Ffir 
k ~ = 3 erh~lt man so fiir die relati~e L~nge der Yerwischung 

@ v  = _ 0,59 V AU (69) 
Yo U " 

Bei einer Spannung U yon 60 k u  und einem Sehwankungsbereich d U 
tier Voltgeschwindigkeit yon 10 Volt betr~gt somit bei einer hundertfachen 
YergrSl~erung die GrN]e der Objektverwischung ungef~hr' ein 1/100. 

Ehi weiterer Verzeiehnnngsfehler i) infolge einer Geschwindigkeits- 

inhomogenit~t is~ durch die Abh~ngigkeit der Bilddrehung yon der Elek- 
tronenenergie nach (47) bedingt. So ergibt sieh zun~chst f~r den Spielraum 
des Drehwinkels A ~p als Funktion des Gesehwindigkeitsspielraumes A U 

der Ausdruck 
~k AU 

Av2 = 2(k ~+1)3/2 U (70) 

Dies bedingt eine tangentialgerichtete Verwisehung, also einen Zerdrehungs- 

fehler, weleher - -  wieder auf die Dingebene bezogen--  wegen A xl = ylA yJ 

dutch 
z k  AU 

'~F~ = - -  Y0 2 (k 2 + 1) 3/2 U (71) 

gegeben ist. Fftr k 2 = 3 erh~lt man so (~jYo ~- 0,340 A U/U. 

7. Der O][nungs/ehler (sphi~vische Aberration). Eine stigmatische Ab- 
bildung ergibt sieh bekanntlich nut bei sehr starker Abblendung, so dag 
sich an der Abbildung allehi die flachen und aehsennahen Elektronenbahnen 
beteiligen kSImen. Bei einer grSl]eren Strahlapertur entsprieht dem punkt- 
fSrmigen Gegenstand als Bild ein Seheibehen veto :Radius Air, weleher 
der dritten Potenz der Strahlapertur a proportional ist. Diese Erscheinung 

Ar 
nennt man den 0ffnungsfehler. Wir wollen ihn durch die GrSBe ~O ~ -#- 

"kennzeichnen, ~obei V die YergrSBerung bedeutet. Unsere Aufgabe ist 
nun, den 0ffnungsfehIer ~d in selner AbhSngigkeit veto Pa,rameter k e und 

1) Vgl. hierzu aueh G. Wendt ,  ZS. f. Phys. 116, 436, 1940. 
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yore Dingort  z o zu berechnen. Allgemein gilt fitr diesen auf die Dingebene 

bezogenen Radius des Zerstreuungsscheibchens die Formel  1) 
z l  

Ar s e I 2e 6 i ) - ~ -  V ~o~ ~ ("~-~H 4 + 5 H ' S - - H H " ) y 4 d z .  (7g) 
, /  

zo 

Hier bedeutet  y (z) wieder jene Elektronenbahn,  welehe im Dingpunkt  

z ---- Zo versehwindet und hier die Ableitung 1 (y' (Zo) --= 1) hat .  Sie ist also 

durch (51) gegeben. Analog zu C v wollen wir such hier die 0ffnungsfehler- 

konstante C 6 durch ~6 = ~ (73} 

einfiihren. Anf Grund yon  (21) und (11) erh~lt man  nun  folgende Beziehungen 

H (z) = H o sins 9, H4 = Ho4 sins ~, I (74) 

6Ho " 4 2 2 H  [ H '  (z) = -  2 a H~ sins ~o cos ~o, H "  (z) = T sm q~ cos ~ o - - - ~  ~ sin6 q~. 
J 

Fiir den Klammerausdruek  im In tegranden yon  (72) ergibs sieh damit  

m---U/-/2 e . 4 _+_ 5H,2 __ H H "  - -  2 a ~ [ 2  (4 k s - -  3) sins ~0 +- 7] sin 6 (p. 

So erhi~lt man fiir C 6 
Zk 

C6 - - - - -  eH~ a 3 1 ( 
48 m U ~o 4 s in  4 % [2  (4 k s - -  8) sin ~ (p -~ 7] sin 4 eo (~o - -  ~Oo) d qo, 

o d e r  Zo 

Cd k ~ 1 - -  K ,  (75)  
- a -  - -  *6 (k S + 1) "~ s in  4 ~o o 

wobei zur Abkiirzung gesetzt worden ist 

K = I~[2 (4 k s - -  8) sin ~ ~o + 7] sin4 o) (~ - -  ~Oo) d q~) d ~o. (76) 

Da wit das gleiehe Integral  sp~ter mit  anderen Grenzen brauchen, wollen 
wir die obere Grer~e zun~iehst willkitrlich lassen und mit ~o bezeichnen. 

Die Ausrechnung ergibt 
3 ~ �9 

K (qo, ~oo) -~-ff (k s + 1) (~ - ~Oo) - ~kS + 1 sm 2 eo (~o - ~Oo) + 

+ 8-1 i/kS + 1 sin 4 co ( ~ (Po) 3 (4 k ~16 - 3) sin 2 q) + 

3 (k~+l) '~ 4k2- -3  ( 4 k ~ - 3 )  k2Vk'T~-lsin2w(q)_ q%) cos2 ~ -  
+ 4 k "2 4 k ~ 7  g s i n  2 ~Oo + 4 k S 

1 4 k U - 3  �9 , sm '2 ~o ( ~o q~ 4 k ~ - 3 cos 2 co ((p - q)o) sin 29) -- ~- 4 ~  ~ - q)o) cos 2 
4 k u 

+ 1614k~+34 k : -  3 cos 4 m (q~ - ~Oo) sin 2 q% (77) 

1) Vgl. W. G lase r ,  ZS. f. Phys. 116. 19, 1940, Gleiehung (l). 
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Setz t  man  hier in ~v = (Pl und  ber i ieksicht igt  die Abbi ldungsgle iehung (80) 

(n = 1), so sieht man,  dab  einige Glieder wegfallen und  ffir G6/a ergibt  sieh 

- -  - -  ~4 ] 1 (78) 06 ~ k~ 1 4 k~ -- 3 (sin 2 ~o o ~ sin 9, ~i)  sin4 ~o o 
a - -  (k~+l)a/= 8 4 k * + 3  

oder auf  Grund yon (80) 

GO z~k '~ 1 4k~--33eos 2~0o - ~ s m . ~ ]  . - : -r--- ,  (79) 
7 (k~ + 1) ~1" ~ ~- 4 k '2 + I/k'2 + i J  sm~oo 

wobei ~o o mi t  dem Dingort  z o durch z o - -  a e ig  ~o zusammenh/ ingt .  W e n n  

man  gemgB 
Yg 

z o ---- ac tg~o o und zf =-- a c t g ~  

Ding- und  Brennpunk t  einffihrt,  kann  m a n  h ier far  auch schreiben:  

[06 =k = (a~+z~o) 2 1 4k=-3a2+z~o zazf+a'~(2Zo--Zf) 
(8o) 

/ a 4 (k~ + 1) a ~t 4 4 1~2 + 3 a'a + z~ a ~ 

F a r  sehr hohe  VergrSBerungen kann  das Ding prak t i seh  im Brennpunk t  

angenommen werden.  Es i s t  dann  

9~1 = 0 ,  Zo = zf (81) (?o = 9g - -  i l k a + l ,  

zu setzen und die Formeln  (79) bzw. (80) e rha l ten  die Gestal t  

06 [" ~/~* 1 4 k ' 2 - -3  . 2 a z - ] :  1 
a -  ~--- [4(k~ -b 1) ' / '  8 4 k S ~-~-sm . . . .  k 2 ~ . - ~ j  sin 4 ~ , 

V ~  
(8~,) 

I C, 0 __ ~ 1r ( au -[-z~) ~ i 4 k S -- 3 (a2 .-[- z~) zf (83) 
a 4(ku +1)  '/~ aa 4 4 k u ~ 3  a s 

In  Tabelle 1 is t  die 0ffnu.ngsfehlerkonst.ante C6/a far  hohe Vergr51]erungen, 

wie sie Formel  (82) entspr icht ,  als F u n k t i o n  yon  k 2 wiedergegeben und  in 

Fig.  10 dureh  die Kurve  I I  uud Fig.  8 durch  Kurve  I I I  bildm/iBig dar-  

gestel l t .  Der  Verlauf yon  Co/a in Abh/ingigkei t  yon k u zeigt dabei  folgende 

wesentl iehe l~erkmale :  solange k2 klein ist ,  s inkt  Co/a sehr rasch  mi t  

waehsendem k 2. Aus (82) folg~ far  kleine k e, d. h. ~ ~ 1 -  k 2 

die Niiherungsformel 
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~Fiir grol~e k~ steigt C6/a wieder an, jedoch nut langsam, und e.s wird fiir 
grof~e k 2 

C5/a = 0,057 k. (85) 

In der Umgebung yon  k 2 ~ 7 durchl~uft C6/a ein flaehes Minimum. iIier 
ist Ci)/a --  0,252. Fiir die kleinste Brennweite f ~ a (k 2 = 3) ist 
Cs/a 0,294 (Fig. 10). Der Ausdruek (84) ergibt sich gleiehfalls, wenn 
man den 0ffnungsfehler auf Grund der yon versehiedenen Autoren benutzten 
Naherungsformela filr den 0ffnungsfehler der ,,kurzen und sehwachen" 
Linse berechnet. Wir sind nun in der Lage, mittels unserer strengen Be- 
reehnung die Berechtigung der im Be~iff der ,,kurzen und sehwachen" 
Linsen liegenden N~herungsarmahmen zu prfifen. Wir haben dazu in 
Fig: 10 in Kurve IV den Verlauf des naeh (84) fiir die kurze und schwaehe 
Linse berechneten 0ffnungsfehler neben dem streng berechneten Verlauf 
naeh (82) eingefragen. Man sieht, dai] die so gefundenen Werte vollkommen 
daneben gehen und insbesondere fiir den; noch kleinen Parameterwert 
v o n k  2 = 0,4 bereits einen Fehler Yon 69 % ergeben. Fftr den praktiseh 
verwendeten Wert yon k 2 um 1,6 ist der Fehler sogar 96 %. Man sieht also, 
dal3 alle die zahlreiehen Arbeitenl), welehe mit der N~herung einer ,,kurzen 
und schwaehen" Linse reehnen, flit die Praxis der hoehauflSsenden 
Elektronenmikroskope nicht ausreichend sind, wie iibrigens fiir den Fall 

der sogenannten ,,sph/~risch bestkorrigier~en Linse" yon Scher  zer 2) in 
einer sp/~teren Arbeit selbst festgestellt wird: 

Die Oleiehung (80) kann benutzt werden, um jenen Dingort zu be- 
stimmen, fiir welehen die 0ffnungsfehlerkonstanfe Cs/a ihren kleinsten 
Wert annimmt. Die Bedingung fiir zo =- axe, welches einen Extremwert 

-con (80) ergibt, laufet 
1 + 3 ~ + e xg o~g VV~ 

2 ~ k 2 4 k ~ + 3 1 . . . . . . . .  ~ (86) 

n x o (1 + xo ~) (k'~ +.1)'/~ 4 k ' ~ - 3  sin ~. V ~ + 1 

Der durch diese Gleiehung gegebene Zusammenhang Zwischen der gfinstigsten 
Dinglage Xo und dem Parameter k 2 ist, wie er sieh aus einer yon Dosse  
graphiseh durehgefiihrten AuflSsung dieser Gleiehung (86) ergibt, in Fig. 11 
wiedergegeben. Auf Grund der Formel (79) kann man darm fiir jeden 
Parameterwert k 2 fi~r diesen gi~ristigsten Dingort die 0ffnungsfehlerkonstante 

l) O. Scherzer ,  ZS. f. Phys. 101, 23, 1936; O. Scherzer ,  Beitr/ige zur 
Elektronenoptik, herausgegeben yon H. Busch  u. E. Briiche, Leipzig 1936, 
S. 17; R. Rebsch u. W. Schneider ,  ZS.f. Phys. 107, 138, 1937; H. Riedl ,  
ebenda S. 210; J. Gra t s i a to s ,  ebenda S. 382; E. Briiche, TFT Bd. 29, I-t. 1, 
1940; auch E. Briiche u. O. Scherzer ,  Geometrische Elektronenoptik, Berlin 
1934. ~ 2) In Beitr~.ge zur Elektronenoptik, a. a. O., S. 17. 
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Cola best.~mmen. Die diesbeziiglichen Werte sin4 als Kurve III  in Fig. 1(~ 
eingetragen. Man sieht, dal~ clef Einflul~ der Dinglage auf C o i m  

praktiseh wichtigen k~-Bereich gering ist. 
Aus (82) und (26) kann man das Verh~ltnis C6] ~ fi~r hohe VergrSBerungen 

besfimmem Es ergibt sieh 

-7- = L4 (~ + 1)~/, 8 4 k~ + 3 sm ~ l / ~ ] J  (87) 
' sin~ - ~ - - - ~ - - -  

~+1 
Von Rebseh~) und S c h e r z e ~ )  ist nun behauptet worden, dal~ C6/f 

auch f~r die besten errechenbaren Linsen stets grSl~er als 0,25 ist. Wit 

016 

�9 I t  I,P,, I I  I l l  

g~ 

i i l g l l  
i Ilill 

 IIIl 
i IIlil 

I 

__ _~..'-~ 
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s ,' l l / / ,~1 , ' /  I 

Fig. 11. Dingort  mi t  klei~ster 0ffnungsfehlerkonstanten C0/a als Funkt ion  yon  

k~ = e R e  ~ a 2 

8 m  U 

wollen das Minimum des Ausdruckes (87) nieht erst bereehnen, sondern 
bloB feststellen, dab C6/f fiir gewisse k2-Werte merklieh kleiner als 0,2~ 
wird. Se~zt man z.B. k 2 = 85, so erh~]t man 

C61/= 0,18, (88). 

womit gezeigt ist, dal~ die Behauptung yon Reb seh  und die daraus yon 
S e he r z e r  gezogenen Folgerungen nieht mehr als allgemeing~iltig anzu- 
sehen sind, vcie hier in Erg~nzung zu einer frfiheren Diskussion ab- 
sehlieBend festgestellt werden mSge2). 

Fiir grebe k~ ( ~  1) geht Cola in Col ] ~ 0,057 k iiber, w~hrend die, 
Brennvceite sieh wie k 

[ =- a -  (a9), 9"g 

verh~lt. Man sieht also, dab fiir grofie k 2 C O = 0,17 ] is~. 

1) R. Rebseh,  Ann. d. Phys. [5131, 551,1938; O. Seherzer ,  ZS. f. Phys. 
114, 427, 1939. -- 2) R. Rebsch, ZS. f. Phys. 116, 729, 1940; W. Glaser~ 
ebenda S. 734. 
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Dabei mSge man bedenken, dal~ das vorliegende Feld gar nicht nach 

dem Gesichtspunkt eines mSglichst kleinen Wertes yon C6// ausgesucht 
worden ist, sondern lediglich in der Absicht, die tats~chlich in den Objektiven 
des ~bermikroskops verwendeten Felder gut wiederzugeben. 

I l i .  Elektronenoptgk eines unsymmetrr Glocken/eldes. 

1. Gaufische Bahn und Abb~ldungsgle@hung. In  den hochaufl6senden 
Objektiven:) sind vorderer und hinterer Polschuh etwas yon einander ver- 
schieden, so dal3 das  li~ngs der Achse entstehende Feld unsymmetrisch ist. 

//j 

Fig.  12. Unsymmetr i scher  l~eldverlauf, tier sich aus zwei Glockenfeldern 

der  Gestal t  H H s m i t  den beiden Halbwertsbrei ten d~ = a und 14- (z/a)" 
d~ = b z u s a m m e n s e t z t .  

Um auch diesen Fall zu erfassen, kSnnen wir das Feld aus zwei Feldh~tlften 
der besprochenen Art zusammensetzen, wobei jedoch rechte und linke 
Feldh~lfte verschiedene Halbwertsbreiten besitzen. Die linke Halbwerts- 
breite des Feldes werde mit  a, die rechte rnit b bezeichnet und das Feld 
nach Art der Fig. 19. durch den ausgezogenen Kurvenzug dargestellt. Es 
hat also folgende Gleichung: 

Ho _ Ho ftir z > 0. (90) H (z) --  1 + (z/a) 2 fiir z --< 0, H (z) - -  1 + (z/b) "~ = 

Die Elektronenbahn links yon 0 (also ? > 2 )  werde mit y: (z), diejenige 

rechts yon 0 mit y2 (z) bezeichnet. Wit setzen wieder 

z = a c t g ~  fiir z__<0 und z =  bc tg~v  far z > 0 .  (91) 

Welter werde eingeffihrt 

e Hfi~a2~'/~ ~/k- '~---- 1+  (99,) ~:=~/k~+] = l + ~ m  U / ' to2= 8m ~] / " 

Die Bahn fiir z ~ 0, welche in z = z o (r ~ ~o) verschwindet, lautet 

Y:(Z) - -  c s i n ~ ' ~ ( q - ~ )  mit  z - -  a c t g q .  (98) 
sin q~ 

1) B. v. B o r r i e s  u. E. l~uska.  DRP. 680284, angem. 17.3. 1932. 
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Das rechte Bahnsttick (z _> 0), welches dutch den Bildpunkt z 1 (~o = ~h) 
hindurchgehen s011, muB die Gleichung haben: 

Ye (z) = C1 sin ~,)~ (~ - ~o,) mit z = b ctg ~.  (94) 
s i n  q~ 

Die Bahn Yl (z), welche in z = Zo (r = ~o) der Bedingung Yl (Zo)= 1 
geniigt, ergibt sich analog Zu (51) 

Yl (z )  = - -  a 1 s i n  ('h ( r  - q~o) 
~"1 sin ~o sin ~ (95) 

haben wir nun im Punkte z = 0 (d. h. ? ~-- 2 )  stetig und mit (z) Y2 stetiger 

Tangente anzuschlieBen. Aus 
Y~ 7t , 7~ 

Y l ( - ~ )  = Y2('~) u n d  Y l ( ~ ) =  Y ' 2 ( ~ )  (96) 

erh~lt man so die beiden Beziehungen 
a 1 . 

b 1 ( 9 7 )  Yl 

zur Bestimmung y o n  C 1 und ~o 1. Dureh Quadrieren und Addieren erh'~lt 
man C 1 

C l  - . - - - / ~  s m  - (gs )  
sm ~o o Leo i 

durch Dividieren die GrS~e 

_ a ~,_,~tgeol( 2 -  ~o).  (99) , , , ,  

Die Gleichung (99) stellt den Zusamlnenhang zwischen Ding- und Bild- 
punkt dar, ist also als die ,,Abbildungsgleichung" zu betrachten. Fiir a = b, 
also o~ 1 ----eo.~, geht sie in 

oder aufgelSst in unsere frfthere Gleichung (30) 

(2) ((]9 0 - -  r  ~ ?/ '~ (n  : 1, ~, 8 . . . .  ) 

tiber. Aus (99) kann man zu jedem vorgegebenen ~o die zugehSrige GrSBe ~1 
berechnen. Graphisch karm man so vorgehen, dal~ man nach Fig. 13 in 

z~ 
dem Dreieck mit der Basis a oge bet A den gegebenen Winkel Zo = COl ( - ~ -  ~o) 

abtr~igt, den.Sehenkel AC mit OH zum Schnitt bringt~ diesen Schnitt- 
punkt mit B (AB ~-beol) verbindet und auf diese Weise den Winkel 

Zl = m~ -~--- '  ~o~ bei B erh~i,lt. Itieraus besfimmt man ~ und naeh (9,1) 

den Bildpunkt .:1. 
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2. Die VergrSflerung. Die Vergr61]erung ist nach Anhang das Ver- 
hfi.ltnis der Werte, die ein beliebiges partikulares Integral im Bfld- und Ding- 

A .Zo =a~ 

Fig.  13. Graphische Kons t ruk t ion  des zu einem bes t immten  Dingort  
gehSrigen Bildortes  i m  unsymmetr i schen  Feld.  

punkt annimmt, vorausgesetzt natiirlich, da~ hier das Integral nicht ver- 
schwindet. Wir w~thlen auf der linken Seite das Integral 

25 

, ( loo)  Yl = sin 9 

welches also im Punkte z = 0 verschwindet. Die Fortsetzung y~ (z) yon (100) 
auf der reehten Seite ist dadureh bestimmt, dab sich bier die LSsung 

Y2 : C1 sin w2 ( 9  - Go) (101) 
sm 9 

tier Differentialgleichung stetig und mit stetiger Tangente anschlieBt. 
So ergibt sich 

CI __ o), b k~ 1 ~  -F 1 C2 25 (102) 
(')2 a - -  k x P ' k ~ + l '  = ~ -  

-and Y2 (z) lautet 

ye ( z ) - - * ~ ) 1  b sino,~ 9 - -  ( 1 0 3 )  
,,,~ a sin 9 

Die YergrSl~erung V wird damit 

r Y.2(9,> k, | / k ~ - i  sin91 s i n ' k ~ + l  t91--'-2-] 
Yl (90> = k'~" [ ~  ~ sin kl2~'~( ~ p , , - - ~ '  (104) 

\ 

wobei ~1 mit q~o n.ach (99) zusammenh~ngt. 
Die beiden Brennpunkte als die unendlich fernen Punkten zugeordneten 

Punkte ergeben sich aus (99) fiir ~Vl = 0 (d.h. zl = oc) bzw. ~0 o = 7e 
(d,  h .  z0 = -  o : )  z u  

tgVk: + 1 ( 2 - -  ~,,) -- ~ V k T +  "i  tg ~/kx~--'~l" 2 ' _  / (105) 
25 " 25 
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Der Begriff der Brennweite hat fiir diesen Fall keinen Sinn, es sei denn, 
dab man darunter die Entfernung des Hauptpunktes yore entspreehenden 
Brennpunkt versteht und die Hauptpunkte als konjugierte Punkte mit der 
VergrSl3erung 1 definiert. [Also dutch die simultanen Glei~hungen (99} 
und (104) mit V = 1]. 

3. Ein/lufi einer Feldunsymmetrie au/ die Farbabweiehung. Der Farb- 
fehler ist nach (48) dutch 

AU o z~ 
: + I ( o0> 

Zo 0 

gegeben. Wit haben dabei den Beitrag jeder Feldh~lfte getrennt an- 
geschrieben. Im ersten Integral haben wit das Bahnstiick (95), im zweiten 
Integral das Bahnstfiek (94)einzusetzen, wobei C1 dutch Gleichung (98} 
und .91 dutch Gleichung (99) definiert 'sind. Indem man aus (95) und (94) 
einsetzt, ergibt sich 

AU' a [ J ( 2 , ~ o )  + K ( ~ , ~ o ) ] - -  8~ -- :r U I sin-~r 

C~(o~ [ g ( ~ b  , (~1) ~-~J~(~, ~ 0 1 ) ] } , ,  (107} 

wobei die Integrale dutch (55) und (56) definiert sind. Mit der Abktirzung 

k, ' (los} 

erhiilt man fiir die Farbabweichung des nnsymmetrischen Feldes folgenden 
Ausdruck: 

1 {B (k~, ~Oo) - -  C F/a = .~ 

k~[ 1 + 1' k~--k,~ -~)]B(~,~I)}  sin Sr k, Q ~ ~- Y sin~ ~ ( Vo --  ~ 1 (109} 

Fiir kl = ks ergibt sich natiirlich daraus wieder (57). Der Winkel ~o 1 ist 
dabei durch die Abbildungsgleichung (99) als Funktion Yon r kl und k~ 
bestimmt. Auf Grund yon Formel (109) kann man wieder den flit die •arb- 
abweichun 8 giinstigsten Dingort und das giinstigste Verh~ltnis der ttalb- 

a ]~1 wertsbreiten -~--~-~ der beiden Feldh~lften, sowie den giinstigsten 

Parameterwert k[ bestimmen. Fiir hohe Vergr61~erungen kann man in (109) 
~1 : 0 und q~o = qJr naeh Gleiehung (105) setzen. 
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4. Der Offnungs/ehler des unsymmetrischen _Peldes. Die Formel (72) 
fiir den Radius des Zerstreuungsscheibchens k6nnen wir wieder schreiben: 

0 

ao = --r ~ O:ag--g-ff-gmu J~U + 5 H ' 2  + 
Zo 

zl 

+ DnU H- .5H'2- -~HH")y~dz  . (110) 

0 

Im ersten Integral is~ dabei naeh (95) der Bahnverlauf dureh 

a 1 sin oq (9 -- 90) fiir z = a etg ~, (111) 
Y, (z) = ~ol sin r sin 

im zweiten mit (98) und (99) dutch 

y~ (z) C1 sin o)~.(~ -- ~q) fitr z -- b ctg ~o (1.12) 
sm 7~ 

gegeben. Indem man aus (111), (112) und (74) einsetz~, erhNt man 
eH~ a ~ n 

CO = 4 ~  {7,)i~sin ' ~o K ( ~ '  ~o) 0 ~ _  ,~ - - - g - / ~  (-~,  q~x)}, (118) 

wobei K (~/2, qo) dureh (77) und C1 durch (98) gegeben sind. Wenn man nun 
die folgende Abkiirzung - 

A(k,  rp) 1 k ~ ( ~t) 1 4 k ' - - 3  
4 k ' a + l  ~o---ff  8 4k'2"~-3 s i n 2 ( p -  

8 k s - -  ~_ 
24"~ ~" .,'1" sin g 1/k-g-~+ 1 ( ~ ~  2 )  q- 

k* ( 
1 (114) 

einffihrt, so karm man den 0ffnungsfehler des unsymmetrischen Feldes 
in folgender Gestalt schreiben: 

CO {A (kl, q%) k~[1 1 k~ -- k~ sin2 ;kl--/--~ ( 9 o - -  2 ) ] 2  x 
- 7 =  - K  + ~  ~ + ~  , 

1 (115) x A (k2, qq)} sin a 90" 
Im Falle hoher VergrSBerung hat man ~v] = 0 und q)o = 9I zu setzen. 
Mig Hilfe der Abbildungsgldchung 

tgfk~ + 1(---~ --~,)  ---- ~ ~k~+z tg-vt /q  -f- 1 :(116) 

kann man aus dem mittleren Olied in der eekigen Klammer f~ dureh die 
gegebenen GrSBen ausdrtieken und erhglt so 

CO { / (k l ,  gt)__[1 + l k~-k~  ~ - 2 A  - -  (117) -'~"= k~ ~,~+-1 sin~-~ ~ (~,0)} 1 sin* q~ ' 



314 Walter Glaser, 

wobei die GrSl3e Ff aus (116) zu bestimmen ist. Damit hat man alle Formeln 
beisammen, um den giinstigsten Dingort, das giinstigste Verh~ltnis der 
Halbwertsbreiten und den giinstigsten 1)arameterwert k~ zu bestimmen. 
Die numerische und kurvenmi~l~ige Auswertung der Formeln fiir 4as 
unsymmetrische Feld wird in der naehfolgenden Arbeit Yon J. D o s se 
gebracht (S. 316). 

In der gleiehen Weise wie hier der Farb- und 0ffnungsfehler des obigen 
Glockenfeldes bestimmt und f ~ d e n  symmetrischen Fall diskutiert worden 
ist, kSnnen nun auch unsere anderen allgemeinen Formeln fiir die weiteren 
sieben Bildfehler ausgewertet we~den und insbesondere der Einflul3 der 
B]endenlage untersueht werden. Dies soll in einer weiteren Arbeit yon 
L a m m e l  trod dem Verfasser gesehehen. 

Fi~r wertvolle Hilfe bei der Abfassung dieser Arbeit danke ich den Herren 
B. v. B o r r i e s ,  J. Dosse ,  E. L a m m e l  und E.  Ruska .  Ferner danke ieh 
der Deutsehen Forsehungsgemeinschaft ffir die Uberlassung einer ~ollailto- 

matisehen Rechenmasehine. 

Anhang. 
Herleitung der allgemeinen ,,Abbildungsgleivhung" der Elektronenopt~k. 

Die Differentialgleiehungen der achsennahe~ Elektronenbahnen 

r " +  r +  ~ " + ~ H 2  r = O ,  (1) 

sind lineare Differentialgleiehungen zweiter Ordnung. Sie besitzen daher 
immer zwei unabhangige partikulare Integrale, welche wir mit 

Q (z) und ~ (z) (2) 

bezeiehnen wollen. Das allgemeine Integral setzt sieh daraus mit zwei 
beliebigen Integrationskonstanten Cl undc,,  linear zusammen 

r = cl e (z) + c2~ (r). (8) 

Es sei (8) jene Bahnkurve, welehe den Punkt Po rait P1 verbinde. Der 

Punkt Po habe die Koordinaten Zo und Yo, der 1)unkt t)1 die Koor- 
dinaten z'~, y-'l. Es miissen daher die beiden Gleichungen gelten: 

Yo = cl e (Zo) ~- c~ a (Zo), [ (4) 
y--~ = Cle (Zl) + c2 a (zl). J 

Durch Zo, Yo und zl, Yl sind hierbei im allgemeinen die beiden Konstanten 
cl und c2 bestimmt. Wenn man (4) naeh ihnen aufl5st und in (3) ein- 

setzt, erh~lt man somit den Po mit P1 verbindenden Strahl und man sieht, 
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dab es bei beliebigem Punkt  201 im allgemeinen nut einen derartigen Strahl 

gibt. Eliminiert man z. B. c 2 aus den beiden Gleichungen (4), so ergibt sich 

- -  ~ (~)  (Zo)] + ~ (~) Yl = c, [@ (~) ~ @ J ~ Yo- (5) 

Man sieht, dal~ jeder Weft yon cl einen anderen Weft yon Yl ergibt. Nur 

wenn der Koeffizient yon cl verschwindet, gehen alle Strahlen yon Po 

auch durch i~ . Man hat  dann eine ganze Schar yon Bahnkurven, die P0 

mit i~ verbinden. In  diesem Falle ist also P1 das Bild P1 yon J~ o. Als 

Bedingung, dal~ ~ ~-- z 1 das Bild yon z o ist, hat  man daher 

(~1) @ ( ~ ) - - ~ @ ( Z o )  : 0  oder @(zl)(r(Zo)-- @(Zo)(~(Z]) = 0 (6) 

flit das Verhiiltnis y~ = Y~, also die VergrSi3erung V ~ Y~ ergibt sich dann 
Yo Yo Yo 

aus (5) 

V - -  Yl __ a(zl) (7) 
Yo ~(Zo) ' 

womR auch diese GrSi3e als das Verh~ltnis der Werte eines partikul~ren 

Integrals in Bild und Dingpunkt bestimmt ist. Man kann zeigen, dal~ die 

Gldichungen (6) und (7) unge~ndert bleiben, wenn man zwei andere par- 
tikul/ire Integrale start @ und a w~hlt. 


