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{Aus dem Inst. f. theoret. Physik der Deutschen Karls-Univ. und Techn.
Hochsch. in Prag und dem Labor. f. Elektronenoptik Siemens & Halske A. G-,
Berlin-Siemensstads.)

Strenge Berechnung magnetischer Linsen

H,
der Feldform H = m.
Von Walter Glaser in Prag.
Mit 13 Abbildungen. (Eingegangen am 4. Dezember 1940.)

Im folgenden sollen fiir ein Magnetfeld, welches den in der Praxis bei den hoch-
auflosenden Elektronenmikroskopen verwendeten typischen Verlauf zeigt, die
Abbildungsgleichung, die VergroBerung, die Anzahl der Zwischenbilder, die
Farbabweichung und der Offnungsfehler ohne Vernachlissigungen als Funktion
der Systemparameter explizit berechnet und diskutiert werden. Insbesondere
sollen der hinsichtlich des Farb- und Offnungsfehlers gunstlgste Dingort und
Parameterwert bestimmt werden. Ferner soll der EinfluB einer Feldunsym-
metrie auf die optischen Konstanten und insbesondere den Farb- und
Offnungsfehler untersucht werden.

1. Allgemeine Integration der Bahngleichunyg.

Die im Labor. f. Elektronenoptik der Siemens & Halske A. G. in den
Objektiven des Ubermikroskops empirisch ausgemessenen Magnetfelder 1)
‘haben lings der Achse meist einen p
typisch. glockenférmigen Verlauf %
nach Fig. 1 und koénnen daher
bei symmetrischem Feldverlauf
durch einen Ausdruck der Gestalt

#)/ @) r
Hip) =— Y g
1.+ (zfa)®]*

wiedergegeben werden. Der Ex- 5

po'nent I ist qabel. so zu be- Fig. 1. Typischer Feldverlauf in den Objektiven

stimmen, daB sich die Kurve (1) des Ubermikroskops (@) bei symmetrischer,
.. - (8) bei unsymmetrischer Polschubanordnung.

dem empirischen Feldverlauf mog-

lichst gut anschliefit. Die maximale Feldstirke Hj in der Feldmitte

und die durch die Halbwertsbreite d geméﬁ

CIN

d=a } 12 -1 @)
bestimmte ,Lidnge” ¢ ist so zu wihlen, da Feldmaximum H, und die
Halbwertsbreite d von (1) mit. den entsprechenden Grofen des empirischen

1) Vgl. J. Dosse, ZS. f. Phys., erscheint demnéchst.
Zeitsehrift fiir Physik. Bd. 117. 19
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Feldes tibereinstimmen. (Fir einen ungekapselten Kreisstrom ist z. B.
der Exponent p = 3/, 2u setzen.) ‘

Die achsennahen Elektronenbahnen, welche allgemein der Differential-
gleichung '

2
o= — B2 @®)
geniigen, sind in unserem Falle durch
dr _ eH} r , “
dz2 — 8mU [1 1 (z/a)2]2" )
bestimms,
Mit den Abkilrzungen
y=—, z=—,
a a
e — eHZa? 5)
8mU

erhilt sie folgende dimensionslose Gestalt:
"o Hy

T e
Um sie zu integrieren bzw. auf einen bekannten Typus von Differential-
gleichungen zuriickzufiithren, setze man zuniichst

Yy (6)

z = ctgp, somit dz = — siif(p und 1 22 = sin]écp;
damit erhilt man
Y () +2ctg gy (p) +Rsin** Vg y=0.
Durch die weitere Substitution
y =0 =21 YT () )

sing
ergibt sich

yn +20tg(p-y' — (
und wegen

— ctg? (p) e—f%gmdv_’ v (@) + e*f“gfﬁdfﬁ o (@),

sin? ¢

—ctgzp =1

sin? @

geht somit die Gleichung fir v (g) iber in

v (¢) + @ + k2sin* @D @) 0 (@) = 0. ()
Diese Gleichung hat die Gestalt
v (@) +J (g) v () =0, (8)

wobei J (¢) = 1 4 k2sin*® P ¢ eine periodische Funktion von ¢ mit
der Periode 7z ist. Damit haben wir die Differentialgleichung der Elektronen-
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bahnen auf eine Hillsche Differentialgleichung zurtickgefiihrt, deren
Theorie weitgehend entwickelt, ist und die in der Astronomie bei der Mond-
bewegung, in der Elektronentheorie der Metalle und in vielen anderen Ge-
bieten. eine wichtige Rolle spieltl).

Im Falle des Kreisstromes ist 2 = 8, und J (¢) kann in der
Gestalt

J(p) =143k —3kcos2¢
geschrieben werden. Mit den Abkirzungen
A=1-+3k Lk=h )

lautet somit die umgeformte Differentialgleichung (7) der Elektronen-
bahnen

v (g} + (A —h2cos 2 ¢) v (¢) = 0. (10)

Es hat sich also eine Mathieusche Differentialgleichung ergeben,
die auch in anderen Gebieten der Physik auftritt und insbesondere fiir die
Theorie der Schwingungen einer elliptischen Membran grundlegende Be-
deutung hat2). .

Die allgemeine Anwendung der Theorie der Hillschen Differential-
gleichung auf das hier vorliegende Problem wollen wir einer spiteren Arbeit
vorbehalten. Hier wollen wir uns nur mitr einem Sonderfall befassen, welcher
jedoch bereits alle typischen Higenschaften der Abbildung zn erkennen
und erstmalig streng zu berechnen gestattet.

11. Der Sonderfall p = 1.
1. Die Gaup sche Bahn. Besonders einfach wird nimlich die um-
geformte Bahngleichung (7) fir p# = 1, also fiir den Feldtypus

H,

S Eacrl W

welcher in Fig. 2und 7 dargestellt ist. In diesem Falle wird die FunktionJ (¢)
iberhaupt konstant und die Differentialgleichung (7) lautet:

Vg = — 1 +E)o(g) (12)
Sie ist somit unmittelbar durch die beiden partikuliren Integrale
in V1 k2
sin
o — il (13)

cos V1 + k2 @

1) Vgl. hiersu M. J. O. Strutt, Lamésche, Mathieusche und verwandte
Funktionen in Physik und Technik. (Erg. der Math. und ihrer Grenzgebiete.)
Berlin 1932. — 2) M. J. O. Strutt, a.a. O.

19*
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zu integrieren. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (4) mit
=1, also die Elektronenbahnen im Feld (11), lautet daher mit (5) und (6a)

y = V1 -+ 22 (Cq sin Y1 + k2 are ctg © + Cg cos V1 4+ k2 are ctg x), (14)

wobei C; und Cp belichige Integrationskonstanten darstellen. Unsere
weiteren Betrachtungen wollen wir jedoch an die Gestalt

1 . —
Y = Simp(C'lslrl V1452 @ + Cyeos VI k2 ¢) (15)
anschlieBen, indem wir uns stets durch die Gleichung ‘
= otg ¢ (16)

die Koordinate z auf den Winkel ¢ umgerechnet denken. Das hat den
Vorteil, daB wir fiir die Variable ¢ blofi die endlichen Werte zwischen 0

70
; [ 1\
K
A
% o
02
|1 .« - \‘
0 -7 - -5 -4 =3 ~Z -7 4 7 2 g 14 & 8 7
Z

Fig. 2. Feldverlauf gemis H =——E£"—z-_;.
3
1+(2)
und 7zr brauchen, um den ganzen Wertbereich von z zwischen 4- oo und — o
zu erfassen.
Mit zwei anderen Integrationskonstanten Cj, Cp und der Abkiirzung

eH2a?

w2=k2+1=8m0_+1 17

konnen wir das allgemeine Integral in folgender Gestalt schreiben:

o, sne (p+ 0y
sin ¢ )

y= (18)
Es soll inshesondere ein von rechts einfallender Parallelstrahl betrachtet
werden. Dem Werte ¢ = o entspricht nach (16) ¢ = + 0. Damit y
fir £ = o (¢ = 0) endlich bleibt, muB daher die Integrationskonstante C,
Null sein. Damit wird

sin o @
sin g

y =0 (19)



Strenge Berechnung magnetischer Linsen usw. 289

und o Cy ist der Wert von y fiir z = oo (¢ = 0). Wir fiberzeugen uns noch,
daB die Ableitung y’ (z) fir 2 — oo wirklich verschwindet, also die Elek-
tronenbahn (19) im Unendlichen parallel der z-Achse ist. Man hat

! :g—g%:Cl(sinwzpcow—cusinq;coswzp), (20)

und fir ¢ = 0, also £ — o wird daher y (o) = 0.

(19) stellt somit tatséchlich den in der Einfallshbhe wC; von rechts
einfallenden Parallelstrahl dar.

H2)
)

\

Strabirichting a fische dch
opriscy 5€
Zp Zfb g Z p/ 2
i i

T 2
|
N 7 =

il

Fig. 3. Darstellung des Zusammenhangs zwischen der Abszisse z und dem Hilfswinkel ¢.

Die Darstellung der Bahn mittels der Variablen @ kann man sich an
Hand der Fig. 8 veranschaulichen, wo der zu jedem z-Wert gehorige ¢-Wert
eingetragen ist, welche miteinander in Bezichung stehen:

2 = qctg @. (1)
Die Schnittpunkte des achsenparallelen Strahles (19) mit der optischen
Achse nennen wir dingseitige Brenmpunkte. Sie sind nach (19) durch

sinw @ = 0 oder ¢,=ng_(n=+1, +2..) (22)

gegeben. Die Koordinaten der dingseitigen Brennpunkte lauten somit
nach (21)

2, (n) = actgn =, (n=1,2 .). (28)

Der erste Brennpunkt ist derjenige, weleher dem Unendlichen am nachsten
hiegt, also ausgedriickt durch ¢ dem Werte -+ 0 am néichsten liegt (Fig. 8).
Er ist daher durch #» = 1 bestimmt:

= aotg——. 24
“ie =

Zfo
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Fir die Brennweite f findet man nach Fig. 4 und Gleichung (20) und (22)

Clwz__f.tg“___fg_i’ = __—:;C’lwsmn%cosnn,

@ = g
also
a . Tt N
— = (— Dr»—1lginn . 25
Die erste Brennweite ist daher durch
.g'_. = §in (26>

T
f Vez +1
gegeben. Die Begichung (26) zeigt, daB die kleinste Brennweite, die iber
haupt erreicht werden kann, gleich der Halbwertsbreite a ist. Sie ergibt
sich fiir den Parameterwert k2 == 3,

also fiir
) e Hia?
aw 3 8m U

= 3. @7)

) )y ¥

a

Die zugehorige Brennpunktslage ist
nach (24) z; = 0, d. h. die Feld-
mitte, Beschrinkt man sich anf
die Benutzung des ersten Brenn-
punktes (n = 1), so haben Brennweite f/o und Brennpunktsiage z;/a den
in Fig. 5 dargestellten Verlauf, der durch die Darstellung der Bahnen
in der gleichen Figur und in Fig. 7 noch veranschaulicht wird.

Fig. 4. Zur Bestimmung der Brennweife.

Im weiteren soll der allgemeine Zusammenhang zwischen Ding- und
Bildort, also die ,,Abbildungsgleichung* hergeleitet werden. Dabei werden
sich die obigen Ausdriicke fiir die Brennpunkte als Sonderfille ergeben,
niimlich als die dem unendlich fernen Bildpunkt entsprechenden Ding-
punkte.

Im Anhang wird gezeigt, wie man zur allgemeinen Abbildungsgleichung
fiir krummlinige Elekfronenstrahlen gelangt. Sind ndmlich p (2) und o (2)
zwel beliebige unabhingige Losungen der Differentialgleichung fiir die
achsennahen Strahlen eines rotationssymmetrischen clektromagnetischen
Feldes, so ist der Zusammenhang zwischen Dingort 2z, und Bildort z; ge-
geben durch die Gleichung

0 (%) 0 (21) — 0 (21) 0 (29) = 0. (28)
In unserem Falle ist
sinw @

CO8 (W @
sin @

sing °

9 = 01 und ¢ = 02 (29)
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{28) erhillt daher die Gestalt

sinw (@1 — @) = 0,
d.h.

(;vo—(plzn%, n=12 .. ; (80)

@, bestimmt das n-te Bild (n — 1 Zwischenbilder). In Fig. 8 kann man sich
wieder den Zusammenhang zwischen ¢, und ¢; gut veranschaulichen.

4
\
3 \ ]
Ny 1 A
\iigs‘m 11
2 W\ 1+k //,
j\\\ ——//
7 =
/-//
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,/ a A
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q97 92 03 044506 48 7 2 3 4 5678 W 20 3 4 s060 80 10
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Fig. 5. Brennweite f und Brennpunktslage z7 als Funktion des Systemparameters
e H(?a“
R = e
8m U

Man hat einfach vom Bogen ¢, den Bogen Vlc?n—f— - n-mal abzutragen,

um das n-te Bild zu erhalten. (In der Figur ist % = 1.} Fihrt man nach (21)
2 statt @ ein, so ergibt sich

- a ctg @y ctgn%——-a
zozactg%:actg((pl —}—n.;)z —,
otg @, + ctgn —

oder wenn man Zahler und Nenner mit ¢ multipliziert, nach (21)

T
2, a4 ctg n——a?
1 g P

20 —
7
2, +actgn —
(g}
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Dies kann man weiter umformen

44
3
1+ ctg n_

JT
2y — actgn; = — az—————;,
]
actgn —
% +actg p
oder
7 7 a?
— a ¢t n—)( et n—):— .
(Zo gn—) s +actgn— —
gin? » —
w
Setzt man daher
n 7 a a
zfo:actgn'(;: Zﬁ:_act‘gnga fo= - ok hi=— - "’ (31)
s — sman —
w w
und weiter
Iy=n—zy, Lo=2—2, (32)

so gilt zwischen Z, und Z4, d. h. den auf die entsprechenden,Brennpunkte
bezogenen Ding- und Bildkoordinaten die Beziehung:

ZOZI = fﬂfl' (33)

2. Die VergroPerung. Wir kommen nun zur Bestimmung der Ver-
groflerung V. Wie im Anhang gezeigt wird, ist diese durch zwei beliebige
Elektronenbahnen p (¢) und o (¢) auf folgende Art gegeben:

_ ot |
o (z)
In unserem Falle ist daher die VergroBerung im n-ten Bildpunkt nach (29)
durch

(84)

cos @, sin g,
gin @, cosw @,

(84 2)

n =

bestimmt. Wenn man aus (30) eingetzt, erhilt man
V. - Cos (w @y —nm) sin @, = (— 1) sin g,
" 7 ) CO8 ()

Sm(%—”;

. 24 ) . -
sin @, cosn;; —cosgvosmnz

. . . o4 .
Wenn man weiter im Nenner sinn - heraushebt und aus (21) einsetzt:

- 1 a
Vn o (_1)71 1 . .
z ~actgnl sin 27
0 - o o

Auf Grund von (31) und (32) ergibt sich somit

J— n— f — n— Z 4
Vo= (=11 = (=1t (#5)

i
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Die VergroBerung im ersten Bild (n = 1) ist also

g (36)

wobel die GroBen Zy, Z;, fo und f; dureh die Gleichungen (31), (82) und (21)
bestimmt sind. Auf Grund von (24) und (26) gilt fiir alle k2-Werte | f| > | 2],
d.h. die beiden Hauptebenen liegen itherschlagen, wie fibrigens in einer
experimentellen Untersuchung von E.Rusgka schon 1984 festgestellt
worden istl). k

Es hat sich somit die @berraschende Tatsache ergeben, daf auch in
diesem allgemeinen Falle eines vollkommen krummlinigen Strahlenganges,
wo also Ding- und Bildstrahl gar nicht voneinander unterschieden werden
konnen und daher auch nicht so wie in der gew¢hnlichen Optik eine Ge-
radenzuordoung darstellen, trotzdem die Abbildungsgleichungen (38)
und (86) der géwohnlichen Optik gelten. Durch (86) sind auch die Haupt-
ebenen als konjugierte Fbenen mit der VergroBerung 1 bestimmt und es
16t sich damit auch die bekannte Listingsche Bildkonstruktion nach
Fig. 6 A und B mittels der geradlinigen (fiktiven) Hauptstrahlen I und IT
ibertragen, obwohl diese beiden geradlinigen Hauptstrahlen mit dem
tatsichlichen krummlinigen Strahlengang (durch die gestricheiten Linien
angedeutet) auBer den Schnittpunkten gar nichts gemeinsam haben, und
der gesamte FeldeinfluB kann so innerhalb des Bereiches der GauBschen
Dioptrik durch die beiden Haunptebenen und Brennpunkte ersetzt werden.
Fir die Koordinaten der Hauptpunkte ergibt sich aus (31), (82) und (86)
¥ =1

4

T
r——— 2 = —~aclg—————. }
efr 1 Y|

Die Werte 2y [a sind in Tabelle 1 angegeben und in Fig. 6 A in ihrer Ab-
héngigkeit von k2 kurvenmiBig dargestellt.

(36 a)

2g, = actg

Hier erhebt sich sogleich folgende Frage: Ist das Feld (11) das einzige,
fiir welches im ganzen Bereich die Linsengleichung und VergréBerungs-
formel der gewdhnlichen Optik streng gilt, oder gibt es noch andere Felder
mit dieser Eigenschaft? Mathematisch heiBt dies: Fiir welche Felder H (2)
von (8) besteht zwischen den aufeinanderfolgenden Nullstellen der zu-
gehorigen Bahnkurven ein projektiver Zusammenhang? Da eine derartige
Abbildung durch drei Angaben, nimlich die Brennweite und die Lage der

1y E. Ruska, Z8. f. Phys. 89, 90 ff., 1934.
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beiden Brennpunkte bestimmt ist, hat die durch ein derartiges Feld be-
stimmte Abbildung die physikalische Eigenschaft, daB man die ganze Ab-
bildung fir alle beliebigen Punkte kennt, wenn man sie far dres Punkte
bestimmt hat. Die Aufgabe ist nun die, daff man der Gestalt des Feldes H (2)

, \ /
. T gl Funktion vor #% 2 ots Funktion von k2

AN / )4

ka

'§§ ¥ X \ /A
<|§ \%a/s Fanktion von k2 %’aa/s Funttion van
UK
N
s Strahlrichtung| |
2 wtische Achse T 7 /7
7 =16 p : <
7 120 —100 080 —080 —qW —420 0 40 G40 060 480 100 120 140
L._.

A
Tig. 6 A. Haupt- und Brennpuunktslagen als Funktion des Systemparameters k2.
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Fig. 6 B. Die Listingsche Bildkonstruktion mittels Brennpunkten und Hauptebenen
. fir 2 = 1,6.

unmittelbar ansehen kann, ob die durch sie vermittelte Abbildung diese
Eigenschaft hat oder nicht. In einer demndchst erscheinenden Arbeit von
Lammel und dem Verfasser sollen alle elektrischen and magnetischen
Felder, fiir welche die gewohnliche Abbildungs- und VergroSerungsgleichung
gilt, angegeben werden. '
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3. Die Zahl der Zwischenbilder. Wir wollen nun noch die Zahl der
Zwischenbilder als Funktion des Parameters k2 bestimmen. Wie aus dem
obigen hervorgeht, kommt alles auf die Grofle des Winkels

x A Hiaby~1z
o ViEr1 (1+8m U) (87)

an. Nach Fig. 8 hat man den Winkel ¢q, der dem Dingpunkt entspricht,
immer um 7/w zu verkleinern oder zu vergréBern, um das enfsprechende
Bild zu erhalten. Man erkennt daraus: Fithrt die Verkleinerung (Ver-
groBerung) von gy um den Winkel m/w zu Null (z), so liegt das Bild im
Unendlichen und ¢ wire der Brennpunkt. In diesem Falle ist s/w in ¢
(7 — @o) einmal enthalten. Ist zz/w in @ (7r — o) N-mal enthalten, oder
t Lo ‘Po " (7’ — %o

genauer: is w} groBer als die ganze Zahl N und kleiner als

die ganze Zahl N 41, so erhilt man N Bilder; ist —2— % 2 ( % ) gerade

gleich N, so ergeben sich N — 1 Bilder im Endhchen (da das eine im Un-
endlichen liegt). Der unendlichferne Punkt (go = 0) hat somit N Bilder
(Brennpunkte), wenn N <w << N + 1, oder

¢ BT N 19N (88)

N+ N 1) <g=

Liegt daher @ = V1 + k2 zwischen 1 und 2, so treten nur einfache Bilder
auf. Hs ist also

e H3a?
0<8—m U<<3 (89)

die Bedingung dafiir, daB nur einfache Bilder auftreten. Diese Bedingung (39)
18t bis jetzt in der Praxis immer erfillt.

4. Die Buschsche Ndiherungsformel fir die Bremnwette. Zur Ver-
anschaulichung des Vorgetragenen sind in Fig. 7 einige Elektronenbahnen
mit der Einfallshohe 1 fiir die Parameterwerte w = 1,1; 0 = 1,8; w = 1,6;
©=2;m=25: v =3 und w = 3,5 nach der Formel

y:iw mit 2z = cigg {40)

o sing

von Dosse gezeichnet worden. Zusammenfassend konnen wir nochmals
teststellen: Um die gefundenen Bezichungen der GauBschen Dioptrik
fitrr ein empirisch ansgemessenes Feld zu benutzen, miissen wir den Feld-
messungen die Halbwertsbreite a und die maximale Feldstirke bzw. Induk-
tion Hy in der Feldmitte entnehmen. Mit der bekannten Beschleunigungs-
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spannung U konnen wir also den Parameterwert k2 nach (5) berechnen,
welchen wir in die Formeln (28), (24), (26) und (81) einzusetzen haben.
Die auf diese Weise bestimmten k2-Werte liegen derzeit bei den starken

Walter Glasger,

Ll

1
I ! f] |
Achsenabstand der Elektronenbatnen)

P —

aNE

Fig. 7.

Linsen des Ubermikroskops zwischen 1 und 2. Die strengen, nach For-
mel (26) berechneten Werte der Brechkraft aff sind in Fig.8, Kurvel,
dargestellt. Ist k2 < 1, so kann man (26) nach k entwickeln und erhélt so

Dieser Ausdruck fiir a/f ergibt sich auch durch Anwendung der zuerst von

Linsenachse z=%—e

des Parameters o = 1 + 42 im Feld H =

In der Einfallsh6he 1 von rechts einfallende Elektronenbahnen fiir verschiedene Werte

A
v ()

Busehl) angegebenen Niherungsformel fir die Brennweite

wenn man hierin fiir H2 aus (11) einsetzt. Die Buschsche Formel entspricht
also einer Naherung fiir unendlich kleine Werte des Parameters k2. In Fig. 8
haben wir neben der Darstellung der Brechkraft nach der strengen
Forme! (26) in Kurve I auch die auf Grund der Buschschen Formel (42}

1) H. Busch, Arch. f. Elektrotechn. 18, 553, 1927.
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folgenden Werte (41) in II kurvenmiBig dargestellt. Man erkennt, daB
fir den noch verhiltnismiBig kleinen Parameterwert k2 = 0,2, welcher
also noch funf bis zehnmal kleiner ist als die in Praxis verwendeten, der
Fehler der Formel (42) bereits 169, betrigt. Fir das Gebiet der Uber-
mikroskopie (B = 1...2) fihrt sie zu ganz falschen Werten (Fehlor
bis 8009%). Aus der Buschschen Formel (42) kann man daher keine Schliisse

78
16 /
7[1 /‘\”-
74
72 maximble Brecthraf
" A (leinste Brennwelfe)
10 \ = —
78
2y /
4o / _

g4
g / m:
g9z

0 06 2 16 2% 30 36 42 48 Y 60
](2=L /%zaz —
sm U
Fig. 8. I. Brechkraft a/f des Feldes H = -ﬁ streng berechnet. II. Brechkraft a/f
des gleichen Feldes nach der Buschschen Niherungsformel berechnet. IIT. Die Offnungs-
2 .9
fehlerkonstante Cgla fir hohe VergroBerung als Funktion von &* — S% H%,a' .

tir die Verhéltnisse zichen, wie sie beim Ubermikroskop in der Regel vor-
liegen?). Dies gilt auch fir die daraus hergeleiteten technischen Dimen-
sionierungsformeln?), wie bereits von E.Ruska 3) experimentell gezeigt
worden ist.

5. Dig Bilddrehung. Im - magnetischen Feld ist bekanntlich das
GauBsche Bild um den Winkel

2

v = Voup | a5 9

20

1) Damit soll nicht behauptet werden, daB sie nicht fiir schwéchere Linsen,
wie gie z. B. bei Braunschen Réhren vielfach verwendet werden, gute Dienste
leisten kann. — 2) Z.B. E. Ruska u. M. Knoll, Z8. f. techn. Phys. 12, 394,
1981; die dort gegebene Formel ist neuerdings durch v. Ardenne (Elektronen-
Ubermikroskopie, Berlin 1940, ‘8. 15) auch fir Ubermikroskoplinsen in etwas
abgefinderter Form herangezogen worden, liefert aber in dieser Form bis zu
35% wu kleine Werte fiir die Brennweite. — 2) E. Ruska, #S. f. Phys. 89,
90, 1934, insbes. 121, Fig. 14.
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gegeniiber dem Ding gedreht. Die Integration ist dabei von Dingort z,
zum Bildort #z; zu erstrecken. Wenn wir fir H (z) nach (11) in (45) ein-
setzen und wieder den Hilfswinkel ¢ einfithren, ergibt sich

v =k (@0 — @1)- (46)
(Damit hat sich zugleich eine einfache physikalische Deutung unseres
Hilfswinkels ¢ ergeben.) Auf Grund der Abbildungsgleichung (80) erhilt
man also fiir die Bilddrehung
nk -
Yy =n m (47}
Man kénnte sich denken, daB die Messung des Bilddrehungswinkels (47)
einmal eine direkte Methode zur Bestimmung von k ergibt, so daB man alle
Formeln statt durch % durch den Bilddrehungswinkel o ausdriicken konnte.
6. Die Farbabweichung (der chromatische Fehler). TUnter der Farb-
abweichung verstelit man bekanntlich den EinfluB} einer Geschwindigkeits-
Inhomogenitét der abbildenden Elektronenstrahlen auf das Bild. Ist A U/U
der relative Spielraum der Voltgeschwindigkeit der Elektronen und ist «
die Strahlapertur, so ist der durch die VergroBerung V dividierte Radius
des chromatischen Zerstreuungsscheibehens durch

= mﬁtj—j "2dz (48)
<0

gegebenl), wobei y (2) ein Strahl ist, welcher im Dingpunkt 2, die Achse
schneidet und hier auBer y (z) =0 der Bedingung ¥’ (z) = 1 geniigt. Die
Integration ist vom Dingort 2z zum Bildort 2, zu erstrecken. Statt @ber 2
wollen wir lieber itber ¢ integrieren. Wir setzen

AU
6[“ = ‘x—f]‘ OF: (49)'

wobei also die Farbfehlerkonstante Cp durch

4l .
r=[y2dz (50)
%0
definiert ist. Die Elektronenbahn, welche im Punkte zy = a ctg @, ver-
schwindet, ist nach (18) durch

y = E_(Lu) mit z = aectg @

sin ¢

1) Vgl. W. Glaser, S. f. Phys. 116, 56, 1940, Gleichung (21).
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gegeben. Aus y' (z) == 1 bestimmt sich nach (20) Cy, so daB die Bahn y (2)
die Gestalt hat
. a 8in o (¢ — 0y)
y@) = m 8in g sin @

mit z = actge. (51)

‘Wenn man daher

, 1T . 1., )
y (%) = l_cosw(q)~ o) SN @ — -ESIIIw((p — @) €08 ¢p] (52)

adeg

n (50) einfithrt, ergibt sich wegen dz = — sl g

[
ri .
Cr = sing%} [Jﬁ sinZe (@ — @) — co2w (@ — @o) +

@o

1 sin2wm (p — @) cos g 1 sinfo(p— q)o)] d
e sin @ o? sin® ¢ g
oder
1 :
CF/(J/ = m;(-] -+ K), (52&)

wobel gesetzt worden ist
P .
(1 .
J = j [—(1)—2 sin?w (¢ — Qo) — cos2w (g — <P0)] dg, (63)
Po

71
K — }'[1 sin 2 o (@ — @) cos ¢ 1 sin2(<p—~q70)]d(p

o) sin ¢ o  sin?g

(54)
Po
Da wir spater bei Behandlung des unsymmetrischer Feldes die ent-

sprechenden Formeln brauchen, schreiben wir die Integrale J und K mit
unbestimmter oberer Grenze an:

e L4 o
T(9.90 = 5557559 — 90— T 2VR T 1(p — g0 (59)

und (partielle Integration)

sin? Vi + 1 (9 — g) <89

K (g, go) = T Ty (56)

Setzt man hierin ¢ = @y, so erbalt man auf Grund der Abbildungsgleichung

Po — P1 = Vk:z—f— > far die Farbfehlerkonstante ¢ v
e n k2 1
Crle =3 (k? 4 1) sin® g, 57
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Statt sin2 g kann auf Grund von (21) noch der Dingort 2, eingefithrt werden.
So ergibt sich

. 4U 7 k? a? 4+ z8
0 = a T 2kt +1)%: @ (58)

Man sieht, daB fir jeden k2-Wert 4, fiir den Dingort 25 = 0 ein Minimum
hat. Die Farbabweichung ist also am kleinsten, wenn sich der Gegenstand
in der Feldmitte befindet. Bei gegebenem Dingort 2 (z. B. dem giinstigsten
25 = 0) hiingt 6 noch vom Parameter k2 ab. Es wird Null fir k —> 0 und

| |

)
&

{
a5 ,/ [Maximum vai Criy Tl
’ (i k¥=2) P2
24 / als Fankdion von k%= = ;
’ (7ir 29 =0)

6;-‘/4 fiir 2p =0 w=s
5
=
N

0 Q% 08 12 16.20 24 28 42 36 W 4% 48 52 58 60
I(2=-—L ”pza?'
#m. T
e H(? a?
Fig. 9. Farbiehlerkonstante als Funktion von k% = I T

wenn sich das Ding in der Feldmitte befindet.

k — oo. Dazwischen erreicht &, fiir k2 = 2 seinen groBten Wert. Dieser
GroBtwert der Farbabweichung ist somit durch

Srmas = 0804 a 57 (1 + (%1)2> . (59)

gegeben. In Fig. 9 ist der Farbfehler Cj/a (far 2z = 0) als Funktion von k2
dargestellt.
Piir sebr hohe VergroBerungen, fiir welche man sich besonders beim

Ubermikroskop interessiert, kann man das Ding praktisch im Brennpunkt

annehmen: @ = @y = L . 8o ergibt sich aus (57) der Ausdruck

V2 + 1

7 k2 1

= - . (60)
2 (k2 -1)°2 e

Cp/a

Y

In Tabelle 1 ist Cp/a als Funktion des Parameters }2 und in Fig. 10
kurvenmiBig dargestellt. Man sieht, daB in diesem Falle von sehr hoher
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VergroBerung Cp/a in der Nahe des Parameterwertes k2 = 4 ein Minimum
besitzt. Der numerische Wert dieses Minimums ist Cp/a = 0,577.

Da wir die achsennahe Bahn unmittelbar als Funktion von U kennen,
brauchten wir zur Berechnung der Farbabweichung (58) und (60) die

a6
a2
|
2%
20
16 = \L
121\ L\ I
py/ - \ 3 ’;’;’!”’;'5’ Yon Gl \ Minimurm von G|
\ <] dark =% (Firk?=7)-
o—t I
0’7§23¥56’704.lﬂ
PR .
“em T

Fig. 10. 1. Farbfehlerkonstante C'pfa fiir hohe VergroBerung. *) II. Offnungstehler-
konstante Cgfe fiir hohe VergroBerung. *) IIL. Offnungsfehlerkonstante Cgla bei
giinstigster Dinglage. IV. Die Offnungsfehlerkonstante nach der Naherungsformel

fiir ,,schwache Linsen‘ gerechnet, als Funktion von %2 = 8—8”—1’ :H_gﬁa_ *).

Formel (48) itberhaupt nicht verwenden. Ist nimlich y (2) die Bahn (51),

so gilt definitionsgemiB fir den Radius Ay des Zerstreuungsscheibchens
in der Bildebene

Ay——oc(aU)z=h AU. (61)
Dividiert man durch die VergroBerung V = ﬁ—;, 80 erhilt man also die
1
Forme! '
_ 4y _ oy
Op =5 =ay )<8U),,_z14U' ©2)
Nun ist J% — ¥ 9 und aus (51) folgt daher
dU 3o 30 g
oy _a (9 — @) cos @ (p — @) a sin o (¢ — (po)
dm wsin @, sin ¢ -0?sin @, sin @
Wegen (80) ist dies dy an 1
0~ B4l sin g sin @,
Ferner ist wegen (17) b B AU
I

9]/10‘2 v’
*) Infolge eines Versehens sind die Ordinaten der Kurven I, IT und IV
um den Faktor 2 zu groB dargestellt.

Zeitsehrift fiir Physik. Bd. 117.

20
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und mit dem Ausdruck (34&5 fiir die VergroBerung
sin @, 1

T Sme; ¥ ()
erhalt man so
AU T k? 1

Op = aa—g— U 2 (k2 41)% sin® g,

Fir den Brennpunkt ergibt sich die Farbabweichung 6, unmittelbar aus
(24) nach der Beziehung
dp=oadsz. (63)

Die Farbabweichung hat auch noch EinfluB auf die VergroBerung,
indem Strahlen verschiedener Energie verschiedene VergroBerungen er-
geben. Dies bedingt eine radialgerichtete Verzeichnung. Aus (36) folgt
niamlich fitr die Verdnderung der Vergroferung V

_ Af() fOAZO
Wegen (26) erhélt man far 4f,

Afy = a cos —= 70 k? AU
T g Ve r12@e+1)e U
Ve +1 ” _
1 nk AU ,
= —ﬁ‘)z"’m T {64)
Aus Gleichungen (82) und (24) folgt far
. k2 AU AU
AZy = £ = - —_— . (65
¢ sin? ot +1): U f° 2 (k2 +1)3/z A (65)
|
So- ergibt sich
_ 1 f ! 13 ot k? 4U
v = a Z, ( fo +ZO> 2(109’-}-1)3/2 780 (66)

Die Anderung der VergréBerung konnen wir durch die radiale Verlagerung

des Bildpunktes 4 y; ausdriicken. Wegen V = y L wird so Ay, = yodV.

Durch Division mit der VergroBerung V = -Zﬂ wollen wir diesen ,,Ver-
0
wischungsstrich’® wieder auf die Dingebene beziehen und mit

Ay av
Or, = = yo
bezeichnen. So ergibt sich endgiiltig
7 k? a4U -
2@+ U 67
20*

6Fy = — yo-}; (2, + Vi)
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Fir hohe VergroBerungen Vfy > z; kann man hierfir schreiben

AU 7e k? 1
T 3
U 22 +1)° sin 7

Vi -1

wobei f/a durch (26) ausgedriickt worden ist. Man sieht, da8 diese Art
der chromatischen Verzeichnung der VergroBerung proportional ist. Fir
12 = 8 erhilt man so fiir die relative Lénge der Verwischung

’ (68)

6141?1 _ - y()V

Ory
0

AT
= — 039V (69)

Bei einer Spannung U von 60kV und einem Schwankungsbereich 4 U
der Voltgeschwindigkeit von 10 Volt betrigt somit bei einer hundertfachen
VergroBerung die GroBe der Objektverwischung ungefihr ein 1/4p.

Ein weiterer Verzeichnungsfehleri) infolge einer Geschwindigkeits-
inhomogenitéit ist durch die Abhéingigkeit der Bilddrehung von der Elek-
tronenenergie nach (47) bedingt. 8o ergibt sich zundichst fiir den Spielraum
des Drehwinkels A 4 als Funktion des Geschwindigkeitsspielraumes 4 U

der Ausdruck
ak 4U

Ay = ————r —. 70
U4 s @ U (70)
Dies bedingt eine tangentialgerichtete Verwischung, also einen Zerdrehungs-
fehler, welcher — wieder auf dis Dingebene bezogen— wegen A z; = 4 4 ¢

durch
nk AU

—_— 71
?/02(]02_1_1)3/2 7] (71)

Op, = —

gegeben ist. Fir k2 = 8 erhilt man so Oy fyo = 0,840 AUJU.

7. Der Offnungsfehler (sphédrische Aberration). Eine stigmatische Ab-
bildung ergibt sich bekanntlich nur bei sehr starker Abblendung, so daf
gich an der Abbildung allein die flachen und achsennahen Elektronenbahnen
beteiligen konnen. Bei einer groferen Strahlapertur entspricht dem punkt-
formigen Gegenstand als Bild ein Scheibchen vom Radius Ar, welcher

der dritten Potenz der Strahlapertur o proportional ist. Diese Erscheinung
nennt man den Offnungsfehler. Wir wollen ihn durch die GrdBe d; = —%—T

kennzeichnen, wobei ¥ die VergroBerung bedeutet. Unsere Aufgabe ist
nun, den Offnungsfehler d; in seiner Abhingigkeit vom Parameter k% und

1y Vgl. hierzii auch G. Wendt, Z8. f. Phys. 116, 436, 1940.
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vom Dingort z; zu berechnen. Allgemein gilt fiir diesen auf die Dingebene
bezogenen Radius des Zerstreuungsscheibehens die Formel?)
21

A 1 1’
b ST = 396:;Uj( Ht 4 5H'2 — HH)y4dz. (72)

Hier bedeutet y (2) wieder jene Elektronenbahn, welche im Dingpunkt
z = 7 verschwindet und hier die Ableitung 1 (¥ (z) = 1) hat. Sie ist also
durch (51) gegeben. Analog zu C wollen wir auch hier die Offnungsfehler-

konstante ' durch 85 = 30y (78)

einfithren. Auf Grund von (21) und (11) erhalt man nun folgende Beziehungen

H () = H sin? g, H*= H sin® ¢,
(74)

2H, .
5> 8iné (p.[

peos @, H' (2) = 6 bj" @cos? @

H () =~
Far den Klammerausdruck im Integranden von (72) ergibt sich damit

2e 114 , ,,__‘)H0
WH +5H2 —HH

[2(4%2 — B)sinZ ¢ 4 T]siné ¢.

So erhdlt man fir Cy
2y

j[2(4k2—3)sxn @ +T)sin* o (g — @o) d g,

e HZ ol
T BmU ot <1n4 @0
]

C L2 1
0 J— —_ g
T T EmII g (#)

wobei zur Abkirzung gesetzt worden ist

el
K = j[z (k2 — 8)sin @ + T]sintw (p — @o) dg) d g. (76)
Po
Da wir das gleiche Integral spiter mit anderen Grenzen brauchen, wollen

wir die obere Grenze zunichst willkirlich lassen und mit ¢ ‘bezeichnen.

Die Ausrechnung ergibt

K (@, go) = k2+1) (@~ (po)—Vk2+1sm2w(<p @o) +
+§Vk2+1sm4w(¢p—- ®o) .,_3L411“_6__)sm2(p+

3 (Ic2+1)34:lc2 3 4k -3) B+ 1 B
S S = Rl - 2(p0+( gz sin2w (¢ — go) c0s2 @

2_ 3 -3
——%—cos2w(¢ @o) 5in2 ¢ — 1 Us V +1sin2e (¢ - @o) ©

‘116 s oS o (- %)smqu, » ()

1) Vgl. W. Glaser, ZS. f. Phys. 116. 19, 1940, Gleichung (1).
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Setzt man hierin ¢ = ¢@; und beriicksichtigt die Abbildungsgleichung (80)
(n=1), so sicht man, daB einige Glieder wegfallen und fiir Cfa ergibt sich

O [ =k 1 4k —

a mk-s +1)3/2 T8 4213 (Sm2 %o — sin2 ¢I71)] sint ‘Po’ (78>
oder auf' Grund von (30)

_2__,‘ 7kt 1 4k2-3 = . 7z 7 1
o lg@ s 44’0”3008(2% Vk2+1)smvlc2+1jsinwo’ @)

wobel ¢, mit dem Dingort 2, durch zy = ¢ etg @y zusammenhéngt. Wenn
man gemif

= a ¢t und 2z, = act X
% g Po r gﬁ

Ding- und Brennpunkt einfithrt, kann man hierfiir auch schreiben:

Cs _ ak _(@+2? 1 4k 8 a2 + 23 232, +a* (225—2,)
s s 4 482 +3 g2 4 of a? '

(80)

Fir sehr hohe VergréBerungen kann das Ding praktisch im Brennpunkt
-angenommen werden. Es igt dann

7T
Jer+1’
zu setzen und die Formeln (79) bzw. (80) erbalten die Gestalt

Yo = @Pr =

91 =0, 7z =z (81)

Cgy 7 k? 14k -3, 2 1
= = ) (82)
a [4(k2+1) 8 4]"2—1—3 V]c2+1] siné 7

V2 4+1
Og _ _akr @+Z)° 1483 @+ -
I 4(k2 1) at 4 4k243 “a® )

In Tabelle 1 ist die Offnungbfehlerkonstante Cg/a tiar hohe VergroBerungen,
wie sie Formel (82) entspricht, als Funktion von k2 wiedergegeben und in
Fig. 10 durch die Kurve II und Fig. 8 durch Kurve III bildmagig dar-
gestellt. Der Verlauf von Cs/a in Abhingigkeit von k2 zeigt dabei folgende
wesentliche Merkmale: solange k2 klem ist, sinkt Cg/o sehr rasch m1t

wachsendere k2. Aus (82) folgt tir kleme k2, d.h L_ <1 --—k2

ire

die Naherungsformel

Gy 2 '

T



Strenge Berechnung magnetischer Linsen usw. 307

Fiar groBe k2 steigt Op/a wieder an, jedoch nur langsam, und es wird fir
grofie k* Cyfa = 0,057 k. (85)
In der Umgebung von k2 ~ 7 durchliuft Cj/a ein flaches Minimum. Hier
ist Cpjla == 0,252, Fiw die kleinste Brennweite f = a (k2 = 3) ist
Cglo = 0,294 (Fig. 10). Der Ausdruck (84) ergibt sich gleichfalls, wenn
man den Offnungsfehler aut Grund der von verschiedenen Autoren benutzten
Niherungsformeln. fir den Offnungsfebler der ,kurzen und schwachen‘
Linse berechnet. Wir gind nun in der Lage, mittels unserer strengen Be-
rechnung die Berechtigung der im Begriff der ,kurzen und schwachen®
Linsen liegenden Naherungsannahmen zu prafen. Wir haben dazu in
Fig. 10 in Kurve IV den Verlauf des nach (84) fir die kurze und sechwache
Linse berechneten Offnungsfehler neben dem streng berechneten Verlauf
nach (82) eingetragen. Man gieht, daB die so gefundenen Werte voltkommen
daneben gehen und insbesondere fiir den: noch kleinen Parameterwert
von k2 = 0,4 bereits einen Fehler von 699, ergeben. Fir den praktisch
verwendeten Wert von k2 um 1,6 ist der Fehler sogar 96%. Man sieht also,
daf alle die zahlreichen Arbeiten?), welche mit der Niherung einer ,kurzen
und schwachen® Linse rechnen, fir die Praxis der hochauflosenden
Elektronenmikroskope nicht ausreichend sind, wie iwbrigens fir den Fall
der Sogenannteh ,sphiirisch bestkorrigierten Linse* von Scherzer?) in
einer spiteren Arbeit selbst festgestellt wird.

Die Gleichung (80) kann benutzt werden, um jenen Dingort zu be-
stimmen, fir welchen die Offnungsfehlerkonstante Cjja ihren kleinsten
Wert annimmt. Die Bedingung fiir 2y = @, welches einen Extremwert
von (80) ergibt, lautet '

2xk 44243 1 1+3x3+2x°3°tg1/k2:-1
T

pe—y \
(k2 _{_.1)’/2 452 —3 sin? 12 xg (1 + 23) ’ (86/

11 B}
Ve 41 \

Der durch diese Gleichung gegebene Zusammenhang zwischen der gimnstigsten
Dinglage 7 und dem Parameter k2 ist, wie er sich aus einer von Dosse
graphisch durchgefithrten Auflosung dieser Gleichung (86) ergibt, in Fig. 11
wiedergegeben. Auf Grund der Formel (79) kann man dann fir jeden
Parameterwert k2 fir diesen giinstigsten Dingort die Offnungsfehlerkonstante

1 Q. Scherzer, ZS. f. Phys. 101, 23, 1936; O. Scherzer, Beitrige zur
Elektronenoptik, herausgegeben von H. Busch u. E. Briiche, Leipzig 1936,
§.17; R.Rebsch u. W. Schneider, ZS. f. Phys. 107, 188, 1937; H. Riedl,
ebenda S.210; J. Gratsiatos, ebenda S.382; E. Briiche, TFT Bd. 29, H. 1,

1940; auch E. Briiche u. O. Scherzer, Geometrische Elektronenoptik, Berlin
1934, — 2) In Beitrige zur Elektronenoptik, a.a. 0., S.17.
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Ci/a bestimmen. Die diesbesztiglichen Werte sind als Kurve IIT in Fig. 1¢
eingetragen. Man sieht, daB der EinfluB der Dinglage auf C4 im
‘praktisch wichtigen k2-Bereich gering ist.

Aus (82) und (26) kann man das Verhaltnis C/f fir hohe VergroBerungen.
bestimmen. Es ergibt sich
% _[ 7 k2 1 4k—3 . 2
[ 402 +1)7 8 4k 43 V]“2+1]si.n3—

Ve2 41

Von Rebsch?) und Scherzerl) ist nun behauptet worden, daB Cy/f

auch fur die besten errechenbaren Linsen stets grofer als 0,25 ist. Wir
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Fig. 11. Dingort mit kleinster Offnungsfehlerkonstanten C¢le als Funktion von
_ e Ho2 a®

P=gw T

wollen das Minimum des Ausdruckes (87) nicht erst berechnen, sondern
bloB feststellen, dab Cy/f fir gewisse k2-Werte merklich kleiner als 0,25

wird. Setzt man z.B. k2 = 85, so erhilt man
Cplf = 0,18, (88)

womit gezeigt ist, daf die Behauptung von Rebsch und die daraus von
Scherzer gezogenen Folgerungen nicht mehr als allgemeingtltig anzu-
sehen. gind, wie hier in Xrginzung zu einer fritheren Diskussion ab-
schlieBend festgestellt werden moge2).
Fir groBe k2 (3> 1) geht Cyfa in Cp/f = 0,057 k iber, wihrend die:
Brennweite sich wie k )
f=ak ®9)

7T

verhélt. Man sieht also, daB fir grofle k2 Cy = 0,17 f ist.

1) R. Rebsch, Ann. d. Phys. [5] 31, 551,.1938; O. 8cherzer, ZS. f. Phys.
114, 427, 1939. — 2) R. Rebsch, ZS. f. Phys. 116, 729, 1940; W. Glaser,
ebenda 8. 734.
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Dabei moge man bedenken, daBf das vorliegende Feld gar nicht nach
dem Gesichtspunkt eines moglichst kleinen Wertes von Cy/f ausgesucht
worden ist, sondern lediglich in der Absicht, die tatséchlich in den Objektiven
des Ubermikroskops verwendeten Felder gut wiederzugeben.

111. Elekironenoptik eines unsymmetrischen Glockenfeldes.
1. Gaufsche Bahn und Abbildungsgleichung. In den hochauflosenden
Objektiven?l) sind vorderer und hinterer Polschuh etwas von einander ver-
schieden, so daB das lings der Achse entstehende Feld unsymmetrisch ist.

R

i
-
I
~
Iy

Fig. 12. Unsymmetrischer Feldverlauf, der sich aus zwei Glockenfeldern
der Gestalt H = _l—l—HW mit den beiden Halbwertsbreiten d; = « und
d; = b zusammensetzt.

Um auch diesen Fall zu erfassen, konnen wir das Feld aus zwei Feldhilften
der besprochenen Art zusammensetzen, wobei jedoch rechte und linke
Feldhilfte verschiedene Halbwertsbreiten besitzen. Die linke Halbwerts-
breite des Feldes werde mit a, die rechte mit b bezeichnet und das Feld
nach Art der Fig.12 durch den ausgezogenen Kurvenzug dargestellt. Es

hat also folgende Gleichung:

H N H .
H(Z):ﬁi)? fur 2 <0, H(z):l—Tz"/b)—2 fir 2 2 0. (90)

Die Elektronenbahn links von 0 ( also ¢ = %) werde mit y; (2), diejenige
rechts von O mit ¥y, (2) bezeichnet. Wir setzen wieder
z=uactge fir 2<0 und z =1Dbotg e fir 2 = 0. (91)

Weiter werde eingefithrt

oy =Vieed = (10 S BN YT = (14 2 B 0y

Die Bahn fiir z < 0, welche in 2z = 2 (¢ = @) verschwindet, lautet

. sin o, (¢ — @q) . . !
yy (2) = C—-————gin—(p— mit 2 = actg@. (98) |

1) B.v.Borries n. E. Ruska. DRP. 680284, angem. 17. 3. 1932.
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Das rechte Bahnstick (z = 0), welches durch den Bildpunkt 2; (g = ¢,)
hindurchgehen soll, muf die Gleichung haben:

() _ 0 sin vy (¢ — @,)
sin @

Yo mit 2z = boetgg. (94)

Die Bahn y; (2), welche in 2z = 2y (¢ = @) der Bedingung y, (3) = 1
geniigt, ergibt sich analog za (51)
(o) = — a : 1 sinw; (p — ¢po) (95)

my sin g, sin @

15 (2) haben wir nun im Punkte z = 0 (d h.g = —) stetig und mit stetiger

Tangente anzuschlieBen. Aus

W3 =n(3) w3 -nF)

erhdlt man so die beiden Beziehungen

Cuinon(3 ) = g snar(m =5 |
b1 - &)
Oy c0os wg (— - (P1) = T o, T coswl(qp0 — E)

zur Bestimmung von C; und ¢;. Durch Quadrieren und Addieren erhalt

man Cy
2

1 Q@ 9 14 b? ¥ ;
0y = — m[m sin w1(<p0 ——E-) +— cos W, ((po — —2—)] , (98)
durch Dividieren die Grofe

@& (g

- T 1 T
tng(g—%) = 3 ,,Tltg wl(g— ?’o)- 99)
Die Gleichung (99) stellt den Zusammenhang zwischen Ding- und Bild-

punkt dar, ist also als die ,,Abbildungsgleichung* zu betrachten. Fiir a = b,
also @; = w,, geht sie in

j 7 3 /7T
(3= 1) = w05 ),
oder aufgelost in unsere frithere Gleichung (80)

w (¢0— Wl) =nx (’I’b = 17 27 3: .t ‘)

iber. Aus (99) kann man zu jedem vorgegebenen g die zugehérige GroBe ¢
berechnen. Graphisch kann man so vorgehen, daB man nach Fig. 18 in

dem Dreieck mit der Basis «o, bei 4 den gegebenen Winkel %0 = W1 (—-—— ‘Po).

abtrigt, den.Schenkel AC mit OH zum Schnitt bringt; diesen Schnitt-
punkt mit B (4B = bw,) verbindet und auf diese Weise den Winkel
1= We (%—— (p]) bei B erhilt. Hieraus bestimmt man ¢; und nach (21)
den Bildpunkt 2.
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2. Die Vergroferung. Die VergroBerung ist nach Anhang das Ver-
hiltnis der Werte, die ein beliebiges partikulires Integral im Bild- und Ding-

o

F-9)

A
Fig. 13. Graphische Konstruktion des zu einem bestimmten Dingort
gehorigen Bildortes im unsymmetrischen Feld.
punkt annimmt, vorausgesetzt natiirlich, daB hier das Integral nicht ver-
schwindet. Wir wihlen auf der linken Seite das Integral
. . -
S (tp -——2')

;

W= (100)

sin ¢

welches also im Punkte z = 0 verschwindet. Die Fortsetzung y, (¢) von (100)
auf der rechten Seite ist dadurch bestimmt, daB sich hier die Lisung

Sin w, (9 — Cy)
sin ¢

Y = Oy (101)

der Differentialgleichung stehg und mit stetiger Tangente anschlieBt.

So ergibt sich 5 ] :
b &k ]/1_ -z )
01 = wy @k VE3+T’ G =3 (102)

und y, (7) lautet _ ”
8in ¢y ((p— ?)

oy b

@) = T e (103)
Die Vergrofierung V wird damit .
- yl (tpl 2 ‘/I"‘I3 +1 sin @, San N + ((p] 2 ) (104)
vi(90) Bf+1sing, . VR (90 _£>’ ’
: 2

wobeil ¢@; mit @y nach (99) zusammenhéngt.

Die beiden Brennpunkte als die unendlich fernen Punkten zugeordneten
Punkte ergeben sich aus (99) fir ¢y =0 (d.h. 2; = ) bzw. @y ==
(d.h. zp = = o0) zu

Ty AL i ka1
thk;Jrl(—g—— ‘Pfx):__ kiilt Vk2+1—-,] 105
T8 1 ] k1 5T
tg‘kf+1(‘f2"—‘pfo), = }/kﬂilt Vk; +1%’



312 ) Walter Glaser,

Der Begriff der Brennweite hat fir diesen Fall keinen Sinn, es sei denn,
daB man darunter die Entfernung des Hauptpunktes vom entsprechenden
Brennpunkt versteht und die Hauptpunkte als konjugierte Punkte mit der
Vergrofierung 1 definiert. [Also durch die simultanen Gleichungen (99)
und (104) mit V = 1].

3. Einfluf einer Feldunsymmetrie auf die Farbabweichung. Der Farb-
fehler ist nach (48) durch

5F=a%{jy'2dz—{—j 'zdz} {106)
zg
gegeben. Wir haben dabei den Beitrag jeder Feldhilfte getrennt an-
geschrieben. Im ersten Integral haben wir das Bahnstiick (95), im zweiten
Integral das Bahnstiick (94) einzusetzen, wobei €y durch Gleichung (98)
und ¢, durch Gleichung (99) definiert sind. Indem man aus (95) und (94)
einsetzt, ergibt sich

aF:a.AU_U{EmLﬂ(;o[J( "PO) (% )]

Cimd

T 3 vﬂ
BT (2 )+ B (T )]l a0
wobei die Integrale durch (55) und (56) definiert sind. Mit der Abkiirzung

k? .4 1 kB+2 . —
B(k: (P) = k2+1((p_g) +§ 2 _:1)3/281n2‘/k2 +1(¢—%’) (108)

erhiilt man fiir die Farbabweichung des unsymmetrischen Feldes folgenden
Ausdruck:

- %[l +kl§ klfﬂjrkf VR 1 (po— 5 )] B (s g0} —éi»n—i%. (109)

Fir ky = ko ergibt sich natiirlich daraus wieder (57). Der Winkel ¢, ist
dabei durch die Abbildungsgleichung (99) als Funktion von g, k; und ko
bestimmt. Auf Grund von Formel (109) kann man wieder den fir die Farb-
abweichung gimstigsten Dingort und das ginstigste Verhéltnis der Halb-

b
Parameterwert k bestimmen. Fir hohe VergroBerungen kann man in (109)
@1 = 0 und ¢y = @, nach Gleichung (105) setzen.

wertsbreiten 2 = :—1 der beiden Feldhslften, sowie den giinstigsten
)
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4. Der Offnungsfehler des unsymmetrischen Feldes. Die Formel (72)
fiir den Radius des Zerstreuungsscheibchens konnen wir wieder schreiben:

0
A 7 (44

21

j—H4+5H'2 HH)y4dz} (110)

Im ersten Integral ist dabei nach (95) der Bahnverlauf durch

a 1 sino, (p — 970) i
4 8in @, sin ¢

im zweiten mit (98) und (99) durch

=0 sin wg (¢ — @1)
sin ¢

Y1 (2) =— z = actg @, (111)

Yo (2) = far 2z =betgy (112)

gegeben. Indem man aus (111), (112) und (74) einsetzt, erhilt man

. eH} a’ 7 Gt m ' 7
Co = 48mU{(ofsin4 %K(?, (,‘00> b_K(z > q}l)}’ (113)
wobei K (7/2, ¢) durch (77) und C; durch (98) gegeben sind. Wenn man nun
die folgende Abkiirzung .

2
n) 1 4% 3sin2<p——

k2
49 =T Era(0—F)— 5 s

8k — . —_— k3
——-———-——-—24(k2+1),/ism2\/k2+1((p — E) +

La ssmaVie +1(g—3) (114)

4
Ter L3 (k21 1)

einfithrt, so kann man den Offnungsfehler des unsymmetrischen Feldes
in folgender Gestalt schreiben:

-—-{A(kl,%)— [1 +kl2 ];c%+181n21k2+1( n)]zx

2
X A (kg o)\

['sin® @

(115)

Im Falle hoher VergroBerung hat man ¢; = 0 und ¢@¢ = ¢, zu setzen.
Mit Hilfe der Abbildungsgleichung
T ]c‘, k241

tg Vk2 +1 (.2- — (pf) VM 3 tg % Wcz +1 (116)
kann man aus dem mittleren Glied in der eckigen Klammer ¢, durch die
gegebenen Grofen ausdriicken und erhilt so
Cy 1 k3—k? . -2 1
= {4 by p)—[1+ v 3 V1] 40, 0))

] sin4 ¢

, (117)
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wobei die GroBe ¢, aus (116) zu bestimmen ist. Damit hat man alle Formeln
beisammen, um den ginstigsten Dingort, das giinstigste Verhiltnis der
Halbwertsbreiten und den ginstigsten Parameterwert kZ zu bestimmen.
Die numerische und kurvenméfBige Auswertung der Formeln fiir das
unsymmetrische Feld wird in der nachfolgenden Arbeit von J. Dosse
gebracht (8. 816).

In der gleichen Weise wie hier der Farb- und Offnungsfehler des obigen
Glockenfeldes bestimmt und fiir den symmetrischen Fall diskutiert worden
ist, konnen nun auch unsere anderen allgememen Formeln fur die weiteren
sieben Bildfehler ausgewertet werden und insbesondere der Einfluf der
Blendenlage untersucht werden. Dies soll in einer weiteren Arbeit von
Lammel and dem Verfasser geschehen.

Fiar wertvolle Hilfe bei der Abfassung dieser Arbeit danke ich den Herren
B. v. Borries, J. Dosse, E. Lammel und E. Ruska. Ferner danke ich
der Doutschen Forschungsgemeinschaft fiir die Uberlassung einer vollauto-
matischen Rechenmaschine.

Amnhang.

Herleitung der allgemeinen ,, 4bbildungsgleichung'’ der Elektronenoptik.

Die Differentialgleichungen der achsennaher Elektronenbahnen

2 D’ 1 11 € .

T +-2—¢’r—f—ﬁ<@ —{—ﬁf-ﬁ)r_(), (1)
sind lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Sie besitzen daher
immer zwei unabhingige partikulire Integrale, welche wir mit

¢ (?) und ¢ (2) @)
bezeichnen wollen. Das allgemeine Integral setzt sich daraus mit zwei
beliebigen Integrationskonstanten ¢; und ¢y linear zusammen
r— 610 (2) + 030 (). )
Es sei (8) jene Bahnkurve, welche den Punkt Py mit P, verbinde. Der
Punkt P, habe die Koordinaten z, und y,, der Punkt P; die Koor-
dinaten z;,7,. Es missen daher die beiden Gleichungen gelten:
Yo = €10 (%) + €20 (%), @)
Y, = €10 () + 20 (29)-
Durch zy, 4o und Z;, , sind hierbei im allgemeinen die beiden Konstanten
¢, und ¢ bestimmt. Wenn man (4) nach ihnen auflést und in (3) ein-

setzt, erhilt man somit den Py mit Everbindende‘n Strahl und man sieht,
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daB es bei beliebigem Punkt ?1 im allgemeinen nur einen derartigen Strahl

gibt. Eliminiert man z. B. ¢y aus den beiden Gleichungen (4), so ergibt sich
o (Z]) o (%]

P Ez;) e (20)] + ooy Ez;; Yo- (5)

Man sieht, daB jeder Wert von ¢, einen anderen Wert von y, exgibt. Nur

wenn der Koeffizient von ¢; verschwindet, gehen alle Strahlen von Py

T=cle®

auch durch P;. Man hat dann eine ganze Schar von Bahnkurven, die P,

mit P, verbinden. In diesem Falle ist also P, das Bild P, von P,. Als
Bedingung, daB z, = 2, das Bild von z, ist, hat man daher

0@ — 28 o) =0 oder plajoli)— olr)ole) =0 ()

a (2p)

fir das Verhéltnis Z—l = %‘- , also die VergroBerung V = %1 ergibt sich dann
0 0 0 .
aus (5)
V — o o (2y) 7
Yo o(z0)’ ™
womit auch diese GroBe als das Verhéltnis der Werte eines partikuléiren
Integrals in Bild und Dingpunkt bestimmt ist. Man kann zeigen, daf die
Gléichungen (6) und (7) unge#ndert bleiben, wenn man zwei andere par-
tikuldre Integrale statt p und o wahlt.




