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E i n l e i t u n g .  

Nachdem vor kurzem Her r  J. Hjelmslev die projektive Geomeh~e der 
Ebene ganz und gar in' dieser selbs~ ohne Benu~zung der Ste~igkei~ und 
uuabhRngig yon der Parallelenfrage (d. h. ohne e~ne besonclere Voraus- 
setzung Qber das Sehneiden und Nichtschneiden der Geraden in der Ebene) 
begrfinde~ hat~m~**) war zu erwarten, dab auch die Inhaltslehre in diesem 
S;nne entwickeIt werden k6nne. Diese Aufgabe ist abet bisher unseres 
Wissens noch nich~ g e l ~  

*) N~r~ehencle Ausfiikrungen bflden einen A~szug aus der under dem gleichen 
Ti~el vor kurzem erschienenen Stl~burger In~gur~l-Dissertation des Veffassers. 

**) Neue Begr~ndung der ebene~u Geometrie. Math. A~o 64, S. 449 (1907). 
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Die frfiheren Dars~ellungen yon Hilber~*) and M. Dehn**) sehen zwar 
ebenfalls yon r~iumlichen sowohl wie yon Stetigkei~spos~ulaten ab, gehen 
aber immer noeh yon bestimmten Vorausse~zungen fiber das Sehneiden der 
Geraden in der Ebene aus. W~hrend n~mlich Hilber~ das gewSbnliche, 
euklidische ParaUelenaxiom benutz~, beruhen die Dehnsehen En~wieklungen 
wesenflieh auf tier Voraussetzung, dab je zwei Geraden der Ebene s~e~s 
einen bez. zwei Punk~e gemein haben. 

In dieser Arbei~ werden wir nun zeigen, da[~ auch solche Voraus- 
se~zungen bei einer axioma~isehen En~wieMung der lnhal~slehre fiberfliissig 
sind, d: h. also: 

daft die Lehre yore Fliicheni~halt mit alldniger H~fe ebener 
Postulate, ohne Benut~ung der Stetig'~it und v o l l k o m ~  unab- 
h~ingig vo~ der Parallelenfrage aufgebaut werden kann. 

Wit legen das yon Peano and Sehur in ihren Untersuehungen be- 
nutzte und aueh in des Letzteren neuerdings erschienenem Buche fiber die 
Grundlagen der Geometrie*** i verSffentlichte Postulatensystem zugrunde. 
Es sind dies in jenem Buche naeh unserer obigen Verabredung ausschlie~ 
lich die projektiven Postulate 1--6 und die der Bewegung 9--13, wobei 
das 11. Postula~ jedoeh nur ffir die eine Ebene, in der wit operieren, in 
Betrach~ kommt. 

Zur Vereinfachung der Darstellung maehen wit augerdem noeh folgende 
Voraussetzungen: 

Zun~chst beschr~inken wit unsere Betrachtungen auf einfacke Polygone, 
das sind solehe, bei denen s~mtliehe Eeken voneinander verschieden sind, 
keine Ecke des Polygons in eine Seite f~llt und endlich zwei nich~ an- 
einander stoBende Seiten keinen Pnnkl mitein~mder gemein haben. 

Ferner s~ellen wir uns auf den S~andpunk~, da[~ unsere Kons~ruktionen 
auf einen gewissen Teil der Ebene besehr~nkt shad; im besonderen miissen 
wir dabei die Annahme machen, dag der Schnittpunk~ irgend zweier Ge- 
raden, die auf einer dritten senkreeht stehen, falls er ein eigenflieher 
Punkt sein sollte, nieht zugleich mit der Geraden dem beh~eh~e~en Tefl 
der Ebene angehSr~, well er sonst auf zwei verschiedenen Seite~u der Ge- 
laden liegen wfirde. Au~ Grund dieser Voraussetzung getten dann auch 
erst~ alle Kongruenzs~ze fftr Dreiecke und Polygone, die wir im folgen- 
den for~w~hrend auzawenden "haben.t) 

*) Gr~ndlagen der Geome~rie, 3. huff., 1909, w167 18--21. 
**) ~ber den Inhal~ sph~ischer Dreiecke. Ma~h. Ann. 60 (1905), S. 166. 

~**) F. Schur, Grundlagen dez Geome~r~e. Leipzig (Teubner) 1909. 
~-) VgL Schur, Grundl. d. G. w 5, Nr. $3. 
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I. Abseh~t t .  

Geometrische  Entwioklung tier I n h a l t s l e h r e  f/ir polygonale  
Fl~i~hen. 

w  

Zerlegungsgleichheit und Inhaltsgleichheit. 

1. Definition: '  Zwei Polygone heiflen ,,zer~egungsgleieh '~ oder ,,fi~ichen- 
gteich"~ wenn xie in eine end~iche Anzahl yon t)olyg~ne~ zerlegt werden k6nnen~ 
die pawrweise kongruent sing." 

2. Defini t ion:  Zwei Polygone heiflen ,inhaltsgle~ch" oder ,von gleichem 
lnhalt", wen~ es m6glich ist, zu ihnen zerlegungs- oder fiScheng~eicJ~e I~oly- 
gone so hinzuzuf'd~.jen~ daft die beiden, dutch solche Zusammensetzung erhaltenen 
Polygone zer~!jungsgleich (fltichengldch) sind. 

Aus diesen E r ~ n g e n  folg~ sofor~: " 
Dutch Zusammenf/igang yon zerlegun~gleichen Polygonen ents~ehen 

wleder zerlegungsgleiche Polygone~ wenn man yon zerlegungsgleichen 
Polygonen zerlegungsgleiehe Polygone w%~mimmt, so sind die iibrig bteiben- 
den Polygone inhaltsgleich. 

Es gelten welter folgende S~tze: 
1. Satz: Sind zwei _Polygone t)i und _P~ mit ei~xm dri#en Ps zer- 

legungsgleich, so sing sie auch untcreinander zerlegungsgleich. 
2. Satz: Sind zwei Polygone mit einem und demselben d ~  inhalts- 

gleich, so sS~d sie untereinander r 
Zum Beweise yon 1. bemerke man, dab nach der Vorausseizung so- 

wohl in lP I als aueh in lP~ eine Zerlegung hi eine endliohe AmzahI yon 
Polygonen angegeben werden kann, sodai} einer jeden dieser beiden Zer- 
legungen je eiae Zerlegung yon Pa in entsprechend kongruen~e Polygone 
entsprieht. Fassen wir nun diese beiden Zerlegungen yon P~ gleichzeitig 
ins huge, so wird im allgeme~nen jedes Teilpolygon der einen Zerlegung 
duzch Strecken, die der anderen Zerlegung angehSren, in weitere Polygone 
zerlegt. Betraehten wit je~zt wieder die Zerleg~mgen yon ~P~ und P~ und 
zeiahaen in jedes Teilpoly~gon die auf die eben beschriebene Weise ent- 
standene wei~ere Zerlegung ein, dann habelr wit offenbar ~die beiden Poly- 
gone iP~ und -P2 in eine endtiohe Amzahl yon entSl~reehend kongruenten 
Teflen zerlegr Die beiden gegebenen Polygone sind also zerlegungsgleiah. 

Der zweite Satz ]~Bt sieh leieh~ auf den ersten zurfiekfdhren. Sind 
n~mlich zwei Polygone P1 und lP~ gegeben~ welohe mit einem und dem- 
selben drit~.m /~ inhaltsgleioh sind, so kann man nach der 2. Definition 
sowohl P und P~ als auch P und P~ duroh Hinzuf/igen entspre~hend 
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kong-ruen~er Polygone ~;, ~ , . . . ~  (p~'),.. . ,  p bez. p'(,]p~,. .., (p'~'),..-, p~ 
in zwei Paare P '  und P1" bez. P" mad P~" yon zerlegungsgleichen Poly- 
gonen verwandeln. Wir denken uns nun die bezeiehneten Ver~.nderungen 
an JP gleichzeifig ausgefiihrt - -  hierbei kann es vorkommen~ dab gewisse 
Polygone (Ps'), (P~") sich ganz oder teilweise iiberdecken - - u n d  be0rachten 
das auf diese Weise entstehende Aggregat der P~ (p'), (Pk'~, welches wir 
mit ~ bezeichnen wollen. Dann leiten wit aus /)1' dureh tIinzuffigung 
derjenigen Teile yon ~,  welche P '  zu ~ ergKnzen ein Polygon ~t ab 
und bildon wei~er aas 2~" ein drit~es Polygon ~ ,  indem wir zu iP~" die- 
jenigen Teilo yon ~ hinzufiigen die 2 "  zu ~ ergi~nzen. Es kSnnen nun 
einerseits die so konstruierten Polygone ~l  u~nd ~ beide mit dem Aggregat 

in paarweise kongruente Teile zerle~ werden; nach Satz 1 sind sie 
daher auch untereinander zerlegungsgleich. Andererseils ergibt sich leicht-- 
falls bei get Konstrnktion yon ~ sich gewisse Polygone (p~'), (p[)  tiber- 
einanderlagern, dutch nochmalige Anwendung des Satzes 1 --~ dai~ nnsere 
Figuren ~t bez. ~ durch Hinzufiigen zerlegungsgleicher Polygone zu den 
gegebenen Polygonen P1 bez. P: entstanden sin& Demuach sind /)1 und 
P~ in der Tat yon gleichem Inhalte (2. Def.). 

w 

Begriff des Inhaltsma~es. 

Wir stellen uns jetzt die Atffgabe: jedem einfachen Polygon eine be- 
stimm~e GrSi~e znzuordnen, dio wir als das ,,InhaZtsmafl des Polygons" be- 
zeichnen wollen, und die dutch folgende Eigensehaften eharakterisier~ sei: 

a) Kongruente Polygone haben dasselbe Inhaltsmafl. 

b) 1st das Polygo~ _P~ aus den t)olygonen P und t)1 ~usammengezetzt, 
so ist das Inha~tsmafi yon P~ der Summe der Inhaltsmafle yon _P und t)i 
gleich. 

Um flit die LSsung dieser Aufgabe eine einfache Grundlage zu ge- 
winnon, erinnem wir an folgende Ta~achen: 

Bekannffich kann folgender Satz dutch einfache Be~rachtungen un- 
mit~elbar mit Hilfe unserer Voraussetzungen g~wonnen werden: 

3. Satz: a) Wenn zwei Gerade zwei gemeinsame Lore besitzen, so ist 
jedes Lot der einen Geraden auch ein Lot der anderen; oder: 

b) Gibt es ein Viereck mit vier rechten Winkeln, so muff in jedem 
Viereck mit drei rechten Winkeln der vierte Winkd auch ein rechter sein. 

Es is~ nur eine andere Ausdrueksweise fiir diese Tatsache, wenn wir 
s a g e n  .* 
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3. Sa tz"  c) Ist in irgend einem 1)reieck die Summe der Winkel gleich 
~wei P~echten, so gi~t dasselbe fiir jedes andere 1)reieck.*) 

Man ha~ demnach zwei Fiille zu un~erscheiden: 
1. Den ordiniiren Fall: ~ s  gibt ke~n 1)reiec]~, in weZchem die Summe 

tier Wi~kel gleich ~wei Eechten ist. 
In diesem Falle gil~ daun bekanntlieh der wei~ere Satz**) 

4. Sa~z: Je nachdem in irgend einem Dreiec~ die Summe der Wi~kel 
kleiner oder griifler als ein gestreckter Winkd ist, g~Tt dasselbe fiir jedes 
andere Dreieck. (Saccheri) 

2. Den singur~ren Fall: Die Summe der Winkel in einem und folglich 
in jedem 1)reiecT~ ist gleich einem gesbrecktvn Win~l.  

Bezeiehnen wit nun 

3. D e f i n i t i o n :  als , Winkeldiff erenz'~ ~ eines Dreiecks den U~terschied 
der Win~um~ae  yon 21~, 
so ist diese Differenz ftir jedes Dreieck yon l~ull verschieden (und zwar 
entweder fiir jedes grSBer, oder fiir jedes kleiner als Null) oder gleich 
Null, je nachdem wit die ordin~e oder die singuliire Annahme machen. 

Sehen wir also zun'achs~ yon dem spii~er z'u behandelnden Falle 
~ 0 ab, so k5nnen wit  jedem Dreieek eine bestimmte, stets yon Null 

versehiedene (positive oder negative) GrS~e, niimlieh seine Winkeldifferenz 
zuordnen. 

Von dieser GrSBe woUen wir nun zeigen, dab sie den oben unter a) 
und b) genannten Kriterien gentigr d. h. als Inl~ltsmafl des 1)reiecks be- 
~raehtet werden kann. 

Zuniichst ist nach der Definition sofort klar, dali kongruente Dreieeke 
die gleiehe Winkeldifferenz besitzen miissen. Es is~ also" nur noch die 
Frage, ob bei beliebiger Zerlegung eines Dreieeks in Dreieeke die Winkel- 
differenz des gegebenen Dreiecks gleich der Summe der Winkeldifferenzen 
tier Teildreiecke ist. 

Zum Beweise***) sol nun ein Dreieck D irgendwie in Teildreieeke, 
deren AnzahI gleich d sein m5ge, zexlegt. Die Winkel der Teitdreieeke 
erg~nzen sieh an den Eeken des Haupt~lreiecks zu den Winkeln desselben; 

*) (Saccheri.) Vgl. hierzu u. zu dem folg. 4. Sa~ze etwa Engel und S~ckel, 
Die Theorie der ParaUellinien, Leipzig 1895, S. 3iff. oder Bonola-Liebmann, Nieh~- 
Euklidische Geometrie, Leipzig 1908, S. 24ff. 

**) Aueh diese~ Satz is~ unmi~telbar aus unseren Poshfla~n herzulei~en. Wir 
ctenken bier und bei dem vorlgen Saree an den einfaehen geome~rischen, die SbetJg- 
keit and eine Voraussetzung fiber alas Schneiden tier Geraden nieht benu~zenden 
Beweis yon Job. Helnr. Lambert. Man finde~ diesen "Bewei~ yon systematischen Fehlem 
gereinig~ ausffihrIich wiedergegeben bei So.hut, Grundl. d. G., S. 103ft. 

***) Dieser Beweis ha, oh ~b..~ a a~ 0., S. 166. 
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an gewissen ~nderen Pun~en zu 4/~; sis sollen Sternpu~/de heiSen, mad 
ihre Anzahl sei gleich s. Weiter gebe es Pnn~% an denen sich die 
Winkel-zu 2R erg~nzen; wit nennen sie Ha~ster~unkte; ihre Anzahl 
sei gleich h. Ist nun die Winkelsumme in den einzelnen Teildreiecken 
gleich w i (i= I, 2~ 3,..., d) und die des groBen Dreiecks gleich w, so ist: 

d 

~lw~ = w + (2s + h)2/~. 
1 

Bezeichnet man nun mit e die Winkeldifferenz des gegebenen Drei- 
eeks und mit ~ die Winkeldifferenzen der Teildreiecke, so gilt auf Grund 
der 3. Definition: 

d d 

1 1 

und 
w - - 2 / ~ .  

Nit Hilfe dieser t~leiehtmgen l~t; sieh die v9rige ReIa~ion in folgen- 
der Form aussprechen: 

d 

(1) ~ ,  = e + (2s+h + 1- -d )2 . /~ .  
1 

Zum Beweise unserer Behauptung genfig~ es nnnmehr zu zeigen, da$ 
die Zahl 2s + h + 1 -- d stets gleieh Null sein mu$. 

Der natiirliehe Weg tier L~sung dieser Aufgabe der Analysis situs 
f f i l~ zur Benu~zung der Eulerschen Polyederformel, die bekann~lich in 
dem besonderen Falte der'Zerlegung sines Polygons in Polygone mit dem 
zu beweisenden Satze una iiberhaup~ mit dem Inhalt in der Nicht- 
Euklidischen Geome~ie in sehr enger Beziehung steht.*) 

Ffig~ man n~mlich zu den Teildreiecken und Teilecken unserer Zer- 
legung, die je~zt nut noch St~nltmrskfv enthalten mSge, das Hauptdreieck 
und dessen Ecken hinzu, so bietet das Dreieek mit seiner Zerlegung im 
Sinne tier Analysis situs das ~quivalent fiir sin konvexes Polyeder, dessen 
Begrenzung blo$ ans Dreiecken bes~eht. Die Anzahl der (voneinander ver- 
schiedenen) Kanteu dieses Polyeders sei gleich k. Dann is~, da bei unserer 

*) Dis F_~sieht in diesen bemerkenswe~ten Zusammenhaug, der sich schon bei 
Legendre (Gdom. VII, 25) finder, ist neuerdings yon M. Dehn ganz wesentlich erweitert 
und[ vertisft warden (Die Eulezs~he Polyederformsl ira Zusamraanhange mi~ dem 
Inhalt in der Nichb-Euldi~schsn Geometrie, Math. Ann. 61~ S. 561ff.). Insbesonde~e 
hat Dehn in dieser Un~.xs-achung gezeig~, d ~  sine der bier benn~n analogs Zer- 
legungsinvariaute (Inhaltsgr58e), die bekanntlich ira Raum yon drei Dimsnsionen nicht 
auftritt, in hSheren R~umen yon gerader Dimensionenzahl e~stiert und dolt mit dem 
Int~lt tier betr~hteten polyedrischen F~mr in eager Beziehung steht. 
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Vorausse~zung die Aazah] der Ecken gleich s-t- 3 und die der Begrenzungs- 
fliichen gleich d + 1 is~, nach der Eulerschen Formel: 

(2) s + 3  + d +  1 = k +  2. 

Nimmt man nun auch Teilpunkte der zweiten Ar~ (Halbsternpunk~e) 
an, so vermehr~ sick die Anzahl der Ecken um h. Die Anzahl der Kanten 
wird abet dadurch am dieselbe Zahl vergrSSer~, soda$ auch in diesem 
FaUe die obige Gleichtmg flare Geltung behiilt. 

Es "gil~ schlie$1ich in jedem unserer F~lle die ]eieht abzuleitende 
Relation: 

(3) 3d + 3 = 2]~ + h. 

Aus den beiden letzten Beziehungen (2) und (3) folgt nun sofort die 
gesuchte Ta~sache: 

2 s + h +  1 ~ d .  

Wit haben demnach in der Tat den Satz: 
5. Sa~z: Ist Bin Dreieck irgend wie in Teildreiecke ~erlegt, so ist die 

Winkddifferenz des gegebenen DreiecLs gleieh der Summe der Winketdiffere~zen 
seiner Teile. 

Definieren wit" nun 
4. Def in i t ion :  a l s ,  Winkeldifferenz" eines Polygons yon n Y~cken den 

Unterschied der Winkelsumrae yon 2(n~2)/~,  
so gilt der en~spreehende Satz auch ffir Polygone. 

Zum Beweise kSmaen dieselben Bet~rachtungen angewendet werden, 
die zum vorigen Sake (5. Sa~z) f'fi_hrten. Diese erfahren n~mlieh, wenn 
man ein Polygon mit n Eeken hat r nut insofern eine ~aderung als der 
Koeffizieni yon 2R in tier ersten Gleiehung die Form: 

2 s + h + n - - 2 - - d  

annimmt und die hnken Seiten yon (2) mad (3) beide um n -  3 zu ver- 
mehren sin& Daraus ergibt sick dana abex wieder, dag: 

2 s q - h + n - - 2 = d ,  
also jener Koeffizient gleich Null sein mu$. 

Es gilt also auch der 
6. Sa~z: Die Winkeldifferenz eines Pobygans ist gleich der Summe der 

Winkeldifferenzen der 1)reiecke, in die es zerlegt werden kann. 
hus diesem und dem 4. Satze fotg~ wei~er die wichtige Tatsache: 
7. Sa~z: Bei der ordiniiren A~nahme i~t nicht nur die Winkeldifferenz 

eines jeden 1)reiecks, sondern auch die jedes Polygons yon 5Vull verschieden, 
und zwar ist diese Differen~ fiir jedes Polygon gr6fler oder kleiner als ~ull, 
~e nachdern dassdbe fiir d~ Winketdifferenz eines und folglich jedes Dreiedcs 
~ t  (4. Sa~). 
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Auf (~rund dieser Tatsachen kann nunmehr auch jedem Polygon seine 
Winkeldifferenz als ln~altsma~ zugewiesen werden. 

Was nun den ausgeschlossenen Fall,  der durch die Annahme e = 0 
charakterisiert war, betriff~, so gelingt es uns bier erst mit Hilfe der auf 
dem Pascalschen Saree beruhenden Proportionslehre and Streekenrechnung 
ein Inhaltsma~ zu finden. 

In diesem Falle kann daher unsere Aufgabe erst nach der Entwick- 
lung der projektiven Geometrie ihre Erledigung effahren.*) 

Die demnaeh bier entstehende Frage naeh der M5glichkeit, diese 
Geometrie mi$ Hilfe unserer sieh auf die Ebene beschr'finkenden Voruus- 
setzungen, ohne die Stetigkeit and anabhKngig yon der Parallelenfrage zu 
begrfinden, ist, wie bereiSs in der Einleitung bemerl~ wurde, yon ttjelmslev 
in bejahendem Shine erledig~ women.**) Auf Grund dieser Untersuehung 
sind wit  daher im Stande, aueh bei der jetzigen Annahme unsere Aufgabe 
mit alleiniger Benut~ung der verabredeten Pos~ulaf~ zu 16sen.***) Im 
einzelnen gestaltet sieh die LSsung folgendermaSen: 

Bekanntlieh liefert uns die Lehre yon den Proportionen den Sa~:  
8. Sa tz :  ~ennt man zwei 19reiecke tihnlich, wenn sie entstrrec~d 

gleiche Winkel besitzen, und sind a, b ur~d a', b" e~t~re&ende Seiten in 
solchen Dreievk~n, so gilt die Proportion 4 

a :b~a ' :b ' .  ~ ~  

Diese Tatsaehe ffi_hrt unmittelbar zu dem ge- 
suchten lnhaltsma~. Konsh'uieren wir n~imlieh in 
einem Dreieek ABC (Fig. 1) mit den Seiten a~ b, c ~' 

l~ig. L 
die HShen h~ = AD und h b -= ~E,  so folg~ aus 
der Xhnlichkeit tier Dreiecke BCE und ADC nach unserem Satze die 

Proportion: 
a:hb~-b:h~, 

oder in:der Sehreibweise der Streckearechnung: 

*) ttier ist n~tfirHeh nicht eine votlsf~ndige EntwicMung tier projektiven Geo- 
me~rie his zum Fundamentalsa~ze einsehlie~lich gemein~, sondem nur die Ablei~ung 
alex ihr bei nicht~archimedisd~ Entwiclrlang unmi~elbar z-agmnde liegenden Ta~- 
sachen (Pascalscher Sa~z). [Vgl. F. Schar, MaEa. Ann. 57, S. 205, und Grundlagen 
der Geomet~ie w 1--3, u_ud G. Hesseaberg, ~Ea .  Ann. 61, S. 162.] Es sei femer bier 
noehmah darauf hingewiesen, daft wit bei der ordm~ren Ann~.hme die in Rexle stehen- 
den Tatsa~hen nich~ benu~zt haben zur L~sung der ira Texte behaudelten Aufgabe. 
E~ is~ dies eine in sys~emat~scher Hinsieht immerhin beachtenswer~e Ta~sache. 

**) VgL d. a. O. insbes. S. ~60 und Schur, Grundl. d. G., w 7, insbea S. 155 u. 159. 
***) VgL a~ Hflbert, Grundl. & G, 3. Auit., w167 15, 16. 
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Mi~ l~ilfe der transitiven Eigenscha~ der Gleichheit yon Verh~lt~issen 
schliegen wit hieraus, daft das Produkt aus einer Grundlinie mad der zu 
ihr gehSrigen HShe unabh~ngig yon der Wahl der Grundhnie d. h. also 
eine flir das Dreieck charak~eris~ische GreBe ist. Wir wollen sie kurz die 
.GLr~e des ~re~er nennen und mit ~(]))  bezeichnem 

DaB nun diese Gr6~e: die eine bestimm~e nach den Regain der 
Streckenrechnung einfach zu konstruierende Strecke darstellt, die yon einem 
Inhaltsmage gefordert~n Eigensehaften besitzt, liigt ,sieh naeh I-Iilbert*) 
in der folgenden Weise zeigen: 

Zuniiehst folg~ wiederum unmitf~lbar aus unserer Definition, da$ 
kongruenten Dreieeken dieselbe Gr~6e (Strecke) zugeordnet werden mug. 

Zum Nachweis der anderen charakteristischea Eigenschaft haben wit 
nun die Streekenrechnung n6tig. Versteht man ni4mlich' unt~r tier trans- 
versalen Zerlegung eines Dreiecks eine solche, die en~s~eht, wenn man eine 
Ecke S mit der gegentiberliegenden Seite g verbindet~ so folgr da die so 
ents~andenen Teildreieeke dieselbe zu g gehSrige HShe besitzen, .aus dem 
dis~ributiven Gesetz tier Streekenrechnung unmi~etbar, dab die Gr~fle eines 
gegebenen Dreieeks der Summe tier Gr6flen zweier solcher Dreiecke gleir 
ist, die aus dem ersfen durch transversale Zerlegung entstanden sin& 
Durch wiederholte Anwendung dieser Tatsache ergibt sieh tier 

H i l f s s a t z :  Wenn ein Dreieck 1) durch eine t~eihe yon txansversalen 
Zerleg~gen in Teddreiecke zerfiilIt ist, so ist die ,Gr6fle" .~(D) yon D der 
Summe der ,,Gr6~en" der Te~Tdreiecke gleich (vgl. Fig. 2). 

Ist nun ein Dreieck D in beliebiger Weise in Teildreiecke d zerleg~ 
(Fig. 3), so verbinden wir eine Ecke ~ des gegebenen Dreiecks mi~ jedem 
To~punk~ der Zerlegung und verl~ngern diese Gemden his zum Schnitt 
mit der gegenfiberliegenden Seite g. Durch diese ~ransversale Zerlegung 
werde das Dreieck D in die Teildreiecke t zerf~llt~ Nun erzeugt aber die 
erste Zerlegung in den Dreieeken t eine weitere Zerlegung in gewisse 
Dreiecke und Vierecke. Wenn wit nun diese Vierecke noch durch dia- 

*) Grundla~en d. G., 3. A.~ w 20. 
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gonale Zerlegung in Dreiecke zerf~illen, so warden die Droieeke t in go. 
wisse Dreiecke s zerleg~. Wit  behaup~en nunmehr, dab diese Dreiecko s 
sowohl aus den Dreieoken t als auch ans den Dreiecken d dutch eine 
Reihe yon transversalen Zer]egungen zu erhalten s4.nd. 

DaB unsere Behauphmg fiir die Dreiecke t zutriff-t, ist leicht zu er- 
kennen; denn bei jedem derselben bleibt das Innere und eine Seite~ n~n- 
lich diejenige~ die dem Punkte S gegeniiberliegr yon Teilpunk~en frei. 
DaB abet eine solche Zerlegung eines Dreiecks in Dreieeke ste~s dutch 
eine Reihe yon transversalen Zerlegangen erreicht werden kann, ist ohne 
weiteres ktar. 

Beh-achten wit nun ein beliebiges der" Dreiecke d~ so sind bier zwei 
F~lle zu beachten. Es kann entweder eine Seite des Dreiecks in eine der 
yon S ausgehenden Transversalen hineinfallen odor das Dreieck yon einer 
solchen Transversalen in zwei Teildreiecke zerleg~ werden. Bei der ers~n 
Annahme bleibt nun abet die in der Transversalen liegende Seite yon d 
yon Teilpunkten frei und bei dor zweiten s~ellt die im lnnern yon d 
liegende Strecke der Transversalen in den Tefldroiecken yon d gewil~ 
ebenfaUs eine Seite der genannten Ar~ dar. Da nun abet das Innexe yon 
d keine Teilpunlr~e en~halton kann, so is~ auf Orund der beim Beweise 
des ersten Teiles unserer Behunptung gemach~en Bemerlmng diese hiermit 
auch ffir die Dreiecke d bewieson. 

Nach unserem Hilfssatz erscheint nun die Gr~fle yon / )  einerseits 
als die Summe der GrSflen s~mtlicher Dreiecke t, also auch s~mtlicher 
Dreiecke s. Auf der anderen Seite ist abet die Summe der Gr/iflen der d 
ebenfalls der Summe der Gr6flen der Dreiecke s gIeich. Wir haben dem- 
nach die Gleiehn~g: 

in W o r ~ :  
9. Satz:  Wenn e6a 1)reieck in eine e~dl@~e AnzaM yon Te;ddreied~en 

in bdiebiger Weise ~erlegt ist, so ist die .CrrSfld' des gegebenen 1)reiecks 
gleich tier Summe tier ,,Gr~fle~" der Tei~dev2e. 

Wird nun ein Polygon P a u f  zwei verschieclone Ax~n in Dreiecke 
d und d" zerle~ und fiik~ man diese Zerlegungen gleichzei~ig aus, so 
kSnnen die Teildreiecke bolder Zorlegamgen je aus denselben Dreiecken 
und Polygonen znsammengese~t worden. Definieren wit je~z~ die GrSBe 
~(/~) eines Polygons als die Summe der Gr~iBen dot Dreiecke~ in die es 
zerleg~ werden kann~ so erkennen wit mi~ Bikfe der eben gemach~en Be- 
merkang und auf Grund des leim~en Satzes, dab die ~r6fle des Polygons 
yon der Ar~ der Zerlegung unabhi~ngig ist, also dutch das Polygon allein 
eindeu~ig bes~:nnmg wird. 

Hiermit haben wit in strenger Weise dargeCaa, dab auoh die bei eler 
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Annahme e ~ O  gefunden% ffir polygonale Figuren charald~eris~ische 
StreckengrSBe die yon einem Inhal~smaBe verlanghm Eigenschaften be- 
sitz~, sodat~ also die im Anfang dieses Paragraphen gestellte hufgabe 
jetz~ als volls~ndig gelSst zu betrachten ist. 

w  

I n h a l t s g l e i c h h e i t  und  Inhal tsmaf l .  

Welehe Beziehung bes~eht nun zwischen der Inhal~sgleiehheit und 
dem InhaltsmaB? 

Zuniichs~ folg~ aus unseren Definitionen unmittelbar die Tatsache, 
dab zerlegungsgleiche Polygone dasselbe Inhaltsmai~ besitzen. Es gilt daher 
(2. Def.) auch der Sa~z: 

10. Satz: Inhaltsgleiche Potygone haben gleiches lnhaltsmafi. 
Wir behaut)ten nunmehr, dub auch die Umkehrung dieses Satzes 

Gfiltigkeit besitzt, d. h. dal~ die Begriffe der Inhaltsgleichheit und der 
Gleichhei~ des Inhaltsmal~os sich deeken. 

Zum Beweise dieser Behaaptung, deren Richtigkeit ohne Benutzung 
der Ste~igkei~ nicht ohne weiteres einzusehen ist, fiihren folg~nde geo- 
metrische Betrachtungen. 

Zun~chs~ hefern die unten stehenden Figuren (Fig. 4 und 5) auf Grund 
der 2. Definition unmit~elbar den 

E H D G Jo 17 

B C B C 
Fig. 4. Fig. 5. 

11. Satz:  Sind ~ und C zwei Pun]de, die in eiJaer und derselben der 
yon einer gegebenen Geraden g bestimmten Halbebenen liegen und yon der- 
selben den gteiche~ se~krechten Abstand C D =  B E  haben, und verbind~t man 
diese t)u~kte bez. mit zwei t)unkten H u~d G der Geraden, deren Abstand 
H G  gleich E D ist, so sind die Vierecke B C D  E und B CG H inhattsgleich.*) 

Es gil~ ferner die bekann~e Ta~ache: 

12. 'Satz:  Jedes Dreieck ist mit einem Viereck d~r oben bezeich~eten 
A~ ~er~ngsgleich (fl~chengZeich). 

*) Die hier~u nS~ige Kongruenz der Dreiecke E B H u n d  1)CG ergibt sich un- 
miV~elhar au~ tier angegebenen Konstruktion der Yi~ecke. 
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Sind n~mlich (Fig. 6) in dem Dreieck A B C  H und G die Mitten 
yon bez. AB und A C  und ffihr~ man dureh eine (kollineare) Spiegetung 
an G das Dreier, k. G A H  in G C H  1 
fiber, so is~ B C H 1 H  in der Tat ein ~4 
Viereek, das die im 12. Satze uus- , l /  / / /  //, ~ 
gesproehenen Eigenschaften besitz~; 
denn f~illt man noeh yon B und C anf 
die Gerade durch H und ~ die Lore ~l 
B E  und CD, so ergib~ sieh ohne 
weiteres die Kongruenz der Dreiecke 
. E B H  und 1) C H  l, mid hieraus folgen C 
da~u die Gleiehungen B E  = CD und l~ig. 6. 
.BD = H H  I w. z. b. w. 

Aus den bisherigen Sitzen (11 mid 12) folgt welter: 
13. S a t z: Ha ben zwei Dreiecke A B C und A 1B 1 G 1 eine Seite B C = B, G I 

gemein und stim~nen sie iiberdies, wenn ihre Spitzen A und A 1 auf der- 
selbeu Seite der dutch B und C gd~enden Geraden tiegen, in der Verbindungs- 
linie der Milten der nicht gemeinsamen l~re{ecksseiten (ira folgenden kurz 
als z~ B C gehSrige Miffellinie beze~chnet) iiberein, so sind sie inhaltsgleich." 

0ffenbar ist es ffir die Erledigung unserer Frage yon Interesse zu 
untersuchen, ob dieser Satz umkehrbar is~. 

Betrachten wir zu diesem Zweck zun~ichst in einem Dreieck A B C  
(Fig. 7) die Senkreehten CD, B E  und A F  auf die Verbindungslinie der 
Mi~en G mid H der Sei~en A C and 
A B ,  so is~ leich~ zu sehen, dab diese 
S~recken alle einander gleieh sin& Ist 
daher die Gerade J K  die Mittelsenk- 
reeht~ yon D E  und K ihr Schnit~punk~ 
mi~ BC, so vertauseht die Umwendung 
um J K  die Strecken B E  und CD, also 
aueh K B  und KC; J K  ist folglich aueh 
Mi~elsenkrech~e yon BU. Nun is~ aber 
die Summe der beiden einander gleiehen 
Winkel BC/)  mid C B E  gteich der 

.4 

F ig .  7. 

Summe der Winkel des Dreiecks. Je nachdem also diese leezte Summe 
gleich einem ges~reeldan Winkel (singul~re hnnahrae), oder yon einem 
solchen Winkel versehieden ist (ordinire Annahme), w/rd jeder der ge- 
nann~en Winkel gleich einem Rechten oder yon einem Rechten ver- 
schieden sein. 

Mit Hiffe dieser Bemerkung mid auf Grund der Entwieklungen des 
vorigen Paragraphen ist unsere Frage nunmehr leieh~ zu entseheiden: 

Mathemafieche Ann~en.  L ~ X I L  1 8  
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Angenommen die Umkehrung unseres Sa~zes gel~e nicht; es gebe also 
in tier Tat zwei inhalk~gleiehe Dreieeke A.BC und AI.B~C1, die eine Seite 
B C =  B~C~ gemein haben und bei der oben bezeiehneten gegenseitigen 
Lage nieht in den zu dieser Seite gehSrigen Mittellln~en iibereinstimmen. 
(Fig. 8.) F~llen wit dann yon den Eeken B und C auf diese Linien die 
Lote CD und /~E bez. OD 1 und BE1, so folg~ aus der angenommenen 
lnhal~sgleichhei~ unserer Dreiecke aueh die der Viereeke _BCD.E und 
/~GD~E~. Auf 6rund des 10. Sa~zes haben nun aber diese Viereeke aueh 
das gleiehe Inhaltsma$. 

Maehen wir daher zunKehst die Annahme, dab a yon Null versehieden 
sei, so miissen die genannten Polygone dieselbe Winkeldi~renz besitzen 
(w 2). Hieraus folgt abet mit Hilfe unserer Vorbemerkung, da$ die Winkd 
.BCD und BCD~ bez. C B E  und CB.E~ einander gleieh shad; es fallen 
demnaeh die yon B und C auf die Mittellinien unserer Dreiecke gef~ll~en 
Lore zu je zweien in eine mad dieselbe ~erade. (Siehe die Fig. 8.) 

Wenn nun die A~ 

B - -  ~ U1 
Pig. 8. 

Mi~llinien nich~ 
zusammenfielen, 

so mliB~e hiernach 
ein Viereck 

E.D .D t E 1 
mit vier reehLen 
Winkeh d.h. also 
mit der Winkel- 
differenz Null exi- 
stieren. Dies isg 
aber bei unserer 
Annahme a =~ 0 
nieh~ mSglich. 

Im Falle e = 0, in dem also die beiden Dreieoke die Winkeldifferenz 
Null besi~zen, miissen naeh unserer Hilfsbe~rachtung die Winkel •CD, 
~C~91, C ~  und C~/~  1 alle gleich einem t~eeh~en sein. A,eh hler 
fallen demnach die Lore B E  u~d B E  1 bez. CD trod CD 1 zusammen. 
H~ten  nun hei der je~zigen Annahme uusere Dreiecke die in Rede stehen- 
den Mittellinien niebt gemein, so miiBte es ein Viereek .EDD1.E 1 geben~ 
dem das Inhaltsma~ Null zuk~me. Dies widersprich~ abet ebenfalls den 
Ergebnissen des vorigen Paragraphen; denn aus den dor~ anges~ellten 
BeSrach~ungen geh~ hervor; dab das I~hal~sma$ einer polygonalen Figur 
im Fatle a = 0 ste~s eine bestimmte (yon Null verschiedene) Strecke 
sein mu$. 

Es gilt demnaeh in der Tat der Sa~z: 
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14. Satz ( U m k e h r u n g  von ' lS) :  Inhaltsglsicke Drcierlas, die Was Ssite 
gemein kaben~ und dere~ Spit~en i~ derseN)en der yon dies~r Seite best~m~gen 
Halbebes~ liegen, besitzen die .Eigensehaft, daft die Mitten der aie~t gs~mein- 
samen Dreiec~sseite~ auf einer und dersdben Gerade~ l~egen.*) 

Diese Tahsache f[ihrt uns nun auf einfa~hem Wege zur ,~ollsf~ndigen 
Erledigung der im Anfange dieses Paragrapken gostellten Frago: 

Mit Hilfe des 13. Satzes kSnnen wit n~mlich zun~chs~ jedes Dreieck 
mit Erhaltung des Inhaltsma~es in ein anderes tibeffiihxen~ alas eine ge- 
gebene Sei~e besltz% die grSSer ist als mindestens eine der Selden des 
gegebenen Dreiecks. 

Um diese Umformung auszufdhren (siehe Fig. 9)~ ~rage man, wean 
A B C  das vorgete~e Dreieck isi, die gegebene Sei~e a~, die z. B. gwSBer 

sei als 2 U = a ,  yon 33 
Mitre J ~'on CC 1 mit der 
Mitre G yon A C. Diese 
Gerade dureh J und G 
schneider daan die dutch 
A und B gehende ~erade 
s~ets in einem eigentliehen 
Punk~e K~ weleher tier 
Streeke A B  angeh~rt.**) 
Konstrus wit nun A~ 
auf AB~ sodafl 

wird mad verbinden A~ mi~ 
C'a~ so is~ A ~ C ~  das ge- 
suehte Dreieck. 

Zum Beweise beme~ke 
man znn~chst, dal~ dutch 
die Aufeinanderfolge yon  

aus anf /~C gleich /~G 1 ab und verbinde die 

N 

O 
Fig. 9. 

drei (kollinearen) Spiegelnngea an den Punkten K, G und J auf Grtmd 
der angegebenen Konstruktion tier Ptml~ Aa naeheinander in. die Punk~e 
A, ~' und G, ~bergeffihrt werden kann. F~llt man nun vo~ den g~- 

*) Dieser Satz, tier nach unserea Ausf"ulmmgen in tier allgemeinen Geometrle 
uneingesehr~lkte GfilCigkeit besitzt, ist zuerst yon Lexell (8olutio ]problematis geo- 
raei~cl ex doc~in~ sphaexlcornm. Acta Pr 1781) ~us analy~schem und sp~f~r 
yon Euler (Va~iae speculationes super areas triangulorum sphaerieorum. Acts PetropoL 
1797) aueh auf geomei~dschem Wege fGr die Geometrie auf 4er Kugel bewiesen wooden. 
Der Verfa~ser h~ in dot ])isser~ion ~uch elaen allgemelnea analy~schen Bewels 
dieses Satzes gegeben. 

**) Vg. Sehur, ~randl. el. G., g ~t, S. 7 (iRsbes. alas 6. Postttlat). 
18" 
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nan-bn  Punkten A1, A, C und C i auf die durch K, G und 3" gehende 
Gerade die Lore A l ~  A N ,  CO und C1P , so ist leicht zu sehen, dab 
diese Strecken alle einancter gleich sein mfissen. Demnach wircl auch die 
S~recke A 1 C 1 yon der Geraden dareh K, G u n d o  r in ihrer Mitre L ge- 
troffen. (Denn verbindet man mit der Umwendung um die genannte Gerade 
diejenige um die in L auf ihr senlrrechte geracle Linie, so vertauscht diese 
Bewegung sowohl die Punkte B und M als anctl die Punkte A 1 und C1; 
die bezeichne~e Bewegung ist aber, da bei ~ der Punkt L lind dessen 
absolute Polare lest bleiben, "eine L-koll.] Spiegelung an diesem Punkb 
w. z. b.w.) Die Dreiecke A1C1A und C Q A  haben daher die gbiche 
Grundlinie C1A und dieselbe zu dieser Seib gehSrige Mittellinie (die Ge- 
rade dureh K, G, L, J ) ;  sie sind also nach Satz 13 inhaltsgleich. 

Sind nun zwei beliebige Dreiecke mit demselben InhalbmaBe vor- 
geleg~, so kSnnen wir sie mit Hilfe der beschriebenen Umformung mit 
Erhaltung des Inhal~smal~es gewil~ in solche mi~ einer gemeinsamen Seite 
verwandeln, welche grSBer ist als alle Seiten der gegebenen Dreiecke. Die 
so entstandenen Dreiecke mit einer gemeinsamen Sei~e und dem gleichen 
Inhal~smaBe besitzen nun aber, wie bereits in dem Beweise yon Satz 14 
ausgef'0hr~ wurde (vgl. S. 273--275), bei der dort bezeiehneten gegensei~igen 
Lage aueh die gleiche zur gemeinsamen Seib gehSrige Mittel]~n~e; sie 
sind daher nach Satz 13 iahaltsgleich. 

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich also zun~ehst der Satz: 
15. Satz:  Dreiecke yon demselben lnhaltmnafl sind auch inhaltsg~eich. 
Um nun die entspreehende Tatsache f~ir Polygone zu beweisen, be- 

merke man Folgendes: 
Naeh dem Vorhergehenden kann man zwei beliebige Dreiecke in 

solche mit einer gemeinsamen Seite verwandein. Fiihren wir diese Drei- 
ecke in gleiehschen]dige fiber, so zwar, dab die gemeinsame 
Seite unge~indert bleibt, so bilden diese bei der in Figur 10 
angedeuteten Zusammenf~igung ein Viereck, das in zwei kon- 
gruente Dreieeke zerle~o~ werden kann. Zwei beliebige Dreiecke 
kSnnen demnach in zwei untereinander kongruente Dreiecke 

~i~. lo. verwanctelt werden. Drei beliebige Dreiecke dl, d2, d 8 k~nnen 
nun zun~ehst in zwei unterei~ander kongruenb Dreiecke d 

lind ein gleichschenkliges iibergef'uh.~ werden. Da nun abet das gleieh- 
schenkhge Dreieel~ in zwei kongz~ente Dreiecke d'  zerleg~ werden kann, 
kSnnen wir sehreiben: 

d~ + d~ + ds = 2 ( d-b d'), 
oder, wenn man un~r  d" ein neues Dreieck versteht, das nach dem oben 
gekennzeichne~en Veffahren aus d und d" gewonnen werden kann: 

d~ -b d~ + ds = 4 d". 
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Dutch Induktion ergibt sich hieraus der Satz: 

16. Satz: /)as Aggregat vo~ n beliebigen /)reiecken kann in 2 ~-~ 
ymtereinander kongruente Dreiecke verwanddt werden. 

Zwei Polygone-mi~ gleichem InhaltsmaB kSnnen d'emnach in gleich- 
viele untereinander kongraente Dreiecke verwandel~ werden. Da nun alle 
diese Dreiecke dasselbe Inhal~sma6 besitzen miissea, sind sie und folgtich 
auch die Polygone inhaltsgleich. 

Wir haben daher endlich auch das allgemeine Ergebnis: 

17. Sa~z: Polygone mit dem gleichen Inha~tsmafl sind auch inSmlts- 
gleich, w. z. b. w.*) 

II. •  

N o t w e n d i g e  u n d  h i n v e i c h e n d e  K r i t e r i e n  z u r  V e r g l e i c h u n g  

p o l y g o n a l e r  FI~tchen.  

w  

Die Euklidisehen Kri te r iem 

Wit geben im Anschlusse an vorstehende Darstellung der Inhalts- 
lehre yon unserem allgemeinen~ yon einem Parallelenaxiome unabh~ngigen 
Standpunkte aus noch eine kurze tcritische Besprechung unserer zur 
Fl~chenvergleichung benutzten Kriterien. 

Auf Grund (ter i m w  1 gewfihlten Defini~ionen konnten wit im vorigen 
Abschnitt die Lehre yore Fl'~cheninhalt ohne Benu~zung eines Stetigkeits- 
axioms und unabh~ngig yon einer Voraussetzung fiber das Schneiden und 
Nichtschueiden tier Geraden entwickeln. Verzich~et man auf den ers~en 
dieser systematischen Vorteile, setzt also die Stetigkeit vorans, so kann 
die" InhaRslehre auch mit Hilfe anderer DefinRionen aufgebaut werden. 
Diese hat bereits Euklid gekannt und benutzt. 

Bekanntlich hat er (Elemente, Buch 1) zur Erkennung der Gleichheit 
yon polygonalen Fliichen folgende Kriterien aufgestellt: 

1. Was demselben (dritten) gleich ist, ist eimander gleich. 

*) Zur v~Jlligen Klarsteltung der Ergebnisse vorst~hender ErSr~erungen sei noch 
bemerkt, dab bei unserem S~andpunkte des beschr'~nk~en Bereichs (vgl. S. 263) die 
Einfachheit unserer K o n s ~ t i o n e n  auf der Kugel wegen der doff m~glichen Schwierig- 
keiten der b~onderen Lagenverh~l~nisse durchaus keine FAnbu~e erleidet. Unter der 
genaun~en Voraussef~lng verlaufen unsere Konsfruk~ionen (d. h. die vorstehend aus- 
geffihrten) s~e~s ira Innern eines Quadrantendreiecks, wodurch die fr~glichen Schwierig- 
keiten f~s~chlich ausgeschaRe~ si~d. Man macht sich dies sehr einfach in tier ~ex 
Kugelgeometrie entsprechenden Geometrie des Bfinde]s klar. 
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2. Und wenn zu Gleichem Gleictms hinzugefiigt wird, so sind die 
Summen gleieh. 

3. Und wenn van G l d ~ m  Gleiches hinweggenommen wird, so sinJ 
die P~te gleieh. 

4. 17nd was sich zur Deckung bringen ldflt, ist einander gleich. 
5. Und alas Ganze ist gr6fler als sein Teil. 

In den ers~en vier dieser Kriterien sind zwei wesenflich verschiedene 
GesiehtspunkCe (Definitionen) enthalten, um die Inhal~sgleiehheit ebener 
polygonaler Figuren zu erkennen. Die Si~tze 1, 2 und 4 definieren die 
Inhaltsgleiehhei~ als Zerlegbarkeit in entspreehend kongraente Teile (Gleich- 
heir dutch Sum~mtion); 3 uncl 4 dagegen behaup~n die MSgh'chkeit, zwei 
inhaltsgleiehe Figuren als Differer~zen kongruenter Fig~ren aufzufassen 
(Gleiehheit dutch 5ubtraktian). Das allgemeine Gr~iSenaxiom 5 endlich 
postuliert die Existenz eines Inhaltsmafles, d. h. also den GrS/3encharakter 
des Fliicheninhaltes. 

Das Euklidische Kriteriensystem hat nun zu mehreren wichtigen 
Un~ersuchungen Anla$ gegeben, aus deren Ergebnissen folgende Tatsachen 
hervorzaheben sind: 

18. Satz :  Van jenen beiden in den Axiomen 1--~ enthattenen Gesichts- 
punkten, die ~uktid in seiner Lehre abwechsd~,d zur Anwendung bringt, 
kann jeder fiir sich zu einer einwandfreien Entwicklung der InI~dtslehre be- 
nutzt warden, und bei einer solchen .Entwiek~ung ist das fiinfte Axiom voll- 
kommen iiberfliissig.*) 

w  

Zerlegungsgleiehhei t  inhal tsgleieher  Figuren.  

Was zun~ehst die erste dieser beiden Tatsachen betrifft, so ist sic 
dutch die Entwieklungen des ersten Absehnitts bereits teilweise bewiesen; 
denn dor~ konn~en wit die I~altslehre allein auf Grand der Euklidischen 
Definltionen der zweiten Ar~ in einwandsfreier Weise aufbauen. Demnach 
haben wir jetzt zar vollsti~ndigen Rechtfertigung unserer Bdaauptung noch 
die Iden~it~t jener beiden hrten der Definition der Inhaltsgleicheit nach- 

*) Die Tatsache, datl alas yon Etrklid gewithl~e Kriteriensystem etwas ?J'ber- 
fliissiges enthi~lt, scheint zue~t P. Gervien bemerkr zu haben (J. f. Math. 10, 1883). 
Weite~ Entwickltmgen hierfibex riihren yon W. Bolyai, C. Duhamel und A. Fa~fofex 
her (vgl. den Enzykl.-A_4ikol yon Eariques, Prinzipien d. Geomet~ie, IH 10, S. 47ff.). 
Von den genannten Autoren werden jedoch die hierher gehSrigen element~en Fragen 
in rech~ ums~Rndlicher Weiss behandelt u~d flberdies nicht voUkommen, d. h. ira 
Sinne mmerex allgemeinen, yon einem bestimm~n Pa~,~llelenaxiom unabh~Ingigen 
Voraussetzungen erledig~. Wit geben daher hier eine neue, vereinfachtc und uns~em 
allgemeinen S~ndpunk~ en~spreahende Darstellung dex bezeichneten Tatsachen. 
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zuweisen, d. h. also zu zeigen, dab die yon uns als iahaltsgleich bezeieh- 
neten Fig~uren aueh stets dureh Summation gleich (zerlegungsgleiets) sind. 

Wir beweisen die fragliche Tabache zuerst ffir Dreieeke und zeigen 
zu diesem Zweek zun~chs~ Fotgendes: 

19. Sa~z: _~iillt man yon den J~.cken B und C eines Dreiecks A B C  
auf  die Verbindungslinie der Mitten G und H yon A C und A B  die JLote 
_BE bez. CD, so ist alas so entstandene Viereck B C D E  ~zit dem ,Ttm inhalts- 
gleichen Dreieck A B C  zerlegungsgleich. 

Beim Beweise baben wir folgende F~lle zu beachbn: 
a) GehSren die beiden Punkte G und 11 der Strecke D E  an (Fig. 11), 

so fiihren wit das Dreieck GDC dureh Spiegehng an G in G~'A fiber; 
dann sind attch die Dreiecke 11.EB mid H F A  einander kongruenl w. z. b. w. 

A 

Pig. 21, Fig. 12, 

b) Lie~  nur einer der Punkb G und H, etwa H (Fig. 12), auf der 
Strecke D E ,  so verwandela wir wieder das Dreieek G D C  dutch Spiegelmig 
an G in G F A  mid das Dreieek H G A  dutch Spiegelung an 11 in HJB. 
~un ergib~ sich leicht die Kongruenz der Dreieeke GDC und J E ~ ,  
womit unser Sa~z auch Ftir diesen Fall bewiesea ist. 

c) Wenn keiner der Punl~e G, 1 t  der Streeke D E  angehSr~ (Fig. 13), 
so fiihren wit dutch Spiegelung an H das Dreieek H G A  in HG~B mad 
das Viereek H B C G  in 11AA1G 1 fiber. Weiter verwandela wit dutch eine 
Spiegelung am Punkte G 1 das Dreieek G1BH in G1Az11 t u n d  das Vier- 
eek G 1 H A A  1 in G1H~BI~. Das hiermi~ gekemizeiclmeb Spiegelungs- 
verfahren setzen wit fore, bis wit zu einem Punkte G~ oder 11~ gelang~ 
sind, dessert Entfernung yon E kleiner ist als die Streeke 11G ~ ~/2DJE, 
sodat~ also bei 'der n ~ h s b n  Spiegelung an G~ ocler 11~ der Punkt zr~ 
oder G~+ 1 so zu liegen kime,  dab GH~ ocler GG~+ 1 grSBer als die 
Sbecke G_E wiixe. In prinzipiellsr.Hinsieh~ is~ hier zu bemerken, dab unser 
Spiegelun.gsverfahren dann und nur dann bestimmt zu dem eben bezeieh- 
ne~en Resulfate ffihrt, wenn, wie oben verabredet*)i die MeSbarkei~, also 
z. B. das krchimedisehe Poshfla~ vorausgese~z$ wird, 

*) Vgl. den Anfaz~g diese* Absehni~os. 



A. F~z~. 

Pfihren wir nunmehr die vorhin vorgenommenen Spiegelungen in der 
entgegengesetzten Riehtung aus und markieren uns dabei die Punkte, 
welehe die dutch die ersten Spiegelungen erhal~enen Geraden auf den 

Seitea (und im Innern) des Vierecks JBC/)~ bes~imm~ haben, so Jst leich~ 
zu sehen, dab dutch unsere Reihe yon Spiegelungen das Dreieck und das 
Viereck in eine endHche Anzahl yon paarweise kongruenten Figuren zer- 
leg~ worden sind; denn es ergib~ sich aus unseren Konstruktionen ohne 
weiteres die Gleiehhei~ yon folgenden Figuren: 

A A J K ~  BPQ,  

Ffinfeck: JL  O G K ~ S.~ D G~ T, 

A LHO ~ Utt~:E, 

Viereck: J t N M  G ~ H~UT G~ 

,, ~ . P C M ~  RSBQ.  

Haben wit nun zwei inhaltsgleiche Dreiecke A.BC and A 1B1CI, die 
eine Seite .BC=B1C 1 gemein haben und folglich nach Satz 14 bei der 
dor~ bezeichneten Lage auch in der zu dieser Sei~e gehSrigen Mi~ellinie 
fibereinstimmen~ so sincl sie beide mit dem Viereck B C / ) ~  zerIegungs- 
gleich. I)a nun abet nach Satz 1 (vgl. S. 264) zwei Polygone, die mi~ 
einem and demselben DrY,ten zerlegangsgleich slnd, auch unterdnander 
zertegungsgleich sind, kSnnen wit auch yon den gegehenen Dreiec-ken be- 
h~ul~ten ~ da~ sie in ebte 6ndliche Anzahl en~sprechend kongruen~er T~ile 
zerlegbar sin& , 

Um nun eine solche Zerlegung such wirklich suszuf~ihren, hat man 
zun~chst das Viereck BCI)E mit Hitfe des vorhiu beschriebenen Ver- 
fahrens mit A.BC wad mi~ A~B1C 1 in ~entsprechend kongruen~e Teile zu 
zerlegen. Ziehen wit dies6 beiden Zerlegungen des Vierecks gleichzeitig 
in Behmah~, und markieren wit uns alle Punkte, die dutch die zweifache 
Zerlagung des Vierecks in seinem !nnern und auf seinen Seiten entstanden 
sind, so erh~lt msn ohne weiteres die gewuaschte Zerlegung, wean man 
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die beiden Spiegelungsverfahren, die zu den ers~en Zerlegungen ffit~en~ 
in den entgegengesetzten Richtungen nochma]s ausffihr~. 

Wenn die beiden inhaltsgleichen Dreiecke A~BC und-/I1/~IC 1 keine 
gemeinsame Seite besitzen, so konstruieren wit ein Dreieck, ~das mit jedem 
der gegebenen inhaltsgleich ist und fiberdies mit jedem yon diesen eine 
Seite gemein hat. Damit is~ dann dieser Fall auf den vorhergehenden 
zur~ickgeffihr~. 

Ein solches Dreieck finder man auf folgende Weise: Besitzt yon den 
gegebenen Dreiecken A1/~IG i eine Seite, die grSlier ist als alle Seiten 
yon A.BC,*) so sctllagen wir mit der Hilfte dieser grSBten Seite um eine 
Ecke yon ABC, etwa B,  als Radius einen Kreis. Dieser ~rifi~ die Ver- 
bindungslinie der Mitten G und H yon AC und A~B stets in einem eigenb 
lichen 2unkte H'.**) Konstruieren wit nun den Punkt A" auf der Ver- 

li~ngerung yon BH" so, dWl H ' A ' ~  H'B wird und verbinden A'  mit C, 
so ist A'_BC das gesuchte Dreieek. 

Nach dem Frfiheren sin(] nun ABC und A1B1CI beide mit A'.BC 
zerlegungsgleich; sie kSnnen daher se]ber in eine endliehe Anzahl ent- 
sprechend kongruenter Teile zerleg~ werden. 

Um endtich auch die Zerleg~ingsgleiehhei~ yon inhaltsgleichen Poly- 
gonen naehzuweisen, machen wir die folgende ~berlegung. Haben wit 
zwei beliebige Dreiecke D 1 und /)~, so kSnnen wir sie mit Hilfe der in 
/~ benutzten Umformung s~ets in solche mit einer gemeinsamen Seite 
verwandeln, die grStter ist als alle Seiten der gegebenen Dreieeke. Diese 
Dreiecke fihren wit weiter in gleiehsehenklige /)1' und /)3' fiber, so zwar, 
dab die ge~leinsame Seite ungeindert bleibt, und kSnnen dann~ wenn das 
Zeichen ~ die Zerlegungsgleichheit andeuten sol], auf Grund der bisherigen 
Ergebnisse schreiben: 

r p 

D 1 r D l; /)~ --~/)~; 
es gilt dann aber auch: 

Da wegen der ersten Verwandlung yon D i und /)~ in D~ und D~' das 
Aggregat /)~ + / ) ~  hei geeigneter Zusammem~gung (siehe Fig. 10 auf 

*) Von den sechs Selten dex Dreiecke mull offenbar, wenn nieht schon tier 
Fall der Gleichheit einbi~, eine die g~Slite sein. 

**) In p~nzipieller Hinsicht is~ bier zu bemerken, da~ zu dieser Kons~ruktioa 
das Postala~ yon der Zirkelkons~ruktion nS~ig is~. Da wir jedoch in den gegen- 
w~dgen Entwickl-,mgen bereits das Archimedische Post~lat benutz~ haben und dieses 
das erst~n~nte zur Folge hat, sind wit nich~ gezwungen, bier e~ne neue Voraus- 
setzung einzuffihren. 

Zu tier ]e~ztgenannten Ta~sache vgl. man die Ausff~rungen yon Schur fibe~ das 
a~ch~medische Pos~u]a~ zu selnen Grundlagen der'Geome~rie w 8 (insbesondere Nr. 5~)." 



8. 276) yon D~ und/)~' in zwei kongruenh~ Dreiecke D zerlegr werden kann, 
folg~ aus: 

D, + D ; +  1); 
die wei~ere Beziehung: 

+ 

Nehmen wir nun noch ein drives Dreieck 1)3 hinzu, verwandeln dieses in 
ein gleichschenkliges und zerlegen dieses gleichschenklige in zwei kongruente 
Dreiecke, so gil~: 

oder auch: 
~ aD", 

wo /)" ein neues Dreieck bedeute~, das nach dem oben beschriebenen 
Verfahren aus D und ~D' gewonnen werden kann. 

Dutch Induktion ergibt sich hieraus der Satz: 

20. Satz:  Das Aggregat yon n bdiebigen Dreiecken ist mit der Summe 
yon ~'-~ untereinando" lcongrucnt~a 1)reiecJ;en zerlegungsgleich. 

Von zwei inhal~sgleiehen Polygonen :P~ und .P. is~ demnach jedes 
mi~ einem solchen Agg'regat P~, und /)~ yon 2 ~*-~ untereinander kon- 
gruenten Dreiecken zerlegungsgleich. Nun sind abet P~ und P~" selber 
zerlegungsgleich, da ja die untereinander kongruenten Dreiecke paarweise in 
eine endliche Anzahl yon entspreehend kongruenten Teilen zerleg~ werden 
t~innen. Mithin ist mit Hilfe des Satzes 1 (vgl. S. 264) auch die Zer- 
legungsgleichheit von iP m und _P, bewiesen. 

Wir haben demnach das Ergebnis: 

21. Sa~z: 33e/ Voraussetzung eines Stetigkeitsaxioms 7.~6nnen die yon 
uns im Z Abschnitt als inhaltsgleich bezeichnete~ _Figuren in eine endliche 
Anzahl yon ents~rechend kongruenten Teilen zerlegt werden; mit anderen 
Worten: Aus dem Archimedischen Postulate folgt die Identit~t der 1)efini- 
tio~ der lnhaltsgleicJ&eit dutch Summation mit ihrer Definition dutch Sub- 
traktion. 

DaB nun dieser Tatsache die Stetigkeit ats notwendige Vorausse~zung 
zugrunde l ie~  d. h. nicht aUein bei dem yon uns gew~hlten Beweisver- 
fahren benutzt werden muB, is~ unmittelbar zu erkennen; denn eine einfache 
]:[berlegung zeig~, dab unsere Behauptung im Grunde nichts anderes ver- 
langt, als irgend ein Axiom der genannten Art. Diese l~otwendigkeit hat 
zuers~ Hilbert hervorgehoben und in dem yon film kons~ruierten speziellen 
nich~rchim~ischen Systeme ein einfaches Beispiel zweiex inhaltsgleicher, 
abet nicht zerlegungsgleicher euklidischer Polygone (Dreieeke) angegeben.*) 

~) GrundY. d. G., $. A~., w 19." 
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Griiflencharakter des Flicheninhaltes. 

Zu der zweiten der unter 18. angefiihr~en Tatsaehen (Beweisbarkeit 
des 5. Euklid. Axioms), deren Beweis durch die Entwieklungen des ersten 
Abschnitts vollkommen erbraeht ist, seien endlich noeh folgende Be- 
merkungen erlaubt: 

Auf Grand jener ffinften Forderung war Euklid in seiner Inhalt~slehre 
unmittelbar ims~ande aueh die umgekehrten Theoreme, in denen aus der 
.!nhal~sgleichheit gewisser Polygone auf die Gleichheit yon Strecken ge- 
schlossen wird, (vgl. I, w 3, Sa~z 14) zu beweisen, er hatte also mi~ jenem 
Satze den Gr~flencharakter des den Kriterien 1--4 geafigenden Fl~ichea- 
inhaltes yon vornherein durch ein Postulat gesicher~. 

Dieser Grundsa~z wurde lange Zeit neben den anderen yon Euklid 
benutzten Axiomen als solcher anerk,nnt und benatzt. I~och in den achtziger 
Jahren des vorigen Jahrhunderts haben italienische Geometer wie de Zol~ 
und R. de Paolis ihn ausdrfieklieh als Postulat hingestellt. Erst die 
moderne Auffassung des InhaltsmaBes als Grenze einer Summe yon un- 
endlich vielen, unendlich kleinen Quadraten hat zu der Erkenntnis ge- 
f~ih~, dab jene Forderung in dem yon Euklid angegebenen Kriteriensys~em 
fibertifissig ist, d. h. dab der in ihr en~hal~ene Satz aus der Gesamthei~ 
tier vorherigen Axiome bewiesen werden kann. Bei diesen Betrachtungen 
wird unser l~'inzip in der Ta~ zu einer u,mit~elbaren Folge des funda- 
mentalen Satzes yon der Existenz des bestimm~en Integrales, wie dies 
W. Killing zuers~ hervorgehoben hat.*) 

Allein auf direk~e und elemen~are geome~rische Weise is~ das Prinzip 
zuerst yon F. Schur (1892, Dorpat. Naturf. Ges. Ber.) bewiesen worden. 

Bei den Sehursehen Entwieklungen wird jedoch noeh das Arehimedische 
Poshlla~ gebrauch~. Indessen ist aueh die Benutzung yon S~tSgkeitsbe- 
~rachtungen beim Beweise unserer Tatsaehe vollkommen iiberfl~issig. Es 
beruh~ diese wichtige Erkenn~nis im wesenfliehen einerseit~s auf dem schon 
yon Lambert**) auf geometrischem Wege und ohne Benutzung der S~etig- 
keit gel~ndenen Ergebnis~ dab mi~ einem Drei~ke auch jedes andere e~ue 
best~mm~e, yon Null verschiedene Winkeldifferenz besitzen mut~ (vgl. I, w 2, 
insbesondere die S~i~ze 3, 4 und 7)~ und andererseits in den Euklidischen 
Systemen (singul~re Annahme) auf dem Nachweis yon der M~glichkeit 

*) 7Nicht~Euklidische Raumformen, Leipzig 1885. 
**) Vgh hierzu: Engel und St~ekel, Die Theorie der Parallellinien, Leipzig 

1895, S. 1STff. oder Bonola-Liebmann, Nicht-Euklidisehe Geometrie, Leipzig 1908, 
S. 46ff. 
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einer geome~rischen, nicht-archimedischen Streckenrechnung und Pro- 
l~or~ionslehre. Diese le~z~e Frage is~ erst in neuerer Zeit und zwar eben- 
falls zuersl yon Schur erledigt worden.*) 

Endlich geh~ aus unseren Entwicklungen noch hervor~ dab beim Be- 
weise des genannten Prinzips auch eine Voraussetzung fiber das Schneiden 
der Geraden in der Ebene iiberfliissig ist. 

Die Ergebnisse der vorstehenden Abschnitte k~innen nun in folgende 
Si~tze zusammengefaB~ werden: 

22. Sa tz :  Die Lehre veto ]Tliicheninhalt ebener _Pol/ygone "kann ent- 
wi~kelt wet'den, wenn man die ]nhaltsgleichl~eit als Gleictthvit dutch Sub- 
traktion (vgl. die JDef ~ und 2) defniert, ohne Benutzung der Stetigkvit und 
ohne vine Voraussetzu,~g iiber da.s Schneiden der Geraden in der if, ben2, 
allein auf Grund der iiblichen linearen und ebenen Postulate. 

23. Sai;z: .F//gt man dagegen diesen _Postulatert ein Stetigt~i~saxiom 
(z. ~.  das Archimedische) hinzu, so geniigt es zur vollst~indigen ~ntwicklung 
do" Inhaltslehre die Inhaltsgleich]~it als GZeichhvit durch Summation zu 
definieren. 

*~ ~ber den Fundamen~alsatz der projel~iven Geometrie (~[ath. Ann. (1898) 51, 
S. ~03). 

~aehd~m Schur bier den Beweis geliefer~ haCte, da~ das Rechnen mit Streoken 
(die Propor~ionslehre is~ in der S~reckenrechnung enthalten) auf einem yon tier 
Ma~z~hl und dem Archimediseh~n Postulate un~bh~n~gen Wege hergelei~t werden 
k~tnnte, en~rickelte sp'~er Hilbert unabh'~n~g davon elne solche Proport~ionslehre, 
die sich zugle.ieh auf ebene Axiome besehrikukte, (Grundl. d. G., 3. Aufl., Kap. HI, ins- 
besondere w 16) jedoch alas Euklidisehe Parallelenaxiom zur Vorausse~zung hat. Auf 
dieser Proportionslehre beruht dann die ebenda yon Hilbert gegebene, in der Ein- 
lei~ung erwfihnte En~wicklung tier Inhal~slehre. 


