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Nachdem vor kurzem Herr J. Hjelzﬁslev die projektive Geometrie der

. Ebene ganz und gar in dieser selbst, ohune Benutzung der Stetigkeit und
unabhingig von der Parallelenfrage (d. h. ohne eine hesondere Voraus-
setzang iber das Schneiden und Nichtschneiden der Geraden in der Ebene)
begriindet hatte,**) war zu erwarten, da auch die Inhaltslehre in diesem
Sinne entwickelt werden konne. Diese Aufgabe ist aber bisher unseres
Wissens noch nicht geldst.

-~

¥} Nachstehende Ausfithrungen bilden einen Auszug ans der unter dem gleichen

Titel vor kurzem erschienenen Strafiburger Inaugural-Dissertation des Verfassers,

*) Neue Begriindung der ebenen Geomelrie. Math. Ann. 84, S. 449 (1907).
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Die fritheren Darstellungen von Hilbert®) und M. Dehn*¥) sehen zwar
ebenfalls von riumlichen sowohl wie von Stetigkeitspostulaten ab, gehen
aber immer noch von bestimmten Voraussetzungen iiber das Schneiden der
Geraden in der Ebene aus. Wihrend nimlich Hilbert das gewéhnliche,
euklidische Parallelenaxiom benutzt, beruhen die Dehnschen Entwicklungen
wesentlich auf der Voraussetzung, daB je zwei Geraden der Ebene stets
einen hez. zwei Punkte gemein haben.

In dieser Arbeit werden wir nun zeigen, daB auch solche Vorsus-
setzungen bei einer axiomatischen Entwicklung der Inhaltslehre iiberfliissig
sind, d. h. also:

daf3 die Lehre vom Flicheninhalt mit alleiniger Hilfe ebener
Postulate, ohme Benutzung der Stetigheit und vollkommen unab-
hingig von der Parallelenfrage aufgebout werden Lann.

Wir legen das von Peano und Schur in ihren Untersuchungen be-
nutzte und 2uch in des Letzteren neuverdings erschienenem Buche iiber die
Grundlagen der Geometrie®™**) verdffentlichte Postulatensystem zugrunde.
Es sind dies in jenem Buche nach unserer obigen Verabredung ausschlie-
lich die projektiven Postulate 1—6 und die der Bewegung 9—13, wobei
das 11. Postulat jedoch nur fiir die eine Ebene, in der wir operieren, in
Betracht kommt.

Zur Vereinfachung der Darstellung machen wir auferdem noch folgende
Voraussetzungen:

Zunichst beschrinken wir unsere Betrachtungen auf einfache Polygone,
das sind solche, bei denen siimtliche Ecken voneinander verschieden sind,
keine Feke des Polygons in eine Seite fallt und endlich zwei nicht an-
einander stoBende Seiten keinen Punkt miteinander gemein haben.

Ferner stellen wir uns auf den Standpunkt, daf unsere Konstruktionen
auf einen gewissen Teil der Ebene beschrinkt sind; im besonderen miissen
wir dabei die Annahme machen, daB der Schuittpunkt irgend zweier Ge-
raden, die auf einer dritten senkrecht stehen, falls er ein eigentlicher
Puukt sein sollte, nicht zugleich mit der Geraden dem betrachteten Teil
der Ebene angehirt, weil er sonst auf zwei verschiedenen Seiten der Ge-
raden liegen wiirde. Auf Grund dieser Voraussetzung gelten dann auch
erst alle Kongruenzsitze fiir Dreiecke und Polygone, die wir im folgen-
den fortwihrend anzuwenden "haben.t)

¥ Grundlagen der Geometrie, 5. Aufl,, 1909, §§ 13—21.

+) Uber den Inhalt sphirischer Drejecke. Math. Ann. 60 (1905), S. 166.
% F. Schur, Grandlagen der Geometrie. Leipzig (Teubner) 1909,

1) Vgl Schur, Grundl. 4. G. § 5, Nr. 33.
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I. Abschnitt.

Geometrische Entwicklung der Inhaltslehre fir polygonale
Flichen.

§ 1
Zerlegungsgleichheit und Inhaltsgleichheif.

1. Definition: Zwe: Polygone heifen zerlequngsgleich® oder fléichen-
gleich®, wenn sie in eine endliche Anzahl von Polygonen zerlegt werden kinnen,
die paarweise kongruent sind.*

2. Definition: Zwet Polygone heifien inhaltsgleich” oder ,von gleichem
Inhalt®, wenn es mdglich ist, zu ihnen zerlegungs- oder flichengleiche Poly-
gone sp hinzuzufiigen, dap die beiden, durch solche Zusammensetsung erhaltenen
Polygone zerlegungsgleich (flichengleich) sind.

Aus diesen Erklirungen folgt sofort: °

Durch Zusammenfiigung von zerlegungsgleichen Polygonen entstehen
wieder zerlegungsgleiche Polygone; wenn man von zerlegungsgleichen
Polygonen zerlegungsgleiche Polygone wegnimmt, so sind die tibrig bleiben-
den Polygone inhalisgleich.

Es gelten weiter folgende Satze:

1. Satz: Sind swer Polygone P, und P, mit einem dritten Py zer-
legungsgleich, so sind sie auch untereinander zerlegungsgleich.

2. Satz: Sind swei Polygone mit einem wnd demselben dritten inhals-
gleich, so sind sie untereinander inhalisgleich.

Zum Beweise von 1. bemerke man, daB nach der Voraussetzung so-
wohl in P, als auch in P, eine Zerlegung in eine endliche Anzahl von
Polygonen angegeben werden kann, sodaB einer jeden dieser beiden Zer-
legungen je eine Zerlegung von P, in entsprechend koungruente Polygone
entspricht. Fassen wir nun diese beiden Zerlegungen von P gleichzeitig
ins Auge, so wird im allgemeinen _]edes Teﬂpolygon der einen Zerlegung

_durch Strecken, die der anderen Zerlegung angehdren, in weitere Polygone
zerlegt. Betrachien wir jetzt wieder die Zerlegungen von P; und P, und
zeichnen in jedes Teﬂpolygon die auf die eben beschnebene We1se “ent-
standene weitere Zerlegung ein, dann haberr wir offenbar die beiden Poly-
gone P, und P, in eine endliche Anzahl von entsprechend kongruenten
Teilen zerlegt. Die beiden gegebenen Polygone sind also zerlegungsgleich.

Der zweite Satz 1iBt sich leicht anf den ersten zurtickfihren. Sind
nimlich zwei Polygone P, und P; gegeben, welche mit einem und dem-
selben dritten P inhaltsgleich sind, so kann man nach der 2. Definition
sowohl P und P, als auch P und P, durch Hinzufiigen entsprechend
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kongruenter Polygone py, ps,- -, (9,), -, p bez. p, 2%, (0¥, -+ - Dn
in zwei Paare P’ und P;” bez. P” und P,” von zerlegungsgleichen Poly-
gonen verwandeln. Wir denken uns nun die bezeichneten Verinderungen
an P gleichzeitig ausgefithrt — hierbei kann es vorkommen, da8 gewisse
Polygone (p,), (p,") sich ganz oder teilweise {iberdecken — und betrachten
das auf diese Weise entstehende Aggregat der P, (p)), (p,"), welches wir
mit P bezeichnen wollen, Dann leiten wir aus P,” durch Hinzuftigung
derjenigen Teile von B, welche P’ zu P erginzen ein Polygon P, ab
und bilden weiter aus P,” ein drittes Polygon %B,, indem wir zu P,” die-
jenigen Teile von P hinzufiigen die P” zu P erginzen. Es konnen nun
einerseits die so konstruierten Polygone P, uhd P, beide mit dem Aggregat
¥ in paarweise kongruente Teile zerlegt werden; nach Satz 1 sind sie
daher auch untereinander zerlegungsgleich. Andererseits ergibt sich leicht—
falls bei der Konstruktion von P sich gewisse Polygone (p,), (p,”) iiber-
einanderlagern, durch nochmalige Anwendung des Satzes 1 —, daf unsere
Figuren P, bez. B, durch Hinzufiigen zerlegungsgleicher Polygone zu den
gegebenen Polygonen P, bez. P, entstanden sind. Demmach sind P, und
P, in der Tat von gleichem Inhalte (2. Def.).

§ 2.
Begrift des InhaltsmaBes.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, jedem einfachen Polygon eine be-
gtimmte Gréfie zuzuorduen, die wir als das ,Inhaltsmaf des Polygons be-
zeichnen wollen, und die durch folgende Eigenschaften charakterisiert sei:

a) Kongruente Polygone haben dasselbe Inhaltsmaf.

b) Ist das Polygon P, aus den Polygonen P und P, susammengeseizt,
so ist das Inhalismafi von P, der Summe der Inhaltsmafe von P und P,
gleich. .
Unm fiir die Losung dieser Aufgabe eine einfache Grundlage zu ge-
winnen, erinnern wir an folgende Tatsachen:

Bekanntlich kann folgender Satz durch einfache Befrachtungen un-
mittelbar mit Hilfe unserer Voraussetzungen gewonnen werden:

3. Satz: a) Wenn zwei Gerade zwei gemeinsame Lote besitzen, so ist
jedes Lot der einen Geraden auch ein Lot der anderen; oder:

b) Gibt es ein Viereck mit vier rechten Winkeln, so muf in jedem
Viereck mit drei rechten Winkeln der vierte Winkel auch ein rechier sein.

Es ist nur eine andere Ausdrucksweise fiir diese Tatsache, wenn wir

sagen:
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3. Satz: ¢) Ist in irgend einem Dreieck die Summe der Winkel gleich
zwei Rechten, so gilt dasselbe fiir jedes amdere Dreieck.®)

Man hat demnach zwei Fille zu unterscheiden:

1. Den ordindren Fall: FEs gibt kein Dreieck, in welchem die Summe
der Winkel gleich zwei Rechien ist.

In diesem Falle gilt dann bekanntlich der weitere Satz¥¥)

4. Satz: Je nachdem in irgend einem Dreiecke dic Summe der Winkel
Eleiner oder grofer als ein gestreckter Winkel ist, gilt dasselbe fiir jedes
andere Dreieck. (Saccheri)

2. Den singuliren Fall: Die Summe der Winkel in cinem und folglwk
in jedem Dreieck ist gleich einem gestreckien Winkel.

Bezeichnen wir nun

3. Definition: als ,, Winkeldifferenz® & eines Dretecks den Unierschied
der Winkelsumme von 2 R,
so ist diese Differenz fiir jedes Dreieck von Null verschieden (und zwar
entweder fiir jedes groBer, oder fir jedes kleiner als Null) oder gleich
Null, je nachdem wir die ordinire oder die singulire Annahme machen.

Sehen wir also zunfchst von dem spiter zu behandelnden Falle
& =0 ab, so konnen wir jedem Dreieck eine bestimmte, stets von Nuil
verschiedene (positive oder negative) GroBe, nimlich seine Winkeldifferenz
zuordnen.

Von dieser Grofie wollen wir nun zeigen, daB sie den oben unter a)
und b) genannten Kriterien geniigh, d. h. als Inhaltsmap des Dreiecks be-
trachiet werden kann.

Zunichst ist nach der Definition sofort klar, daB kongruente Dreiecke
die gleiche Winkeldifferenz besitzen miissen. Es ist also’ nur noch die
Frage, ob bei beliebiger Zerlegung eines Dreiecks in Dreiecke die Winkel-
differenz des gegebenen Dreiecks gleich der Summe der Winkeldifferenzen
der Teildreiecke ist.

Zum Beweise *¥) gei nun ein Dreieck D irgendwie in Teildreiecke,
deren Anzahl gleich d sein moge, zerlegt. Die Winkel der Teildreiecke
" erginzen sich an den Ecken des Hauptdreiecks zu den Winkeln desselben;

* (Saccheri) Vgl hierzu u. zu dem folg. 4. Satze etwa Engel und Stickel,
Die Theorie der Parallellinien, Leipzig 1895, 8. 31 ff oder Bonola-Liebmann, Nicht-
Euklidische Geometrie, Leipzig 1908, S. 241
. *") Auch dieser Satz ist unmittelbar aus unseren Postulaten herzuleiten. Wir
denken hier und bei dem vorigen Satze an den einfachen geometrischen, die Stetig-
keit und eine Voraussetzung dber das Schneiden der Geraden nicht benutzenden
Beweis von Joh. Heinr, Lambert. Man findet diesen Beweis, von systematischen Fehlern
gereinigh, ausfilhrlich wiedergegeben bei Schur, Grundl. d. G, 8. 103ff.
**) Dieser Beweis nach Dehn, a. a. 0., 8. 168,
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an gewissen anderen Punkten zu 4 R; sie sollen Stermpunkie heiBen, und
ihre Anzahl sei gleich s. Weiter gebe es Punkte, an denen sich die
Winkel zu 2R ergiinzen; wir nennen sie Halbsternpunkfe; ihre Anzahl
gei gleich A Ist nun die Winkelsumme in den einzelnen Teildreiecken
gleich w; (}=1,2,3,--.,d) und die des groBen Dreiecks gleich w, so ist:

’ 2

Z‘W‘ =w+ 25+ h)2R.

1
Bezeichnet man nun mit ¢ die Winkeldifferenz des gegebenen Drei-
ecks und mit & die Winkeldifferenzen der Teildreiecke, so gilt auf Grund

der 3. Definition:
a d
W, — 2d- R = Dig;
>3 >3

w— 2R =¢&.
Mit Hilfe dieser Gleichungen 158t sich die vorige Relation in folgen-

der Form aussprechen:
a

(1) Z?ei=e+(2s+h+1~d}2.R‘

2

und

Zum Beweise unserer Behauptung geniigt es nunmehr zu zeigen, daB
die Zahl 25 4+ h -+ 1 — d stets gleich Null sein muB.

Der natiirliche Weg der Losung dieser Aufgabe der Analysis situs
fiihrt zur Benutzung der Eulerschen Polyederformel, die bekanntlich in
dem besonderen Falle der Zerlegung eines Polygons in Polygone mit dem
zu beweisenden Satze und iiberhaupt mit dem Inhalt in der Nicht-
Euklidischen Geometrie in sehr enger Bezichung steht.®)

Fiigt man nimlich zu den Teildreiecken und Teilecken unserer Zer-
legung, die jetzt mur noch Sternpunkfe enthalten moge, das Hauptdreieck
und dessen Ecken hinzu, so bietet das Dreieck mit seiner Zerlegung im
Sinne der Analysis situs das Aquivalent fiir ein konvexes Polyeder, dessen
Begrenzung bloB aus Dreiecken besteht. Die Anzahl der (voneinander ver-
schiedenen) Kanten dieses Polyeders sei gleich k. Dann ist, da bei unserer

#) Die Einsicht in diesen bemerkenswerten Zusammenhang, der sich schon bei
Legendre (Géom. VII, 25) findet, ist neuerdings von M. Dehn ganz wesentlich erweitert
und verbieft worden (Die Eulersche Polyederformel im Zusammenhange mif dem
Inhalt in der Nicht-Euklidischen Geometrie, Math. Ann. 61, 8. 561ff). Insbesondere
hat Dehn in dieser Untersnchung gezeigt, daf eine der hier benuizten analoge Zer-
legungsinvariante (Inhaltsgroge), die bekanntlich im Raum von drei Dimensionen nicht
auftritt, in hoheren Riumen von gerader Dimensionenzahl existiert und dort mit dem
Inhalt der betrachteten polyedrischen Figar in enger Beziehung steht.
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Voraussetzung die Anzahl der Ecken gleich s+ 3 und die der Begrenzungs-
flichen gleich d + 1 ist, nach der Eulerschen Formel:
2 s+3+d+1=Fk+2.

Nimmt man nun auch Teilpunkte der zweiten Art (Holbsternpunkite)
an, so vermehrt sich die Anzahl der Ecken um k. Die Anzahl der Kanten
wird aber dadurch um dieselbe Zahl vergréfert, sodaB auch in diesem
Falle die obige Gleichung ihre Geltung behilt.

Es ‘gilt schlieBlich in jedem unserer Fille die leicht abzuleitende
Relation:

®3) 3443 =2k +h.

Aus den beiden letzten Beziehungen (2) und (3) folgt nun sofort die

gesuchte Tatsache:
2s+h+1=4d.

Wir haben demnach in der Tat den Satz:

5. Satz: Ist ein Dreieck irgend wie in Teildreiecke zerlegt, so ist dic
Winkeldifferenz des gegebenen Dreiecks gleich der Summe der Winkeldifferenzen
seiner Teile.

Definieren wir nun

4. Definition: als ,, Winkeldifferenz* eines Polygons von n Fcken den
Unterschied der Winkelsumme von 2(n—2)R,
so gilt der entsprechende Satz auch fiir Polygone.

Zum Beweise konnen dieselben Betrachtungen angewendet werden,
die zum vorigen Satze (5. Satz) fithrten. Diese erfahren némlich, wenn
man ein Polygon mit » Bcken hat, nur insofern eine Anderung als der
Koeffizient von 2R in der ersten Gleichung die Form:

2s+h+n—2—4d
annimmt und die linken Seiten von (2) und (3) beide um » — 3 zu ver-
mehren sind. Daraus ergibt sich dann aber wieder, da8:

2s4+ h+n—2=d,
also jener Koeffizient gleich Null sein muB.

Es gilt also auch der

6. Satz: Die Winkeldifferens eines Polygons ist gleich der Summe der
Winkeldifferenzen der Dreiecke, in die es zerlegt werden kanm.

Aus diesem und dem 4. Satze folgt weiter die wichtige Tatsache:

7. Satz: Bei der ordindren Annahme ist wicht mur diec Winkeldifferenz
eines jeden Dreiecks, sondern auch die jedes Polygons von Null verschieden,
und zwar ist diese Differenz fiir jedes Polygon grofer oder Kleiner als Null,
je nachdemw dusselbe fiir die Winkeldifferenz eines und folglich jedes Dreiecks
gilt (4. Satz).
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Auf Grund dieser Tatsachen kann nunmehr auch jedem Polygon seine
Winkeldifferenz als Inhaltsmaf zugewiesen werden.

Was nun den ausgeschlossenen Fall, der durch die Annahme & =0
charakterisiert war, betrifft, so gelingt es uns hier erst mit Hilfe der auf
dem Pascalschen Satze beruhenden Proportionslehre und Streckenrechnung
ein InhaltsmaB zuo finden.

In diesem Falle kann daher unsere Aufgabe erst nach der Entwick-
lung der projektiven Geometrie ihre Erledigung erfahren.*)

Die demnach hier entstehende Frage nach der Moglichkeit, diese
Geometrie mit Hilfe unserer sich auf die Ebene beschrinkenden Voraus-
setzungen, ohne die Stetigkeit und unabhingig von der Parallelenfrage zu
begriinden, ist, wie bereits in der Einleitung bemerkt wurde, von Hjelmslev
in bejahendem Sinne erledigt worden.**) Auf Grund dieser Untersuchung
sind wir daher im Stande, auch bei der jetzigen Annahme unsere Aufgabe
mit alleiniger Benutzung der verabredeten Postulate zu losen.®*) Im
einzelnen gestaltet sich die Losung folgendermafien:

Bekanntlich liefert uns die Lehre von den Proportionen den Satz:

8. Satz: Nemnt man zwei Dreiecke dhnlich, wenn sie entsprechend
gleiche Winkel besitzen, und sind a, b und o, b enisprechende Seiten in
solchen Dreiecken, so gilt die Proportion 4

a:b=a:b.

Diese Tatsache filhrt unmittelbar zu dem ge-
suchten InhalismapB. Konstruieren wir ndmlich in
einem Dreieck 4 BC (Fig. 1) mit den Seiten a,3,¢ ° 2
die Hohen b, = AD und h,= BE, so folgt aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke BCE und ADC nach unserem Satze die
Proportion:

Fig. 1,

a:h,="b:h,
oder in”"der Schreibweise der Streckenrechnung:
a-h,=05-h,.

* Hier ist natiirlich nicht eine vollstindige Entwicklung der projektiven Geo-
metrie bis zum Fundamentalsatze einschlielich gemeint, sondern nur die Ableitung
der ibr bei nichi-archimedischer Entwicklung unmittelbar sugrande liegenden Tat-
sachen (Pascalscher Satz). [Vgl. F. Schur, Math. Amn. 57, 8. 205, und Grundlagen
der Geometrie § 1—3, und G. Hessenberg, Math. Ann. 61, S. 162} Es sei ferner hier
nochmals darauf hingewiesen, daB wir bei der ordiniren Annahme die in Rede stehen-
den Tatsachen nicht benutst haben zur Losung der im Texte behandelten Aufgabe.
Es ist dies eine in systematischer Hinsicht immerhin beachienswerte Tatsache.

* Vgl. d. a. O. insbes, S. 460 und Schur, Grundl. d. G., § 7, insbes, 5. 158 u. 159.
%) Vgl. a. Hilbert, Grundl. d. G, 3. Audl, §§ 15, 16.
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Mit Hilfe der transitiven Eigenschaft der Gleichheit von Verhilinissen
schlieBen wir hieraus, daB das Produkt aus einer Grundlinie und der zu
ibr gehdrigen Hohe unabhingig von der Wahl der Grundlinie d. h. also
eine fiir das Dreieck charakteristische GroBe ist. Wir wollen sie kurz die
»Grofe des Dreiecks” nennen und mit (D) bezeichnen.

Daf nun diese Grofe, die eine bestimmte nach den Regeln der
Streckenrechnung einfach zu konstruierende Strecke darstellt, die von einem
InhaltsmaBe geforderten Eigenschaften besitzt, 1#Bt -sich nach Hilbert®)
in der folgenden Weise zeigen:

Zunichst folgt wiederum wunmittelbar aus unserer Definition, daB
kongruenten Dreiecken dieselbe Grife (Strecke) zugeordnet werden muf.

Zum Nachweis der anderen charakteristischen Eigenschaft haben wir
nun die Streckenrechnung notig. Versteht man nimlich unter der trams-
versalen Zerlegung eines Dreiecks eine solche, die entsteht, wenn man eine
Ecke S8 mit der gegeniiberliegenden Seite g verbindet, so folgt, da die so
entstandenen Teildreiecke dieselbe zu g gehorige Hohe besitzen, ans dem
distributiven Gesetz der Streckenrechnung unmittelbar, daf die Groge eines
gegebenen Dreiecks der Summe der Grifien zweier solcher Dreiecke gleich
ist, die aus dem ersten durch transversale Zerlegung entstanden sind.
Durch wiederholte Anwendung dieser Tatsache ergibt sich der

Hilfssatz: Wenn ein Dreieck D durch eine Reihe von fransversalen
Zerlequngen in Teilldreiecke zerfillt ist, so ist die ,,Grife J(D) von D der
Summe der ,Grifen” der Teildreiecke gleich (vgl. Fig. 2).

Fig. 2.

Ist nun ein Dreieck D in beliebiger Weise in Teildreiecke d zerlegt
(Fig. 3), so verbinden wir eine Ecke S des gegebenen Dreiecks mit jedem
Teilpunkt der Zerlegung und verlingern diese Geraden bis zum Schnitt
mit der gegeniiberliegenden Seite g. Durch diese transversale Zerlegung
werde das Dreieck D in die Teildreiecke ¢ zerfilll. Nun erzeugt aber die
erste Zerlegung in den Dreiecken ¢ eine weitere Zerlegung in gewisse
Dreiecke und Vierecke. Wenn wir nun diese Vierecke noch durch dia-

*) Grundlagen d. G., 3. A., § 20.
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gonale Zerlegung in Dreiecke zerfillen, so werden die Drelecke ¢ in ge-
wisse Dreiecke s zerlegh. Wir bebaupten nunmehr, dafl diese Dreiecke s
sowohl aus den Dreiecken ¢ als anch aus den Drejecken d durch eine
Reihe von transversalen Zerlegungen zu erhalten sind.

DaB unsere Behaupbung fiir die Dreiecke ¢ zutrifft, ist leicht zu er-
kennen; denn bei jedem derselben bleibt das Tunere und eine Seite; nim-
lich diejenige, die dem Punkte S gegeniiberliegt, von Teilpunkten frei.
DaB aber eine solche Zerlegung eines Dreiecks in Dreiecke stets durch
eine Reihe von transversalen Zerlegungen erreicht werden kann, ist ohne
weiteres klar.

Betrachten wir nun ein beliebiges der Dreiecke d, so sind hier zwei
Fille zu beachten. Es kann entweder eine Seite des Dreiecks in eine der
von S ausgehenden Transversalen hineinfallen oder das Dreieck von einer
solchen Transversalen in zwei Teildreiecke zerlegt werden. Bei der ersten
Annahme bleibt nun aber die in der Transversalen liegende Seite von d
von Teilpunkten frei und bei der zweiten stellt die im Innern von d
liegende Strecke der Transversalen in den Teildreiecken von d gewif
ebenfalls eine Seite der genannten Art dar. Da nun aber das Innere von
d keine Teilpunkte enthalten kamn, so ist auf Grund der beim Beweise
des ersten Teiles unserer Behauptung gemachten Bemerkung diese hiermit
auch fiir die Dreiecke d bewiesen.

Nach unserem Hilfssatz erscheint nun die Grife von D einerseits
als die Summe der Grifen simtlicher Dreiecke ¢, also anch simtlicher
Dreiecke s. Auf der anderen Seite ist aber die Summe der Grifen der
ebenfalls der Summe der Grofen der Dreiecke s gleich. Wir haben dem-

nach die Gleichung:
D) =23
in Worten:

9. Satz: Wenn ein Dreieck in eine endliche Anzahl von Teildreiecken
in beliebiger Weise zerlegt ist, so ist die ,,Grope” des gegebenen Dreiecks
gleich der Summe der ,,Grofen’ der Teildreiecke.

Wird nun ein Polygon P auf zwei verschiedeme Arten in Dreiecke
d wnd d° zerlegt und fibrt man diese Zerlegungen gleichzeitig aus, so
konnen die Teildreiecke beider Zerlegungen je aus denmselben Dreiecken
und Polygonen zusammengesetzt werden. Definieren wir jetzt die GroBe
J(P) eines Polygons als die Summe der GroSen der Dreiecke, i die es
zerlegt werden kann, so erkennen wir mit Bilfe der eben gemachfen Be-
merkung und auf Grund des letzten Satzes, daB die Grife des Polygons
von der Art der Zerlegung unabbiingig ist, also durch das Polygon allein
eindeutig bestimmt wird.

Hiermit haben wir in strenger Weise dargetan, daB auch die bei der
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Annahme &=0 gefundene, fiir polygonale Figuren charakteristische
StreckengroBe die von einem InhaltsmaBe verlangten Eigenschaften be-
sitzt, sodaB also die im Anfang dieses Paragraphen gestellte Aufgabe
jetzt als vollstéindig gelost zu betrachten ist.

§ 3.
Inhaltsgleichheit und Inhaltsmaf.

Welche Bezichung besteht nun zwischen der Inhaltsgleichheit und
dem InhaltsmaB?

Zunichst folgt aus unseren Definitionen unmittelbar die Tatsache,
daB zerlegungsgleiche Polygone dasselbe InhaltsmaB besitzen. Es gilt daher
(2. Def.) auch der Satz:

10. Satz: Inhaltsgleiche Polygone hoben gleiches Inhalismap.

Wir behaupten nunmehr, daB auch die Umkehrung dieses Satzes
Giiltigkeit besitzt, d. h. daB die Begriffe der Inhaltsgleichheit und der
Gleichheit des InhaltsmaBes sich decken.

Zum Beweise dieser Behauptung, deren Richtigkeit ohne Benutzung
der Stetigkeit nicht ohne weiteres einzusehen ist, fiilhren folgende geo-
metrische Betrachtungen.

Zuniichst liefern die unten stehenden Figuren (Fig. 4 und 5) auf Grund
der 2. Definition unmittelbar den

E A G E D A &
B C B ¢
Fig. 4. Fig. 5.

11. Satz: Sind B und C zwei Punkie, die in einer und derselben der
von einer gegebenen Geraden g bestimmien Halbebenen liegen und von der-
selben den gleichen senkrechten Abstand CD= BE haben, und verbindet man
diese Punkie bez. mit zwei Punlten H und G der Geraden, deren Abstand
HG gleich ED ist, so sind die Vierecke BCDE und BCG H inhaltsgleich.¥)

Es gilt ferner die bekannte Tatsache:

12" Satz: Jedes Dreieck ist mit einem Viereck der oben bezeichneten

Art zerlegungsgleich (flichengleich).

*) Die hierzu nétige Kongruenz der Dreiecke B H und DCG ergibt sich un-
mittelbar aus der angegebenen Konstruktion der Vierecke.
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Sind ndmlich (Fig. 6) in dem Dreieck 4 BC H und G die Mitten
von bez. AB und AC und fihrt man durch eine (kollineare) Spiegelung
an G das Dreieck GAH in GCH,
tiber, so ist BOH, H in der Tat ein A
Viereck, das die im 12. Satze aus-
gesprochenen Eigenschaften besitzt;
denn fallt man noch von B und C auf H G -
die Gerade durch A und H, die Lote =
BE uwnd CD, so ergibt sich ohne
weiteres die Kongruenz der Dreiecke
EBH und DC H,, und hieraus folgen ¢
dann die Gleichungen BE = CD und Fig. 6.
FD—=HH, w.z b w

Aus den bisherigen Sitzen (11 und 12) folgt weiter:

13. Satz: Haben zwei Dreiecke A BCund A, B, C, eine Seite BC = B, C,
gemein und stimmen sie iiberdies, wenn ihre Spitzen A und A, auf der-
selben Seite der durch B und C gehenden Geraden liegen, in der Verbindungs-
linie der Mitten der wichi gemeinsumen Dreiecksseiten (im folgenden Furs
als su BC gehirige Mittellinie bezeichnet) diberein, so sind sie inhaltsgleich.’

Offenbar ist es fir die Erledigung unserer Frage von Interesse zu
untersuchen, ob dieser Satz umkehrbar ist.

Betrachten wir zu diesem Zweck zunichst in einem Dreieck 4 BC
(Fig. 7) die Senkrechten CD, BE und AF auf die Verbindungslinie der
Mitten G und H der Seiten AC ond
AB, so ist leicht zu sehen, daB diese
Strecken alle einander gleich sind. Ist
daher die Gerade JK die Mittelsenk-
rechte von DE und K ihr Schittpunks S A
mit BC, so vertauscht die Umwendung /
um JK die Strecken BE und CD, also /
anch KB und KC; JK ist folglich auch
Mittelsenkrechte von BC. Nun ist aber
die Summe der beiden einander gleichen
Winkel BCD und CBE gleich der
Summe der Winkel des Dreiecks. Je nachdem also diese letzte Summe
gleich einem gestreckten Winkel (singulire Annahme), oder von einem
solchen Winkel verschieden ist (ordindre Annahme), wird jeder der ge-
nannten Winkel gleich einem Rechten oder von einem Rechten ver-
schieden sein.

Mit Hilfe dieser Bemerkung und auf Grund der Entwicklungen des
vorigen Paragraphen ist unsere Frage nunmehr leicht zu entscheiden:

A

]

4 (4

Fig. 7.
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Angenommen die Umkehrung unseres Satzes gelte nicht; es gebe also
in der Tat zwei inhaltsgleiche Dreiecke A BC und 4, B, C,, die eine Seite
BC = B,(, gemein haben und bei der oben bezeichneten gegenseitigen
Lage nicht in den zu dieser Seite gehdrigen Mittellinien iibereinstimmen.
(Fig. 8.) Fallen wir dann von den Ecken B und C auf diese Linien die
Lote CD und BE bez. CD, und BE,, so folgi aus der angenommenen
Inhaltsgleichheit unserer Dreiecke auch die der Vierecke BCDE und
BCD,E,. Auf Grund des 10. Satzes haben nun aber diese Vierecke auch
das gleiche InhaltsmaB.

Machen wir daher zuniichst die Annahme, daB s von Null verschieden
sei, so miissen die genannten Polygone dieselbe Winkeldifferenz besitzen
(8§ 2). Hieraus folgt aber mit Hilfe unserer Vorbemerkung, daB die Winkel
BCD und BCD, bez. CBE und CBE, einander gleich sind; es fallen
demnach die von B und C auf die Mittellinien unserer Dreiecke gefillten
Lote zu je zweien in eine und dieselbe Gerade. (Siehe die Fig. 8.)

Wenn nun die
Mittellinien nicht
4 zusammenfielen,

so miiBte hiernach
/\ ein Viereck

5 2 i 4 EDD,E,
mit vier rechten
Winkeln d. h. also
mit der Winkel-
B e differenz Null exi-
stieren, Dies ist
aber bei unserer
Annahme &0

nicht méglich.
Im Falle £¢ =0, in dem also die beiden Dreiecke die Winkeldifferenz
Null besitzen, miissen nach unserer Hilfsbetrachtung die Winkel BCD,
BOD,, CBE und CBE, alle gleich einem Rechten sein. Auveh hier
fallen demnach die Lote BE und BE, bez. CD und CD, zusammen.
Hatten nun bei der jetzigen Annahme unsere Dreiecke die in Rede steben-
den Mittellinien nicht gemein, so miifite es ein Viereck EDD, E, geben,
dem das InhaltsmaB Null zukiime. Dies widerspricht aber ebenfalls den
Ergebnissen des vorigen Paragraphen; denn aus den dort angestellten
Betrachtungen geht hervor,” daB das ImhaltsmaB einer polygonalen Figur

im Falle ¢ =0 stets eine bestimmte (von Null verschiedene) Strecke

sein muB. '

Es gilt demnach in der Tat der Satz:

Pig. 8.
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14. Satz (Umkehrung von 13): Inkalisgleiche Dreiecke, die eine Seite
gemein haben, und deren Spitzen tn derselben der von dieser Seite bestimmien
Halbebenen liegen, besitzen die Figenschaft, daf die Mitten der wicht gemein-
samen Dreiecksseiten auf einer und derselben Geraden liegen.*)

Diese Tatsache fiihrt uns nun auf einfachem Wege zur vollstindigen
Erledigung der im Anfange dieses Paragraphen gestellten Frage:

Mit Hilfe des 13. Satzes kdnnen wir nimlich zunichst jedes Dreleck
mit Erhaltung des InhaltsmaBies in ein anderes iiberfiibren, das eine ge-
gebene Seite besitzt, die grofer ist als mindestens eine der Seiten des
gegebenen Dreiecks.

Um diese Umformung auszuftihren (siehe Fig. 9), trage man, wenn
ABC das vorgelegte Dreieck ist, die gegebene Seite a,, die z. B. groBer

sei als BO=a, von B aus auf BC gleich BC, ab und verbinde die
Mitte J von CC, mit der
Mitte G von AC. Diese
Gerade dureh J und &
schmeidet dann die durch
4 und B gehende Gerade
stets in einem eigentlichen
Punkte K, welcher der
Strecke 4B angehdrt.*%)
Konstruieren wir nun 4,
auf 4B, sodafl
KA =KA

wird und verbinden A; mit
C,, so ist 4, BC, das ge-
suchte Dreieck.

Zom Beweise bemerke
man zunichst, daf durch
die Aufeinanderfolge von
drei (kollinearen) Spiegelungen an den Punkten K, G und J auf Grund
der angegebenen Konstruktion der Punkt A4, nacheinander in die Punkte
A, € und C, ibergefiibrt werden kann. Fillf man nun von den ge-

Fig. 9.

# Dieser Satz, der mach unseren Ausfithrungen in der allgemeinen Geomelrie
uneingeschrinkte Giltigkeit besitzt, ist zuerst von Lexell (Solutio problematis geo-
metrici ex doctrina sphaericorum. Acta Petropol. 1781) auf analylischem und spiter
von Euler (Variae speculationes soper areas trianguloram sphaericornm. Acta Petropol.
1797) auch auf geometrischem Wege fiir die Geometrie anf der Kugel bewiesen worden.
Der Verfasser hat in der Dissertation auch einen allgemeinen analytischen Beweis
dieses Satzes gegeben.

" Vg. Schur, Grundl. 4. G., § 1, 8. 7 (inshes. das 6. Postulat).

18%
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nannten Punkten 4,, 4, C und C, auf die durch K, G und J gehende
Gerade die Lote 4, M, AN, CO und C, P, so ist leicht zu sehen, daB
diese Strecken alle einander gleich sein miissen. Demnach wird auch die
Strecke 4,C, von der Geraden durch K, G und J in ihrer Mitte L ge-
troffen. (Denn verbindet man mit der Umwendung um die genannte Gerade
diejenige um die in L auf ihr senkrechte gerade Linie, so vertauscht diese
Bewegung sowohl die Punkte P und M als auch die Punkte 4, und Ci;
die bezeichnete Bewegung ist aber, da bei ihr der Punkt L und dessen
absolute Polare fest bleiben, “eine [koll.] Spiegelung an diesem Punkte
w. z. b. w.) Die Dreiecke 4,0, 4 und CC, A haben daher die gleiche
Grundlinie C; 4 und dieselbe zu dieser Seite gehorige Mittellinie (die Ge-
rade durch K, G, L, J); sie sind also nach Satz 13 inhaltsgleich.

Sind nun zwei beliebige Dreiecke mit demselben InhaltsmaBe vor-
gelegt, so konnen wir sie mit Hilfe der beschriebenen Umformung mit
Erhaltung des InhaltsmaBes gewiB in solche mit einer gemeinsamen Seite
verwandeln, welche grofer ist als alle Seiten der gegebenen Dreiecke. Die
so entstandenen Dreiecke mit einer gemeinsamen Seite und dem gleichen
InhaltsmaBe besitzen nun aber, wie bereits in dem Beweise von Satz 14
ausgefiihrt wurde (vgl 8. 273—275), bei der dort bezeichneten gegenseitigen
Lage auch die gleiche zur gemeinsamen Seite gehorige Mittellinie; sie
sind daher nach Satz 13 inhaltsgleich.

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich also zunéchst der Satz:

15. Satz: Dreiecke von demselben Inhalismafl sind auch inhalisgleich.

Um nun die entsprechende Tatsache fiir Polygone 2u beweisen, be-
merke man Folgendes:

Nach dem Vorhergehenden kann man zwei beliebige Dreiecke in
solche mit einer gemeinsamen Seite verwandein. Fihren wir diese Drei-
ecke in gleichschenklige iiber, so zwar, daB die gemeinsame
Seite ungeindert bleibt, so bilden diese bei der in Figur 10
angedeuteten Zusammenfiigung ein Viereck, das in zwei kon-
gruente Dreiecke zerlegt werden kann. Zwei beliebige Dreiecke
konnen demnach in zwel untereinander kongruente Dreiecke
verwandelt werden. Drei beliebige Dreiecke 4, d,, d; knnen
nun zunichst in zwei untereinander kongruente Dreiecke d
und ein gleichschenkliges iibergefithrt werden. Da nun aber das gleich-
schenklige Dreieck in zwei kongruente Dreiecke d’ zerlegt werden kanm,
kionnen wir schreiben:

Fig. 10.

d, + dy + dy = 2(d+ ),
oder, wenn man unter d” ein neues Dreieck versteht, das nach dem oben
gekennzeichneten Verfahren aus ¢ und d° gewonnen werden kann:

a, + dy + d, = 4d".
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Durch Induktion ergibt sich hieraus der Satz:

16. Satz: Das Aggregat von n belicbigen Dreiecken kann in 202
untereinander kongruente Dreiecke verwandelt werden.

Zwei Polygone -mit gleichem InbaltsmaB kbnnen demnach in gleich-
viele untereinander kongruente Dreiecke verwandelt werden. Da nun alle
diese Dreiecke dasselbe InhaltsmaB besitzen miissen, sind sie und folglich
auch die Polygone inhaltsgleich.

Wir haben daher endlich auch das allgemeine Ergebnis:

17. Satz: Polygone mit dem gleichen Inhalismaf sind auch inhalis-
gleich. w. 2. b. w.%)

. Abschnitt.

Notwendige und hinreichende Kriferien zur Vergleichung
polygonaler Flichen.

§ 1.
Die Euklidischen Kriterien.

Wir geben im Anschlusse an vorstehende Darstellung der Inhalts-
lehre von unserem allgemeinen, von einem Parallelenaxiome unabhingigen
Standpunkte aus noch eine kurze kritische Besprechung unserer zur
Flichenvergleichung benutzten Kriterien.

Auf Grund der im § 1 gewdhlten Definitionen konnten wir im vorigen
Abschnitt die Lehre vom Flicheninhalt ohne Benutzung eines Stetigkeits-
axioms und unabhingig von einer Voraussetzung iiber das Schneiden und
Nichtschneiden der Geraden entwickeln. Verzichtet man auf den ersten
dieser systematischen Vorteile, sefzt also die Stetigkeit voraus, so kann
die’ Inhaltslehre aunch mit Hilfe anderer Definitionen aufgebaut werden.
Diese hat bereits Euklid gekannt und benutzt.

Bekanntlich hat er (Elemente, Buch 1) zur Erkennung der Gleichheit
von polygonalen Flichen folgende Kriterien aufgestellt:

1. Was demselben (dritten) gleich ist, ist einander gleich.

# Zur volligen Klarstellung der Ergebnisse vorstehender Erorterungen sei noch
bemerkt, daB bei unserem Standpunkte des beschrinkfen Bereichs (vgl. 8. 263) die
Einfachheit unserer Konstraktionen anf der Kugel wegen der dort méglichen Schwierig-
keiten der besonderen Lagenverhiiltnisse durchaus keine Einbufle erleidet. Unter der
genannten Voraussetzung verlaufen unsere Konstruktionen (d. h. die vorstehend aus-
gefiihrten) stets im Innern eines Quadrantendreiecks, wodurch die fraglichen Schwierig-
keiten tatsiehlich ausgeschallet sind. Man macht sich dies sehr einfach in der der
Kugelgeometrie entsprechenden Geometrie des Bindels klar.
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2. Und wenn zu Gleichem Gleiches hinzugefitgt wird, so sind die
Summen gleich.

3. Und wenn von Gleichem Gleiches hinweggenommen wird, so sind
die Reste gleich.

4. Und was sich zur Deckung bringen l3ft, ist einander gleich.

5. Und das Ganze ist grofier als sein Tedl.

In den ersten vier dieser Kriterien sind zwei wesentlich verschiedene
Gesichtspunkte (Definitionen) enthalten, um die Inhaltsgleichheit ebener
polygonaler Figuren zu erkennen. Die Sitze 1, 2 und 4 definieren die
Inhaltsgleichheit als Zerlegbarkeit in entsprechend kongruente Teile (Gleich-
heit durch Summation); 3 und 4 dagegen behaupten die Moglichkeit, zwei
inhaltsgleiche Figuren als Differenzen kongruenter Figuren aufzufassen
(Gleichheit durch Subtraktion). Das allgemeine GroBenaxiom 5 endlich
postuliert die Existenz eines Inhaltsmafles, d. h. also den Grifencharakter
des Flicheninhaltes.

Dag Euklidische Kriteriensystem hat nun zu mehreren wichtigen
Untersuchungen AnlaB gegeben, aus deren Ergebnissen folgende Tatsachen
hervorzuheben sind:

18. Satz: Von jenen beiden in den Axiomen 1—4 enthaltenen Gesichis-
punkiten, die Fuklid in seiner Lehre abwechselnd zur Anwendung bringt,
kann jeder fiir sich zu einer eimwandfreien Entwicklung der Inhaltslehre be-
nutzt werden, und bei einer solchen Entwicklung ist das finfte Axiom voll-
kommen iiberfliissig.®)

§ 2
Zerlegungsgleichheit inhaltsgleicher Figuren.

Was zuniichst die erste dieser beiden Tatsachen betrifft, so ist sie
durch die Entwicklungen des ersten Abschnitts bereits teilweise bewiesen;
denn dort konnten wir die Inhaltslehre allein anf Grund der Euklidischen
Definitionen der zweiten Art in einwandsfreier Weise aufbauen. Demnach
haben wir jetzt zur vollstindigen Rechifertigung unserer Behanptung noch
die Identitit jener beiden Arten der Definition der Inhaltsgleicheit nach-

¥ Die Tatsache, daB das von Euklid gewihlte Kriteriensystem etwas Uber-
flissiges enthilt, scheint zuerst P. Gervien bemerkt zu haben (J. f. Math. 10, 1833).
Weitere Entwicklungen hieriiber riihren von W. Bolyai, C. Duhamel und A. Faifofer
her (vgl. den Enzykl.-Artikel von Euriques, Prinzipien d. Geometrie, III 10, S. 47f).
Von den genannten Autoren werden jedoch die hierher gehorigen elemenptaren Fragen
in recht umstindlicher Weise bebandelt und iberdies nicht vollkommen, d. h. im
Sinne unserer allgemeinen, von einem bestimmien Parallelenaxiom unabhingigen
Voraussetzungen erledigh. Wir geben daher hier eine neue, vereinfachte und unserem
allgemeinen Standpunkte enisprechende Darstellung der bezeichneten Tatsachen.
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zuweisen, d. h. also zu zeigen, daB die von uns als inhaltsgleich bezeich-
neten Figuren auch stets durch Summation gleich (zerlegungsgleich) sind.

Wir beweisen die fragliche Tatsache zuerst fiir Drejecke und zeigen
zu diesem Zweck zunichst Folgendes:

19. Satz: FGllt man von den Ecken B und C eines Dreiecks ABC
auf die Verbindungslinie der Mitten G wnd H von AC und AB die Lote
BE bes. CD, so ist das so entstandene Viereck BCDE mit dem thm inhalts-
gleichen Dreieck ABC zerlequngsgleich.

Beim Beweise haben wir folgende Fille zu beachten:

a) Gehoren die beiden Punkte G und H der Strecke DE an (Fig. 11),
so fithren wir das Dreieck G DC durch Spiegelung an G in GFA iiber;
dann sind auch die Dreiecke HE B und HF A4 einander kongruent w. z. b. w.

A

4 1

/(\ J H-D ¢/ _IF
G

T ’

B Yy B C

Fig. 11, Fig. 12.

b) Liegh nur einer der Punkte G und H, etwa H (Fig. 12), auf der
Strecke DE, so verwandeln wir wieder das Dreieck G DC durch Spiegelung
an G in GFA und das Dreieck HG A durch Spiegelung an H in HJB.
Nun ergibt sich leicht die Kongruenz der Dreiecke GDC und JEB,
womit unser Satz auch fiir diesen Fall bewiesen ist.

¢) Wenn keiner der Punkte G, H der Strecke D E angehdrt (Fig. 13),
so fithren wir durch Spiegelung an H das Dreieck HG A in HG;B und
das Viereck HBCG in HAA, G, iber. Weiter verwandeln wir durch eine
Spiegelung am Punkte G, das Dreieck G BH in G4, H, und das Vier-
eck GyHAA, in G,H,B,B. Das hiermit gekennzeichnete Spiegelungs-
verfahren setzen wir fort, bis wir zu einem Punkte G, oder H gelangt
sind, dessen Entfernung von E kleiner ist als die Strecke HG =, DE,
sodaB also bei®der nichsten Spiegelung an G, oder H, der Punkt H,
oder G,,, so zu liegen kiime, daB GH, oder GG, , groBer als die
Strecke GE wire. In prinzipieller Hinsicht ist hier zu bemerken, dafl unser
Spiegelungsverfahren dann und nur dann bestimmt zu dem eben bezeich-
neten Resultate fiihrt, wenn, wie oben verabredet®), die MeBbarkeit, also
z. B. das Archimedische Postulat vorausgesetzt wird.

* Vgl. den Anfang dieses Abschnittes.



280 A, Frxzxr.

Fihren wir nunmehr die vorhin vorgenommenen Spiegelungen in der
entgegengesetzten Richtung aus und markieren ups dabei die Punkte,
welche die durch die ersten Spiegelungen erhaltenen Geraden auf den

B A Fig. 13.

Seiten (und im Innern) des Vierecks BCDE bestimmt haben, so ist leicht
zu sehen, daB durch unsere Reihe von Spiegelungen das Dreieck und das
Viereck in eine endliche Anzahl von paarweise kongruenten Figuren zer-
legt worden sind; denn es ergibt sich aus unseren Konstruktionen ohne
weiteres die Gleichheit von folgenden Figuren:

A AJK = BPQ,
Finfeck: JLOGK = SRDG, T,
A LHO=UHE,
Viereck: HNMG == H,UTG,,
» NPCMc=~ RSBQ.

Haben wir nun zwei inhaltsgleiche Dreiecke A BC und 4, B, (,, die
eine Seite BC = B,C, gemein haben und folglich nach Satz 14 bei der
dort bezeichneten Lage auch in der zu dieser Seite gehdrigen Mittellinie
ibereinstimmen, so sind sie beide mit dem Viereck BCDE zerlegungs-
gleich. Da nun aber mach Satz 1 (vgl. S. 264) zwei Polygone, die mit
einem und demselben Dritten zerlegungsgleich sind, auch untereinander
zerlegungsgleich sind, kénnen wir auch von den gegehenen Dreiecken be-
haupten, daB sie in eine endliche Anzahl entsprechend kongruenter Teile
zerleghar sind.

Um »nun eine solche Zerlegung auch wirklich auszufuhren hat man
zunlichst das Viereck BCDE mit Hilfe des vorhin besehnebenen Ver-
fahrens mit ABC und mit 4, B, C, in entsprechend kongruente Teile zu
zerlegen. Ziehen wir diese beiden Zerlegungen des Vierecks gleichzeitig
in Betrachbt, und markieren wir uns alle Punkte, die durch die zweifache
Zerlegung des Vierecks in seinem Innern und auf seinen Seiten entstanden
sind, so erhilt man ohme weiteres die géwiinschte Zerlegung, wenn man
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die beiden Spiegelungsverfahren, die zu den ersten Zerlegungen fithrten,
in den entgegengesetzten Richtungen nochmals ausfiihrt.

Wenn die beiden inhaltsgleichen Dreiecke 4ABC und 4, B, C; keine
gemeinsame Seite besitzen, so konstruieren wir ein Dreieck, *‘das mit jedem
der gegebenen inhaltsgleich ist und iiberdies mit jedem von diesen eine
Seite gemein hat. Damit ist dann dieser Fall auf den vorhergehenden
zurtickgefiihrt.

Ein solches Dreleck findet man auf folgende Weise: Besitzt von den
gegebenen Dreiecken A4, B, O, eine Seite, die grofer ist als alle Seiten
von ABC *) so schlagen wir mit der Hilfte dieser groBten Seite um eine
Ecke von ABC, etwa B, als Radius einen Kreis. Dieser trifft die Ver-
bindungslinie der Mitten & und H von AC und AB stets in einem eigent-
lichen Punkte H’.*¥) Konstruieren wir nun den Punkt A4’ auf der Ver-

lingerung von BH so , da H'A'= H'B wird und verbinden 4’ mit C,
so ist A" BC das gesuchte Dreieck.

Nach dem Fritheren sind nan 4ABC und 4,B,C;, beide mit 4’BC
zerlegungsgleich; sie komnen daher selber in eine endliche Anzahl ent-
sprechend kongruenter Teile zerlegt werden.

Um endlich auch die Zerlegungsgleichheit von inhaltsgleichen Poly-
gonen nachzuweisen, machen wir die folgende Uberlegung. Haben wir
zwel beliebige Dreiecke D, und D,, so kbnnen wir sie mit Hilfe der in
I, benutzten Umformung stets in solche mit einer gemeinsamen Seite
verwandeln, die groBer ist als alle Seiten der gegebenen Dreiecke. Diese
Dreiecke fithren wir weiter in gleichschenklige D,” und D, iber, so zwar,
daB die gemeinsame Seite ungefindert bleibt, und konnen dann, wenn das
Zeichen ~ die Zerlegungsgleichheit andeuten soll, auf Grund der bisherigen
Ergebnisse schreiben:

D,~Dj Dy~Djs
es gilt dann aber auch:

D, + Dy ~ D; + D, :
Da wegen der ersten Verwandlung von D, und D; in D, und D, das
Aggregat D, + D, bei geecigneter Zusammenfiigung (siehe Fig. 10 auf

* Von den sechs Seiten der Dreiecke muB offenbar, wenn nicht schon der
Fall der Gleichheit eintritt, eine die gréfite sein.

*) In privzipieller Hinsicht ist hier zu bemerken, daB zu dieser Konstruktion
das Postulat von der Zirkelkonstruktion notig ist. Da wir jedoch in den gegen-
wiirtigen Erntwicklungen bereits das Archimedische Postulat benntzt haben und dieses
das erstgenannte zur Folge bat, sind wir nicht gezwungen, hier eine neue Vorans-
setzung einzufihren.

Zu der letztgenannten Tatsache vgl. man die Ausfilhrungen von Schur Gber das
archimedische Postulat zu seinen Grundlagen der Geometrie § 8 (insbesondere Nr. 56).
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$. 276) von D] und D, in zwei kongruente Dreiecke D zerlegt werden kann,
folgt aus:

D, + D, ~ D/ + D,
die weitere Beziehung:

D, + Dy ~2D.

Nehmen wir nun noch ein drittes Dreieck D, hinzu, verwandeln dieses in
ein gleichschenkliges und zerlegen dieses gleichschenklige in zwei kongruente
Dreiecke, so gilt:

D, + D, + D, ~2(D+ D)
oder auch:

D, + D, + D, ~4D",

wo D" ein neues Dreieck bedeutet, das nach dem oben beschriebenen
Verfahren aus D und D’ gewonnen werden kann,

Durch Induktion ergibt sich hieraus der Sata:

20. Batz: Das Aggregat von n beliebigen Dreiecken ist mit der Summe
von 22 untereinander komgruenten Dreiecken zerlegungsgleich.

Von zwei inhaltsgleichen Polygonen P, und P, ist demnach jedes
mit einem solchen Aggregat P, und P, von 2°~? untereinander kon-
gruenten Dreiecken zerlegungsgleich. Nun sind aber P und P, selber
zerlegungsgleich, da ja die untereinander kongruenten Dreiecke paarweise in
eine endliche Anzahl von entsprechend kongruenten Teilen zerlegt werden
konnen. Mithin ist mit Hilfe des Satzes 1 (vgl. S. 264) auch die Zer-
legungsgleichheit von P, und P, bewiesen.

Wir haben demnach das Ergebnis:

21. Satz: Bei Vorausseteung eines Stetigheitsaxioms kinnen die von
uns om I Abschnift als inhaltsgleich bezeichneten Figuren in eme endliche
Anzahl von entsprechend kongruenten Teilen zerlegt werden; mit anderen
Worten: Aus dem Archimedischen Postulate folgt die Identitiit der Defini-
tion der Inhaltsgleichheit dwrch Summation mit threr Definition durch Sub-
draktion.

DaB nun dieser Tatsache die Stetigkeit als notwendige Voraussetzung
zugrunde liegt d. h. nicht allein bei dem von uns gewihlten Beweisver-
fahren benutzt werden muB, ist unmittelbar zu erkennen; denn eine einfache
Uberlegung zeigt, daB unsere Behauptung im Grunde nichts anderes ver-
langt, als irgend ein Axiom der genannten Art. Diese Notwendigkeit hat
zuerst Hilbert hervorgehoben und in dem von ihm konstruierten speziellen
nichtarchimedischen Systeme ein einfaches Beispiel zweier inhaltsgleicher,
aber nicht zerlegungsgleicher euklidischer Polygone (Dreiecke) angegeben.¥)

* Grundl d. G., 3. Aufl, §19.
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§ 3.
GroBencharakter des Flicheninhaltes.

Zun der zweiten der unter 18. angefiihrten Tatsachen (Beweisbarkeit
des 5. Euklid. Axioms), deren Beweis durch die Entwicklungen des ersten
Abschnitts vollkommen erbracht ist, seien endlich noch folgende Be-
merkungen erlanbt:

Auf Grand jener finften Forderung war Euklid in seiner Inhaltslehre
unmittelbar imstande auch die umgekehrten Theoreme, in denen aus der
Inhaltsgleichheit gewisser Polygone auf die Gleickheit von Strecken ge-
schlossen wird, (vgl. L, § 3, Satz 14) zu beweisen, er hatte also mit jenem
Satze den Grifencharakter des den Kriterien 1—4 geniigenden Flichen-
inhaltes von vornherein durch ein Postulat gesichert.

Dieser Grundsatz wurde lange Zeit neben den anderen von Euklid
benutzten Axiomen als solcher anerkannt und benutzt. Noch in den achtziger
Jahren des vorigen Jahrhunderts haben italienische Geometer wie de Zolt
und R. de Paolis ihn ausdriicklich als Postulat hingestellt. Erst die
moderne Auffassung des InhaltsmaBes als Grenze einer Summe von un-
endlich vielen, unendlich kleinen Quadraten hat zu der Erkenntnis ge-
fiihrt, daB8 jene Forderung in dem von Euklid angegebenen Kriteriensystem
tberflissig ist, d. h. daf der in ihr enthaltene Satz aus der Gesamtheit
der vorherigen Axiome bewiesen werden kann. Bei diesen Betrachtungen
wird unser Prinzip in der Tat zu einer unmittelbaren Folge des funda-
mentalen Satzes von der Existenz des bestimmten Integrales, wie dies
W. Killing zuerst hervorgehoben hat.*)

Allein auf direkte und elementare geometrische Weise ist das Prinzip
zuerst von F. Schur (1892, Dorpat. Naturf. Ges. Ber.) bewiesen worden.

Bei den Schurschen Entwicklungen wird jedoch noch das Archimedische
Postulat gebrancht. Indessen ist auch die Benutzung von Stetigkeitsbe-
trachtungen beim Beweise unserer Tatsache vollkommen iiberfliissig. Es
beruht diese wichtige Erkenntnis im wesentlichen einerseits auf dem schon
von Lambert**) auf geometrischem Wege und ohne Benutzung der Stetig-
keit gefundenen Ergebnis, daf mit einem Dreiecke auch jedes andere eine
bestimmte, von Null verschiedene Winkeldifferenz besitzen mufl (vgl. I, § 2,
insbesondere die Sitze 3, 4 und 7), und andererseits in den Euklidischen
Systemen (singulire Annahme) anf dem Nachweis von der Moglichkeit

# Nicht-Euvklidische Raumformen, Leipzig 1885.

* Vgl hierzu: Engel und Stickel, Die Theorie der Parallellinien, Leipzig
1895, S, 137f. oder Bonola-Licbmann, Nicht-Euklidische Geometrie, Leipzig 1908,
S. 461
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einer geometrischen, nicht-archimedischen Streckenrechnung und Pro-
portionslehre. Diese letzte Frage ist erst in neuerer Zeit und zwar eben-
falls zuerst von Schur erledigt worden.¥)

Endlich geht aus unseren Entwicklungen noch hervor, daB beim Be-
weise des genannten Prinzips auch eine Voraussetzung iiber das Schieiden
der Geraden in der Ebene iiberfliissig ist.

Die Ergebnisse der vorstehenden Abschnitte kdnnen nun in folgende
Sitze zusammengefaBt werden:

22. Satz: Die Lehre vom Flicheninhalt ebener Polygone kann ent-
wichelt werden, wenn man die Inhalisgleichhest als Gleichhedt durch Sub-
trakiion (vgl. die Def. 1 und 2) definiert, ohne Benutzung der Stetigheit und
ohne eine Vorausseteung iber das Schmeiden der Geraden in der Ebene,
allein auf Grund der Wblichen lincaren und ebenen Postulate.

23. Satz: Figt man dagegen diesen Postulaten ein Stetigheitsaxiom
(¢. B. das Archimedische) hinzu, so geniigt es zur vollstindigen Entwicklung
der Inhalislehre die Inhaltsgleichheit als Gleichheit durch Summation zu
definieren.

% Uber den Fundamentalsatz der projektiven Geometrie (Math. Aun. (1898) 51,
S. 203).

Nachdem Schur hier den Beweis geliefert hatte, daB dag Rechnen mit Sirecken
(die Proportionslehre ist in der Streckenrechrung enthalten) auf einem von der
MaBzabl und dem Archimedischen Postulate unabbingigen Wege hergeleitet werden
kdnnte, entwickelte spiter Hilbert unabhingig davon eine solche Proportionslehre,
die sich zugleich auf ebene Axiome beschriinkte, (Grundl d. (., 8. Aufl,, Kap. 111, ins-
besondere § 16) jedoch das Euklidische Parallelenaxiom zur Voraussetzung hat. Auf
dieser Proportionslebre beruht dann die ebenda von Hilhert gegebene, in der Ein-
leitung erwihnte Entwicklung der Inhaltslehre.



