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Einleitung.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Frage, Netze von Selbstinduk-
tionen, gegenseitigen Induktionen, positiven Ohmschen Widerstinden und Kapa-
zititen anzugeben, deren zwischen zwei Zufithrungsklemmen gemessener Wechsel-
stromwiderstand in vorgeschriebener Weise von der Frequenz des Wechselstroms
abhingt. Es ist dieses die Umkehrung der bekannten und stets eindeutig lgsbaren
Aufgabe, zu einem gegebenen Netz den Widerstand zu berechnen. Wesentlich ist
die Forderung, dafl der Netzwiderstand fiir alle Frequenzen mit einer vorgeschriebenen
Funktion iibereinstimmt. Unmittelbar mit unserem Problem hat sich meines Wissens
bisher nur Foster befafit (Lit. 7 und 9)!). Den Fall, dafl nur Netze mit zwei
Maschen zugelassen werden, hat Foster in sehr vollstindiger und fiir die Praxis
brauchbarer Weise gelost. Wenn wir uns hier trotzdem u. a. auch mit diesem Fall
ausfiihrlicher beschiftigen, so geschieht das einmal deshalb, weil Fosters Darstel-
lung den Hauptwert auf die Resultate legt, ohne auf ihre Ableitung genauer ein-
zugehen, und dann, weil sich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir
die Realisierbarkeit eines Widerstandes einfacher und physikalisch wie mathematisch
durchsichtiger als bei Foster formulieren lassen und die hier gegebene Lésungs-

1) Gekiirzter Abdruck der als Dissertation an der Technischen Hochschule zu Berlin bei
der Fakultit fiir Allgemeine Wissenschaften eingereichten Schrift. (Referent: Prof. Dr. G. Hamel,
Korreferent: Prof. Dr.-Ing. eht. Dr, K. W. Wagner.)
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methode eine Verallgemeinerung auf Netze mit einer beliebigen Zahl von Freiheits-
graden erlaubt.

Das von uns behandelte Problem ist als Spezialfall in dem verallgemeinerten
Siebkettenproblem enthalten, das darin besteht, Netze mit zwei Paaren von freien
Klemmen anzugeben, so dafl zwischen Spannung und Strom am Eingang und
Spannung und Strom am Ausgang Beziehungen gelten, die als Funktion der
Frequenz vorgeschrieben sind (z. B. Aussiebung, d. h. Unterdriickung, oder
Durchlassung von bestimmten Frequenzbereichen). Die Eigenschaften einer sym-
metrischen Siebkette konnen ja durch ihren Kurzschlu- und Leerlaufwider-
stand charakterisiert werden. Das verallgemeinerte Siebkettenproblem ist noch
nicht gelést. Man hat bisher immer nur in systematischer Weise das Verhalten
gewisser Netze (Kettenschaltungen) als Siebketten berechnet?), ist aber nicht
in der Lage, die Frage zu beantworten, ob eine Siebkette von gewiinschtem Ver-
halten {berhaupt realisierbar, und, wenn, in welcher Weise sie realisierbar ist. Die
Siebkettenfrage gab auch den Anstoff zu den zitierten Arbeiten von Foster (vgl.
Lit. 5). Umgekehrt kann sie bis zu einem gewissen Grade auf unsere Fragestellung

Bild 1. Zwei gleichwertige Schaltungen.

zuriickgefithrt werden (Lit. 5). Jedes vierpolige Netz, das nach Bild 1a eine Zer-
legung in zwei spiegelbildlich gleiche Netze zulifit, die ganz beliebig und unsym-
metrisch sein koénnen, so dafl zwischen den beiden Teilen nur in zwei Punkten ein
Zusammenhang besteht, ist ndmlich hinsichtlich der Beziehungen zwischen Span-
nung &, und Strom ]J; am Eingang und Spannung €, und Strom J, am Ausgang
der Briickenschaltung Bild 1b gleichwertig®). Darin bedeutet 3, den Leerlauf-
und 3x den Kurzschlufiwiderstand eines Teilnetzes N, von den Eingangs- oder Aus-

gangsklemmen gemessen. Bei Beschrankung auf derartlge Netze ist hierdurch offen-
bar jene Zuriickfithrung geleistet.

N g M
| mmﬁz@ D%GD o
Bild 2. T
Speziell die in Bild 2 fiir 3, =3 3a=13s =Be=-.... =0 als Sonderfall ent-

haltene T-Schaltung ist bei beliebigen 3, 3, einer Briickenschaltung nach Bild 1b
g1e1chwert1g, Wenn #, =31+ 23 3 =3 gemacht wird. Hierdurch folgt aber um-
gekehrt, wie sich leicht an Beispielen zeigen li8t, daBl nicht jedem Netz Bild 1 a,
d. h. jedem 3, und 3x auch physikalisch mogliche 3;, 3, d. h. eine gleichwertige
T-Schaltung zugehért. Fir die IT-Schaltung, die aus Bild 2 fiir §, =34, 3; = 35 =
36 = 37 =...== 0 hervorgeht, gilt dasselbe.” Wihrend bekanntlich fiir eine bestimmte
Frequenz Jeder symmetrischen Vierpolschaltung eine gleichwertige T- oder II-Schal-
tung entspricht, ist es also nicht mehr so, wenn Aquivalenz fiir alle Frequenzen
verlangt wird.
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Ich glaubte zunichst, dafl eine Anwendung der in dieser Arbeit benutzten
Kettenbruchlehre auf Schaltungsprobleme neu sei!). Erst vor kurzem wurde ich
von Herrn Foster liebenswiirdigerweise auf einige neuere Arbeiten der Research
Staff of the General Electric Company (Lit. 14—19) aufmerksam gemacht, die ver-
schiedene Beriihrungspunkte mit der hier gestellten Frage aufweisen und auch
Kettenbriiche benutzen. Die dort behandelten speziellen Fille der Verwirklichung
vorgeschriebener Widerstandsfunktionen fiigen sich leicht in den Rahmen der hier
gegebenen Theorie ein. U. a. habe ich unabhingig die Lit. 18 angegebene Nach-
bildung von homogenen Leitungen durch Kettenschaltungen gefunden.

Soweit Beispiele .gebracht sind, sollen sie nur die Anwendbarkeit der im
wesentlichen mathematischen Ausfilhrungen erliutern, und machen nicht den An-
spruch, unmittelbar_praktisch verwertbar zu sein. Das Anwendungsgebiet des hier
behandelten Problems liegt hauptsichlich in der Schwachstromtechnik. Z. B. kann
die Losung unserer Aufgabe dazu benutzt werden, auch fiir Einschwingvorginge
gleichwertige Modelle von Leitungen zu Laboratoriumsuntersuchungen herzustellen.

Kapitel 1.
Erklarungen, Voraussetzungen und mathematische Formulierung des Problems.
I.

Der Wechselstromwiderstand $ eines Netzes von Selbstinduktionen Lii, gegen-
seitigen Induktionen Lix, Ohmschen Widerstinden Rix und Kapazititen Cix mit zwei
freien Klemmen ist als das Verhiltnis von Spannung &, und Strom J, definiert:
Wir betrachten periodische Spannungen

e = Re Gett %) (1)
und Strome
i=ReJett
einer bestimmten Kreisfrequenz w (A = {w). Der Wechselstromwiderstand ist durch
R = ¢, (2)
h

gegeben.

Im folgenden wird nun die Abhingigkeit des Widerstandes von dem Frequenz-
parameter A auseinandergesetzt. In einem Netz von n Freiheitsgeraden lassen sich
(auf mannigfaltige Weise) n geschlossene Kreise wihlen, deren Stréme unabhingig
sind und durch welche die Strome simtlicher Netzzweige durch algebraische Sum-
mierung bestimmt werden. Die Wahl der unabhingigen Kreise soll so getroffen
sein, dafl der Strom J; durch die freien Klemmen fliefit.

Fiihrt man zur Abkiirzung

Aix= A*Lix+ ARix + Dix (Dik = Clik> (3)

ein, so gelten fiir die Stréme die Gleichungen

All]1+A12]2+ "I'—Alnjn—l@l
21.}1"}':A22J2 +A2an—O

(4)

An1J1+An2]2+-..+Anan=O
Die Lix, Rix, Dix kénnen als Koeffizienten in den Verkniipfungsgleichungen (4)
fiir Stréme und Spannungen definiert werden, woraus ihre genaue Bedeutung er-
sichtlich ist. Sie unterliegen aus physikalischen Griinden der Symmetriebedingung
A = Axi (3a)
und den Einschrinkungen
24*
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n .

2 Lixxixx positiv definit, (52)
k=1 .

2 Rikxixx positiv definit, (5b)
Lbk=1

iy .

S Dirxixx positiv definit. (5¢)
k=1

Negative Widerstande (Rohren) solien von der Betrachtung ausgeschlossen sein.

Fir die Rix und Dix gelten noch weitere Einschrinkungen. In dem Fall, daf}

Ohmsche Widerstinde und Kapazititen, wie meist in. dieser Arbeit, nach Bild 2

geschaltet sind, lauten bei den im Bild angenommenen Stromrichtungen, die wir

stets als positiv wihlen wollen, die physikalisch notwendigen und hinreichenden
Bedingungen, welche (5b) und (5c¢) umfassen:

Rii—Ri—3,i—Ri 141220, Rix>09), (6a)

» Dii—Di—y, i1 — Dy i1y >0, Dix>o. ‘ (6b)
Aus (4) ergibt sich nun
€ a
S:_R - —1 =
Ji day )

als Funktion von 4. a bedeutet die Determinante | Aix|, a,; das Komplement des
Elementes A;;. Nach (3) und (7) ergibt sich somit fir R eine gebrochene rationale
Funktion der Gestalt

R =

mit reellen Koeffizienten.
Die physikalischen Einschrinkungen fiir die Ohmschen Widerstinde und Kapa-
zititen lassen sich allgemein einfach formulieren, wenn man nicht n unabhingige
Strome, sondern die (n 4 k) Strome J/, J5, J5'..., Jo+x aller einzelnen Netzzweige
einfithrt 82). An Stelle des Gleichungssystems (4) tritt dann das dquivalente
Ay T AR T+ At Jas k' Mg gy My pp Mg =246,
Ay’ ]+ A '+ o+ Asnt Jotk - Myppy FMppps+ ..+ Mg lix=0

aolZn_{_ 3-11211:—1 + 3.212“_2‘]‘- -+ t3gn
by A%o—1 4+ b, A28 -2 | .4 byn_;4

(8)

Au+k/;1J1'+An+k’s2J2’+--- +An+k',n+kJn+k'+m1,n+k;11—{—mz,n_,_k‘uz-l-

. + ..o ME k=0 (43)
myJyFmply +. o myntk]ar =0 :
My Jy +my ]y +. . My nsk]ot’ =0

MkyJy + mMeeJy 4. . Mgatknte’=0
Hierin ist jetzt _
A = 22 Lix 4- ARi 4+ Dy) dix, (3b)
worin ‘ '
v — o fir i~k
T 1 fir i =k

Die letzten k-Gleichungen des Systems (4a) enthalten die k unabhingigen
Kirchhoffschen Bedingungen fiir die (k4 1) Knotenpunkte des Netzes und kdnnen,
was hier geschehen 'soll, in folgender Weise geschrieben werden: Es' sind alle
s = I, 0 oder — 1, und unter den Zahlen mys, mys . . . mgs sind bis auf eine
oder zwei lauter Nullen. Sind m:s und m:s beide von Null verschieden, so haben
sie ‘entgegengesetztes Zeichen. Man kann dann durch Schluf§ von n auf n - 17)
leicht zeigen, daB alle k-reihigen Unterdeterminanten aus den Koeffizienten der
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letzten k Zeilen entweder den Wert 41, 0 oder —1 besitzen. Umgekehrt ent-
spricht jedem derartigen System von Gréfien m;s ein physikalisches Netz, wenn
nicht alle jene k-reihigen Unterdeterminanten zugleich verschwinden. (7) ent-
sprechend liefert die Auflésung von (4a), wenn wieder J," den durch die freien
Klemmen fliefenden Strom bedeutet,

R =

I

(7a)

day”

Die Rix’ und Dix’ kommen diesmal nur als R; und D; in der Hauptdiagonale
vor, Alle physikalischen Bedingungen sind jetzt in den Beziehungen

Liy' = L/, (3¢}

_ S L xix positiv definit, (5d)
v Ri>o, (6¢)
Di>o (6d)

erschopft. Unser Problem laflt sich hiernach mathematisch so formulieren. Es ist
erstens die Frage zu beantworten, unter welchen notwendigen und hinreichenden
Bedingungen sich eine rationale Funktion A% der Form (8) als Quotient einer
Determinante von der Form der Determinante des Gleichungssystems (4a), deren
Elemente den Einschrinkungen (3c), (5d), (6¢c) und (6d) und den angegebenen
Relationen fiir die m;s geniigen, und dem Komplement ihres ersten Elementes A'y;
darstellen lafit, und zweitens eine solche Darstellung wirklich anzugeben.

Aus der angefiihrten Eigenschaft der k-reihigen Determinanten, die aus den
m;s gebildet werden konnen, lafit sich folgern, daf alle in der Determlnante vor-
kommenden Produkte, die nur R und D enthalten, das gleiche Vorzeichen (— 1)k
bekommen (vgl. Lit. 1). Wihrend in (4) die Determinante a einen von der Wahl
der Stromkreise unabhingigen Wert hat, unterscheidet sich die Determinante a’ in
(4a), wie auch die k-Knotenpunkte ausgewihlt werden mogen, von a nur um den
Faktor (— 1)k, Sind in Schaltung Bild 2 die Widerstdnde 3y, 3s, 35 37 . - . nicht
vorhanden, so ist k =1 und Ay = As," =0, und es wird fiir diesen speziellen Fall®)
n (7a)

!
Azz A’23 ...... Az,n-}-]_ l\
’ 14
Alg, Algg. ... As)n+1 |
a':—‘ i
7 ’
[ An+1‘2An+1>3---An+1»n+1 l
und
1 ’
| A Ay Aynty 1
4 14 ’
‘ A32 A33 ..... A3n+1 1/
|
ap’ = )

Anty e Antpse s Asryotg !

I | A o(

In dieser Arbeit wird nicht von der mehr symmetrischen Schreibweise (4a),
sondern nur von der Schreibweise (4) Gebrauch gemacht. Es stellt sich nimlich
heraus, daB die tiber (5) hinausgehenden physikalischen Einschrinkungen (6) keinen

Einfluf auf die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Realisierbarkeit
eines Widerstandes haben.

Zur Vereinfachung der Darstellung soll angenommen werden, dafl die Formen (3)
eigentlich definit sind, daf sie also den Wert Null nur annehmen, wenn alle x;=o0
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sind. Die anderen Fille ergeben sich dann leicht durch Grenziibergang. Wir be-
trachten aber im ersten Teil der Arbeit besondere Netze, in denen entweder iiber-
haupt sidmtliche Lix =0 oder alle Rijx =0 oder alle Dix =0 sind. Benutzt man
gl I i 221
FLi ™ Y 900 Lua
usw. fiir die Determinanten niedrigeren Grades, und entsprechend f, lik, fikmn fUr
die Rix und d, dik, dixma fir die Dix, so besagen (5a), (5b) und (5c), da die
drei Reihen von Hauptunterdeterminanten 1, 1y, liyee,. - ) 1, f11, T3120- .5 d, dyg
dy19q, . . . positiv sein miissen. Zu (6) mufl dann noch hinzugefiigt werden, dafl in
jedem geschlossenen Kreis die Summe der Ohmschen Widerstinde und die Summe
der reziproken Kapazititen positiv ist. '

die Bezeichnungen 1 fiir die Determinante |Lix|, lix fiir z;——

Kapitel I1.

Netze mit nur zwei Widerstandsarten (Ohmsche Widerstdnde und Kapazititen,

Kapazitdten und Selbstinduktionen einschlieBlich gegenseitiger Induktionen,

Selbstinduktionen einschliefilich gegenseitiger Induktionen wund Ohmsche
Widerstinde)').

2. Endliche Netze.

Sind keine Selbstinduktionen im Netz vorhanden, so erhilt man fiir den
.Widerstand eines Netzes von n Freiheitsgraden (d. h. von n unabhingigen Strom-
kreisen) statt (8) die einfachere Form

R — anln—{—an.;.ll"—l—l—...—l—agn
bnln+bn+1}vn_1+...+b2u—ll (
_H QAL (42 O Ay (it Ayn ) ’ ' 9
A2 A+ ... (A lzn—z)

Aus dem Umstand, dafl die quadratische Form 2‘ Rix xixx positiv definit ist,

kann man nun schliefen, dafl simtliche 1, reell smcll ku—n:i
<A, <Ay <2 <lg. .. <ldgn—y (10a)
ist®). Ferner folgt aus (5b) r>o0, r;;>>0. Somit ist auch
H>o. (11)

n
Weil aber auch nach (5¢) = Dixxixx positiv definit ist, so miissen, wie die Trans-
ik

LK=1IX

ﬂ
formation der Formenschar X (4 Rix -+ Dix) xixi auf Hauptkoordinaten sofort zeigt,

k=1

samtliche 1y positiv sein, so dafl man weiter noch erhalt
o4, (10b)
Jetzt soll gezeigt werden, dafl die Bedingungen (10a), (10b), (11) die Ein-
schrankungen, denen die Funktion (9) infolge der physikalischen Forderungen (3 a),
(5) und (6) unterliegt, erschépfen, dafl es also immer méglich ist, eine diesen Be-
dingungen geniigende Funktion (9) durch Ohmsche Widerstinde und Kapazititen
als Wechselstromwiderstand eines Netzes von n Freiheitsgraden zu realisieren, oder,
was dasselbe ist, ein den Forderungen (3a), (5) und (6) geniigendes Koeffizienten-

schema ajx zu wihlen, so dafl R = wird. Nehmen wir an, dies sei fiir den

a
hay
Fall bewiesen, dafl in (10a) nirgends das Gleichheitszeichen gilt, so muf3 die Be-
hauptung erst recht richtig fiir den Fall sein, daf3 zwischen zwei oder mehreren
der Ay Gleichheit besteht. Denn dann kann man den Widerstand R durch Kiirzen
auf eine dem ersten Fall entsprechende Form bringen und ihn sogar durch ein

Y} Vgl. Fufinote 2) S. 355.
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Netz von weniger als n Freiheitsgraden verwirklichen. Wir diirfen also uns beim
Beweis unserer Behauptung auf den Fall beschranken, dafi alle iv voneinander ver-
1

AR

schieden sind. gestattet dann eine Partialbruchzerlegung®) von der Form

n
8 __ hyv—y
a At dgv—y

v=1

Die 4,v—, sind hierin nach Voraussetzung positiv.

(12)

Die hyv-, sind positiv,
weil erstens zwischen zwei Polen von f:—l immer eine Nullstelle liegt und daher die
hyv—, alle gleiches Zeichen haben miissen, und weil zweitens wegen (11) der Aus-
druck i:—l fiir grofle 4 positiv werden mufl. Jetzt 1iBt sich leicht zeigen, daf} als

Koeffizientenschema von (4) die Matrix

A+, A+ A ,
}Mhl “h o o}
A+Al<l+al+}.+za> A2y o
h, h, hy hy
A=| /'L+/13<}.+13 )L—{—].s)l-{—ls (13)
1 h, h, hs b
| l+lzn—3<x+lgn_s+l+ign—l>
1; hon -3 hyn—3 hen—y ‘

der Forderung (9) und den physikalisch notwendigen und hinreichenden Bedingungen
gerecht wird.

Subtrahiert man die erste Zeile von der zweiten und sodann die erste Kolonne
von der zweiten, hierauf die zweite Zeile von der dritten Zeile und weiter die zweite
Kolonne von der dritten Kolonne usf., so erkennt man, daf§

Aty Aty

a= H By s (14)
v=1
Fiir a,; ergibt sich
A4 h
= Ty gy + l—_—-l—lll.a

35102 1St von derselben Form, wie a;, und lifit sich wieder entsprechend um-

formen. So erhdlt man nacheinander
_l—l—ll.l—l-l:,._ h, h; \
ayy = h1 “h, a119233 T ) i, - T+ I a
. v —1 I
=a- Z}. oy — (15)
v=1

Die Auflosung der Gleichungen (4) mit den Koeffizienten (13) liefert also tat-
sichlich (9) als Widerstand. Die physikalischen Forderungen (3a), (6a), (6b) sind
offenbar erfiillt. Die Schaltung Bild 3 fithrt bei der Wahl (13) der Koeffizienten Aix

' 1 h
, Cy=272

hpv_1' " Fgv_y

auf das Gleichungssystem (4), vorausgesetzt, dafl Ry = ! gemacht

wird. Dann wird namlich
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I I 1
Ry'=Rpp=Ry= F Rzz?R1+R2=E+h—3, R23=R2=h—,
. . ? (16a)
..Rn =Rn_ +Rn=—__-+—____
! ! hen—g hzu—l
Ay A )
Dy =Dp=D;= h’ 22—D1+D2—h1 D23=D2=f,
1 3
l n— }. o (I6b)
Dnn—-Dn_l—]—Dn—_ 2 3+B_2___1
2n—3 an—1

Offenbar ist dann fiir jeden geschlossenen Kreis die Summe der Ohmschen
Widerstdnde und die Summe der reziproken Kapazititen positiv. Jedes Glied der
Summe (12) entspricht einem Leitwert (reziproken Widerstand)

I _ Ahgy—,
| S R T
Retie

TG T crz

Bild 3. Eine den Widerstand eines beliebigen aus Ohmschen Wlderstanden und Kapazititen
bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichende Schaltung.

und der gesamte Leitwert der Schaltung Bild 3 ist

n

== — 1

v=1 Rv"‘z”?V

So ergibt sich die physikalische Realisierbarkeit des Widerstandes (9) unter
den Voraussetzungen (10) und (11) auch ohne Benutzung der Gleichung (4) und
ohne Zuhilfenahme von Determinanten einfach aus dem Satz, dafl der Gesamtleit-
wert einer Reihe von parallel geschalteten Leitwerten gleich der Summe der ein-
zelnen Leitwerte ist.

Liegt die Aufgabe vor, einen Wlderstand der Form (g) durch ein Netz zu ver-
wirklichen, so wird eine Partlalbruchzerlegung nur selten praktisch leicht durchfiihr-
bar sein. Gliicklicherweise gibt es eine Reihe (g9) verwirklichender Schaltungen, bei
denen sich die Widerstinde und Kapazititen rational durch die Koeffizienten ay, by
ausdriicken und sich leicht berechnen lassen. Dabei fassen wir nur solche Schal-
tungen ins Auge, die keine grofilere Zahl Schaltungselemente, als in Bild 3 vor-
handen sind, und demnach keine tiberflissigen Elemente enthalten.

Setzen wir z fiir —-, so schreibt sich (9) in der Form

l!
1 P ba+bayq,z4...+ byn_q2z0-1?
®——ﬁ_§_ an4anyZ+...F 228"t Ja,,20’ 9a)
(12) in der Form
Kav—y 12
¢ = ;: Z+Ugv_y’ (12a)
worin
hZV—l
kyv—y= >0
127—1

und
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>o0

Ugyv—1 =
_ 2v—1

ist. TFunktionen der Form (1za), allgemeiner Stieltjessche Integrale,

dy (u) . .
/ Sru (¥ (u) eine wachsende Funktion),
sind besonders von Stieltjes untersucht worden. Die Ergebnisse der Stieltjes-
schen Theorie werden bei der Betrachtung von Schaltungen mit unendlich viel Ele-
menten zum Zweck der Anndherung nicht rationaler Funktionen der Frequenz durch
eine endliche Schaltung herangezogen werdenl). Jetzt soll gezeigt werden, daf sich
(9a) in den endlichen Stieltjesschen Kettenbruch

I I I

_ 1] oL
©= \D1Z+|Gz+‘DsZ+ o ‘Gzn (17)
entwickeln lait. Bel einem Stieltjesschen Kettenbruch sind die Elemente D,,
© Gy, . .. positiv. Der Kettenbruch kann durch folgendes Divisionsverfahren ge-
wonnen werden:
Q=P-D;z+4+Q,
P=0Q; Gy+ P,

Qi =P;"Dyz + Q.
(18)

Qn—1 =Pa—;Don—124+Qn

Pa— 1= Qa Gen.
/
P 275 A EGNINXE s 4
JP - DN
’DT VS
. / \\ /_ < \\

A
P G

S

Bild 4. Zum Beweis der Entwicklungsmoglichkeit des Ausdrucks (9a) in ein Stieltjes schen
Kettenbruch.

Hierin sind Q vom n-ten, P, Q; vom (n~— 1)-ten, P,, Q, vom (n— 2)-ten. . .,
Po_y3 Qa vom o-ten Grad. Die obige Behauptung besteht nun darin, daff simt-
liche Dy, Gy positiv sind. Da bei der Festsetzung an >0, die wir treffen wollen,
alle Koeffizienten von (9) positiv werden, folgt zunichst D,>o0. Q,=Q—P-D,z
hat offenbar an den Punkten (—u,v_,) dasselbe Vorzeichen wie P, an den Punkten

(—11 ) = (— uyv) das Vorzeichen von Q. Die Nullstellen des Polynoms (n — 1)-ten
oV

Grades Q,, die &), &;, &, ... &u—; benannt werden sollen, sind also wieder alle
reell und, wie in Bild 4a fiir n =6 veranschaulicht wird, in folgender Weise
verteilt: '

!) Der betreffende hier nicht abgedruckte Abschnitt 3 ,Unendliche Netze“ der Disser-

tation enthalt u. a. die in Lit. 18 angegebene Nachbildung von homogenen Leitungen durch
Kettenschaltungen.
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—ul<—u2<§1<—U3<”"U4<§3<. . .<_uZn—z<£2n—-3<—u2n_1.

Das Polynom (n— 2)-ten Grades P, =P-—Q; G, mit den Nullstellen &,, &, & ...
£sn—4 hat an den Punkten —u,, das entgegengesetzte Vorzeichen wie Q,, an den
Stellen &,y—; dasselbe Vorzeichen wie P. Daher sind wieder alle Nullstellen &,v
reell, und ihre Verteilung ist nach Bild 4b durch

§1<§2<“u4<§3<§4<‘—ue<§5<§s<- . -<§2n—4<‘—uzn-—2<52n—3
gegeben.

Da die Nullstellen von P, und Q1 sich gegenseltlg trennen und beide fiir
1

P
Q% Q’
sind Zdhler und Nenner je um einen Grad niedriger. Genau wie fir P, Q ge-
schlossen wurde, kann man daher auch fir Py, Q, schlieBen, wodurch die Behaup-
tung bewiesen ist.

grofle z dasselbe Zeichen haben, so ist eine Funktion gleicher Art wie nut,

It e ————— _l
] il
G Ry G Ry Gn-13fn

Bild 5. Eine den Widerstand eines beliebigen aus Ohmschen Widerstdnden und Kapazititen
bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichende Schaltung.

Die Schaltung Bild 5 besitzt den Leitwert'(17), wenn Cgv_1=D;, R,y =

2V—1

—GI— gemacht wird. Alle Widerstands- und Kapazititswerte sind nach dem Ver-
2v
fahren (18) rational durch die Koeffizienten ay, by ausgedriickt.

Statt @ (z) kann man auch 9 (1) in Partialbriiche zerlegen und erhilt

n—1I
— mziv = (1
R=Ry+ 24 (h=0). (19)
v=20
Rﬂ f?1 Rz
o—WWW— —_——
P

li
Bild 6. Fine den Widerstand eines beliebigen aus Ohmschen Widerstinden und Kapazititen
bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichende Schaltung.

Analog der SchluBweise von Seite 361 oben ergfbf sich, dafl auch hier aufler
Agv >0 auch myy >0 ist. Der Zerlegung (19) entspricht die zu Bild 3 duale Schal-

tung Bild 6, in welcher die Elemente die Werte C, =

V=0, I,...n—1
mgv( y 4y )’

M2y (v=1,...n—1) haben. Nach (19) hat SR——RV0 dieselbe Gestalt wie

Ry =
" v
(1za) fiir den Grenzfall Uzn—, =0. Daher gestattet @ dig Kettenbruchentwicklung

II II .

e AAAN ey [ e e o o —
", A Ry Fon-z
= C7 TQ ==C’5 CZTL-7

Bild 7. Eine den Widerstand eines beliebigen aus Ohmschen Widerstinden und Kapazititen
bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichende Schaltung,

(20)
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mit positiven Werten C;, R,.. .., die man durch das Divisionsverfahren (18) erhalt.
Die Entwicklung (20) entspricht der Schaltung Bild 7. Nach den hier beschriebenen
Methoden lassen sich auch eine grofie Zahl gemischter Schaltungen herstellen, die
den gegebenen Widerstand (9) verwirklichen. Man braucht nur, wenn man mit
einer der Methoden, sei es Partialbruchzerlegung oder Divisionsverfahren, begonnen
hat, an irgendeiner Stelle abzubrechen, um dann den Rest oder einen Teil des
iibrigen Netzes durch eine der anderen Schaltungsarten darzustellen.” Dabei kann
es jedoch vorkommen, dafi der restliche zu verwirklichende Widerstand einen Grenz-
fall von (9) (A; =0, Aya—; = o0 oder eine Kombination dieser beiden Fille) dar-
stellt. Diese Grenzfille wollen wir nun untersuchen.

Sie entsprechen Fillen, in denen die Formen (5b) und (5c¢) semidefinit sind.
Wird in der Schaltung Bild 3 irgendeine Kapazitit, in der Schaltung Bild 5 C,, in
Bild 6 Cy, in Bild 7 Cyn—; unendlich grofi, so bleibt der Widerstand (9) fir sehr
kleine Frequenzen endlich. Dies kommt dem Grenziibergang 1,—o0 gleich. Ver-
schwindet andererseits in Schaltung Bild 3 oder 5 irgend ein Widerstand, in Bild 6
oder 7 der Widerstand R, so verschwindet der Widerstand (g) fiir sehr grofie Fre-
quenzen. Dies entspricht dem Grenziibergang A4n—,—> oo (wobei limH2,,_; end-
lich). Andere Grenziiberginge bewirken nichts Neues, sondern nur, dafl zwei
innere 1, einander gleich werden, so dafl sich im Zihler und Nenner von (9) je ein
Faktor forthebt. Danach lassen sich unsere bisherigen Ergebnisse dahin erweitern:

1l
— _ _W\RW, 2
a /'?2 R.‘:‘ o 7 /?2 ___5"?
T~ B
Il Il oMW —T— AW
| Il Ry B Rs
> 2] A G : a ﬁ—-cz =0

Bild 8. Diec den Widerstand eines beliebigen aus Ohmschen Widerstinden und Kapazititen
bestehenden zweimaschigen Netzes verwirklichenden Schaltungen ohne tberfliissige Elemente.

ome AAMA

a

[

H%H

[ Se——

b =

L
)

[

Bild 9. Zusammensetzung von Schaltung Bild 8 c aus den Schaltungen Bild 8d und 8b.

SatzI: Jeder durch ein Netz von n Freiheitsgraden aus Kapazititen
und Ohmschen Widerstinden gebildete Widerstand hat bei
den Bedingungen (10) und (11) die Form (9) mit Einschlufl der
Grenzfille ;—0, Adyn—;—» (wobei lim Hi,n—, endlich), Er
128t sich stets durch jede der Schaltungen Bild 3, 5§, 6, 7 und
durch jede Kombination dieser Schaltungen ersetzen Bei
solchen Kombinationen oder in den Grenzfillen miissen die
Grenzwerte R=0, C= o zugelassen werden.

Dabei geniigt es offenbar, dem ersten bzw. letzten Schaltelement den Grenz-
wert zu erteilen, wenn erforderlichenfalls die Zahl der Freiheitsgrade der Ersatz-
schaltung verringert wird. Welches der beiden Endelemente fortfillt, oder ob sie
beide fortfallen, erkennt man an dem Verhalten von R fiir sehr kleine und sehr
grofle Frequenzen. Die im. Satz I ausgesprochene Gleichwertigkeit der Schaltungen
Bild 3, 5, 6, 7 mit einer beliebig gegebenen Schaltung von n Freiheitsgraden gilt
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auch fiir komplexe A, d. h. auch fiir beliebige nichtperiodische Vorginge (Ein-
schwingvorginge).

Ist n speziell gleich 2, so ergeben sich im ganzen vier Schaltungsméglichkeiten
(Bild 8) nach den beschriebenen Methoden. Schalting Bild 8¢ kann entweder durch
Partialbruchzerlegung von & oder durch Kombination von Schaltung Bild 8d mit
8b erhalten werden, wie Bild ga zeigt. Der zweite Teil mufl hier mit einer Kapa-
zitit endigen, weil die Schaltung Bild gb fiir A = co den Widerstand Null besitzt.
Hieraus geht auch hervor, dafl die Partialbruchzerlegung fiir Schaltung Bild 8c zu
Ausdriicken fiir die Kapazititen und Widerstinde fiihrt, die in den ay, by rational
sind. Man erkennt auch, dafi in dem speziellen Fall von zwei Freiheitsgraden mit
den hier beschriebenen Methoden simtliche i{iberhaupt mdglichen Schaltungsarten
erschopft werden, wenn keine {berfliissigen Elemente (d. h. hier nicht mehr als
vier) in der Schaltung vorkommen sollen:

Satz 1a: Jeder durch ein zweimaschiges Netz aus Ohmschen Wider-
stinden und Kapazititen gebildete Widerstand hat die Form
a,A2 - az 4 +a,
A= b2 (21)
und 148t sich durch jede der Schaltungen Bild 8 darstellen.
Bild 8 gibt die einzigen Schaltungen, welche dies leisten und
keine iiberfliissigen Elemente enthalten. ' '

. 5 /FZ
a .
Ly Ly

WO % — TO00
7

L
R

Bild 1o. Schaltungen, die den Widerstand eines beliebigen aus Ohmschen Widerstdnden,
Selbstinduktionen und gegenseitigen Induktionen bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichen:

n
In den anderen beiden Fillen, wo sich die Form 2 Aixxixx nur aus zwei
' i, k=1

definiten quadratischen Formen zusammensetzt, nimlich wo einmal Dix=o0 und
das andere Mal Rix = 0 ist, konnen fast wortlich dieselben Uberlegungen angestelit
werden. Der Umstand, daf} fiir die Lix Einschrinkungen wie (6a), (6b) nicht
gelten, spielt fiir den Charakter der Widerstandsfunktion, d. h. fir ihre Nullstellen
und Pole [s. die Ungleichungen (10) und (I1)] keine Rolle. Wir begniigen uns da-
mit, die Resultate anzugeben.
Das Netz enthalte also erstens nur Widerstidnde, Selbstinduktionen und gegen-
seitige Induktionen. Dann gilt der
Satz II: Jeder durch ein Netz von n Freiheitsgeraden aus Ohmschen
Widerstanden, Selbstinduktionen und gegenseitigen Induk-
tionen gebildete Widerstand hat bei den Bedingungen (10)
und (11) die Form
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R Qg At Fa A —1 44 ap
byl byAr—24 . by
_HAH ) G+ AR (k- lyny)
(At 2g) (b A9 - - (A F hgn o)

mit Einschlufi der Grenzfidlle 4,0, dgn—y;~>© (wobei lim Hi,,_,
endlich). Er 1aft sich stets durch jede der Schaltungen Bild 10,
die keine gegenseitige Induktion enthalten und jede Kom-
bination dieser Schaltungen ersetzen. Bei Kombinationen
oder in den Grenzfillen miissen die Grenzwerte R=0, L =0
zugelassen werden.

Bild 10a entspricht der’Partialbruchzerlegung

av—1 ‘
8= 21+12v_1 (23)

V=1

(22)

und es ist
Aoy — I
Ry=-2"1 [, =
Y h2V"‘1 h2‘—'1

S e

Om

5 é é z % %

Bild 11. Die den Widerstand eines beliebigen aus Ohm schen Widerstinden, Selbstinduktionen
und gegenseitigen Induktionen bestehenden zweimaschigen Netzes verwirklichenden Schaltungen
ohne iberflissige Elemente.

Bild 10b der Kettenbruchentwicklung
1]

®:|—fﬁ+|Glz+|L]A+ --i-l—(}*;1 (24)
und es ist sz::GI—zv; Bild 10c¢ der Partialbruchzerlegung
R= R°+22I-|n-2;2v( %’ =0 szzl:v V=123... n—])) (25)
und es ist e
Ly=myv(v=0,1,2,.. ;d'—l), RV:I::VV (v=1,2,...n—1);

Bild 10d endlich entspricht der Kettenbruchentwicklung
II

SRS '
R= R+|MZ |R+l o

1]
s (26)
und es ist .

‘ 1
My —

Anfangs- oder Endelement der angefiihrten Schaltungen verschwinden wieder
nur dann, wenn einer der beiden oder beide Grenzfille 4, -~ 0, 4,0 ;> oo vorliegen.
Alle ibrigen Elemerte sind positiv, wenn erforderlichenfalls die Zahl der Freiheits-
grade der Schaltung verringert wird. '

L2V—1 =
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Ferner gilt analog zu dem Satz Ia der

Satz Ila: Jeder durch ein zweimaschiges Netz aus Ohmschen Wider-
stinden, Selbstinduktionen und gegenseitigen Induktionen
gebildete Widerstand hat die Form

_agA®d-a;d4-a,
R= byA b, (27)

und 148t sich durch jede der Schaltungen Bild 11 darstellen.
Bild 11 liefert die einzigen Schaltungen, welche dies leisten
und keine iiberflissigen Elemente enthalten.

Der letzte Teil des Satzes Ila gilt auch bei Zulassung von gegenseitiger In-
duktion. Bei vorhandener gegenseitiger Induktion ist ndmlich stets ein Element in

der Schaltung iiberfliissig, da ja wegen a,7#o0 zwei Ohmsche Widerstinde in der
Schaltung vorkommen miissen.

Bild 12. Schaltungen, die den Widerstand eines beliebigen aus Kapazititen, Selbstinduktionen
und gegenseitigen Induktionen bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichen.

Nehmen wir weiterhin Rjx =0 an, so ergibt sich der

Satz III: Jeder durch einNetzvon nFreiheitsgraden aus Kapazititen,
Selbstinduktionen und gegenseitigen Induktionen gebildete
Widerstand hat die Form

R = agA®n + 2,420 -2 - 3, 42041 | la,,
» byA%2 =14 bgA?r=34 .+ byn—;4
— H-(x 4+ %) (+ %) (X +X5). . . (X F Xpn—1)
A (X + Xy) (X+X4) « (X -k Xgn—yp)
mit Einschlufl der Grenzfille x;—+ 0, X35, o (wobei lim Hxyn—,
endlich). Darin ist x=4% und die %y geniigen den Relationen
(10) und (11). Der Widerstand (28) 146t sich stets durch jede
der Schaltungen Bild 12, die keine gegenseitige Induktion
enthalten und durch jede Kombination dieser Schaltungen
darstellen. Bei Kombinationen oder in Grenzfillen miissen
die Grenzwerte C=o0, L =0 zugelassen werden?l).

. Bild 12a entspricht der Partialbruchzerlegung

(28)
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Toy— 1 1 1
)v@ —-2¥7L ( == v—1= )9 2
2 Y+Y2V—1 y X A2 Yav—1 Xov—1 , (29)
und es ist
Ly=Y2v71 Cy=tyy—1q;
Tav—1
Bild 12b der Kettenbruchentwicklung
PYCY I S I | VIS 1 I o
JD +]M2 |D3y ]Mzn (30)
und es ist
I I
V C‘_)V—I:Dzv_Iy L2V=M2vv
Bild 12¢ der Partialbruchzerlegung
——Lo+ZX+ (o=0), (1)
und es ist
Cv=i (v=O’I,...n—I), LV=S2V (V=I)2!"'n—l);
Sgv Xs v
Bild 12d endlich der Kettenbruchentwicklung
ER I| I I 1|
— =L SRR B
0+1CX+‘L2+IC3X+ +‘C2n—1x (32)

T3 1 e

% i % ;—fmzszs*::m:

O

L]

Bilq 13. Die den Widerstand eines beliebigen, aus Kapazititen, Selbstinduktionen und gegen-
seitigen Induktionen bestehenden zweimaschigen Netzes verwirklichenden Schaltungen ohne
iberflissige Elemente.

Durch Differentiation von (31) nach w? = —x folgt, daf} % mit wachsender

Frequenz w von den Polen abgesehen stets zunimmt. Auch bei den Schaltungen
Bild 12 fallen nur das erste oder letzte Element oder beide Randelemente fort,
wenn. Grenzfille (x; =0, Xyn-, = o0) vorliegen. Treten untereinander gleiche xv
auf, so verringert sich die Zahl der Maschen der Schaltung. Ferner gilt der
Satz IIla: Jeder durch ein zweimaschigesNetz ausKapazititen,Selbst-
induktionen und gegenseitigen Induktionen gebildete
Widerstand hat die Form
R — ag A +ayAf+a,
by 45 + by A
und liBt sich durch jede der Schaltungen Bild 13 darstellen,
Bild 13 liefert die einzigen Schaltungen, welche dies leisten
und keine iiberfliissigen Elemente enthalten??).
Wieder gilt der letzte Teil des Satzes Illa auch bei Zulassung von gegen-
seitiger Induktion.

(33)
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4. Die Bedingungen fiir die Realisierbarkeit eines Widerstandes.

Netze mit einer endlichen Maschenzahl ergaben als realisierbare rationale Funk-
tionen der Frequenz (9), (22) und (28). Der Einfachheit halber beschrinken wir
uns hier wieder auf den Fall, dafl diese Funktionen in gekiirzter Form geschrieben
sind. Als mnotwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Realisierbarkeit er-
kannten wir (10) und (11), worin im Fall (28) 4 durch x = 4% zu ersetzen ist. Diese
Bedingungen lassen sich auch rational in den Koeffizienten ay, by von (9), (22) und
(28) ausdriicken. Es geniigt offenbar, dies z. B. fiir (22) auszufithren. Die Bedin-
gungen, denen die Koeffizienten von (9) und (28) geniigen miissen, gehen aus jenen
fiir (z2) einfach dadurch hervor, dafl man die Koeffizienten

3y, a5, 85....3n; by, by by .. .bp
durch
an, An4q, And - - -3gn; Dn, bogyy baga. . bgn—y
bzw.
8g, Ay, Ay,...8gn; Dy, bg bs. . .byn—y

ersetzt. Da in (22) a,7=0 ist, darf ohne Einschrinkung der Allgemeinheit a;>o0
vorausgesetzt werden, was wir tun wollen. Die in (10) enthaltene Bedingung, dafi
Nullstellen und Pole von (22) sémtlich reell und verschieden sind und die Null-
stelled durch die Pole getrennt werden, zusammen mit (11), kann nach Hurwitz
(Lit. 20) in folgender Weise formuliert werden. Es muf} jede zweite Hauptunter-
determinante (durch Umrahmung hervorgehoben) der Determinante

T a, a, ag a; - ag

| o b, b, b, \ by bs

o a, a, a, ag 2,

o o b, b ‘ by b, |

i 0 0 a, a a, a . . . (53)
I o ¢! o) b, b, b;

|

bis zur 2 n-ten positiv sein. Wenn wir hierzu diejenigen Ungleichungen, zwischen
den a, hinzufiigen, die ausdriicken, da8 die Nullstellen von (22) negativ reellen Teil
besitzen, so haben wir ein System von Bedingungen, das mit (10) und (11) gleich-
wertig ist und die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Realisier-
barkeit der Funktion (22) als Widerstand angibt. Den notwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir, dafl die Wurzeln einer Gleichung

g =agh+a; 214 aA2—%+f ... +a=0 (54)
mit reellen Koeffizienten simtlich negativ reellen Teil besitzen, hat Hurwitz in
derselben eben zitierten Arbeit eine einfache Form gegeben. Wir werden auf sie
noch bei der Betrachtung derjenigen Funktionen des Frequenzparameters 4 zuriick-
kommen, die als Widerstinde von Netzen auftreten, welche sowohl Selbstinduktion,
wie Kapazitit, wie auch Ohmsche Widerstinde enthalten. Hurwitz zeigt in jener
Arbeit zunichst, daff, wenn man '

Pg(—itw)=U+iV (w, U, V reell) (35)
setzt, in %— genau wie in (22) Zahler und Nenner nur reelle verschiedene Wurzeln

besitzen, diese einander trennen und auBerdem der hochste Koeffizient in U das-
selbe Vorzeichen wie der in V hat, und umgekehrt, dal g (54) nur Wurzeln mit
negativ reellem Teil besitzt, wenn dies der Fall ist. Daher kann man diese Be-
dingungen dadurch ausdriicken, dafl n Determinanten (53) positiv sein miissen.
Wegen der speziellen Werte der ay, by in unserem Fall gelangt man so zu den
o Hurwitzschen Bedingungen*2), falls a,>0 angenommen wird:
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Damit (54) nur Wurzeln mit negativ reellem Teil besitzt, ist notwendig und
hinreichend, daf} die n ersten Hauptunterdeterminanten der Determinante

a, a, 0 0 o]
ag a, a, a, o
a; a, a, a, a,
a, ag a a4 a, . . . (56)
ay ag a, ag ag

positiv sind.
Diese Bedingungen enthalten als notwendige Folge die Ungleichungen ay>o.
So erhilt man als Ergénzung zu den Sitzen I, II, III:

Satz IV: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Realisierbarkeit eines Widerstandes von der Frequenz-
abhingigkeit (22) durch ein Netz aus Selbstinduktionen,
gegenseitigen Induktionen und Kapazititen werden durch
die 2nUngleichungen (53) und (56) gegeben. Die entspre-
chenden Bedingungen fiir (9) und (28) gewinnt man hieraus,
indem man

ag, Ay, A9, . . . dn; by, by, by . . . bn
durch
n, 8o+ Antg - - - d2n; Dny boyy bogp . o . Dan—y
bzw.
Ay, Ay A4, . . . 3yn; Dby, by by oo byn g
ersetzt.

Aus den Ungleichungen des Satzes IV folgt, dafl simtliche Koeffizienten von St
positiv sind, Haben wir es speziell mit dem Fall n =2 zu tun, so reduzieren sich
die Hurwitzschen Ungleichungen (56) auf a,>>o0, a;>0, a,>>0, und es ergibt
sich der

Satz IVa: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Realisierbarkeit eines Widerstandes von der Frequenz-
abhéngigkeit (27) durch ein zweimaschiges Netz aus Selbst-
induktionen und gegenseitigen Induktionen und Ohmschen
Widerstinden werden bei der Annahme ag>o0, durch die Un-
gleichungen

a; >0, 3, >0 (57)

und

‘ by >0, —ayb,2+a;b;by,—ayb,2>0 (58)
gegeben. Die entsprechenden Ungleichungen fiir (21) und

(33) ergeben sich hieraus, indem man

ag, @y, @5, by, by

durch

ay ag, a4; b, by
bzw.

ag, a5 34; by, by
ersetzt.

Die physikalische Notwendigkeit der Bedingungen (58) 148t sich unmittelbar ein-
sehen, wenn man die a; und b; in (27) durch die Selbstinduktionen und gegenseitigen
Induktionen Lix sowie die Ohmschen Widerstinde Rix des zweimaschigen Netzes
ausdriickt. Man erhdlt so die offenbar physikalisch notwendigen Ungleichungen:

Ly >0, (LiaRyy — Ly Ryp)2>o0. (58a)
Archiv f. Elektrotechnik. XVII. Band. 4. Heft. 25
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Ganz entsprechendes gilt fiir die Falle (21) und (33). In Satz IVa ist ange-
nommen, daf} sich die Widerstinde (27) bzw. (21) oder (33) nicht schon durch ein
einmaschiges Netz verwirklichen ‘lassen, daf} sie also in gekiirzter Form gegeben sind.

Die hier formulierten notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Realisierbarkeit eines Widerstandes lassen sich noch in anderer Gestalt schreiben,
die eine Verallgemeinerung auf unendliche Netze gestattet, welche nichtrationalen
Funktionen entsprechen. _

Die Kettenbriiche (17), (24) und (30) sind in 4quivalenter Form geschrieben
von der Art :

el | sl | a5l sn |
T P+ T [

mit positiven ay, und ihre Entwicklung nach fallenden Potenzen von u mége

Co Cy Co
R . FE
u u u

+ ...+

lauten. Die Funktionen (g9), (22), (28) lassen sich nach den Sitzen I, II, I dann
und nur dann als Widerstinde von Netzen mit zwei Widerstandsarten verwirklichen,
wenn die Kettenbruchentwicklungen (17) bzw. (24), (30) zu positiven ay fithren.
Nun besteht zwischen den @y und den ¢, der folgende Zusammenhang (vgl. Lit. 23,

S. 304):

Yv+19v—1 q‘v+11/);'
Ay =y, Qoy= ——"—"12 "2 @ = r
1= 2v - 2vt 1 S (59}
worin
Go=1, =1
o C; - . . Cy—y ¢y Co - - . Cy—q
N Cp - . . Gy Cs C; . . . Cy
(pvz . . . - - . ] y)v
Cyv—q Cv .« . . Cavey Cv—1 Cv . . . Cpy—gp
(v=1,2,3 ...) (v=2,34,...)
Man schlief3t hieraus sofort, dafl
gv>o(v=1, 2, 3, ...n) (60}
und
Pav <O, YWoy—1>0 (v=2, 3,4, ...0n41) (61)

zu (53) und (56) dquivalente notwendige und hinreichende Bedingungen sind. Nach
Hurwitz (Lit. 19) sind speziell die Ungleichungen (60) mit (53) gleichbedeutend.
(60) gibt also wie (53) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, da}
bei einer gebrochenen rationalen Funktion von u mit einem Zihler vom (n — 1)-ten
und Nenner vom n-ten Grade Nullstellen und Pole simtlich reell sind und einander
trennen und der Koeffizient der hochsten Potenz im Zihler und Nenner gleiches
Zeichen hat [Satz von Jacobi und Borchardt]®).

Kapitel III.

Netze mit Selbstinduktionen, gegenseitigen Induktionen, Ohmschen
Widerstinden und Kapazititen®).

5. Zweimaschige Netze: Notwendige Bedingungen.

Der allgemeine Ausdruck (8) fiir den Widerstand eines n-maschigen Netzes
reduziert sich fiir n =2 auf

1) Der Abschnitt 8 , Netze mit einer beliebigen Zahl von Freiheitsgraden: Notwendige
Bedingungen“ und der Abschnitt 9 ,Netze mit einer beliebigen Zahl von Freiheitsgraden:
Ansatz zur Losung® der Dissertation sind hier fortgelassen.
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agit+a i34 a, /24 azlfa,
by A3 4 by 4% 4 by i

Der Zusammenhang zwischen den aj, b; und den Rix, Dik, Lix ergibt sich

R= (62)

sein mufl. Man

daraus, dafl bei den Bezeichnungen des ersten Kapitels fit =

hay
erhalt:

Ly Loy — Lygo? = ag k#, (63)
LiiRos Lo Ryy —2Lp Ryp = 2 K2, (64)
Ly Dge+ Loy Dy —2L4, Dy = 2, k2 — r = ck?, (65)
Rui Doy + Rpp Dyy — 2R3 Dy = 23 k3, (66)
Dy Dyy —Dyp? = ag k?, (67)
L,y = by k3 (68)
Rys = by k%, (69)
Dy, = by k? (70)

und wir setzen noch :
r=Ry Repp —Ryp? = dk?, (71)

so dafl
c=a,—d.

Die nun in Angriff zu nehmende Aufgabe besteht darin, erstens die Bedin-
gungen zu bestimmen, unter denen zu gegebenen a;, b; sich ein reelles von Null
verschiedenes k und den physikalisch notwendigen Einschrinkungen (5), (6) ge-
niigende Lix, Rix, Dix bestimmen lassen, und zweitens gegebenenfalls physikalisch
mogliche Losungen der Gleichungen (63) bis (7o) aufzustellen. Wir befassen uns
hier vorwiegend mit der ersten Aufgabe. Die zweite Aufgabe macht offenbar keine
prinzipiellen Schwierigkeiten und ist von Foster, wie schon erwdhnt, in sehr voll-
standiger und fiir die Praxis brauchbarer Weise geldst. Wir geben nur eine Losungs-
methode der Gleichungen (63) bis (70) im Prinzip an, und zwar in einer Form,
die einer Verallgemeinerung auf n>2 fihig ist.

Die neun Gleichungen (63) bis (71} bestimmen aufler k2 und d nur sieben Wider-
standselemente, entsprechend dem Umstand, dafi der Ausdruck (62) sieben wesent-
liche Konstanten enthilt. Die rechten Seiten der Gleichungen (63), (64), (66) bis
(70) sind, vom Faktor k% abgesehen, die Koeffizienten der darzustellenden Funktion
(62). Setzt man Lix = 0 oder Rix.= 0 oder D;jx= 0, so verschwinden eine gewisse
“Anzahl von den a; bi, d, wobei a, durch c ersetzt ist; alle librigen bleiben aber
ungeindert. Nun sind aber auch die rechten Seiten von (71) und (65) bis auf den
Faktor k% durch die Koeffizienten von (62) bestimmt. Wie wir bald sehen werden,
geniigt nimlich J einer quadratischen Gleichung in den a;, b;?®), die man durch Eli-
mination der {ibrigen noch zu bestimmenden Gréflen aus den Gleichungen (63) bis
(71) gewinnen kann.

Um notwendige Bedingungen fiir die Aufldsbarkeit unseres Gleichungssystems
zu erhalten, setzen wir statt (3)

Aix= uLix + (A Rix + Di).
Dann wird
a(u)  ag®+(agh4c)u- (0A%+ azd + ay)
agy (u) bype + (by 4 + by) ’
woraus sich (62) ergibt, wenn man u==4% setzt. Wir konnen nun genau wie in

(72)

Abschnitt 2 daraus, dafl = Lix xi xx positiv definit ist, schlielen, daf} die Null-
i,k =1
stellen und Pole der rationalen Funktion von p (72) simtlich reell sind und ein-
ander trennen (oder im Grenzfall iibereinstimmen). Die Vorzeichen der Koeffizienten
der hochsten Potenzen von g im Nenner und Zihler stimmen {iberein. Dies gilt fiir
25*
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alle reellen A. Deshalb mufl nach (58) wegen unserer Festsetzung ag>0 notwendig
b; >0, und _
—ag(byd + bg)? + (a4 -+ ¢) by (ba 4 + bg) — (4% + azh 4-a) b2 >0

sein, letzteres fiir alle reellen 4. Ordnet man nach 4, so ergibt sich

(= 6by2 4+ a;byby— agby?) A2 — (azby2 — by by —a, by by - 2 3, bybiy) 4 +
. + (—aobg® +-cbgb; —ag b)) >o. } (73)
Daher ist notwendig:
Ty* = —aybg? - cbgb; —asb,2 >0, (74)
Ty =—dby® +a; by by —ayby* >0, (75)
4Ty T2 —(azb® — cbyby—a; by by 4 22a,b,by)2 >0. (76)

Bevorzugen wir nicht Lik, sondern Rix oder Dik, so erhalten wir zwei zu (73)
analoge Beziehungen. Es eriibrigt sich aber, diese abzuleiten, da das Gleichungs-
system (63) bis (71) in den Lik, Rix, Dix symmetrisch ist und daher jede aus den
Ungleichungen (5) gezogene Folgerung fir die Koeffizienten a,, a,, ¢, ag, a, d, b,
b,, b, giiltig bleibt, wenn man eine der Vertauschungen

b, und by, d und a, a; und c, (77a)
by und by, a, und a, ag und ay, (77b)
b, und b,, a, und 4, ¢ und a, (77¢)
vornimmt. So folgt noch die zu (74) und (75) analoge Ungleichung
T,2=—ayb2+ azb;b;—dbs2>0 (78)

und zwei (76) entsprechende Beziehungen. Die Notwendigkeit der Bedingungen
(78), (74) und (75) ergibt sich unmittelbar aus Satz IVa, wenn man nacheinander
Lix=o0, Rix=0, Dix=0 setzt, da, wie schon erwihnt, bei dieser Operation die
nicht zur Identitit werdenden Gleichungen des Systems (63) bis (71) ungedndert
bleiben. Die physikalische Bedeutung der gewonnenen Bedingungen fiir die Koef-
fizienten von (62) erkennt man, wenn man ihre Werte aus (63) bis (71) einsetzt.
Es wird nimlich [vgl. (58a)]:
k®Ty? = (Ry3 Dgs — Ry Dyo)?, l :
k®Tp? = (Dyp Loy — Dy L12)2s (79)
kO T3? = (L1 Ry — Ly Ryy)% ’
Wegen der Indentitit
Lo (Ry3Dop— Ry Do) 4+ Rpa (Dyp Loy — Dag L) 4 Do (LyaRps —LppRyp) = 0 (80)
besteht bei geeigneter Vorzeichenwahl zwischen T,, T,, T, die ‘Beziechung
b, T;+b,To+b;Ty=0. (8oa) .
Zwei der Ungleichungen (74), (75), (78) ziehen hiernach die dritte nach sich,
weil by, b,, b, reell sind. Durch die Wahl des Vorzeichens einer der drei Griflen
T,, T,, T, ist das Vorzeichen der beiden anderen mitbestimmt, wenn, wie wir hier-
durch festsetzen, (80a) gelten soll. Dann sind also T, T, T3 T, T;-T, mit dem
Vorzeichen bestimmt. '
Setzt man ebenso in den Klammerausdruck von (76) die Werte aus (63) bis
(71) ein, so wird
ké-(agb,2—cb;by—a; by by -+ 23;byby) = (81)
=2 (DyyLgy— Dgy L) (Lya Roa — Laa Ryp) = 2k T, Ty
Daher gilt in (76) nur das Gleichheitszeichen, so dafi (76) sich als quadratische
Gleichung fur J auffassen 1aBt. Fiihren wir die abkiirzenden Bezeichnungen
Diskriminante des
4byby—by* =4, [Nenners von (62)]
a;b; —aghy =V, L
a,b, —a;bg—az;b; =V, (82)
agbg—a;b, =V,
4V V3 — Vi =,
—agbg®+t azbyb; —a,b2=W
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ein, so lautet die Gleichung fiir 6 nach Fortheben des gemeinsamen Faktors b,?
4102 4-2(byV,— 2 W)d 4 4, =o0. (76a)
Gleichung (80) gestattet jede der Vertauschungen (77). Daher fithren die
beiden zu (76) analogen Beziehungen auf dieselbe Gleichung (76a). Unter Be-
nutzung der Vertauschungen (77) folgt aus (81) noch :
2T, Ty=azb®—cb;by,—a; byb;+ 22a,b,b,
2TgTy = —azb,b; 4 cby?—a;byb;+20dbgb, (81a)
2T, Ty=—a;b;b; —cbgb, 4 a;bg* + 22a,b; b,
Nun sollen noch aus der aus (73) durch die Vertauschung (77 c) hervorgehenden
Bedingung
Te?x?—2T;Tix %, + Ti¥x,2 >0 (73a)
fiir alle reellen x;, x,, zwei wichtige Folgerungen gezogen werden. Addiert man zu
(73a) den Ausdruck
- [b,2x,% — (by? — 2 by ba) x; X5 4 by? x,%],
der fiir 4, >0 positiv definit ist, so folgt

Vix2 —V,yx;: %5 + Ve x,2 >0, (83)
aufler wenn x; =X, = O.
Daher ist notwendig
V,;>o0 (84a)
V;>o (84 D)
Ay =4V, V3 —V,2>0, (84¢)

wenn 4; >0, d. h, wenn der Nenner komplexe Wurzeln hat.
Ist dagegen o, <o, so ist sicher by®>2b;b; und
d[by?x,® + (by® — 2 bjbg) x; X, + bs?x,%] >0
fiir x;-x,>0 aufler x, = x5 = 0.

Setzt man in (73a) —t

statt i—l, s0 foigt durch Addition mit dieser Unglei-
2 2
chung jetzt

Vix? 4 Voxy x4 Ve x,2 >0 (85)
fiir alle x;-x,>>0 aufler fir x, = x, = 0.
(85) ist also in jedem Fall richtig. Die physikalische Bedeutung wird klar,

wenn man? durch w? ersetzt. Dann unterscheidet sich nimlich (85) von dem
2
reellen Teil von (62) fir A =<{w:

Ro[% (0)] = —[R (@) + R (—iw)]

nur um einen positiven Faktor. Dieser reelle Teil mufl aber wegen der Energie-
verzehrung in den Ohmschen Widerstinden nach der Voraussetzung (5b) fiir
alle Frequenzen (auch in der Grenze fir w—0 und w— o) positiv sein?). In
jedem Falle folgt somit (84a) und (84b). Diese Ungleichungen erhilt man auch
aus der notwendigen Bedingung Re[R (iw)] >0, wenn einmal Lix = 0, das andere
Mal Dix = o0 gesetzt wird. Ferner folgen sie aus (75) und (78) wegen d >0. Wenn
A4,<0 ist [d. h. wenn der Nenner von (62) reelle Wurzeln besitzt] so muf} ent-
weder die Ungleichung (84¢) oder
V,>o0 (36)
bestehen, wobei (84c) und (86) sich nicht gegenseitig ausschliefen.
Weitere notwendige Bedingungen folgen daraus, dafl nach den Voraussetzungen

(5) Zihler und Nenner vonai in (7) nur Wurzeln mit negativ reellem Teil besitzen.

11
Wegen des mathematischen Beweises vgl. z. B. Routh, Lit. 21, Kap. VIL. Physi-
kalisch sieht man es daran, dafl jede freie Schwingung abklingen muf. Die Hur-
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witzschen Kriterien (5¢) dafiir, daff (62) Nullstellen und Pole mit negativ reellem
Teil besitzt, liefern aufler ay >0, by >0 noch die eine unabhingige Ungleichung
—aga,? 4 a,a,a;—3,a5> >0 (87)
aus der noch
4393, —azt<o (87 a)
folgt. Wir werden jetzt nachweisen, dafl man aus den aus dem Energieprinzip
ableitbaren Hurwitzschen Ungleichungen und (85) auf die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen fiir die Koeffizienten von (62) im Grenzfall Rix =0, d. h.
nach Satz 1Va, auf a, >0, a; >0, by >0
und :
W = —a, b2+ ab;b, —a,b,2 >0 (88)
schlieffen kann, oder, was dasselbe ist, darauf, dafl im Grenzfall Rix = 0 die Null- .
stellen und Pole von R einander trennen und rein imaginir sein milssen (einschl.
des Pols 2 =0). - Dieser Schlu} li3t sich auf beliebiges n>>2 verallgemeinern?).
Aus (85) und b, >0, b,>0, by >0 erhilt man wegen
bg?Vy + bgby Vo + by® Vg == by W (89)
W >0 und hieraus zusammen mit a; >0 noch a, >0, was zu beweisen war.
Es geniigt also schon, die Hurwitzschen Bedingungen fiir den Nenner von (62)
allein zusammen mit a, > o vorauszusetzen. Im Fall (84c¢) kann man auch folgender-
maflen schlieffen: (84c) wird erst recht richtig sein, wenn fiir b, derjenige Wert
gesetzt wird, der 4, zum Maximum macht. Dies ist
b, = (agaz—2a;a4) by 4 (aya, — 2aga,) by
87 -——4 853, )

(90)

Man erhilt so .
[(agas—2a;a4)b; + (a;35—2ag2ay) bg]? —(a; by —az by)?- (a2 — 4 a9 3,)

=4(—a,a +2a,2;33—3,35%) W >0 1)

woraus wiederum die Behauptung folgt.

Die Bedingung Re[® (i w)] >0 und die Hurwitzschen Kriterien fiir die Null-
stellen und Pole von A sind nicht unabhingig voneinander. Wie sich zeigen lafit,
folgen, wenn n einen beliebigen Wert hat, aus den Hurwitzschen Ungleichungen
fur die Nullstellen zusammen mit Re[R ({w)] >0 die Hur witzschen Ungleichungen
fiir die Pole, und umgekehrt aus den Hurwitzschen Ungleichungen fir die Pole
zusammen mit R.[R ({w)] >0 im wesentlichen die Hurwitzschen Ungleichungen
fur die Nullstellen. Hier soll fiir n =2 ein Beweis gegeben werden.

Wegen der Identitit

Vya5® + Vyasa; + Vya2 = by (—aga® + a; 2,33 — 2 257 (92)
folgen aus den Hurwitzschen Ungleichungen flir den Zahler von (62) nach (85)
b,>0 und hieraus nach (84a) und (84b) b,>>0 und by>>o0, also die Hurwitz-
schen Ungleichungen fiir den Nenner von (62). Umgekehrt folgen aus denHurwitz-
schen Ungleichungen fiir den Nenner und aus a, >0, b; >0 nach (84a) und (84b)
a; >0, a;>0 und deshalb nach (92) und (85) die Bedingung (87) und hieraus
schliefilich a, > o0, also alle Hurwitzschen Ungleichungen fiir den Zahler.

6. Zweimaschige Netze: Lsung der Aufgabe und hinreichende
Bedingungen.

Bei den Voraussetzungen, dafl eine Wurzel d>>0 von (76a) existiert,
ag >0, a,>0, by, >ound (78) positiv ist, kann nach Satz Ia und IV a das Gleichungs-
system (66), (67), (59), (70), (71) durch jede der Schaltungen Bild 8 geldst werden,
und zwar sind dies die einzigen Schaltungen ohne iiberflissige Elemente, welche

1) Der betreffende Abschnitt 8 , Netze mit einer beliebigen Zahl von Freiheitsgraden:
Notwendige Bedingungen® der Dissertation ist hier nicht abgedruckt.
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das stets leisten. Nachdem so die Rix und Dix und damit k2 in irgendeiner Weise
festgelegt sind, werden durch die linearen Gleichungen (64), (65), (68) die Lix ein-
deutig bestimmt, da die Determinante dieses Systems 2k3T, nicht verschwindet.
Weil ¢ der Gleichung (76a) geniigt, durch welche (63) beriicksichtigt wird, mufi
jetzt (63) von selbst erfiillt sein, und in der Tat erhilt man durch Einsetzen der
berechneten Werte Lix in (63) die Gleichung (76a). Die so berechneten Lix sind
reell, und wenn man noch die Voraussetzung b, >0 hinzufiigt, ist auch die Forde-
rung (5a) erfillt. Damit ist die Losung des Gleichungssystems (63) bis (71) unter
obigen Voraussetzungen einschlieflich b, >0 bewerkstelligt.

Als Beispiel diene die Schaltung Bild 8b. Durch Kettenbruchentwicklung
nach (17) erbdlt man zunichst

b \Y b; T,2 IV V2 :
Clzi! R2:b_:2'v C3:37321,R —T:’ kz_bngz (93)
und dann aus den Gleichungen (64), (65), (68), wenn wir festsetzen, daf} der Strom-
kreis von J; durch den Zweig 1 und den Zweig 2 gebildet wird, also

Ryy =Ry3== Ry Rp =R, +Rs,

I 1
Dy c, Dy, =0, Dy, C,
wird,
__cby—agby Ve (Ty Ty b, Vg2
Ly = T b L= —5;271"15_’ Ly = Enga (94)

Jede gegenseitige Induktion wird, der Vereinbarung iiber die Stromrichtungen
in Bild 2 entsprechend, dann positiv gezihlt, wenn sie im gleichen Sinne wirkt
wie eine Selbstinduktion im Zweig 2. Dann bestechen bei den Bezeichnungen von
Bild 14 die folgenden Beziehungen:

Lp=L;+L,+2M,;,
Lis =1Ly + M+ Mys + My, (95)
Loy =Ly+ L+ 2 M,
Die Verwirklichung gegebener Groflen Ly, L,,, Ly, die der Bedingung (5a)
geniigen, ist also ohne iiberfllissige Elemente stets in drei Weisen moglich:
Ly=Ly Ly=Lg My =Ly Ly=M;=Mp=o0 (96a)
Ly=TLgp Ly=Lj+Ls—2Lp Mp=L;—Ly; Ly=M;=DM;; =0 (96b)
Ly=Ly+Lyp—2Ly Ly=Ly, Mg=L;, —Ly;, Ly =My =M, =0, (96¢)
von denen die erste die einfachste ist. Wegen
LiL,—Mp2=L;;Lyp—Lp2=1>0, bzw. [,L;—M,2=1>0
wird auch in den beiden letzten Fillen die magnetische Energie bei jeder Strom-
verteilung in den Zweigen 1 und 2 bzw. 2 und 3 positiv, wie es ja auch sein muf,
weil (5a) erfiillt ist. Dagegen kénnen L,;, L,,, L,, durch
Li=Ly—Lyy Ly=Ly, Ly=Lyp—L;, Mic=0,
nur dann verwirklicht werden, wenn L, >0, L;; >L,,, L,y >L,, ist.

Aus (5a) folgt eben nur, daff bei allen den Strémen in den Zweigen 1, 2, 3,
welche die Kirchho ffsche Bedmgung in den Knotenpunkten erfiillen, die magne-
tische Energie positiv ausfillt.

Zu jeder Schaltung Bild 8 fiir die Ohmschen Widerstinde und Kapazititen
gibt es also drei Schaltungsmoglichkeiten fiir die Selbstinduktion, so daf} jeder
Widerstand (62), dessen Koeffizienten den Bedingungen a; >0, a; >0, b; >0,b, >0
und T,2>o0 geniigen, fiir jede Wurzel d >0 der Gleichung (76a) durch zwolf ver-
schiedene Schaltungen dargestellt werden kann. Die beiden nach Bild 8a ent-
stehenden Schaltungen, in denen im Zweig 1 eine Selbstinduktion liegt, sind zwar
der Anordnung der Elemente, aber nicht ihren zahlenméfigen Werten nach identisch.
Gemiafl der Losungsmethode driicken sich aufier bei den aus Bild 8a hervorgehenden
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Schaltungen die Schaltelemente rational durch die in (62) gegebenen Koeffizienten
ay, by und d aus. In der beschriebenen Art erhilt man stets Ldsungen, da die
hier gemachten Voraussetzungen nach Abschnitt 5 auch notwendig sind.
Eine besondere Betrachtung erfordert nur noch der Ausnahmefall T,=o.
Dieser Fall kann eintreten, wenn zwischen den Koeffizienten von (62) die Gleichung
2a,b; bybg —a3by by* —a;b,? 4 ag by? by — a, by by? + a; by?

— (b2 —2b, by)- V; — b2V, = 0 (97)
besteht, die man durch Elimination von ¢ aus T, =o0 und (81a) gewinnt®'). Die
Gleichungen (66), (67), (69), (70), #1) gestatten dann keine Losung nach Schaltung
Bild 8, dagegen unendlich viele Lésungen, wenn Kapazititen und Ohmsche Wider-
stinde nach Schaltung Bild 14 verteilt sind, nimlich

_ by _ 9 _ 1 — 2 :
G=gy =gy G=p i Re=beld (69)

worin k jede von Null verschiedene reelle Zahl sein kann.

I R L VM L Ry *ci
Y )
4

Bild 14. Schaltung, die fir My =L; =0 und fir My =1, =0 den Widerstand irgendeines
zweimaschigen Netzes aus Ohmschen Widerstinden, Kapazititen, Selbstinduktionen und gegen-
seitigen Induktionen im Ausnahmefall T, = o verwirklicht.

Die Gleichungen (64), (65), (68) werden linear abhidngig. Denn es ist
Ry Dya* [a, Dpp — ¢ Rgp - by (Rge Dyy — Ry D))
= Ibi:‘ (bs® Tg® — by? To?) + k3b;y T - (Ryp Das + Rpp D)
und dieser Ausdruck verschwindet nach (80a). Die Lésung von (63), (64), (65), (68)
lautet:

cbg—a,b kT '
Ly = ‘sTszi_l: L= T:’ 22 = Db k2. (99)
Gemafl (96a) 1aft sich also (62), wenn (97) erfullt ist, durch zwei nur durch
gegenseitige Induktion gekoppelte Kreise darstellen. Speziell fiir l’:les) wird
: 1Dz

Ly = Lyg und fiir k — b, (€2 2401

: bg? T
‘hier auch Schaltungen mit nur sechs Elementen ohne gegenseitige Induktionen den
Widerstand (62) realisieren.

Verschwindet aufler T, noch einer der Ausdriicke T, und T, so verschwinden
nach (80a) alle Ty, und (73) wird identisch Null. Da die linke Seite von (73) die
Resultante von Zihler und Nenner in (72) darstellt, so lifit sich (62) kiirzen und
schon durch ein einmaschiges Netz (Reihenschaltung von Selbstinduktion, Obm-
schem Widerstand und Kapazitit) verwirklichen. Mit den angegebenen zwdlf
Schaltungen sind alle Ldsungen ohne iiberfliissige Elemente (d. h. mit nur sieben
Elementen) erschépft, die den ganzen Bereich der darstellbaren Widerstinde von
der Form (62) umfassen. Sie enthalten sidmtlich gegenseitige Induktion. Die Lix
spielen gegeniiber den Rix und Dir hier eine besondere Rolle, anders als in den
Fallen, wo nur zwei Widerstandsarten im Netz vorkommen. Dies liegt daran, dafl
die Lix im Gegensatz zu Rix und Dix nur der physikalischen Einschrankung (5a)
unterworfen sind. Eine Lésung des Gleichungssystems (63) bis (71) ist zwar auch
méglich, indem man zunichst' (63), (65), (67), (68), (70) bzw.' (63), (64), (68),
{69), (71) durch eine der Schaltungen Bild 13 bzw. Bild 11 16st und zuletzt die

wird L, =L, so daB nach (96b) und (g6¢)
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Rix bzw. Dix bestimmt. Unter den Voraussetzungen, dall eine Wurzel ¢ >0 von
(76a) existiert und ferner

a, >0, by >0, by>0, by >0, T,2>0%)
bzw.

a; >0, 3, >0, b; >0, b; >0, T,2>0

ist, 1af}t sich analog wie frither schlieflen, dafl die Schaltelemente den Bedingungen (5)

geniigen. Die dariiber hinausgehenden physikalischen Einschrinkungen fiir die

Rix und Dix brauchen aber nicht erfiillt zu sein, so dafl man in dieser Weise

Schaltungen erhilt, von denen jede nur einen Teilbereich der {iberhaupt darstell-

baren Widerstande von der Form (62) iiberdeckt. Die Fille T, =0 oder T, =0

lassen sich analog T, =0 losen, es existieren aber hier nur die beiden Ldsungen,
welche den dort zuletzt angegebenen entsprechen, und diese sind als Sonderfille
unter den zwdlf den ganzen Bereich umfassenden Schaltungen enthalten. Mit zwei-
maschigen Netzen, welche nur einen Teilbereich der {iberhaupt durch zweimaschige

Netze darstellbaren Widerstinde umfassen, beschiftigen wir uns hier nicht weiter

und verweisen diesbeziiglich auf Foster (Lit. 9). Unser Resultat sprechen wir noch

als Satz aus: :

SatzV: Alle durch ein zweimaschiges Netz realisierbaren Widerstinde
lassen sich (fiir jedes mit den Bedingungen vertriagliche d>0)
durch zwolf Schaltungen darstellen. Diese Schaltungen gehen
aus denen von Bild 8 hervor, indem man in zwei Zweigen eine
Selbstinduktion hinzufiigt und beide Selbstinduktionen durch
eine gegenseitige Induktion verkniipft. Zwei der Schaltungen
(die aus Bild 8a entstehen) unterscheiden sich nicht durch die
Anordnung, sondern nur durch die zahlenmifiigen Werte ihrer
Elemente. Diese zw6lf Schaltungen sind die einzigen, welche
den ganzen Bereich der realisierbaren Widerstinde {iber-
decken. Ein Ausnahmefall kann nur vorliegen, wenn zwischen
den Koeffizienten von (62) die Relation (97) besteht33),

Die fiir die Auflosbarkeit des Gleichungssystems (63) bis (71) hinreichenden

Bedingungen

d>0, a;>0, a, >0, b; >0, b,~>o, T2>o0 (100 a)
wurden aus den physikalischen Forderungen (5a), (5b), (5¢) als notwendig abge-

leitet. Daher sind auch :
d>o0, a;>o0, b;>o, b,>o0, by>o, T2>o0 (100b)

6>0, a,>o0, a; >0, b;>o, by>o, Tg2>o (100 ¢)
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir dic Lésbarkeit unseres Problems.
Einen Teil dieser Abhingigkeit der Ungleichungen (74), (75), (78) voneinander er-
kannten wir schon frither im Anschlul an die Relation (80a). In diesen notwen-
digen und hinreichenden Bedingungen kommt eine bevorzugte Stellung der Lix
nicht zum Ausdruck.

oder

7. Zweimaschige Netze: Diskussion und Vereinfachung der notwendigen
und hinreichenden Bedingungen.

Nun soll die Bedeutung der aufgestellten notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen diskutiert und ihnen eine einfachere Form erteilt werden. Zundchst be-
handeln wir den Fall 4, >o0. Er liegt vor, wenn der Nenner von {62) komplexe
Wurzeln hat, aber auch, wenn der Zihler nur komplexe Wurzeln hat, wie spiter
gezeigt wird 3), also jedenfalls immer dann, wenn die Ohmschen Widerstinde gegen-
tiber den Selbstinduktionen und Kapazititen klein sind, wie es in den Anwen-
dungen hiaufig vorkommt. Es wird bewiesen werden, dafl die in diesem Fall
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4,>0 notwendige Bedingung (83) zusammen mit a, >0, b; >0, by,>>0 zugleich
hinreichend ist.
Die Aufldsung von (76a) liefert
470 =2W —b,V,+ 2, (101)

worin

§ 44%=(2W—b, V)2 — A, A, (102)
ist. Hierin bedeutet A% nichts anderes, als die Resultante von Zihler und Nenner
in (62):

aq a, a, ag a, 0

0 a, a,; ay ag ay

. b, b, by © e} o
A% = o b, by, by o o : (103)

o o] b; by bs o

o] o} o] b, b, b,

Daher erhilt man fiir #* auch, wenn man die Nullstellen und Pole von (62)
mit o;, 0, a;, @4 f, B3 bezeichnet:

A2 = a5 by* oy — ) (@1 — Fa) (@ — Ba) (a3 — fa) (03— ) (@5 — ) : (104)
(ag — o) (g —83)
und
A% = ay? (0y® by + 0y by + by) (@2 by + @y by + by) - } (105)
(05? by + a3by + by) (24? by + a4 by + by).

Wegen 4, >0 mufl hiernach auch im Fall reeller Nullstellen 42>0 ausfallen,
so dafl (101) reelle Losungen liefert. Diese Losungen sind wegen (83) aber auch
beide positiv. Es kommt darauf an zu beweisen, dafl 2W —b,V,>0 ist. Dies
folgt aber aus der Identitit

by (2 W —Db, Vy) =2 (Vb2 —V,byb; +V;by?) +V, 4, } (1c6)
= 2(Vybg? 4 Vybgby + Vb %) —V, by?
und aus (83). ‘
Die Diskussion der Ungleichung T,? > o beginnen wir mit der gréfieren
Wurzel 6 von (76a):
: AHhd=2W—Db,V,4+24
[vgl. (1o1)]. Es wird
A T2 =by 4, V;—Db2 (2 W —Db,V, 4 24).
Wire dieser Ausdruck, wie verlangt wird, positiv oder Null, so mifite
by dy Vs —bg2(2W —b,V,) >2b24>0
sein, alo auch durch Quadrieren
b2 42V —2by b £, V3 (2 W —b, V) + by (2 W —b, V)2 > byt
[(2W — Db, V)2 — 4, 4,]
oder
b2 A, V2 —2b,b2V,(2 W —b, V,) + bt 4, >0.

Wegen der Identitat
b2 4, V2 —2b,b 2V (2W—b,V,) +bstd, = —[(b2—2b;b;) V, — b2V, (107)
kann es aber nur im Ausnahmefall (97) vorkommen, daf} fiir die gréfiere Wurzel d
die Bedingung (100a)} erfiillt ist und zwar gilt dann das Gleichheitszeichen (T2 =o0)}.
Zugleich findet man bestitigt, dafl, wenn 4, >0 ist, 4, >0 sein mul. Andernfal’s
wiirde in (101) das obere Zeichen gelten, damit d >0 ist, und man erhielte in der
eben beschriebenen Art einen Widerspruch [vom Ausnahmefall, wo (97) besteht,
abgesehen].

Fiir die kleinere Wurzel J wird ganz entsprechend die Bedingung

by 4, V3 —bg2(2W —b, Vy) >—2b,24
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gefordert. Sie ist erfullt, wenn die linke Seite positiv oder Null ist. Wire sie es
nicht, wenn die linke Seite negativ ist, so miifite die Ungleichung
— b, £, V4 b2 (z2W—Db,Vy) >2b24>0
bestehen, aus der durch Quadrieren analog wie oben
— [(b? —2Db;bg) Vo —Dbg? V2 >0
also ein Widerspruch folgen wiirde. Somit ist der Satz abgeleitet:

Satz VI: Sind die Pole komplex (4,>0) und wird die Festsetzung
ap>0 getroffen, so lassen sich die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen fir die Realisierbarkeit eines
Widerstandes durch ein zweimaschiges Netz in folgender
Weise ausdriicken: Der Widerstand hat die Form (62) und
es ist

a; >0, b;>o0, by,>o
und
Vix? + Vo %, +Vix,?

positiv definit [d. h. (84a), (84b)

und (84¢) sind erfillt] Darin ’ /
sind _
lev Vl) Vz: V3 . »

durch (82) definiert.

Diese notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen miissen mit (100b) und (100c¢) dqui-
valent sein. Daf infolge von ihnen z. B. T,2>0
ist, erkennt man sofort daraus, dafl sie bei der
Vertauschung (77b) in sich ibergehen. Sind die
Bedingungen erfillt, so bleiben sie es auch, wenn
man alle a oder b mit einem positiven Faktor
multipliziert. So mufl es auch sein, denn zu
einem gegebenen Netzwiderstand erhilt man einen
zweiten, der sich vom ersten nur durch einen
positiven Faktor n? unterscheidet, indem man
die Ohmschen Widerstinde des die Zufithrungs-
klemmen enthaltenden Stromzweiges n2?-mal so
gro3, die Kapazitit dieses Zweiges n?*mal so
klein und die Windungszahlen der im Zweig
liegenden Spulen n-mal so grol macht. Die
Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich sofort,
wenn man die Stréme aller einzelnen Zweige
und die Kirchhoffschen Gleichungen, denen
sie geniigen, einfiihrt.

Ist 4,<o, so lassen sich die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen fiir die Losbar- \
keit unseres Problems nicht in Form von Un- \

gleichungen in den Koeffizienten von (62) ratio- \\
naler Ausdriicke schreiben, wenigstens nicht ohne 40N
Fallunterscheidung. Die nun folgende geome- ~ gy 06, —>bl

trische.Diskussion ~échlieﬁt sichanFoster ‘(Lit. 9) Bild 15. Bereich der Nennerkoeffizienten
an. Wir werden fiir gegebene a; das Gebiet der des Widerstandes (62) eines aus Ohm-

_ by by Eb besti ind di schen Widerstinden, Selbstinduktionen,
X =7 Y= Jtbene besummen, mdem di€ gegengeitigen Induktionen und Kapazi-

by 1 A : ;
Ungleichungen erfiillt sind, durch welche sich titen bestehenden zweimaschigen Netzes
bei gegebenem Zihler; Fall vier reeller

die notwendigen und hinreichenden Bedingungen Nullstellen :
fir die Realisierbarkeit eines Widerstandes (62) o, =—1. ay=—2, a3 =—3, a;=—24.
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durch ein zweimaschiges Netz ausdriicken lassen. Dann wird man zu gegebenen
a; (d. h. zu gegebenen Nullstellen) unmittelbar die Verhiltnisse b,:b,:bs (Summe
und Produkte der Pole) angeben kénnen, welche die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen erfiillen. .

Wegen der notwendigen Ungleichungen V, >0, V;>0, W>>0, b,>>0 liegt das’
zu bestimmende Gebiet sicher im Innern des durch die Geraden W==0, V,=0,
V,=0, W=0, b,=0 begrenzten Polygons (vgl. Bild 15). Nun stellt die Glei-
chung (76a) bei festen a; eine vom Parameter d abhingige Schar von Kurven zweiter
Ordnung in homogenen Koordinaten b,, b, b; dar. Jede Kurve der Schar wird
von den drei Geraden-Paaren T,%2==0, T,2 =0, T2 =0 berithrt. Denn nach (76),
wo das Gleichheitszeichen gilt, und zwei analogen Gleichungen reduziert sich die
linke Seite von (76a) fir Ty2 = 0 auf das Quadrat eines in b,, b, b, linearen Aus-
drucks, so dafl jede der sechs Geraden Ty?=o0 (v =1, 2, 3) mit (y6a) nur einen
Schnittpunkt hat. Da infolge von T,2>0, T,2>0, T2 >0

V, >0, V,>0, W o, %>o
1

ist, bilden die sechs Geraden fiir >0 ein geschlossenes Polygon, das ganz im
Innern des durch die Geraden W=o0, V=0, V, =0, W =0, b, =0 begrenzten
Polygons liegt. Das umschliefende Polygon ist die'Grenzlage der eingeschlossenen
Polygone fiir =0, und seine Seiten beriihren die Ellipse ¢ = o0(4,; = 0) der Schar
(76a). Die reellen Ellipsen der Schar (y6a) fiir >0 mit Einschlufi ihrer Grenz-
fille Gberdecken somit den gesamten zulidssigen Bereich. Ordnet man (76a) nach
Potenzen von b;:

11 Do? + 2y by by + €oa by + 2 €15 by by - 2 Cag by by 4 cg3by* =0 (76b)
und wihlt ¢;; >0, so wird die Matrix der cix:

ct—4agay 2a4a3— 3, C 2aja, —asC
Cik == | 2@p33— a,C a,2—4a,0 20¢c —agag | ), (108)
2a,a,—agC 20c—a;a, a2 —4a,0

Die reziproke Matrix lautet:
" 406U 2a,U 2a,U
Yik = 233U 434U 2cU (1083)
I 2a,U 2cU 425U
mit ; :
U=—0%+2a,0 —(aja3+ a,* —4apa,) 0+ (—aza,> + a; 2,83 —255%) } (109)
= — [0 —ag (@, + ap) (@3 + €a)] [0 ~ a9 (@ + @) (@y+ a4)] [0 — Ag (@1 + 0g) (5 + @5)]

Im Fall ¢;; = ¢y, =0, in welchem sich der Widerstand durch eine einfache
Reihenschaltung von Selbstinduktion, Ohmschem Widerstand und Kapazitit dar-
stellen lifit, reduziert sich die Kurve zweiter Ordnung auf den Punkt
b, a; by ¢

b,  z2a, b, zay
Reelle Ellipsen werden, wenn c;, >0 oder ¢,, >0, durch ygs =4a,U>0 und |cix|=
— 4U%<{o charakterisiert. Notwendig und hinreichend dafiir, dafl eine Kurve der
Schar (76a) eine reelle Ellipse darstellt, ist somit
' a,2—4a,0>0 : {110}
und
U>03%), {111)
Ist nur U>>0, aber a,2 —423,d< 0, so liegt eine imaginire Ellipse vor.
Laft man ¢ von — o an wachsen, so erhiilt man als Kurven der Schar (763},
mit der Parabel #, =0 angefangen, bis d =0 lauter reelle Ellipsen. Die Ellipse
d =0 (4, =o0) bildet die eine Grenzlage der das fragliche Gebiet tiberdeckenden
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reellen Ellipsen. Weitere Grenzen dieses Gebiets ergeben sich durch Betrachtung
der Einhiillenden der Schar (76a). Nach (102) erhdlt man als Gleichung der Ein-
hiillenden 42 = 0 oder nach (105) die vier Geraden
a?b;+ aib,+by=0 (i=1, 2, 3, 4). (112)
Insbesondere berithren alle Geraden der Form (112) die Parabel 4, =0. Die
Kurvenschar (76a) 148t sich daher auffassen als diejenige einparametrige Schar von
Kurven zweiter Ordnung, welche die vier Geraden (112) beriihrt. Fiir komplexe
Wurzeln sind die Geraden (112) imagindr, und aufler der Ellipse d =0 existiert
keine reelle Grenze fiir das Gebiet, das die reellen Ellipsen ¢ >0 iiberdecken.

Es sei:
ay=—0+ 00y o= —0—10 a=—0—10, ay=—0+1il,
wo [i>>0. Alle Wurzeln von U =0 sind jetzt positiv und die kleinste

03 = ag (034 ap) (03 4 @) » (113)
wird d; =4 a0,y Sicher ist fiir d<{d,

J a; \? (o tapdost a2 .

o (n)o(mratate) g g, |
und damit (110) erfillt, so daf} fiir 6<d; reelle Ellipsen vorliegen, die fiir d =4,
in ein Stiick einer Doppelgeraden ausarten. Da benachbarte Ellipsen sich im Reellen
nicht schneiden, so fillen die Ellipsen 0<{d<d, gerade das Innere der Ellipse
d =0 aus. Damit ist das zu bestimmende Gebjet auch erschépft. Bezeichnet d,
die mittlere Wurzel von U = o, '

0o = ay (0 + a3) (@5 + @), (114)

dp = ao ({1 + Lo)® + (L — L0
Dann ist zwar auch fiir §>>d, (111) erfilllt. Die Ellipsen sind aber dann ima-
ginir, weil

so wird

J a, 2. .

(B -+t
Da die Ellipse d =0 oder 4, =0 wegen fehlender reeller Einhiillenden oberhalb
der Parabel 4, =o0 (vgl. Bild 15) liegen muB, sind bei komplexen Wurzeln a; not-
wendig auch die Pole 8 komplex [4,>0].

Sind zwei verschiedene reelle Nullstellen vorhanden:
oy=—0y, Op=—10y; oy=—0Fi0, ap= —Cs-i::l (&>o),
so hat U= o0 nur die eine positive Wurzel (113)
dy=2a,(5+0a) L5

J ay \* L+8, -\
—a;<<m>—( > +&s)

so dafl wieder (110) erfiillt wird. Im Fall zweier verschiedener reeller Wurzeln
tiberdecken danach ebenfalls die Ellipsen 0<{d< d, das ganze zulissige Gebiet der

(32 33)—Ebene. Da zwei der Geraden (112) jetzt reell siﬁd, wird es aber jetzt

und fiir d<7d, ist

by’ by
aufler durch ein Stiick der Ellipse ¢ = o0 durch ein Stiick der Geraden
a®b; + a;by + by =0
und
@s’by 4+ aybs + by =0
begrenzt. Zu dem Ellipseninnern kommt noch das Eckgebiet, das von der Ellipse
und den beiden Geraden begrenzt wird, einschlieBllich der Grenze hinzu.
Sind endlich alle vier Wurzeln reell (Bild 15), oy > a5y > 03> 0a, so hat U =0
wieder drei reelle Wurzeln, und wieder ist die kleinste durch (113) und die mittlere
durch (114) gegeben. Fiir »
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o<ld<d, (115a)
und
d, << ds, (115Db)
worin d; die gréfite Wurzel von U = o bedeutet:
st 03 = ag(a; + @) (@5 + a3), (110)
is
i< 3y 22 oty + 05 + g \?
a, ~\2a, 2 ’

und daher existieren die beiden getrennten Bereiche (115a) und (115b) von reellen
Ellipsen, die zwei getrennte Gebiete der %, %3 -Ebene iiberdecken. Das erste
1 by

Gebiet ist von einem Bogen der Ellipse 4, =0, zwei Stiicken der den beiden ab-
solut kleinsten Nullstellen @, @, entsprechenden Geraden (112), wieder einem Bogen
der Ellipse ;3 =0 und zwei Stiicken der den beiden absolut gréfiten Nullstellen ay
und @, entsprechenden Geraden begrenzt. Es enthilt aufler dem einfach tber-
deckten Innern der Ellipse 4, =0 die beiden doppelt iiberdeckten Eckgebiete, die
von einem Ellipsenbogen und zwei Geraden-Stiicken begrenzt werden. Fiir d =d;
arten die das erste Gebiet tiberdeckenden Ellipsen in diejenige Doppelstrecke aus,
welche die Schnittpunkte der beiden ersten und der beiden letzten der vier Geraden
(112) verbindet. Das zweite, ebenfalls doppelt tiberdeckte Gebiet wird durch das
von den vier Geraden (112) begrenzte Viereck gebildet.

Im Fall von zwei oder vier reellen Nullstellen miissen die Eckgebiete und das
Viereck, die doppelt tiberdeckt werden, ganz unterhalb der Parabel 4, == o (Bild 15)
liegen. Die Parabel schneidet also die Ellipse 4, = 03%%). Denn nach Satz VI ist im
Fall 4,>0 nur das Innere der Ellipse «, =0 mit den physikalischen Forderungen
vertriaglich, und nach den zuvor gemachten Ausfithrungen geht durch jeden zu-
lassigen Punkt nur eine einzige Ellipse der Schar (76a). Wegen der notwendigen
Bedingung R¢[R({w)]>0 missen die Eckgebiete und das Viereck rechts von der
Geraden V, =0 liegen (vgl. Bild 15), welche die Ellipse ./, =0 in den Beriihrungs-
punkten mit den Geraden V, =0 und V; =0 schneidet.

10. Eine besondere die nach Kapitel II realisierbaren Widerstande
umfassende Klasse von Widerstédnden.

Es seien 3, X beliebige realisierbare Widerstinde; dann ist auch jede Funktion

1] I 1 1]
= I
[0 Tuws Twan gz (145)
wo u; positive Zahlen sind, realisierbar. Sie 1afit sich in Form eines Stieltjes-
schen Kettenbruches mit dem Argument Y3 schreiben, nimlich:

"1 1] 1| 1|
5 Teavs ! Tws ! Twe0s  Jwa (1452)
Daraus lifit sich folgern, daf} jede Kettenschaltung nach Bild 2, in der alle 3
mit geradem und alle 3 mit ungeradem Index sich nur um einen Zahlenfaktor
unterscheiden, einer weiteren Kettenschaltung sowie einer Reihen-Parallel- und einer
Parallel-Reihen-Schaltung (und Kombinationen solcher Schaltungen) dquivalent ist.
Sonderfille dieses allgemeinen Satzes findet man in den Arbeiten L.it. 14 und 15
behandelt. Als Beispiel fiir einen realisierbaren Kettenbruch der Gestalt (145)
fihren wir
A--a;—ia,  2ay| ag?| 4at| 9a,%|
Thatia, [ita  [30+a) [sG+a) [7e+a) T 149
an. Diese Beziehung folgt aus Lit. 23 S. 454 oben als Sonderfall. Fir a,>o,

ilog
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a, >0 entspricht der Kettenbruch einer Schaltung Bild 2, in welcher die 3 mit
ungeradem Index aus einer Reihenschaltung von Ohmschem Widerstand und Selbst-
induktion und die 3 mit geradem Index aus einer Parallelschaltung von Ohmschem
Widerstand und Kapazitdt bestehen. Durch eine (145) entsprechende Schaltung
laflt sich auch der in Abschnitt 3 nicht diskutierte Widerstand einer unendlich
langen homogenen Leitung, wenn keine der vier Leitungskonstanten verschwindet,
nachbilden (vgl. Lit. 18).

Zusammenfassung der Resultate.

Fir den Fall, dafi im Netz nur zwei Widerstandsarten (Ohm sche Widerstinde
und Kapazititen, Kapazititen und Selbstinduktionen einschliefilich gegenseitiger In-
duktionen, Selbstinduktionen und Ohmsche Widerstinde) vorhanden sind, wird das
Problem der Verwirklichung eines als Funktion der Frequenz vorgegebenen Wider-
standes in praktisch brauchbarer Weise gelost (Satz 1 bis III). Die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen fiir die Losbarkeit werden in einer Form gegeben,
die in den Koeffizienten der darzustellenden Funktion rational ist (Satz IV). Weiter
wird gezeigt, welche nichtrationalen Funktionen der Frequenz durch unendliche
Netze dargestellt werden konnen [Abschnitt 3%)]. Fiir den Fall, daf3 alle drei Wider-
standsarten im Netz vorhanden und nur zweimaschige Netze zugelassen sind, werdeén
die bei Foster Lit. 9 gegebenen notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Realisierbarkeit eines Widerstandes auf eine einfachere Form gebracht (Satz VI)
und ihre physikalische und mathematische Bedeutung diskutiert. Die bereits von
Foster fiir zweimaschige Netze in vollstindiger und praktisch brauchbarer Weise
gegebene Losung wird auf neuem Wege ausfiihrlich abgeleitet, wobei der Haupt-
wert auf die Losungsmethode, welche Schliisse auf Netze mit mehr als zwei Frei-
heitsgeraden gestattet, gelegt wird. Fiir den allgemeinen Fall wird ein Satz (Satz VII)
iiber die Abhdngigkeit gewisser notwendiger Bedingungen voneinander abgeleitet
und bewiesen, dafl in jenen notwendigen Bedingungen die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen flr die Realisierbarkeit im Grenzfall verschwindender
Ohmscher Widerstande enthalten sind [Abschnitt 8%)]. Eine Ldsungsmethode fiir
den allgemeinen Fall wird kurz und ohne Beweis skizziert [Abschnitt 9)]. Fiir eine
besondere Klasse von Schaltungen wird ein Umbildungssatz abgeleitet (Abschnitt 10).

Anmerkungen.

1) Die von Herrn Foster in Lit. 9 angekiindigte Arbeit iiber die Losung unseres Problems
fiir eine beliebige Anzahl von Freiheitsgraden ist bisher noch nicht erschienen und wird, wie
ich einer freundl. Mitteilung des Herrn Foster vom 8. 4. 26 entnehme, voraussichtlich in etwa
einem Jahre verdffentlicht werden.

%) Vgl. z. B. Lit. 3 u. 4.

%) Zwischen Spannung €; und Strom J; an den Eingangsklemmen und Spannung &, und
Strom J, an den Ausgangsklemmen eines vierpoligen Netzes N bestehen Beziehungen der Ge-
stalt (4) des Textes mit nur voa der Frequenz abhingigen Aik, wenn dort die rechten Seiten
der beiden ersten Gleichungen in €; und — @, geindert werden. Mit den Bezeichnungen von
Kap. I folgt daraus durch Aufldsung nach @, und J,

@1=a—22@2+ iJzzbu@z‘*"bm]z
dye 212
Ji= ‘};1 > €+ 3_11(]2 =Dy € + by Jo
12 a2
und weiter fiir den im Text erwdhnten Leerlauf- und Kurzschlufiwiderstand 3, = %, 3k = %
21 28
Die Determinante dieser Gleichungen hat nach einem bekannten Determinantensatz (vgl. z. B.
Kowalewski, ,Einfihrung in die Determinantentheorie®, Leipzig, Veit & Co., 1909, Satz 28)
wegen der Symmetrie aj, = a, den Wert 1. Nach (—6,), ], aufgeldst lauten sie
(—C)=Dap(~C))+ b1
Ja=Dbu(—E&)+ bu ]

1) Vgl. Fufinote %) S. 335.
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Daher ergibt eine Reihenschaltung eines Netzes N mit sich selbst (das zweite N in um-
gekehrter Richtung geschaltet) nach Bild 1a die folgenden Beziehungen von Spannung und
Strom am Anfang und Spannung und Strom am Ende, die’ wieder mit den Indies 1 und 2
bezeichnet werden sollen: _

8 = (D11 boa + brabay) € + 2 by bya Jo
J1 =2 bay byy € 4 (by; bap -+ byp bay) Ja.

Als Leerlauf- und Kurzschlufiwiderstand der ganzen Schaltung Bild 1a ergibt sich hieraus

ebenso wie aus Bild 1b
230=h1_b&ithﬂ=ao+3k

bag Doy

und
2 _bubytbpby 1o, 1
B b1y bye Jo Bk’

Hierdurch ist aber die Behauptung des Textes bewiesen, da ein symmetrisches vier-
poliges Netz durch die zwei Konstanten B, und Bk charakterisiert wird (von einer Vertauschung
der beiden Endklemmen 2, 2’ untereinander abgesehen). Fiir den Sonderfall eines symmetrischen
Netzes N hat Campbell Lit. 5 den Satz ausgesprochen. Lit. 17 enthilt einen Beweis fiir den
besonderen Fall, daf’ an Stelle von Schaltung Bild ra ein symmetrisches nach Bild 2z geschaltetes
Kettenglied tritt.

) Die Siebkettenarbeiten von H. Riegger in
den Wiss. Veroff. aus dem Siemenskonzern Bd. I, 3,
S. 126, 1922 und Bd. Iz, S. 190, 1924, lassen sich
wohl nicht als eigentliche Anwendung der Ketten-
bruchlehre auf Schaltungsprobleme bezeichnen.

5) ,Re“ bedeutet , reeller Teil von*, 1 bezeichnet
die imagindre Einheit.

VA R R
17| & e
b £ ||
S 2 2 & : e—e
: )
S 3 @ )
g PR
< (4 D
Bild 16. Zur Definition der J und der J".
a) Beispiel einer Schaltung, b) zugehoriges Schema der mrs.

%) Diese Ungleichungen (6) werden bei Foster nicht erwihnt.
) Die Bedeutung von Jy und Jv” soll hier noch etwas mehr erliutert werden. Setzt man
_dagv
V="
geflossene Elektrizititsmenge darstellt, so besteht eine vollkommene Analogie mit den kleinen

so dafl qv die durch den Stromkreis v von einem gewissen Zeitpunkt an durch-

n - .
Schwingungen der Mechanik. JLik qiqk entspricht der kinetischen Energi

k=1 i

n
e, ¥ Dix qiqk ent-
,k=I

n . :
spricht der potentiellen Energie, JRikqi qk der Dissipationsfunktion. Die qv sind unabhingige
Lhk=1x
Koordinaten, die den Jv* entsprechenden qv’ sind Koordinaten, zwischen denen Nebenbedingungen
n+ k R
Zmrsqs’ = 0 bestehen (wenn der Zeitpunkt, zu dem die Elektrizititsmengen qv’ Null sind,
5=1

geeignet gewihlt wird). In den (4a) entsprechenden mechanischen Bewegungsgleichungen sind
die ui Lagrangesche Multiplikatoren.

n
Zwischen den qv und qv’ bestehen Relationen qv' = Zcvpqe. Darin sind die
=X

cve= -+ 1,— 1, oder o, je nachdem die Stromrichtung von Jv' mit der von Jo tibereinstimmt
oder nicht oder der Zweig v im Stromkreise ¢ gar nicht vorkommt. Es soll festgesetzt werden,
dafl mrs=-1 oder —1 ist, je nachdem der Zweigstrom Js" auf den Knotenpunkt r zuflieBt
oder von ihm fortfliefit.
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Als Beispiel diene die Schaltung Bild 16a (n = 4, k = 3). Als Schema der mrs erhilt man
hier fiir die Knotenpunkte 1, 2, 3, wenn man das Schema noch durch den vierten Knotenpunkt
erginzt (entsprechend einer von den drei ersten abhingigen vierten Beziehung zwischen den
J¥) Bild 16b, und eswird Y =Ji, '=Jo, L' =Ji—Jo Ji'=Js, [ =—1TJs J' =Js + Ju J'=]s.

") Hierauf machte mich Herr Professor Dr. E. Jacobsthal aufmerksam.

8) Von der zugehorigen Schaltung behauptet Foster (Lit. 9, S. 677), dafl durch sie jeder
Widerstand eines Netzes von n Freiheitsgraden verwirklicht werden kann.

% Vgl. z. B. Lit. 28 oder ausfihrlicher Lit. 21, S. 54, Abschnitt 58. Ein ecinfacher Beweis

n
ergibt sich auch, indem man die letzten (n—-1) Variabelen der Form kZ’(i. Rik + Dik) xi xk auf
Lk=1
Hauptkoordinaten transformiert.

1% Dafl man durch eine Partialbruchzerlegung zum Ziel kommt, zeigte Foster fir den
analogen Fall, daft das Netz nur Selbstinduktionen, gegenseitige Induktionen und Kapazititen
enthalt (Lit. 7).

1Y In Satz III sind die Theoreme von Zobel (Lit. 6, S. 5) und Foster (Lit. 7, S. 259)
enthalten.

1) Vgl. Zobel (Lit. 6, S. 45/46), Johnson und Shea (Lit. 10, S. 77/78).

%) Diese Bedingungen finden sich schon bei E. J. Routh ,Stability of Given State of Mo-
tion®, 1877, jedoch nicht in der einfachen Determinantenform, die ihnen Hurwitz gegeben hat.
Einen einfachen Beweis fiir die Hurwitzschen Kriterien gibt. I. Schur in der Zeitschrift fir
angew. Mathematik und Mechanik [, S. 307 bis 311, 1921 (vgl. auch Lit. 26) durch Zuriick-
fahrung der Hurwitzschen Gleichung n-ten Grades auf eine (n--1)-ten Grades. Die Methode
von Schur hat Cohn (Lit. 27) darauf tbertragen, die Anzahl der Wurzeln eines Polynoms im
Einheitskreis zu bestimmen. Fiir unsere Zwecke ist der Hurwitzsche Beweis, der auch die
Bedeutung der Ungleichungen (56) am besten erkennen laft, am meisten gecignet.

27) Vgl. Lit. 22. Einen einfachen Beweis gibt Grommer, Lit. 24, S. 124.

%) Ohne Einschrinkung der Aligemeinheit konnen wir wieder annehmen, daf a, > o ist.

%) Die im Text erwihnte Elimination kann nach Foster (Lit. 9) in folgender Weise
geschehen: In die Gleichungen (66), (65), (64) setzt man fir Ly, Ry, Dyy die Werte (63), (71),
(67) ein und erhilt so

(R1z Dgy — Ryp Dyp)® = k®(—ag Rpp? + a3 Rog Dyy — 6 Dp?) = k¥ T2
(Dya Lyp — Dag Lyp)% = k2 (— ag Dgy? -+ € Dygy Ly — a4 Lgo?) = k& Ty
(Li2 Rog — Lo Ryp)® = k®(— 6 Lgg® + a7 Los Rop — 2 Rpp®) = k¥ T2

Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind aber vom Faktor k® abgeschen nach (68), (69),

(70) Funktionen von a,, a;, ¢, ag, a4, d, by, by, by allein, nimlich '
' Ty® = —a,by® + a3 by by — & by?,
Ty? = —ag bg® + c by by —ag by?,
T2 ==—8b,% + a; by by-—ag by2.

‘Wegen der Identitat ’ v e bt 0
Las (Ry2 D32 — Rgp Dyg) + Ryg (Dya Las — Do Ljs) -+ Daga (Lys Ry — Lps Ryp) = 0
ergibt sich fiir d die mit der quadratischen Gleichung des Textes gleichwertige Beziehung:

+ b]_Tl + bng + b3T3=0.

%) Nach (1) ist zundchst fiir komplexe Frequenzen 4 =g -+ ¢ o die Leistung
ei=¢e20tRe(EJe2iot + @J) (] bedeutet darin den zu | konjugiert komplexen Wert) oder

ei=1IJ|2e20t-Re (%-ezim—l-%).
Fir ¢ > o folgt

I . E eziot R
= [ eidt=e20t Re [+ ——— +—
g e menre (T 5 4 ) o
— 00
da die dem Netz seit der Entstehung der anklingenden Schwingung zugefihrte Leistung positiv
ist. Dies gilt auch fiir solche Zeiten, wo das erste Glied in der Klammer rein imaginir ist.
Daher ergibt sich Re R [{¢ + t0)] >0, wenn ¢ >o. Ist ¢ =0, so ergibt sich in bekannter Weise

durch Mittelwertbildung iiber eine Periode T = %t

t+ T

%feidt=[J[2Re[9%(iw)]>0-

t

Es ist plausibel, dafl die notwendige Bedingung Re [R (¥ »)] > o, die im Text allein benutzt
wird, mehr aussagt als die notwendige Bedingung Re[R (¢ 4+ i@)] >0, wo ¢ >o0. Nimmt der
‘Widerstand fiir lim w -0 oder o - oo wie in (8) einen unendlich groflen Wert an, so bleibt doch
lim Re ! >> o0 endlich, weil die Leistung wie |J |2 gegen Null strebt.
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3 Vgl. Foster Lit. 9, S. 674, Critical Line 2.

%) ¢ >o folgt hieraus.

33) Vgl. Foster, Lit. 9, Theorem II. Im allgemeinen gibt es nur eine Losung fiir jede
der zwolf Schaltun@en Nur wenn der Zihler von (62) nicht blofl komplexe Wurzeln und der
Nenner reelle Wurze]n hat, kann es zwei zulissige Losungen ¢ von (76a) geben.

3) Wenn der Zihler komplexe Wurzeln hat, so mufl auch der Nenner komplexe Wurzeln
haben. Physikalisch bedeutet dies: wenn man in einem zweimaschigen geschlossenen Netz mit
zwel periodischen Eigenschwingungen einen Zweig offnet, so erhalt man notwendig einen
periodischen elektrischen Schwingungskreis.

%) Es kommen nur ¢ in Frage, fiir die ¢y > 0, €53 > 0, cg3 > 0 ist, weil sonst T;2, T2, Ts®
negativ definit wiren.

36) Ubt man die Vertauschungen (77) auf

—agay® +ajasag—agag’ >o
aus, so gelangt man zu dhnlich gebauten Ungleichungen, die erfullt sein miissen:
— P22, 02— (a,a5+ ag® +ay29) 6 + (—aga® Fazasag+agasag) >o
und — 8%+ 22,62 — (a5 -+ 2>+ agag) 0 + (agagay + a5 a, a5 — as 2% >o.
37} Dies ist in Bild 15 nicht zu erkennen, weil Ellipse und Parabel nahezu zusammenfallen
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