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Einleitung. 
Die vorliegende Arbeit  besch~iftigt sich mit  der Frage, Netze yon Selbst induk- 

tionen, gegenseit igen Indukt ionen,  posit iven Ohm schen Widersti inden und Kapa-  
zitiiten anzugeben, deren zwischen zwei Zufi ihrungsklemmen gemessener  Wechsel-  
s t romwiders tand in vorgeschriebener Weise  yon der Frequenz des Wechse ls t roms  
abh~ingt. Es  ist dieses die Umkehrung  der bekannten  und stets eindeutig 16sbaren 
Aufgabe,  zu einem gegebenen Netz den Widers tand zu berechnen.  Wesent l ich ist 
die Forderung,  dab der Netzwiderstand fiir alle Frequenzen mit einer vorgeschriebenen 
Funkt ion  i ibereinstimmt.  Unmit te lbar  mit  unserem Problem hat sich meines Wissens 
bisher nur F o s t e r  befat3t (Lit. 7 und 9)1). Den Fall, dab nur Netze mit  zwei 
Maschen zugelassen werden, hat F o s t e r  in sehr vollst/indiger und fiir die Praxis 
brauchbarer  Weise  gel6st. Wenn wir uns hier  t ro tzdem u. a. auch mit  diesem Fall 
ausfiihrlicher beschliftigen, so geschieht das 'einmal deshalb, weil F o s t e r s  Darstel-  
lung den Hauptwer t  auf die Resultate  legt, ohne auf ihre Ableitung genaue r ein- 
zugehen, und dann, weft sich die no twendigen  und hinreichenden Bedingungen ftir 
die Realis ierbarkeit  eines Widers tandes  einfacher und physikalisch wie mathemat i seh  
durchsichtiger als bei F o s t e r  formulieren lassen und die bier gegebene L6sungs-  

x) Gekiirzter Abdruck der als Dissertation an der Technischen Hochschule zu Berlin bei 
der Fakult~it ftir Allgemeine Wissenschaften eingereichten Schrift. (Referent : Prof. Dr. G. H a m e 1, 
Korreferent: Prof. Dr.-Ing. ehr. Dr. K. W. Wagner . )  

2) 3., 8. und 9. sind bier nicht abgedruckt. 
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methode eine Verallgemeinerung auf Netze mit einer beliebigen Zahl yon Freiheits- 
graden erlaubt. 

Das yon uns behandelte Problem ist als Spezialfall in dem verallgemeinerten 
Siebkettenproblem enthalten, das darin besteht, Netze mit zwei Paaren yon freien 
Klemmen anzugeben, so dab zwischen Spannung und Strom am Eingang und 
Spannung und Strom am Ausgang Beziehungen gelten, die als Funktion der 
Frequenz vorgeschrieben sind (z. B. Aussiebung, d. h. Unterdrtickung, oder 
Durchlassung yon bestimmten Frequenzbereichen). Die Eigenschaften einer sym- 
metrischen Siebkette k6nnen ja durch ihren Kurzschlut3- und Leerlaufwider- 
stand eharakterisiert werden. Das verallgemeinerte Siebkettenproblem ist noch 
nicht gel6st. Man hat bisher immer nur in systematischer Weise das Verhalten 
gewisser Netze (Kettenschaltungen) als Siebketten bereehnet2), ist aber nicht 
in der Lage, die Frage zu beantworten, ob eine Siebkette yon gewtinschtem Ver- 
halten tiberhaupt realisierbar, und, wenn, in welcher Weise sie realisierbar ist. Die 
Siebkettenfrage gab auch den Anstot3 zu den zitierten Arbeiten yon F o s t e r  (vgl. 
Lit. 5). Umgekehrt kann sie bis zu einem gewissen Grade auf unsere Fragestellung 

~z 

Bild x. 

A/ b 
~ 2  t 

Zwei  g l e i c h w e r t i g e  S c h a l t u n g e n .  

zurtickgeffihrt werden (Lit. 5). Jedes vierpolige Netz, das nach Bild I a eine Zer- 
!egung in zwei spiegelbildlich gleiche Netze zultit3t, die ganz beliebig und unsym- 
metrisch sein k6nnen, so dab zwischen den beiden Teilen nut in zwei Punkten ein 
Zusammenhang besteht, ist ntimlich hinsichtlich der Beziehungen zwischen Span- 
nung ~1 und Strom J1 am Eingang und Spannung ~2 und Strom J~ am Ausgang 
der Brfickenschaltung Bild I b gleichwertigS). Darin bedeutet /~0 den Leerlauf- 
und ~k den Kurzschlut?widerstand eines Teilnetzes N, yon den Eingangs- oder Aus. 
gangsklemmen gemessen. Bei Beschrtinkung auf derartige Netze ist hierdurch often- 
bar jene Zurfickftihrung geleistet. 

c 

Bild 2. 

Speziell die in Bild 2 ftir ~x = 33, 34 = ~5 = ~e . . . . . . .  o als Sonderfall ent- 
haltene T-Schaltung ist bei beliebigen 31! 32 einer Brtickenschaltung nach Bild I b 
gleichwertig, wenn 30 = 31 + 2 32, 3k = 31 gemacht wird. Hierdurch folgt aber um- 
gekehrt, wie sich leicht an Beispielen zeigen ltiflt, dag nicht jedem Netz Bild I a, 
d. h. jedem ~0 und gk auch physikaliseh m6gliche ~1, ~, d. h. eine gleichwertige 
T-Schaltung zugeh6rt. Ftir die //-Schaltung, die aus Bild 2 fiir 32 = ~4, ~1 = ~5 = 
~6 = ~7 . . . . .  o hervorgeht, gilt dasselbe. Wtihrend bekanntlich ftir eine bestimmte 
Frequenz jeder symmetrischen Vierpolschaltung eine..gleichwertige T- oder//-Schal- 
tung entspricht, ist es also nicht mehr so, wenn Aquivalenz fiir alle Frequenzen 
verlangt wird. 
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Ich glaubte zun~ichst, dab eine Anwendung der in dieser _Arbeit benutzten 
Kettenbruchlehre auf Schaltungsprobleme neu sei4). Erst vor kurzem wurde ich 
yon Herrn F o s t e r  liebensw/irdigerweise auf einige neuere Arbeiten der Research 
Staff of the General Electric Company (Lit. 14--19) aufmerksam gemacht, die ver- 
schiedene Berfihrungspunkte mit der hier gestellten Frage aufweisen und auch 
Kettenbrfiche benutzen. Die dort behandelten speziellen F~ille der Verwirklichung 
vorgeschriebener Widerstandsfunktionen ffigen sich leicht in den Rahmen der hier 
gegebenen Theorie ein. U. a. habe ich unabhiingig die Lit. 18 angegebene Nach- 
bildung yon homogenen Leitungen dutch Kettenschaltungen gefunden. 

Soweit Beispiele ~gebracht sind, sollen sie nut die Anwendbarkeit der im 
wesentlichen mathematischen Ausffihrungen erl~utern, und machen nicht den An- 
spruch, unmitte['bar praktisch verwertbar zu sein. Das Anwendungsgebiet des hier 
behandelten Problems liegt haupts~ichlich in der Schwachstromtechnik. Z.B. kann 
die L6sung unserer Aufgabe dazu benutzt werden, auch ftir Einschwingvorgiinge 
gleichwertige Modelle von Leitungen zu Laboratoriumsuntersuchungen herzustellen. 

Kapitel I. 
Erkliirungen, Voraussetzungen uad mathematische Formulierung des Problems. 

I. 

Der Wechselstromwiderstand N eines Netzes von Selbstinduktionen Lii, gegen- 
seitigen Induktionen Lik, Ohmschen Widerstlinden Rik und Kapazit~ten Cik mit zwei 
freien Klemmen ist als das Verh~iltnis yon Spannung ~1 und Strom J1 definiert, 
Wir betrachten periodische Spannungen 

e = R e  ~ e  ~t 5) (I)  
und Str6me 

i = R e J e  zt 

einer bestimmten Kreisfrequenz to (~, = ito). Der Wechselstromwiderstand ist durch 

= __at (2) 
J, 

gegeben. 
Im folgenden wird nun die Abh~ingigkeit des Widerstandes yon dem Frequenz- 

parameter ~. auseinandergesetzt. In einem Netz yon n Freiheitsgeraden lassen sich 
(auf mannigfaltige Weise) n geschlossene Kreise w~ihlen, deren Str6me unabh~ngig 
sind und dutch welche die Str6me s~imtlicher Netzzweige dutch algebraische Sum- 
mierung bestimmt werden. Die Wahl der unabh~ingigen Kreise soll so getroffen 
sein, dat3 der Strom Jx dutch die freien Klemmen fliet3t. 

Ftihrt man zur Abkfirzung 

Aik = ~.'Lik + ZRik + Dik (Dik = ~ik) (3) 

ein, so gelten fiir die Str6me die Gleichungen 

An  J1 + AI~J2 + . . . + A , ~ J ~  = Z ~  1 | 
A~IJx+,A**J,+ . . . +  A s , J , =  o 

�9 . (4) 

�9 I A~J~ + A ~ J ~ - t - . . .  + A ~ J ~  = o 

Die Lik, Rik, Dik k6nnen als Koeffizienten in den Verkntipfungsgleichungen (4) 
ffir Str6me und Spannungen definiert werden, woraus ihre genaue Bedeutung er- 
sichtlich ist. Sie unterliegen aus physikalischen Griinden der Symmetriebedingung 

Aik = Aki (3 a) 
und den Einschriinkungen 

ar 
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n 

.~ L i k x i X k  positiv definit, (Sa) 
i , k = z  

n 

RikXiXk positiv definit, (Sb) 
i ,k= z 

11 

Dikxixk positiv definit. (5c) 
irk = 

Negative Widerst~inde (R6hren)sollen yon der Betrachtung ausgeschlossen sein. 
Fiir die Rik und Dik gelten noch weitere Einschr~inkungen. In dem Fall, dab 
Ohmsche Widerst~inde und Kapazit~iten, wie meist in, dieser Arbeit, nach Bild 2 
geschaltet sind, lauten bei den im Bild angenommenen Stromrichtungen, die wir 
stets als positiv w~ihlen wollen, die physikalisch notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen, welche ( s b ) u n d  (S e) umfassen: 

R i i - -  R i _ l ,  i - -  Ri, i+  1 ~ o ,  N i k k O 6 ) ,  (6a) 
Dii  ~ Di _1, i - -  Di, i + ' l  ~ o, D i k ~ O .  (6b)  

Aus (4) ergibt sieh nun 
~ @i a 

J1 ~, an (7) 
als Funktion yon i. a bedeutet die Determinante [Aikl, all das Komplement des 
Elementes An.  Naeh (3) und (7) ergibt sich somit flit ~ eine gebroehene rationale 
Funkt ion  der Gestalt 

__ a0 ~"~n + ai~. sn:-I -t- asZ " " - s  + - - .  -t-as, (8) 
b l ) . sn - i  -5 bs~.~n-~ -5 �9 . . -5 b s n - i i  

mit reellen Koeffizienten. 
Die physikalisehen Einschdinkungen fiir die Ohmschen Widerst~inde und Kapa- 

zit~iten lassen sich allgemein einfach formulieren, wenn man nicht n unabhingige 
Str6me, sondern die (n -5 k )S t r6me  Ji', J*', J3 ' . . . ,  J~+k' aller einzelnen Netzzweige 
einffihrtS,a). An Stelle des Gleichungssystems (4) trit t  dann das [iquivalente 

• A , T t k t k t A i i ' J l ' s  l~js  - 5 . . . - 5 A l ,  n+ Ja+ -5m i i / x l - l - m$ i / x s - 5 . . . - 5 mk l ~ k = ,~ ,@i  
A21' Jl' -{- A99' Jg' -5. �9 �9 -5 A,, n + k ' J n +  k' -4- m12#i -}- m s ~ s  -}- �9 �9 �9 -5 mks ~/k : O 

A n + k ' , l J l ' - 5 A n + k ' , 2 J ~ '  ~ - " "  - s A n + k ' , n + k J n +  k '3F ml ,  n + k ~ / 1 - 5  m~,n+k[ t2"~-  
-]- . . . - ] -  mk, n + k t 0 k  = O 

m l t - I -  m I t  0 n J1 ~ 12.~2 - 5 " ' ' + m z ,  n + k J n + k ' - - - -  

msiJi '  + ross Js'd- �9 . . -1- ms, n + k J n + k '  = 0 

(4a) 

mkl Jl' + mk~ J2'-5 . . . .  mk, n + k J n + k ' =  O 

Hierin ist jetzt 
Aik '  = ~fl L ik '  -]- ( i R i  -4- Di) (~ik, (3 b) 

worin 
dik-----t ~ ftir i ~ = k  

/ I fiir i - - - -k .  
Die letzten k-Gleiehungen des Systems (4a) enthalten die k unabh~ingigen 

K i r  c h ti o f f schen Bedingungen ffir die (k'd- z) Knotenpunkte des Netzes und k6nnen, 
was hier gesehehen isoll, in folgender Weise geschrieben werden: E s  sind alle 
mrs - - - -+ I ,  o o d e r - - - I ,  und unter den Zahlen mi,,  m 2 s . . ,  mks sind bis auf eine 
oder zwei lauter Nullen.  Sind mrs und rots be ide  von Null verschieden, so haben 
sie 'entgegengesetztes Zeiehen. Man kann dann dureh SchluB yon n auf n -5  I~) 
leieht zeigen, dab alle k-reihigen Unterdeterminanten aus den Koeffizienten der 



X V I I .  Band.  
~9~6. C a u e r ,  Die  Verwirkl iehung yon  Wechse l s t romwiders t l inden  usw.  359 

letzten k Zeilen entweder den Wert + I, o oder - - I  besitzen. Umgekehrt ent- 
spricht jedem derartigen System yon Gr6fien mrs ein physikalisches Netz, wenn 
nicht alle jene k-reihigen Unterdeterminanten zugleich verschwinden. (7) ent- 
sprechend liefert die Aufl6sung von (4a), wenn wieder Jl' den durch die freien 
Klemmen fliefienden Strom bedeutet, 

at 

~ al/" (7 a) 

D i e  R ik '  und Dik' kommen diesmal nur als Ri und Di in der Hauptdiagonale 
vor. Alle physikalischen Bedingungen sind jetzt in den Beziehungen 

Lik' = L~i', (3 c) 
n 

~" Lik'XiXk positiv definit, (5 d) 
i ,k=x 

Ri  ~ o, (6 c) 

D i d o  (6d) 

ersch6pft. Unser Problem 1M]t sich hiernach mathematisch so formulieren. Es ist 
erstens die Frage zu beantworten, unter welchen notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen sich eine rationale Funktion ~,~ der Form (8) a]s Quotient einer 
Determinante yon der Form der Determinante des Gleichungssystems (4a), deren 
Elemente den Einschr~inkungen (3c), (Sd), (6c) und (6d) und den angegebenen 
Relationen ffir die mrs gentigen, und dem Komplement ihres ersten Elemefftes A ' I I  
darstellen l~iflt, und zweitens eine solche Darstellung wirklieh anzugeben. 

Aus der angeffihrten Eigenschaft der k-reihigen Determinanten, die aus den 
m~ gebildet werden k6nnen, l~if3t sich folgern, dab alle in der Determinante vor- 
kommenden Produkte, die nur R und D enthalten, das gleiche Vorzeichen ( - - I )  k 
bekommen (vgl. Lit. I). W~hrend in (4) die Determinante a einen yon der Wahl 
der Stromkreise unabh~ingigen Wert hat, unterscheidet sich die Determinante a' in 
(4a), wie auch die k-Knotenpunkte ausgew~ihlt werden m6gen, yon a nur um den 
Faktor ( - - I )  k. Sind in Schaltung Bild 2 die Widerst~inde ~1, ~ ,  ~a, ~ , .  : . .  nicht 
vorhanden, so ist k = I und Als' = A s  1' = o ,  und es wird ffir diesen speziellen Fall s) 
in (7 a) 

A'22 A'~3 . . . . . .  A'2, n + 1 ! 
A'32 A '  . A ' 3 , ~ + ~  I 3 3  . . . . .  ! I 

L 
A'~ + 1, 2 A'~ + 1, ~. �9 A' �9 n + l , n +  1 [ 

und 
A'2~ A'23 A'~, l 

. . . . .  n + 1 I I 
A'32 A'33 . . . . .  A'~ ~+ ~ I !  

{ 

a l i '  : 

! t r 

I I . . . I O !  

In dieser Arbeit wird nicht von der mehr symmetrischen Schreibweise (4a}, 
sondern nur yon der Schreibweise (4) Gebrauch gemacht. Es stellt slch n~hnlich 
heraus, dab die fiber (5) hinausgehenden physikalischen Einschr~inkungen (6) keinen 
EinfluB auf die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Realisierbarkeit 
eines Widerstandes haben. 

Zur Vereinfachung der Darstellung soil angenommen werden, dat3 die Formen (5) 
eigentlich definit sind, dab sie also den Wert Null nur annehmen, wenn alle xi = o 
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sind. Die anderen F~lle ergeben sich dann leicht durch Grenziibergang. Wir be- 
trachten aber im  ersten Tell der Arbeit besondere Netze, in denen entweder tiber- 
haupt s/imtliche L i k = O  oder alle R i k = O  oder alle D i k ~ o  sind. Benutzt man 

01 ~21 
die Bezeichnungen 1 for die Determinante I Lik l, Iik ffir 8-L~ik' l i k ~  ffir O LiM0 hm~ 

usw. for die Determinanten niedrigeren Grades, und entsprechend r, rik, rikmn f/Jr 
die Rig und d, dig, dikm~ ffir die Dik, so besagen (Sa), (Sb) und (5c), dab die 
drei Reihen von Hauptunterdeterminanten 1, 111, ln ga , . . . ;  r, rn, rn2 2 . . . .  ; d, d n, 
dn2~. . . . .  positiv sein mtissen. Zu (6) mut3 dann noch hinzugeffigt werden, daft in 
jedem geschlossenen Kreis die Summe der Ohmschen Widerstiinde und die Summe 
der reziproken Kapazitiiten positiv ist. 

Kapitel 11. 
Netze mit nur zwei Widerstandsarten (Ohmsche Widerst~nde und Kapazit~ten, 
Kapazititen und Selbstinduktionen einschlie~lich gegenseitiger lnduktionen, 
Selbstinduktionen einschlie61ich gegenseitiger lnduktionen und Ohmsche 

Widerst~nde) 9. 
2. E n d l i c h e  N e t z e .  

Sind keine Selbstinduktionen im Netz vorhanden, so erh/~It man ffir den 
Widers tand  eines Netzes yon n Freiheitsgraden (d. h. yon n unabh~ingigen Strom- 
kreisen) statt  (8) die einfachere Form 

an~, n q-  a n +  I~, n - 1  q-  . . . + a2n 
bn~, n -]- b=+ 1Z n -1  + . . .  -{- b2n_lJL 

(9) H" (Z + ;tl) (Z + Z~) (Z + Zs). �9 �9 (Z + Z, ,  _ 1) 
~." (Z + '~2) (Z + Zi). �9 �9 (Z + Jt2~ -3) 

it 

Aus dem Umstand, daft die quadratische Form 2" RikXiXk positiv definit ist, 
i , k =  I 

kann man nun schliet3en, daft siimtliche ~v reell sind und 
~ l _ < z 2 < ~ < z 4 < z s . . . _ < z 2 o - 1  (ioa) 

ist~). Ferner folgt aus (Sb) r > o ,  r n > O .  Somit ist auch 
H > o .  (II) 

I1 

Well aber auch nach (5c) X DikXiXk positiv definit ist, so mfissen, wie die Trans- 
i , k = I  

formation der Formenschar 2 (Z Rik-}-Dik) XiXk auf Hauptkoordinaten sofort zeigt, 

siimtliche ~v positiv sein, so daft man weiter noch erh/ilt 
o<~i. ( Iob)  

Jetzt soll gezeigt werden, daft die Bedingungen (Ioa), ( lob) ,  (II)  die Ein- 
schr~inkungen, denen die Funktion (9) infolge der physikalischen Forderungen (3a), 
(5) und (6) unterliegt, ersch6pfen, dab es also immer m6glich ist, eine diesen Be- 
dingungen gentigende Funktion (9) durch Ohm sche Widerst~inde und Kapazit~iten 
als Wechselstromwiderstand eines Netzes yon n Freiheitsgraden zu realisieren, oder, 
was dasselbe ist, ein den Forderungen (3a), (5) und (6) gen~igendes Koeffizienten- 

schema aim zu w~ih!en, so dab ~ = ~ wird. Nehmen wir an, dies sei ffir den 
811 

Fall bewiesen , dab in (Ioa) nirgends das Gleichheitszeichen gilt, so  mut3 die Be- 
hauptung erst reeht richtig ffir den Fall sein, dat3 zwischen zwei oder mehreren 
der ),~ Gleichheit besteht. Denn dann kann man den Widerstand ~ dutch Kfirzen 
auf eine dem ersten Fall entsprechende Form bringen und ihn sogar dutch ein 

�9 ) VgI. Fuf3notr ~) S. 355. 
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Netz von weniger als n Freiheitsgraden verwirklichen. Wir dfirfen also uns beim 
Beweis unserer Behauptung auf den Fall beschrtinken, daft alle ~.v voneinander ver- 

I an gestattet dann eine Partialbruchzerlegung 1~ v o n d e r  Form schieden sind. ~ ~R -- a -  
n 

a ~ ~. + X,~-:" (I2) 
v = l  

Die X2v_ 1 sind hierin nach Voraussetzung positiv. Die h ~ _ :  sind positiv, 

weft erstens zwischen zwei Polen yon al-A immer eine Nullstelle liegt und daher die 
a 

h2~_ 1 alle gleiches Zeichen haben mfissen, und well zweitens wegen ( I I ) d e r  Aus- 

druck al--Jl fiir grot3e /, positiv werden muB. Jetzt liit3t sich leicht zeigen, dab als 
a 

Koeffizientenschema yon (4) die Matrix 

~, "-t- ~ 1 Z - t - Z  1 o 0 
hi hi 

Z+Zl/Z+11 Z+Z.~ Z+13 
hi \ hi + h~ ] h3 o 

(13) 
Aik= 0 h3 \ h8 + h5 ] h5 

der Forderung (9) und den physikalisch notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
gerecht wird. 

Subtrahiert man die erste Zeile yon der zweiten und sodann die erste Kolonne 
yon der zweiten, hierauf die zweite Zeile yon der dritten Zeile und welter die zweite 
Kolonne yon der dritten Kolonne usf., so erkennt man, dag 

i1 

a = ]--[  Z + ;(,v-1 (I4) 
J A t  h~v - i 

Ffir a n ergibt sich 

/' +/ '1  + hi . 
a n =  hi " an~  Z + ~ l  a. 

ax12, ist yon derselben Form, wie a n und I/igt sich wieder entsprechend um- 
formen. So erhiilt man nacheinander 

/ . + t 1 . ~ + ~ "  ( h 1 h, ) 

I1 

h 2 v - 1  

v = , l  

Die Aufl6sung der Gleichungen (4) mit den Koeffizienten (I3) liefert also tat- 
s~ichlich (9) als Widerstand. Die physikalischen Forderungen (3a), (6a), (6b) sind 
offenbar erffillt. Die Schaltung Bild 3 fiihrt bei der Wahl (I3) der Koeffizienten Aik 

I Cv h~.~ - 1 gemacht auf das Gleichungssystem (4), vorausgesetzt, daft R~--h2~_1,  - - ~  1 

wird. Dann wird n~imlich 
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I I I R e  3 = R 2  = I Rn"= R12 -= R, = ~ ,  R~2 = R 1 Jr R~ = ~ q- hZ' hG' 
(~6a) 

I I 
. . .Rnn  = R n _ l +  Rn--  --+---- 

h2=- 3 h~  - 1 

D1, = I~,~ = D1 - -  &h? D,~ = D~ + V~ = ~ + G ,  D ~  = D~ = G ,  

(I6b) 
�9 . .Dnn ----- Dn-1 + Dn--  22n-3 + ) . ~  1 

h2n-3 h~n-1 

Offenbar ist dann flit jeden geschlossenen Kreis die Summe der Ohmschen 
Widerst~inde und die Summe der reziproken Kapazitaten positiv. Jedes Glied der 
Summe (i2) entspricht einem Leitwert (reziproken Widerstand) 

I ~h2v_ 1 
I ), "~ ~t~v-- 1 

R~+ ZC~ 

Bild 3. 

c 

T ~ . . . . . .  T C" c 

Eine den Widerstand eines beliebigen aus Ohm schen Widerst/inden und Kapazit~iten 
bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichende Schaltung. 

(I2) in der Form 

und der gesamte Leitwert der Schaltung Bild 3 ist 
n 

@=~-= I 
v=1 R~-F Z'C~ 

So ergibt sich die physikalische Realisierbarkeit des Widerstandes (9) unter 
den Voraussetzungen (IO) und (II) auch ohne Benutzung der Gleichung (4) und 
ohne Zuhilfenahme von Determinanten einfach aus dem Satz, dab der Gesamtleit- 
wert einer Reihe yon parallel geschalteten Leitwerten gleich der Summe der ein- 
zelnen Leitwerte ist. 

Liegt die Aufgabe vor, einen Widerstand der Form (9) durch ein Netz zu ver- 
wirklichen, so wird eine Partialbruchzerlegung nut selten praktisch leicht durchffihr- 
bar sein. Glficklicherweise gibt es eine Reihe (9) verwirklichender Schaltungen, bei 
denen sich die Widerst~tnde und Kapazit~iten rational durch die Koeffizienten av, by 
ausdrficken und sich leicht berechnen lassen. Dabei fassen wit nut solche Schal- 
tungen ins Auge, die keine gr6Bere Zahl Scha|tungselemente, als in Bild 3 vor- 
handen sind, und demnach keine fiberflfissigen Elemente enthalten. 

Setzen wit z ffir -~-, so schreibt sich (9) in der Form 

I P b = + b = + l z + . . .  -31- b2n - 1zn" 1 
Q - an - l - a ,+ l z  .+. �9 �9 a2=--xzn--l-ka2az n ' (9a) 

worin 

und 

n 

X k~v-1  
(~ = z + u2~-1 '  

k~v-1 -- h 2 v - i  > o  
~ 2 v  - -  1 

(I2a) 
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entwickeln l~iflt. 
G= . . . .  positiv. 
wonnen werden : 

: > o  112v--1-- ~-2v--1 

ist. Funktionen der Form (I2a), allgemeiner S t i e l t j e s s c h e  Integrale, 
Oo 

J z + u (~p(u) eine wachsende Funktion), 
o 

sind besonders yon S t i e l t j e s  untersucht worden. Die Ergebnisse der S t i e l t j e s -  
schen Theorie werden bei der Betrachtung yon Schaltungen mit unendlich viel Ele- 
menten zum Zweck der Anniiherung nicht rationaler Funktionen der Frequenz dutch 
2eine endliche Schaltung herangezogen werden:). Jetzt soll gezeigt we;den, dab sich 
(9a) in den endlichen S t i e l t j e s s c h e n  Kettenbruch 

I/  I I I I I I 
~ =  ~fz, z + ~  + DT~z + " "  +/a ,~  (17) 

Bei einem S t i e l t j e s s c h e n  Kettenbruch sind die Elemente D:, 
Der Kettenbruch kann durch folgendes Divisionsverfahren ge- 

Q = P ' D x z + Q  1 
P = Q : ' G 2 +  P1 

Q: = P : . D  3z + Q2 

Bild 4. 

g 

g, 

P. - : = Q. G2.. 

(:8) 

Zum Beweis der Entwicklungsm6glichkeit des Ausdrucks (9 a) in ein S t ie  It j e s schen 
Kettenbrueh. 

Hierin sind Q vom n-ten, P, Q: vom (n - -  I )-ten, P1, Q2 vom ( n - - 2 ) - t e n . . . ,  
P n - : ,  Qn vom o-ten Grad. Die obige Behauptung besteht nun darin, daft siimt- 
liche Dr, Gv positiv sind. Da bei der Festsetzung a n ~ o ,  die wir treffen wollen, 
alle Koeffizienten yon (9) positiv werden, folgt zuniichst D i d o .  Q: = Q - - P ' D : z  
hat offenbar an den Punkten ( - -u~v-1)  dasselbe Vorzeichen wie P, an den Punkten 

( - - ~ )  =( - -U~v)a las  Vorzeichen von Q. Die Nullste|len des Polynoms (n - - l ) - t en  

Grades QI, die ~x, ~3, -~5,--- ~2n-3 benannt werden sollen, sind also wieder alle 
reell und,  wie in Bild 4 a  f i r  n = 6 veranschaulicht wird, in folgender Weise 
verteilt: 

~) Der betreffende hier nicht abgedruckte Abschnitt 3 ,,Unendliche Netze" der Disser- 
tation enth:ilt u. a. die in Lit. i8 angegebene Nachbildung yon homogenen Leitungen dutch 
Kettenschaltungen. 
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--u,<--u~<}1<--u3<--u4<_~s<...<--U2n-~<}~-a<--u==-~. 
Das Polynom (n ~ 2)-ten Grades P1 = P ~ QI G2 mit den Nullstellen _~2, ~,, _}6 �9 �9 . 
~=n-4 hat an den Punkten --u=v das entgegengesetzteVorzeichen wie QI, an den 
Stellen }2~-i dasselbe Vorzeichen wie P. Daher sind wieder alle NuIlstellen ~=v 
reell, und ihre Verteilung ist nach Bild 4b durch 

~ < ~ < -  u ~ < _ G < } ~ < - -  u~ <_Zs<~G<. �9 . < . G ~ - 4 < - - u ~ - ~ . < G ~ - 3  

gegeben. 
Da die Nullstellen yon P1 und Q1 sich gegenseitig trennen und beide ffir 

P1 P 
grot?e dasselbe Zeichen haben, so ist ~ eine Funktion gleicher Art wie -~, Z n u r  

sind Ziihler und Nenner je um einen Grad niedriger. Genau wie f~r P, Q ge- 
schlossen wurde, kann man daher auch fiir Pl, Q, schliegen, wodurch die Behaup- 
tung bewiesen ist. 

It ' 

o 

Bild 5. Eine den Widerstand eines beliebigen aus Ohm schen Widerst/inden und Kapazit/iten 
bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichende Schaltung. 

�9 I , R ~ v =  Die Schaltung Bild 5 besitzt den Lei twer t  (I7), wenn C 2 ~ - 1 - - D ~ v - 1  

I 

G2v 
fahren (18) rational durch die Koeffizienten av, by ausgedrfickt. 

Stat t  ~ ( z )  kann man auch ~ (;t) in Partialbriiche zerlegen und erh/ilt 

gemacht  wird. Alle Widerstands- und Kapazit~itswerte sind nach dem Ver- 

n - - I  

m,v (;to = o). ~R = Ro + , ~ Z +  ;t2v 
V = O  

(19) 

Bild 7. Eine den Widerstand eines beliebigen aus Ohmschen WiderstS.nden und Kapazit/iten 
bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichende Schaltung, 

Bild 6. Eine den Widerstand eines beliebigen aus Ohmschen Widerstfinden und Kapazit~iten 
bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichende Schaltung. 

Analog der Schluflweise yon Seite 36I oben ergibt sich, daft auch hier aut3er 
X~v~o auch m~v>O ist. Der Zerlegung (19) entspricht die zu Bild 3 duale Schal- 

I 
tung Bild 6, in welcher die Elemente  die Wer te  Cv = - -  (v = o ,  I , . . .  n - - I ) ,  

m 2 v  

Rv = m~v (v = I, . . . n - -  I) haben. Nach (I9) hat ~ - - R  0 dieselbe Gestalt  wie 
, ~ 2 V  

(I2a) flit den Grenzfall u~o-1 = o. Daher gestat tet  ~ di~ Kettenbruchentwicklung 

1{ i{ If (20) ~ = R ~  + {Gn-l~ 
. . . . . . .  

T T - 
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mit positiven Werten Cz, R2 . . . .  , die man durch das Divisionsverfahreu (I8) erh~ilt. 
Die Entwicklung (2o) entsprieht der Schaltung Bild 7. Nach den hier beschriebenen 
Methoden lassen sich auch eine groBe Zahl gemischter Schaltungen herstellen, die 
den gegebenen Widerstand (9)"verwirklichen. Man braucht nur, wenn man mit 
einer der Methoden, sei es Partialbruchzerlegung oder Divisionsverfahren, begonnen 
hat, an irgendeiner Stelle abzubrechen, um dann den Rest oder einen Teil des 
tibrigen Netzes durch eine der anderen Schaltungsarten darzustellen.' Dabei kann 
es jedoch vorkommen, dab der restliche zu verwirklichende Widerstaud einen Grenz- 
fall yon (9) (~.x =-o, Z~n-x = ee oder  eine Kombination dieser beiden F/ille) dar- 
stellt. Diese Grenzfiille wollen wit nun untersuchen. 

Sie entsprechen F~illen, in denen die Formen (Sb) und (5c) semidefinit sind. 
Wird in der Schaltung Bild 3 irgendeine Kapazit~it, in der Schaltung Bild 5 C1, in 
Bild 6 Co, in Bild 7 C2n-1 unendlich grog, so bleibt der Widerstand (9) ftir sehr 
kleine Frequenzen endlich. Dies kommt dem Grenzfibergang ~(1~o gleich. Ver- 
schwindet andererseits in Schaltung Bild 3 oder 5 irgend ein Widerstand, in Bild 6 
oder 7 der Widerstand R0, so verschwindet der Widerstand (9) fiir sehr groBe Fre- 
quenzen. Dies entspricht dem Grenziibergang ~.~n_z~ee (wobei limH~t2n- 1 end- 
lich). Andere Grenztiberg~inge bewirken nichts Neues, sondern nur, dab  zwei 
innere ~v eiuander gleich werden, so daft sich im Z/ihler und Nenner yon (9) je ein 
Faktor forthebt. Danach lassen sich unsere bisherigen Ergebnisse dahin erweitern: 

o II 
i l  

~z r R2 

a 

b 6", l& ~ cs 

Bild '8. Die den Widers tand eines bel iebigen aus Ohmschen  Widerst~nden und Kapazit~ten 
bestehenden zweimaschigen Netzes verwirkl ichenden Schaltungen ohne fiberflfissige Elemente.  

Bild 9. 

2 : I I T 
Zusammensetzung yon Schaltung Bild 8 c aus den Schaltungen Bild 8d und 8b. 

SatzI :  J e d e r  d u r c h  ein  N e t z  von  n F r e i h e i t s g r a d e n  aus  K a p a z i ~ i i t e n  
und  O h m s c h e n  W i d e r s t / i n d e n  g e b i l d e t e  W i d e r s t a n d  h a t  be i  
d e n  B e d i n g u n g e n  (IO) und  (II) d ie  F o r m  (9) mi t  E i n s c h l u B  de r  
Grenzf~i l le  ~1~o ,  Z~n-l-~e* ( w o b e i  l im  H~(2n_ 1 end l ich) .  Er  
1/iBt s i ch  s t e t s  d u r c h  j q d e  d e r  S c h a l t u n g e n  B i l d  3, 5, 6, 7 und  
d u r c h  j e d e  K o m b i n a t i o n  d i e s e r  S c h a l t u n g e n  e r s e t z e n .  Bei  
s o l c h e n  K o m b i n a t i o n e n  o d e r  in den  G r e n z f i i l l e n  m f i s s e n  d ie  
G r e n z w e r t e  R = o ,  C = e o  z u g e l a s s e n  w e r d e n .  

Dabei genfigt es offenbar, dem ersten bzw. letzten Schaltelement den Grenz- 
wert zu erteilen, wenn erforderlichenfalls die Zahl der Freiheitsgrade der Ersatz- 
schaltung verringert wird. Welches der beiden Endelemente fortfiillt, oder ob sie 

be ide  fortfallen, erkennt man an dem Verhalten yon ~ fiir sehr kleine und sehr 
groBe Frequenzen. Die im Satz I ausgesprochene Gleichwertigkeit der Schaltungen 
Bild 3, 5, 6, 7 mit einer beliebig gegebenen Schaltung von n Freiheitsgraden gilt 
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auch f/Jr komplexe Z, d. h. auch ffir beliebige nichtperiodische Vorg~inge (Ein- 
schwingvorg~inge). 

Ist n speziell gleich 2, so ergeben sich im ganzen vier SchaltungsmSglichkeiten 
(Bild 8) nach den beschriebenen Methoden. Schaltting Bild 8c kann entweder durch 
Partialbruchzerlegung yon [R oder dutch Kombination von Schaltung Bild 8d mit 
8b erhalten werden, wie Bild 9a  zeigt. Der zweite Tell mug hier mit einer Kapa- 
zit~it endigen, weil die Schaltung Bild 9 b ffir ~---cc den Widerstand Null besitzt. 
Hieraus geht auch hervor, daft die Partialbruchzerlegung fiir Schaltung Bild 8c zu 
Ausdriicken ffir die Kapazit~iten und Widerst~nde ffihrt, die in den av, by rational 
sind. Man erkennt auch, daft in dem speziellen Fall yon zwei Freiheitsgraden mit 
den hier beschriebenen Methoden s~imtliche iiberhaupt mSglichen Schaltungsarten 
ersch6pft werden, wenn keine iiberfltissigen Elemente (d. h. hier nicht mehr als 
vier) in der Schaltung vorkommen sollen: 
Satz Ia:  J e d e r  d u r c h  e in  z w e i m a s c h i g e s  N e t z  aus  O h m s c h e n  W i d e r -  

s t / i n d e n  u n d  K a p a z i t ~ i t e n  g e b i l d e t e  W i d e r s t a n d  h a t  d ie  F o r m  

~lt = a~Z2+ a3Z + a4 (2I) 
b2/t ~ + b3)l, 

und l~it3t s i c h  d u r c h  j e d e  de r  S c h a l t u n g e n  Bi ld  8 d a r s t e l l e n .  
B i ld  8 g i b t  d i e  e i n z i g e n  S c h a l t u n g e n ,  w e l c h e  d i e s  l e i s t e n  und  
k e i n e  i i b e r f l i i s s i g e n  E l e m e n t e  e n t h a l t e n .  

l i ! z, , zz 8 z~ 

L7 L2 La Lr~ 
o 

~ L  5 ..... ~ L 2 ~ f  

Bild Io .  Schaltungen, die den Widerstand eines beliebigen aus Ohmschen Widerst/inden, 
Selbstinduktionen und gegenseitigen Induktionen bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichen. 

n 

In den anderen beiden F/illen, wo sich die Form 2" Aik xi xk nur aus zwei 
i~k~I  

definiten quadratischen Formen zusammensetzt, n~imlich wo einmal Dik = O  und 
das andere Mal Rik = O ist, k6nnen fast w6rtlich dieselben f3berlegungen angestellt 
werden. Der Umstand, dab fiir die Lik Einschrfinkungen wie (Sa), (6b) nicht 
gelten, spielt fflr den Charakter der Widerstandsfunktion, d. h. ftir ]hre Nullstellen 
und Pole [s. die Ungleichungen (IO) und (II)] keine Rolle. Wir begntigen uns da- 
mit, die Resultate anzugeben. 

Das Netz enthalte also erstens nur Widerstlinde, Selbstinduktionen und gegen- 
seitige Induktionen. Dann gilt der 
Satz II: J e d e r  d u r c h  ein  N e t z  von  n F r e i h e i t s g e r a d e n  aus  O h m s c h e n  

W i d e r s t ~ i n d e n ,  S e l b s t i n d u k t i o n e n  und  g e g e n s e i t : i g e n  I n d u k -  
t i o n e n  g e b i l d e t e  W i d e r s t a n d  h a t  be i  den  B e d i n g u n g e n  (Io) 
u n d  (II)  d i e  F o r m  
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~ =  a 0 k n + a i / . n - l + . . . + a .  

b i l  n-1 -}- b=/. " - z  -i- . . �9 -~ b~ 

H (J. -]- i l )  (J. -]- J~3)(~ "J- t 5 )  �9 �9 �9 (~ - i - 1 2 n - 1 )  (22)  

(t + i3)(t + ~4). �9 -(/~ + t3, -3) 
m i t E i n s c h l u B d e r  G r e n z f / i l l e  i 1 ~ o ,  i 3 . _ 1 ~ 0 o  (wobei  l i m H t 3 , _  1 
endl ich) .  Er  l~iBt s i c h  s t e t s d u r c h  j e d e d e r S c h a l t u n g e n B i l d I o ,  
die  k e i n e  g e g e n s e i t i g e  I n d u k t i o n  e n t h a l t e n  u n d  j e d e  K o m -  
b i n a t i o n  d i e s e r  S c h a l t u n g e n  e r s e t z e n .  Bei  K o m b i n a t i o n e n  
o d e r  in den  G r e n z f ~ i l l e n  m f i s s e n  d ie  G r e n z w e r t e  R = o ,  L = o  
z u g e l a s s e n  w e r d e n .  

Bild Ioa entspricht der'Partialbruchzerlegung 
n 

_~-~ h~_.=l (23) 

und es ist 
~ 3 v - - 1  I , 

R . - -  h2v_l ,  L~ = h3v_l ,  

c -  o , , 

Bild I I. Die  d e n  W i d e r s t a n d  e i n e s  b e l i e b i g e n  aus  O h m  s c h e n  Widers t~ inden ,  S e l b s t i n d u k t i o n e n  
u n d  g e g e n s e i t i g e n  I n d u k t i o n e n  b e s t e h e n d e n  z w e i m a s c h i g e n  N e t z e s  v e r w i r k l i c h e n d e n  S c h a l t u n g e n  

o h n e  / iberf l f iss ige E l e m e n t e .  

Bfld lob der Kettenbruchentwicklung 

21 II II II 
~ -- I LI~. + FG~ + FL~* + .. . .  + iG.~ {24) 

I 
und es ist R 2 v ~ - - ;  Bild Ioe der Partialbruehzerlegung 

O 2 v  
n - - I  

m~.  z = ~ - ,  z ~ = o ,  z~ .  - -  ~3v (V - -  i ,  2, 3 . . - n - - ~ )  (25) ----- R~ + z + Z3v 

und es ist 
: . rl]2 v L~=m,.v(V=o,i ,e, . . .u--I) ,  Rv-- (v=i ,o- , . . .n - -0 ;  

Z2v 

Bild Iod endlich entspricht der Kettenbruehentwicklung 

~t = R~ + I-EJz + 7~0 + ,  ~,-3o + ' "  "+ (26) 
[ M~.n- i z 

und es i s t  
�9 I 

L=v - i  -- - -  

M 2 v  - 1 

Anfangs- oder Endelement der angefhhrten Schaltungen verschwinden wieder 
nur dann, wenn einer der beiden oder beide Grenzfiille ~.1-* o, t2n_1-§ ~ vorliegen. 
Alle iibrigen Elemerite sind positiv, wenn erforderlichenfalls die Zahl der Freiheits- 
grade der Schaltung verringert wird. 
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Ferner gilt analog zu dem Satz I a der 

Satz IIa: J e d e r  d u r c h  e in  z w e i m a s c h i g e s  N e t z  aus O h m s c h e n  W i d e r -  
s t~ tnden ,  S e l b s t i n d u k t i o n e n  u n d  g e g e n s e i t i g e n  I n d u k t i o n e n  
g e b i l d e t e  W i d e r s t a n d  h a t  d ie  F o r m  

= a0)-~ § al).  + a2 (27) 
blJ, + bg_ 

und  l~ii3t s ich  d u r c h  j e d e  der  S c h a l t u n g e n  Bi ld  II d a r s t e l l e n .  
Bi ld  II l i e f e r t  d ie  e i n z i g e n S c h a l t u n g e n ,  w e l c h e  d ies  l e i s t e n  
und  k e i n e  f i b e r f l t i s s i g e n  E l e m e n t e  e n t h a l t e n .  

Der letzte Tell des Satzes IIa gilt auch bei Zulassung yon gegenseitiger In- 
duktion. Bei vorhandener gegenseitiger Induktion ist n~imlich stets ein Element in 
der Schaltung tiberfl/issig, da ja wegen a23~:o zwei Ohmsche Widerstiinde in der 
Schaltung vorkommen miissen. 

~ ~ / 7  . . . . .  

o . . . . . . .  

Bild i2. 

~ ~ ~  d 
c . . . . .  " ~ r t , - 7  

Schaltungen, die den Widerstand r beliebigen aus Kapazit~ten, Selbstinduktionen 
und gegenseitigen Induktionen bestehenden n-maschigen Netzes verwirklichen. 

Nehmen wir weiterhin Rig=  O an, so ergibt sich der 

Satz III: J e d e r  d u r c h  e i n N e t z v o n  n F r e i h e i t s g r a d e n  aus  K a p a z i t ~ i t e n ,  
S e l b s t i n d u k t i o n e n  u n d g e g e n s e i t i g e n l n d u k t i o n e n  g e b i l d e t e  
W i d e r s t a n d  h a t  d ie  F o r m  

b1~2 - 1 +  b ~ ) . ~ . - z §  q_. bz ~_1~, 
(:8) 

H" (x § x1) (X-Jr - x3) (x  -~ x s ) . .  , (x  ,-~ X2n--  1) 

Z. (x + x2) (x + - x , ) . .  (x § x ~  _ ~) 
m i t  E i n s c h l u g  der  G r e n z f M l e  xl-* o, xzn-l-~ co (wobei l im Hxzn_ 1 
end l i ch ) .  D a r i n  i s t x = Z  ~ u n d  d ie  xv g e n i i g e n  d e n R e l a t i o n e n  
(IO) u n d  (II). D e r  W i d e r s t a n d  (28) liit3t s i c h  s t e t s  d u r c h  j e d e  
d e r  S c h a l t u n g e n  Bi ld  I2, d ie  k e i n e  g e g e n s e i t i g e  I n d u k t i o n  
e n t h a l t e n  u n d  d u r c h  j e d e  K o m b i n a t i o n  d i e s e r  S e h a l t u n g e n  
d a r s t e l l e n .  Bei  K o m b i n a t i o n e n  o d e r  in G r e n z f a l l e n  mt i s sen  
d ie  G r e n z w e r t e  C = v o ,  L = o  z u g e l a s s e n  w e r d e n n ) .  

�9 Bild I2a entspricht der Partialbruchzerlegung 
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und es ist 

n 

---  ~ ~--~-, Y 2 v - l - -  X 2 v - l ,  Y -{- Y2~-1 x 
V = I  

(29) 

Lv- -  Y2 v -  1 Cv ~ r2v 1" 
r-~v-1 

Bild I2b der Kettenbruehentwieklung 

I I  _1_ I i  I I I I (30) 
z ~  = I-ply ~ + FbYf + +  IM~o' 

und es ist 
I I 

- -  L 2  v = �9 C.~v-1 D 2 v _  1, M~v'  

Bild I2e  der Partialbruchzerlegung 
B - -  [ 

gt L0 + X  s~v (xo o), (31) 
Z x +  x~v 

V ~ O  

und es ist 

C~= ! (v = o ,  I,.  . . n - -  *), L v - -  s2~ ( v =  I , 2 , . . . n - -  I); 
S2v Xgv 

Bild I2d  endlich der Kettenbruchentwicklung 
I ]  I I I I I l 

~- = Lo+ ~ x  + ~ ,  + ~ x  + .  �9 �9 + ,  c~_lX.  
o 

+ 
o - 7  - F  ~ 

o II II 

o T -l- c 

(32) 

Bild 13. Die den Widerstand eines beliebigen, aus Kapazitttten, Selbstinduktionen und gegen- 
seitigen Induktionen bestehenden zweimaschigen Netzes verwirklichenden Schaltungen ohne 

fiberflfissige Elemente. 

Durch Differentiation yon (31) nach to S = - - x  folgt, dab =-~R mit wachsender 
*oJ 

Frequenz co yon den Pole~ abgesehen stets zunimmt. Auch bei den Schaltungen 
Bild 12 fallen nur das erste oder letzte Element oder beide Randelemente fort, 
wenn  Grenzftille (x 1 = o, x ~ - z  = oo) vorliegen. Treten untereinander gleiehe Xv 
auf, so verringert sich die Zahl der Maschen der Schaltung. Ferner gilt der 
Satz IIIa:  J e d e r d u r c h  e in  z w e i m a s c h i g e s N e t z  a u s K a p a z i t ~ i t e n ,  S e l b s t -  

i n d u k t i o n e n  u n d  g e g e n s e i t i g e n  I n d u k t i o n e n  g e b i l d e t e  
W i d e r s t a n d  h a t  d i e  F o r m  

= %'Z 4+asz ~ + a 4  
bz~, 3 + b3~ (33) 

u n d  l~iBt s i c h  d u r c h  j e d e  d e r  S c h a l t u n g e n  B i ld  I3 d a r s t e l l e n .  
B i l d  13 l i e f e r t  d i e  e i n z i g e n  S c h a l t u n g e n ,  w e l e h e  d i e s  l e i s t e n  
u n d  k e i n e  i i b e r f l f i s s i g e n  E l e m e n t e  e n t h a l t e n Z 2 ) .  

Wieder gilt der letzte Tell des Satzes III a auch bei Zulassung yon gegen- 
seitiger Induktion. 
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4. Die B e d i n g u n g e n  ffir die R e a l i s i e r b a r k e i t  e i n e s  W i d e r s t a n d e s .  
Netze mit einer endlichen Maschenzahl ergaben als realisierbare rationale Funk- 

tionen der Frequenz (9), (22) und (~8). Der Einfachheit halber beschr~nken wir 
uns hier wieder auf den FalI, daft diese Funktionen in gekfirzter Form gesehrieben 
sind. Als notwendige und hinreichende Bedingungen f/it d i e  Realisierbarkeit er- 
kannten wir (io) und (i i), worin im Fall (28) ;t durch x-----). ~ zu ersetzen ist. Diese 
Bedingungen lassen sich auch rational in den Koeffizi~nten av, b,, von (9), (22) und 
(28) ausdrficken. Es genfigt offenbar, dies z. B. f/it (22) auszuf~hren. Die Bedin- 
gungen, defien die Koeffizienten yon (9) und (28) gentigen miissen, gehen aus jenen 
f/Jr (22) einfach dadurch hervor, dab man die Koeffizienten 

ao, al,  a= . . . .  an; b l ,  b=, b a , . . . b .  
durch 

an, a n + l ,  a n + 2  . . . .  a2n; bn, b n + l ,  b n + =  . . . .  b~ .n-1  
bzw. 

ao, a=, a~ . . . .  a~n; bl, b8 b s . - . b 2 n - 1  
ersetzt. Da in (22) a05zSo ist, darf ohne Einschrgnkung der Atlgemeinheit a o > o  
vorausgesetzt werden, was wir tun woden. Die in (IO) enthaltene Bedingung, daft 
Nullstellen und Pole yon (2~) samtlich reell und verschieden sind und die Null- 
stellefl durch die Pole getrennt werden, zusammen mit (I I), kann nach H u r w i t z  
(Lit. 2o) in folgender Weise formuliert werden. Es muff jede zweite Hauptunter- 
determinante (durch Umrahmung hervorgehoben) der Determinante 

ao a l  a2 33 a4 a5 

0 b 1 b~ b a b4 b5 
o a o a 1 an a3 a4 
o o bl b~ b 8 b~ 

0 o a 0 a 1 a 2 a a 

0 0 0 b I b 2 ba 

(53) 

bis zur 2 n-ten positiv sein. Wenn wir hierzu diejenigen Ungleichungen, zwischen 
den a,, hinzuftigen, die ausdrticken, dab die Nullstellen yon (22.) negativ reellen Teil 
besitzen, so haben wit ein System von Bedingungen, das mit (IO) und (I i)  gleich- 
wertig ist und die notwendigen und hinreiehenden Bedingungen ftir die Realisier- 
barkeit der Funktion (22) als Widerstand angibt. Den notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafiir, daft die Wurzeln einer Gleichung 

g (Jt)i~_ a0),n + al~. n-1 + a~.~n- 2 + . . .  + an = o  (54) 

mit reellen Koeffizienten s~imtlieh negativ reellen Teil besitzen, hat H u r w i t z  in 
derselben eben zitierten Arbeit eine einfache Form gegeben. Wir werden auf sie 
noeh bei der Betrachtung derjenigen Funktionen des Frequenzparameters ~, zurtick- 
kommen, die als Widerst~inde yon Netzen auftreten, welehe sowohl Selbstinduktion, 
wie Kapazittit, wie auch Ohmsehe Widerstiinde enthalten. H u r w i t z  zeigt in jener 
Arbeit zuntichst, daB, wenn man 

i n g ( _  leo) = U + i V  (oJ, U, V reell) (55) 

U setzt, i n ~ -  genau wie in (2~) Z~ihler und Nenner nur reelle verschiedene Wurzeln 

besitzen, diese einander trennen und auferdem der h6chste Koeffizient in U das- 
selbe Vorzeichen wie der in V hat, und umgekehrt, dag g (54) nur Wurzeln mit 
negativ reellem Tell besitzt, wenn dies der Fail ist. Daher kann man diese Be- 
dingungen dadurch ausdrficken, dab n Determinanten (53) positiv sein mfissen. 
Wegen der speziellen Werte der av, by in unserem Fail gelangt man so zu den 
, ,Hurwi tzschen  Bedingungen"Ze), falls a o > o  angenommen wird: 
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Damit (54) nur Wurzeln mit negativ reellem Teil besitzt, ist notwendig und 
hinreichend, daft die n ersten Hauptunterdeterminanten der Determinante 

a I a o 0 0 0 

a3 as fll flo o 

a5 a4 a3 as al  

a7 as a5 a4 a3 
aa as a7 a6 a5 

(56) 

positiv sind. 
Diese Bedingungen enthalten als notwendige Folge die Ungleichungen av)O.  

So erh~ilt man als Erg~inzung zu den S~tzen I, I[, III: 

Satz IV: Die  n o t w e n d i g e n  u n d  h i n r e i c h e n d e n  B e d i n g u n g e n  f/.ir d ie  
R e a l i s i e r b a r k e i t  e i n e s  W i d e r s t a n d e s  yon  de r  F r e q u e n z -  
a b h ~ i n g i g k e i t  (22) d u r c h  e in  Ne tz  aus  S e l b s t i n d u k t i o n e n ,  
g e g e n s e i t i g e n  I n d u k t i o n e n  und  K a p a z i t ~ i t e n  w e r d e n  d u t c h  
d ie  2 n U n g l e i c h u n g e n  (53) und  (56) g e g e b e n .  Die e n t s p r e -  
c h e n d e n  B e d i n g u n g e n  f/ir  (9) und  ( 2 8 ) g e w i n n t  man  h i e r a u s ,  
i n d e m  man  

a0, a 1, as . . . .  an; b 1, b2, b 3 . . . .  b~ 
d u r c h  

b~, bn+l, bn+s . . . .  bsn-1 

bl, b~, b s , - . ,  b ~ - i  
bzw. 

a n ,  a n - t - l ,  a n + s ,  �9 �9 �9 a s n ;  

ao ,  a s ,  a4 ,  �9 . . a s h ;  

bzw. 
a o, as, a4; bl, bu 

e r s e t z t .  

Die physikalische Notwendigkeit der Bedingungen (58) ltiflt sich unmittelbar ein- 
sehen, wenn man die ai und bi in (27) durch die Selbstinduktionen und gegenseitigen 
Induktionen Lik sowie die Ohmschen Widersttinde Rik des zweimaschigen Netzes 
ausdriickt. Man erh~ilt so die offenbar physikalisch notwendigen Ungleichungen: 

L22~o, (LlsRss--  L2~R12)S~o. (58a) 
Archiv  s Elektrotechnik .  XVII .  Band. 4- Heft .  25 

e r s e t z t .  

Aus den Ungleichungen des Satzes IV folgt, dag s~imtliche Koeffizienten yon 
positiv sind. Haben wir es speziell mit dem Fall n = 2 zu tun, so reduzieren sich 
die H u r w i t z s c h e n  Ungleichungen (56) auf a 0 ~ o  , a l ~ o  , a s ~ o  , und es ergibt 
sich der 

Satz IVa: Die  n o t w e n d i g e n  u n d  h i n r e i c h e n d e n  Bedingungen ffir d ie  
R e a l i s i e r b a r k e i t  e i n e s  W i d e r s t a n d e s  von de r  F r e q u e n z -  
a b h / i n g i g k e i t  (27) d u r c h  e in  z w e i m a s c h i g e s  N e t z  a u s S e l b s t -  
i n d u k t i o n e n  und  g e g e n s e i t i g e n  I n d u k t i o n e n  u n d  O h m s c h e n  
W i d e r s t ~ i n d e n  w e r d e n  b e i  d e r A n n a h m e  a 0 ~ o  , d u t c h  d ie  Un- 
g l e i c h u n g e n  

a l > o ,  a s > o  (57) 
u n d  

bl > o, - -  a s bl s q- a 1 b 1 b s - -  a 0 b l  2 > o (58)  

g e g e b e n .  Die  e n t s p r e c h e n d e n  U n g l e i c h u n g e n  fiir  (21) und  
(33) e r g e b e n  s i c h  h i e r a u s ,  i n d e m  man  

ao, al, as; bl, bs 
d u r c h  

as, a3, a4; bs, b3 
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Ganz entsprechendes gilt fiir die F~ille (2I) und (33). In Satz IV a  ist ange- 
nommen, daft sich die Widerst/inde (27) bzw. (21) oder (33) nicht schon dutch eir~ 
einmaschiges Netz verwirklichen lassen, daft sie also in gekfirzter Form gegeben sind. 

Die hier formulierten notwendigen und hinreichenden Bedingungen ffir die 
Realisierbarkeit eines Widerstandes lassen sich noch in anderer Gestalt schreiben, 
die eine Verallgemeinerung auf unendliche Netze gestattet,  welche nichtrationalen 
Funktionen entspreehen. 

Die Kettenbriiche (I7), (24) und (3 o) sind in /iquivalenter Form geschrieben 
yon der Art 

~ 1 t +  + + . . .  + l ~  [u 

mit positiven av, und ihre Entwicklung nach fallenden Potenzen yon u m6ge 

Co _~_ Cl c2 
u ~ + ~ +  ' " 

lauten. Die FUnktionen (9), (22), (28) Iassen sich nach den S~itzen I, II, III danrL 
und nut dann als Widerstiinde von Netzen mit zwei Widerstandsarten verwirklichen, 
wenn die Kettenbruchentwicklungen (I7) bzw. (24) , (3o) zu positiven av fiihrem 
Nun besteht zwischen den a,. und den c v d e r  folgende Zusammenhang (vgl. Lit. 23,. 
S. 3o4): 

~v+ 1 q ~ -  1 q'v+ 1~0~ (59) 
a l = ~ f l '  a 2 ~ =  tfv~v~ ' a 2 v + l =  V~v+lCf , 

worin 
~ 0 :  I~ 

C O C 1 Cv- I 

C 1 C 2 Cv 

Cv-- I Cv C2v-- 2 

(V : I, 2, 3 , " "  ") 

Man schliet3t hieraus sofort, dab 

C 1 C 2 Cv--1 

C 2 C 3 Cv 

Cv-- 1 Cv C2v-- 3 

( v = 2 / 3 ,  4, �9 �9 . ) .  

q v > o ( v = ~ ,  2, 3, �9 �9 �9 n) (60} 
und 

~ 2 v < o ,  ~V2v- l>o  (v = 2, 3, 4, �9 �9 �9 n +  I) (6I} 

zu (53)und (56) /iquivalente notwendige und hinreichende Bedingungen sind. Nach 
H u r w i t z  (Lit. 19) sind speziell die Ungleichungen (6o) mit (53) gleichbedeutend. 
(6o) gibt also wie (53) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen daffir, dag 
bei einer gebrochenen rationaten Funktion yon u mit einem Z~ihler vom (n - -  ~)-ten 
und Nenner vom n-ten Grade Nullstellen und Pole s~mtlich reell sind und einander 
trennen und der Koeffizient der h6chsten  Potenz im Z/ihler und Nenner gleiches 
Zeichen hat [Satz yon J a c o b i  und B o r c h a r d t ] ~ ) .  

Kapitel i11. 
Netze mit Selbstinduktionen, gegenseitigen lnduktionen, 0hmschen 

Widersfiinden und Kapazitiiten 1). 
5. Zweimaschige Netze: Notwendige Bedingungen. 

Der allgemeine Ausdruck (8) ffir den Widerstand eines n-maschigen Netzes 
reduziert sich ffir n = 2 auf 

:) D e r  A b s c h n i t t  8 , ,Netze mi t  e ine r  be l i eb igen  Zahl yon  F r e i h e i t s g r a d e n :  N o t w e n d i g e  
Bedingungen" und der Absehnitt 9 ,,Netze mit einer beliebigen Zahl yon Freiheitsgraden: 
Ansatz zur L6sung" der Dissertation sind hier fortgelassen. 
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bx)3 + b2)~ + bz ~, (62) 

Der Zusammenhang zwischen den ai, bi und den Rik, Dik, Lik ergibt sich 
a 

daraus, dab bei den Bezeichnungen des ersten Kapitels } R -  )~ax~ sein muB. Man 

erh~lt: 
Ll l  L2= - -  L122 = ao k 2, (63) 

Ll l  R22 @ L22 Rll - -  2 LI~ R12 = a 1 k 2, (64) 
L l l D 2 ~ + L 2 ,  D n - 2 L l ~ D 1 2 = a ~ k  ~ -  r = c k  2, (65) 
Rxl D2~ + R22 Dlx - -  2 RI~ D12 = a 3 k 2, (66)  

Dll D22 - -  D122 = a4 k 2, (67) 
L22 = b 1 k 2, (68) 
R2~ = b~ k 2, (69) 
D2~ = b 3 k ~ (7 O) 

und wir setzen noch 

so dab 
r = Rll  R22 - -  R122 = d k 2, (7 I) 

Die nun in Angriff zu nehmende Aufgabe besteht darin, erstens die Bedin- 
gungen zu bestimmen, unter denen zu gegebenen ai, bi sich ein reelles von Null 
verschiedenes k und den physikalisch notwendigen Einschr~inkungen (5), (6) ge- 
nfigende Lik, Rik, Dik bestimmen lassen, und zweitens gegebenenfalls physikalisch 
mSgliche LSsungen der Gleichungen (63) bis (7 o) aufzustellen. Wit  befassen uns 
hier vorwiegend mit der ersten Aufgabe. Die zweite Aufgabe macht offenbar keine 
prinzipiellen Schwierigkeiten und ist von F o s t e r ,  wie schon erw~ihnt, in sehr voll- 
st~indiger und ffir die Praxis brauchbarer Weise gel6st. Wir geben nur eine L6sungs- 
methode der Gleichungen (63) bis (7 o) im Prinzip an, und zwar in einer Form, 
die einer Verallgemeinerung auf n >  2 fiihig ist. 

Die neun Gleichungen (63) bis (7I) bestimmen auBer k 2 und d nut sieben Wider- 
standselemente, entsprechend dem Umstand, daft der Ausdruck (62) sieben wesent- 
liche Konstanten enth~ilt. Die rechten Seiten der Gleichungen (63), (64), (66) bis 
(7o) sind, vom Faktor  k 2 abgesehen, die Koeffizienten der darzustellenden Funktion 
(62). Setzt man Lik ~---O oder Rik .=O oder D i k = O ,  so verschwinden eine gewisse 

Anzah l  von den ai, bi, d, wobei a e durch c ersetzt ist; alle fibrigen bleiben abet 
unge~indert. Nun sind aber auch die rechten Seiten yon (7I) und (65) bis auf den 
Faktor k 2 dutch die Koeffizienten von (62) bestimmt. Wie wir bald sehen werden, 
genfigt n~imlich $ einer quadratischen Gleichung in den ai, bi29), die man durch Eli- 
mination der iibrigen noch zu bestimmenden Gr6Ben aus den Gleichungen (63) bis 
(71) gewinnen kann. 

Um notwendige Bedingungen ffir die AuflSsbarkeit unseres Gleichungssystems 
zu erhalten, setzen wir statt  (3) 

A i k  ----- lU L i k  -~- (), R i k  "3 t- D ik ) .  
Dann wird 

a (p) a o p~ + (a 1 ), + c) ~t -l- (o ~ s _}_ aa ~, _[_ a4) 
(72) 

all (P) --  bl/U @ (b2 ~. -}- b3) ' 

woraus sich (62) ergibt, wenn man ~ l = ) 2  setzt. Wit  k6nnen nun genau wie in 
n 

Abschnitt  2 daraus, dab .~ Lik xi Xk positiv definit ist, schlieBen, daft die Null- 
i,k =I 

stellen und Pole der rationalen Funktion yon p (72) s / imtl ich reell sind und ein- 
ander trennen (oder im Grenzfall fibereinstimmen). Die Vorzeichen der Koeffizienten 
der h6chsten Potenzen yon p im Nenner und Z~ihler stimmen fiberein. Dies gilt ffir 

25 ~  ̀
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alle reellen ).. Deshalb muB nach (58) wegen unserer Festsetzung a o > O  notwendig 
b l ~ o  , und 

- -  a o (b~ Z + ba) 2 + (al ~. + c) b 1 (b~ ~, + ba) - -  (6)2  + aa Z + a4) bl  2 ~ o 
sein, letzteres ffir alle reellen Z. Ordnet man nach )., so ergibt sich 

( - -  6 bl  ~ -t- al bl b ,  - -  a o b~ 2) ) . 2 ,  (a a bl  ~ __ c b 1 b 2 - -  a 1 b 1 ba -t- 2 a o b~ ba) )~ -I- / 
+ ( - - a  oba ~ + c b ~ b  1 - a ~ b l  ~)~O. / (73) 

Daher ist notwendig: 
T~ 2 = - -  a o b3~ 4- c b~ b 1 -- a~ bl 2 ~ o, (74) 
Ta ~ = - -  d b l  ~ -t- a lb lb~  - -  a o b 2 ~ o ,  (75) 

4 T2  2 T 3  2 - -  (as bl 2 -- c b 1 b 2 - -  a 1 b 1 b 3 --}- 2 a o b 2 b a ) 2 ~  o. (76) 
Bevorzugen wir nicht Lik, sondern Rik oder Dik, so erhalten wir zwei zu (73) 

analoge Beziehungen. Es eriibrigt sich aber ,  diese abzuleiten, da das Gleichungs- 
system (63) bis (7I) in den Lik, Rik, Dik symmetrisch ist und daher jede aus den 
Ungleichungen (5) gezogene Folgerung ffir die Koeffizienten ao, al, c, a3, a~, d, b 1, 
b2, b s gfiltig bleibt, wenn man eine der Vertauschungen 

b 2 und ba, d und a4, a 1 und c, (77a) 
b a und bl, a 4 und a0, as und al, (77 b) 
b 1 und b2, a 0 und 6, c und a s (77c) 

vornimmt. So folgt noch die zu (74) und (75) analoge Ungleichung 
T1 ~ = - - a ~ b ~  ~ + aab~b3--Ob~ 2 ~ o  (78) 

und zwei (76) entsprechende Beziehungen. Die Notwendigkeit  der Bedingungen 
(78), (74) und (75) ergibt sich unmittelbar aus Satz IVa,  wenn man naeheinand~r 
L i k = o ,  R~-----o, D~k=O setzt, da, wie schon erw~hnt, bei dieser Operation die 
nicht zur Identit~it werdenden Gleichungen des Systems (63) bis (7I) unge~indert 
bleiben. Die physikalische Bedeutung der gewonnenen Bedingungen ffir die Koef- 
fizienten von (62) erkennt man, wenn man ihre Wer te  aus (63) bis ( 7 0  einsetzt. 
Es wird n~imlich [vgl. (58a)]: 

k G T12 = (RI~ D22 - -  R~2 Di~) ~, 

k 6 T2 ~ = (D~ L ~  - -  D2~ L~)  ~, (79) 
k ~ Ta ~ = (La~ R~ - -  L ~  R~z) ~. 

Wegen der Indentit~it 
L~, (Ra~ D ~ - -  R~  DI~) q-- R~  (Da~ L ~  - -  D ~  L~2) -k- Dz,. (La~ R~ - -  L ~  Ra~) = o (80) 

besteht  bei geeigneter Vorzeiehenwahl zwischen T~, T~, T~ die Beziehung 
b~T~ + b ~ T ~ +  b~Ta = o. (8oa) 

Zwei der Ungleiehungen (74), (75), (78) ziehen hiernaeh die dritte naeh sieh, 
weil bl, b~, b~ reell sind. Durch die Wahl des Vorzeiehens einer der drei Gr6t]en 
T~, T~, T s ist das Vorzeichen der beiden anderen mitbestimmt,  wenn, wie wir hier- 
dureh festsetzen, (8oa) gelten soll. Dann sind also T~.T~, T a ' T ,  T I ' T ~  mit dem 
Vorzeichen bestimmt.  

Setzt man ebenso in den Klammerausdruck von (76) die Wer te  aus (63)b is  
(7~) ein, so wird 

k ~ - ( a a b l ~ - c b ~ b ~ - a ~ b x b s  + 2 aob2b s) = / (8I) 
= 2 (DI~ L ~ - -  D~  L~)  (L~ R ~ - -  L,., R~) = 2 k~T~ �9 T s 

Daher  gilt in (76) nur das Gleiehheitszeichen, so dab (76) sich als quadratische 
Gleichung for ~I auffassen l~ifit. Fiihren wir die abkiirzenden Bezeichnungen 

[Diskriminante des 
4 b l b a - - b ~  ~ = A,  Nenners von (62)] 

a~ b~ --  a o b 2 ==- V 1 
a2bz ~ a ~ b a - - a ?  b~ = Vz (82) 

as ba - -  a~ b= =- V a 
4 V 1 V  s - V =  = = d~ 

- -  a obs 0-}- a sb a b e -  a~bx ~ = W 
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ein, so lautet die Gleichung fiir 6 nach Fortheben des gemeinsamen Faktors be ~ 
d l  + 2 (b2 V,. - -  2 W)  + = o. 

Gleichung (80) gestattet  jede der Vertauschungen (77). 
beiden zu (76) analogen Beziehungen auf dieselbe Gleichung 
nutzung der Vertauschungen (77) folgt aus (8J) noch 

2 T 2 T 3  = a3 b l  2 - -  c b 1 b 2 - -  a 1 b I ba -k  2 a o b 2 b3 ] 

2 T a  T 1 = - -  a 3 b 2 b 1 - ~  C b22 - -  a 1 b 2 b 3 -}- 2 6 ba b 1 j (81  a) 

2 T 1 T ~  - -  - -  a 3 b 3 b 1 - -  c b 3 b 2 q-  a 1 ba 2 q- :1 a 4 b 1 b 2 

Nun sollen noch aus der aus (73)durch die Vertauschung (77 c) hervorgehenden 
Bedingung 

T32 xl 2 - -  2 Ta T1 xl x2 q- T12 x~" ~ o (73 a) 
fiir alle reellen x 1, x 2, zwei wichtige Folgerungen gezogen werden. Addiert man zu 
(73a) den Ausdruck 

0" [bl" x l  2 - -  (b22 - -  z b l  b~) x l  x .  + b3" x . " ] ,  

der  ftir A I ~ o  positiv definit ist, so folgt 
V 1 x12 - -  V 2 x 1 x 2 -~ V 3 x22 > o ,  (83) 

aufJer wenn x I = x~ = o. 
Daher ist notwendig 

V 1 > o (84 a) 
V a > o  (84b) 

d2 = 4 V1 V~ --  V22 > o, (84 c) 
wenn A 1 > o ,  d. h., wenn der Nenner komplexe Wurzeln hat. 

Ist dagegen d i d o ,  so ist sicher b2=> 2b lb  a und 
cl [bl 2 xl 2 + (b~ = - -  2 b i ba) x 1 x 2 + ba = x22] > o 

fiir x ~ ' x 2 ~ o  aufler x,  = x 2 = o. 

x~ foigt durch Addition mit dieser Unglei- Setzt man in (73a) - -Xxs ta t t  - - ,  so 
X 2 X 2 

chung jetzt 
V1 x12 + V~ xl x2 + Va x~ 2 > o (85) 

far alle Xl-X2~O auBer ffir x~ = x =  = o .  
(85) ist also in jedem Fall richtig. Die physika!ische Bedeutung wird klar, 

Xl 
wenn m a n - - d u r c h  o~ 2 ersetzt. Dann unterscheidet sich n~imlich (85) yon dem 

Xg 

reellen Teil yon (62) far ~, = / t o :  

(i to)] = ~-  [~  (i w) + ~ ( --  i ~)] R~ 

nur um einen positiven Faktor.  Dieser reelle Teil muff aber wegen der Energie- 
verzehrung in  den Ohmschen Widerst~inden nach der Voraussetzung (Sb) ffir 
alle Frequenzen (auch in der Grenze f~r eo-+o und to---> co) positiv seine~ In 
jedem Falle folgt somit (84a) und (84b). Diese Ungleichungen erh~ilt man auch 
aus der notwendigen Bedingung R, [N (/to)] ~ o ,  wenn einmal Lik = o, das andere 
Mal D i k = O  gesetzt wird. Ferner folgen sie aus (75) und (78) wegen 6 >o .  Wenn 
A l ~ O  ist [d. h. wenn der Nenner von (62) reelle Wurzeln besitzt] so mug ent- 
weder die Ungleichung (84c) oder 

V 2 > o (86) 
bestehen, wobei (84c) und (86) sich nicht gegenseitig ausschliegen. 

Weitere notwendige Bedingungen folgen daraus, dab nach den Voraussetzungen 
a . 

(5) Z~ihler und Nenner y o n - - m  (7) nur Wurzeln mit negativ reellem Teil besitzen. 
all 

Wegen des mathematischen Beweises vgl. z. B. R o u t h ,  Lit. 21, Kap. VII. Physi- 
kalisch sieht man es daran, dab jede freie Schwingung abklingen mug. Die H u r -  

(76a) 
Daher ftihren die 
(76a). Unter Be- 
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wi tzschen  Kriterien (5c) daffir, dab (62) Nultstellen und Pole mit negativ reellem 
Teil besitzt, liefern auger av~O,  b v ~ o  noch die eine unabh~.ngige Ungleiehung 

- -  a4 al s + a l a s a ~ - - a  0 a3 s ~ O  (87) 
aus der noeh 

4 %  a4 - - a s  s ~ 0 (87a) 
folgt. Wir werden jetzt naehweisen, daft man aus den aus dem Energieprinzip 
ableitbaren H u r w i t z s c h e n  Ungleichungen" und (85) auf die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen ffir die Koeffizienten yon (62) im Grenzfall Rik = o ,  d. h. 
nach Satz IVa, auf a 2 ~ o ,  a 4 ~ o ,  b l ~ o  
und 

W = - -  a o b3 s 4- as b~ b t - -  a,t b l  s > o (88) 

schliet3en kann, oder, was dasselbe ist, darauf, daft im Grenzfall Rik = O die N u l l -  
stellen und Pole von ~R einander trennen und rein imagin~r sein miissen (einsehl. 
des Pols Z = o ) .  Dieser Schlug l~Bt sich auf beliebiges n ~  2 verallgemeinernX). 

Aus (8"5) und b l ~ o  , b ~ o ,  b n ~ o  erh~ilt man wegen 
b~ sV 1 + bnb 1V s + bl s V3 -~ b s ' W  (89) 

W > o  und hieraus zusammen mit a 4 ~ o  noch a s ) o ,  was zu beweisen war. 
Es gentigt also sehon, die H u r w i t z s e h e n  Bedingungen fiir den Nenner von (62) 
allein zusammen mit a 4 ~ o  vorauszusetzen. !m Fall (84c) kann man auch folgender- 
maBen schliegen: (84c) wird erst reeht richtig sein, wenn flit b s derjenige Wert  
gesetzt wird, der A2 zum Maximum maeht. Dies ist 

b2 (a s a 3 - -  2 a I a4) b I + (a 1 a~ - 2 a o a~) b 3 
= as s - -  4 a0 a4 (90) 

Man erh~ilt so 
[(as as - -  2 a 1 a4) bx + ( a l  as - -  2 a 0 a3) b3] s -  (al b a - -  a.~ bx) ~. (as * - -  4 a0 aa) ] 

= 4 ( - -  aa a~ ~ + at a.a a~ - -  a 0 an~) �9 W ~ o ~ (91 ) 

woraus wiederum die Behauptung folgt. 
Die Bedingung R ~ [ N ( i t o ) ] > o  und die H u r w i t z s c h e n  Kriterien ffir die Null- 

stellen und Pole yon Z }R sind nieht unabh~ingig voneinander. Wie sich zeigen l~iBt, 
folgen, wenn n einen beliebigen Wert  hat, aus den H u r w i t z s c h e n  Ungleichungen 
ffir die Nullstellen zusammen mit Re [~  ( i w ) ] > o  die H u r w i t z s c h e n  Ungleichungen 
ffir die Pole, und umgekehrt  aus den H u r w i t z s c h e n  Ungleichungen ffir die Pole 
zusammen mit R~[}R(ito)]>o im wesentlichen die H u r w i t z s c h e n  Ungleichungen 
ffir die Nullstellen. Hier soll f i i r n  = 2 ein Beweis gegeben werden. 

Wegen der Identit~it 
V1 a= ~ + V~ an at "1- V~ at = = b~ ( - -  a4 a l  s 4- a 1 a~, a8 - -  aa a8 ~') (92) 

folgen aus den H u r w i t z s c h e n  Ungleichungen ffir den Z~hler yon (62) nach (85) 
b , ~ o  und hieraus naeh (84a) und ( 8 4 b ) b ~ o  und b ~ o ,  also die H u r w i t z -  
sehen Ungleichungen fiir den Nenner von (62). Umgekehrt  folgen aus den H u r w i t z -  
sehen Ungleiehungen fiir den Nenner und aus a ~ o ,  b ~ o  nach (84a) und (84b) 
a ~ o ,  a n ~ o  und deshalb nach (92) und (85) die Bedingung (87) und hieraus 
sehliefllieh a , > o ,  also alle H u r w i t z s e h e n  Ungleichungen ffir den Z~hler. 

6. Z w e i m a s c h i g e  N e t z e :  L ~ s u n g  d e r  A u f g a b e  u n d  h i n r e i c h e n d e  
B e d i n g u n g e n .  

Bei den Voraussetzungen, dab eine Wutzel 6 ~ o  yon (76a) existiert, 
a a ~ o  , a 4 ~ o  , b ~ o  und (78) positiv ist, kann nach Satz I a und IVa das Gleichungs- 
system (66), (67) , (69), (7o), (7I) durch jede derSehal tungen Bild 8 gel6st werden, 
und zwar sind dies die einzigen Schaltungen ohne fiberflfissige Elemente, welche 

1) Der  be t re f fende  Abschn i t t  8 . N e t z e  mit  e iner  be l ieb igen  Zah[ yon F r e i h e i t s g r a d e n :  
Notwendige  Bed ingungen"  de r  Disser ta t ion  ist  h ie r  n ich t  abgedruckt .  
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das Stets leisten. Nachdem so die Rik und Dig und damit k = in irgendeiner Weise 
festgelegt sind, werden durch die linearen Gleichungen (64), (65), (68) die Lik ein- 
deutig bestimmt, da die Determinante dieses Systems 2 k a T ,  nicht versehwindet. 
Weil d der Gleichung (76a) geniigt, dureh welche (63) berficksichtigt wird, muff 
jetzt  (63) yon selbst erfiillt sein, und in der Ta t  erh~ilt man durch Einsetzen der 
berechneten Werte Lik in (63) die Gleichung (76@ Die so berechneten Lik sind 
reell, und wenn man noch die Voraussetzung b l > o  hinzufiigt, ist auch die Forde- 
rung (Sa) erffillt. Damit ist die L6sung des Gleichungssystems (63) bis (7 t) unter 
obigen Voraussetzungen einschliet31ich b l > o  bewerkstelligt. 

Als Beispiel dierle die Schaltung Bild 8b. Durch Kettenbruchentwicklung 
nach (17) erh~ilt man zun~ichst 

C i  b 3 R 2  V 3 Ca b 3T12 dV 3 k S =  V 3  2 
- -  a4, - -  ba2, - -  ~7a-2, Ra - -  T12 , b32 T 1  ~ (93) 

und dann aus den Gleichungen (64), (65), (68), wenn wir festsetzen, daft der Strom- 
kreis yon J~ durch den Zweig I und den Zweig 2 gebildet wird, also 

R l l  = R 1 2  - -  Rg., R22 = R2-{- R a, 
I I 

Dll = C~' D*2 = o, D~z -- Ca 

wird, 

L1 * e b 3 -- a 4 b 1 L12 _ V a. (T 1 T2) b I Va 2 
- -  ba2 , ba2 T1 = , L22 -- b~3= ~112" (94) 

Jede gegenseitige Induktion wird, der gereinbarung fiber die Stromrichtungen 
in Bild 2 entsprechend, dann positiv gez~ihlt, wenn sie im gleichen Sinne wirkt 
wie eine Selbstinduktion im Zweig 2. Dann bestehen bei den Bezeichnungen von 
Bild I4 die folgenden Beziehungen: 

L l l  = L 1 + L~ + 2 M12 ] 

LI~ = L ,  q- M12-1- 1Vii3 -1- Mal, ] (95) 
L22 = L 2 O r- I.a -t- 2 M23. 

Die Verwirklichung gegebener Gr6fien Ln ,  L12 , L~.,, die der Bedingung (5 a) 
genfigen, ist also ohne iiberflfissige Elemente stets in drei Weisen m6glich: 

L 1 = L n, L~ = L22, Mal = L12; L2 = M~2 = M23 = o (96a) 
L= = L22, L 1 = Lll  -t- k 2 2 - -  2 L12, MI~ = L12--L~2 ; L a = M 2 3  = Mal = o (96b) 

L a = Lll  q- L22 - -  2 L12 , L 2 = LI1 , M=3 = L12 - -  Ln, L 1 = M s ,  = M12 = o ,  (96c) 
von denen die erste die einfachste ist. Wegen 

L 1 L= - -  M 1 2  ~ = L1, L 2 2  - -  L I =  2 = 1 ~ o, bzw. L= Lz - -  M = a  2 = 1 > o 
wird auch in den beiden letzten Fallen die magnetische Energie bei jeder Strom- 
verteilung in den Zweigen I und 2 bzw. 2 und 3 positiv, wie  es ja auch sein mug, 
well (Sa) erffillt i.st. Dagegen k6nnen LI,, LI~ , L2= durch 

L1 = Ell  --  L12, L2 = LI=, L 3 ~--- L=2 - -  L12 , Mik = O, 
nur dann verwirklicht werden, wenn L 1 2 ~ o  , L n ~ L 1 2  , L 2 ~ L ~ 2  ist. 

Aus (Sa) folgt eben nut, dab bei allen den Str6men in den Zweigen I, 2, 3, 
welehe die K i r c h h o f f s c h e  Bedingung in den Knotenpunkten erffillen, die magne- 
tische Energie positiv ausfS.11t. 

Zu jeder Sehaltung Bild 8 ffir die Ohm schen Widerst~inde und Kapazit~iten 
gibt es also drei Sehaltungsm6glichkeiten f/it die Selbstinduktion, so dab jeder 
Widerstand (62), dessen Koeffizienten den Bedingungen a s ~ o ,  a 4 ~ o ,  b l > o , b ~ o  
und T 1 2 > o  genfigen, f/ir jede Wurzel d > o  der Gleichung (76a) dutch zw61f ver- 
schiedene Schaltungen dargestellt werden kann. Die beiden nach Bild 8a ent- 
stehenden Schaltungen, in denen im Zweig I eine Selbstinduktion liegt, sind zwar 
der Anordnung der Elemente, aber nicht ihren zahlenmiifiigen Werten nach identisch. 
Gemiig der L6sungsmethode drficken sich auger bei den aus Bild 8 a hervorgehenden 
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Schaltungen die Schaltelemente rational durch die in (62) gegebenen Koeffizienten 
av, by und J aus. In der beschriebenen Art erh~ilt man stets L6sungen, da die 
hier gemachten Voraussetzungen nach Abschnitt  5 auch notwendig sind. 

Eine besondere Betrachtung erfordert nur noch der Ausnahmefall, T I =  o. 
Dieser Fall kann eintreten, wenn zwischen den Koeffizienten yon (62) die Gleichung 

2 a~ bl bs b3 - -  a3 blb32 --  a4 b2~ q- a~ b22 b3 - -  a2 b2 b32 q- al b 3 2 ~  (b22 - -  2 b I b3)" V~ - -  b~ s V~ = o } (97) 

besteht, die man dutch Elimination yon d aus T~-= o und (SIa) gewinnt31). Die 
Gleichungen (66), (67) , (69), (7o), ~7~) gestatten dann keine L6sung nach Schaltung 
Bild 8, dagegen unendlich viele LSsungen, wenn Kapazit~iten und Ohm sche Wider- 
st~inde nach Schaltung Bild ~4 verteilt sind, n~imlich 

C1 b3, e l  = d, I R 3 = b~ k ~, (98) 
= a-4 ~ Ca--b3kS,  

worin k jede yon Null versehiedene reelle Zahl sein kann. 

Schaltung, die f~r M12 = L3-~ o und fiir M~3 =L1 = o den Widerstand irgendeines 

Die Gleichungen (64), (65), (68) werden linear abh~ingig. Denn es ist 

R22 D22. [a L D~s - -  c R22 -t-- bl (R22 Dll - -  Ral D22)] 
k ~ 

= b~" (b32 T32 - -  bs2 Tss) + ks bl TI" (R12 D2~ + R~2 D12) 

und dieser Ausdruck verschwindet nach (80a). Die L6sung yon (63), (64), (65), (68) 
lautet: 

k T s c b3--  a4 bl L12 = L22 = bl k ~. (99) 
Ll l  = b3 ~ ' b T '  

Gem~ifl (96a) l~it3t sich also (62), wenn (97) erftillt ist, dutch zwei nur dutch 
T3 

gegenseitige Induktion gekoppelte Kreise darstellen. Speziell ftir k -  b ibs  wird 

(cb~- -a4b l )  wird L l ~ = L l l ,  so dag nach (96b)und (96c) L~  = L22 und ffir k = b 2 b~ ~.1. 8 

hier auch Schaltungen mit nur sechs Elementen ohne gegenseitige Induktionen den 
Widerstand (62) realisieren. 

Verschwindet auger T x noch einer der Ausdrficke T 2 und Ta, so verschwinden 
nach (8oa) alle T~, und (73) wird identisch Null. Da die linke Seite yon (73) die 
Resultante yon Z~thler und Nenner in (72) darstellt, so l~if~t sich (62) kiirzen und 
schon dutch ein einmaschiges Netz (Reihensehaltung yon Selbstinduktion, Ohm- 
schem Widerstand und Kapazit~it) verwirkliehen. Mit den angegebenen zw61f 
Schaltungen sind alle L6sungen ohne iiberfliissige Elemente (d. h. mit nur sieben 
Elementen) ersch6pft, die den ganzen Bereich der darstellbaren Widerst~inde yon 
der Form (62) umfassen. Sie enthalten s~imtlich gegenseitige Induktion. Die L i k  

spielen gegeniiber den Rik und Di k hier eine besondere Rolle, anders als in den 
F~illen, wo nut zwei Widerstandsarten im Netz vorkommen. Dies liegt daran, dab 
d i e  L i k  im Gegensatz zu  R i k  u n d  Dik nut der physikalischen Einschr~inkung (5 a) 
unterworfen sind. Eine L6sung des Gleiehungssystems (63) bis (7 I) 'ist zwar auch 
m6glich, indem man zun~ichst ~ (63), (65), (67), (68), (7o)�9 bzw.  (63), (64), (68), 
(69), (7~) durch eine der Schaltungen Bild 13 bzw. Bild II  16st und zuletzt die 

Bild 14. 
zweimaschigen Netzes aus Ohm schen Widerst~inden, Kapazit/iten, Selbstinduktionen und gegen- 

seitigen Induktionen im Ausnahmefall T1 = o verwirklicht. 
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Rik bzw. Dik bestimmt. Unter den Voraussetzungen, dab eine Wurzel d ~ o  yon 
(76a) existiert und ferner 

a4>o,  b l > o ,  b~>o,  b a > o ,  T~2>o 8~) 
bzw. 

a l > o ,  a~>o,  b l > o  , b a > o  , T a " > o  
ist, l~igt sich analog wie frtiher schlieflen, dab die Schaltelemente den Bedingungen (5) 
geniigen. Die darfiber hinausgehenden physikalischen Einschr~inkungen flit die 
Rik und Dik brauchen aber nicht erfiillt zu sein, so dab man in dieser Weise 
Schaltungen erh~ilt, yon denen jede nut einen Teilbereich der iiberhaupt darstell- 
baren Widerst~inde von der Form (62)tiberdeckt.  Die F/ille T 2 = o oder T a = o 
lassen sich analog T 1 = o 16sen, es existieren aber bier nur die beiden L6sungen, 
welche den dort zuletzt angegebenen entsprechen, und diese sind als Sonderf/ille 
unter den zw61f den ganzen Bereich umfassenden Schaltungen enthalten. Mit zwei- 
maschigen Netzen, welche nut einen Teilbereich der iiberhaupt durch zweimaschige 
Netze darstellbaren Widerst~inde umfassen, besch~iftigen wir uns hier nicht welter 
und verweisen diesbeztiglich auf F o s t e r  (Lit. 9)- Unser Resultat sprechen wir noch 
als Satz aus: 
SatzV: Al le  d u r c h  ein z w e i m a s c h i g e s N e t z  r e a l i s i e r b a r e n W i d e r s t ~ i n d e  

l a s s e n  s ich  (ftir j e d e s  m i t  den  B e d i n g u n g e n  v e r t r ~ i g l i c h e  d ~ o )  
d u t c h  zw61f  S c h a l t u n g e n  d a r s t e l l e n .  D i e s e S c h a l t u n g e n  g e h e n  
aus  d e n e n  y o n  Bi ld  8 h e r v o r ,  i n d e m  man in z w e i  Z w e i g e n  e i n e  
S e l b s t i n d u k t i o n  h i n z u f t i g t  u nd  b e i d e  S e l b s t i n d u k t i o n e n  d u r c h  
e i n e  g e g e n s e i t i g e  I n d u k t i o n  v e r k n i i p f t ,  z w e i  d e r  S c h a l t u n g e n  
(die au s  B i l d  8a e n t s t e h e n )  u n t e r s c h e i d e n  s i c h  n i c h t  d u r c h  d i e  
A n o r d n u n g ,  s o n d e r n  nur  d u r c h  d ie  z a h l e n m ~ i l ; i g e n W e r t e  i h r e r  
E l e m e n t e .  D i e s e  zw61f  S c h a l t u n g e n  s i n d  d i e  e i n z i g e n ,  w e l c h e  
den  g a n z e n  B e r e i c h  d e r  r e a l i s i e r b a r e n  W i d e r s t S . n d e  f ibe r -  
d e c k e n .  E i n A u s n a h m e f a l l  k a n n  nur  v o r l i e g e n ,  w e n n  z w i s c h e n  
den  K o e f f i z i e n t e n  yon  (62) d i e  R e l a t i o n  (97) b e s t e h t a a ) .  

Die ffir die Aufl6sbarkeit des Gleichungssystems (63) bis (7 I) hinreichenden 
Bedingungen 

~ > o ,  a s > o  , a4~o,  b l > o  , b 2 > o  , T~2~o  (Iooa) 
wurden aus den physikalischen Forderungen (Sa), (5b), (5c) als notwendig abge- 
leitet. Daher sind auch 

0>O, aa>o , b1>o, b.,>o, b3>o, T22>o (loob) 
oder 

d > O ,  a l > o  , a 4 > o ,  bl>O,  b a > o ,  Ta*>o (IOOC) 

notwendige und hinreichende Bedingungen ffir die L6sbarkeit unseres Problems. 
Einen Teil dieser Abh~ingigkeit der Ungleichungen (74), (75), (78) voneinander er- 
kannten wir schon friiher im Anschlut3 an die Relation (8oa). In diesen notwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen kommt eine bevorzugte Stellung der Lik 
nicht zum Ausdruck. 

7. Z w e i m a s c h i g e  N e t z e :  D i s k u s s i o n  und V e r e i n f a c h u n g  d e r  n o t w e n d i g e n  
u n d  h i n r e i c h e n d e n  B e d i n g u n g e n .  

Nun soll die Bedeutung der aufgestellten notwendigen und hinreichenden Be7 
dingungen diskutiert und ihnen eine einfachere Form erteilt werden. Zun~chst be- 
handeln wit den Fall A1~o .  Er liegt vor, wenn der Nenner yon (62) komplexe 
Wurzeln hat, aber auch, wenn der Z~hler nur komplexe Wurzeln hat, wie sp~ter 
gezeigt wird 84), also jedenfalls immer dann, wenn die OhmschenWiderst~nde gegen- 
fiber den Se|bstinduktionen und Kapazit~ten klein sind, wie es in den Anwen- 
dungen h~ufig vorkommt. Es wird bewiesen werden, dab die in diesem Fall 
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A , ~ o  notwendige Bedingung 
hinreichend =st. 

Die Aufl6sung yon (76a) 

worin 
4 A  e 

=st. Hierin bedeute t  A d nichts 
in (62) 

a0 
o 

bl  
z_q 2 = 

O 

0 

0 

(83) zusammen mit a 4 > o ,  b l ~ O  , 

liefert 

�9 6 - - - - 2 W - - b 2 V e + 2 J  , 

= (2 W - -  beVe)  2 - -  Z:~l z]  2 

anderes, als 

b 2 ~  o zugleich 

( IOI )  

(IO2) 

die Resultante yon Z~ihler und Nenner 

a 1 a s a 3 a 4 0 

ao a 1 a2 a= a4 
b e b 3 o 0 0 

b 1 b 2 b a o o 
o b~ b 2 b a o 

o o b I b 2 b3 

003) 

Daher  erh/ilt man ftir A s auch, wenn 
mi t  a~, as, aa, a4; •, ~3 bezeichnet" 

A 2 = ao 2 bl  4 (al - -  r ( a l  - - /5 '3)  (a2 - -  f12) (a2 - -  fla) ( e3  - -  ~2) (a3 - -  1#3) / 
/ 

und 

man die Nullstellen und Pole von (62) 

(to4) 

A2 = a~ {~ bl -{- (I'1 be @ ba) (a=ebl  "-~ ffeb2 + ba)" / ( I05)  

�9 (c% 2 b x + a a b 2 -~ ba) (ak 2 b ,  + 04 b2 -k ba)- ! 
Wegen  d l > o  muB hiernach aueh im Fall reeller Nullstellen z # > o  ausfallen, 

so daft (IOI) reelle LSsungen liefert. Diese L6sungen sind wegen (83) aber  auch 
be=de positiv. Es k o m m t  darauf an zu beweisen, dab 2 W - - b  2V 2 ~ o  =st. Dies 
folgt aber  aus der Identit~it 

b 2 ( e w - b  2 V 2 ) = 2 ( v l b 3 2 _ V 2 b 3 b  l + V a b l  2 ) + V e A  1 / (IC6) 

= 2 (V1 b= 2 -Jr V2 b= b l  --l-V= b l  2) - - M e  b22 I 
und aus (83). 

Die Diskussion der Ungleichung T I = ~  o beginnen wir mit  der grSBeren 
Wurzel d yon (76a): 

Z/ld = 2 W - - b e V e +  2 A  
[vgl. (IOl)]. Es wird 

z/1 T12 = b2 z/1 V a - -  ba 2 (2 W - -  b 2 Ve -I- 2 A). 

W~ire dieser Ausdruck, wie verlangt wird, positiv oder Null, so mtiBte 
be ,/1 V= - -  ba e (2 W - -  b2 V=) ~ 2 ba 2 A > 0 

sein, alo auch durch Quadrieren 
b2 e/_/12 V= 2 - -  2 b e ba 2 A, V a (2 W - -  b e V2) -1- ba 4 (2 W - -  b 2 V=) 2 ~ ba 4. 

�9 [ (2  W - -  b 2 ge) 2 -  dlA 3] 
oder 

b= e A 1 Va 2 - -  2 b 2 ba 2 V a (2 W - -  b 2 V2) -[- b3 4 & ~ o. 
Wegen  der Identit/it 

be 2 H 1 V= 2 - -  2 b2 ba 2 V= (2 W - -  b 2 V2) + ba 4 A 2 ----- - -  [(b2 e -  2 b 1 ba) V3 - -  ba 2 V=] 2 (I 07) 

kann es aber  nur im Ausnahmefall  (97) vorkommen,  dab ffir die gr613ere Wurzel  6 
die Bedingung ( Iooa)  erffilIt =st und zwar gilt dann das Gleichheitszeichen (Tz 2 = o ) .  
Zugleich findet man bestlitigt, daB, wenn z / 1 ~ o  =st, H e > o  sein muB. Andernfal 's  
wtirde in (JoI)  das obere Zeiehen gelten, damit  6 > o  =st, und man erhielte in der 
eben beschriebenen Art einen Widerspruch [vom Ausnahmefall ,  wo (97) besteht,  
abgesehen].  

Ftir die kleinere Wurzel 6 wird ganz entspreehend die Bedingung 
be z]x V 3 - -  ba 2 (2 W - -  b2g2) ~ - -  2 baeA 
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gefordert. Sie ist erffillt, wenn die linke sei te  positiv oder Null ist. W~ire Sie es 
nicht, wenn die linke Seite negativ ist, so miigte die Ungleichung 

- -  b2 J1V3 + ba 2 (2 W - -  b 2V2) > 2  ba 2 A > O  
bestehen, aus der durch Quadrieren analog wie oben 

- -  [ (b22-  2 b l b a ) V 3 - -  ba2 V~]= > o  
also ein Widerspruch folgen wfirde. Somit ist der Satz abgeleitet" 

Satz VI:  S i n d  d i e  P o l e  k o m p l e x  (a l l>o)  u n d  w i r d  d i e  F e s t s e t z u n g  
a 0 > o  g e t r o f f e n ,  so  l a s s e n  s i c h  d ie  n o t w e n d i g e n  u n d  h i n -  
r e i c h e n d e n  B e d i n g u n g e n  ff i r  d i e  R e a l i s i e r b a r k e i t  e i n e s  
W i d e r s t a n d e s  d u r c h  e in  z w e i m a s c h i g e s  N e t z  in f o l g e n d e r  
W e i s e  a u s d r i i c k e n :  D e r  W i d e r s t a n d  h a t  d i e  F o r m  (62) u n d  
e s i s t  

a 4 > o ,  b l > o ,  b 2 > o  
u n d  

V l x l  2 +V~ xlx2 q-V3x~ ~ 
, / p o s i t i v  d e f i n i t  [d. h. (84a~, (84b) / 

u n d  (84c) s i n d  e r f i i l l t ] .  D a r i n  / 
/ 

s i n d  / 
J1, V1, V2, V3 / 

d u r c h  (82) d e f i n i e r t .  ./hl=a 
Diese notwendigen und hinreichenden Be- 

dingungen miissen mit (1oob) und (iooc) ~iqui- 
valent sein. DaB infolge yon ihnen z. B. T a = ~ o  
ist, erkennt man sofort daraus, dab sie bei der 
Vertauschung (77b) in sich iibergehen. Sind die 
Bedingungen erftillt, so bleiben sie es auch, wenn 
man alle a oder b mit einem positiven Faktor  
multipliziert. So mug es auch sein, denn zu 
einem gegebenen Netzwiderstand erh~ilt man einen 
zweiten, der sich vom ersten nur durch einen =0 
positiven Faktor  n = unterscheidet, indem man 
die Ohm schen Widerst~inde des die Zufiihrungs- 
klemmen enthaltenden Stromzweiges n=-mal so 
grog, die Kapazit~it dieses Zweiges n2-mal so 
klein und die Windungszahlen der im Zweig 
liegenden Spulen n-real so grog macht. Die 
Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich sofort, 
wenn man die St r6me aller einzelnen Zweige 
und die K i r c h h o f f s c h e n  Gleichungen, denen 
sie geniigen, einfiihrt. 

Ist A,<o, so lassen sich die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen ffir d i e  L6sbar- \ 
keit unseres Problems nicht in Form yon Un- 
gleichungen in den Koeffizienten yon (62) ratio- 
haler Ausdriicke schreiben, wenigstens nicht ohne _ 
Fallunterscheidung. Die nun folgende geome- -cc,-ocz%-oc~ - - ~ %  
trische Diskussion sehliet3t sich an F o s t e r (Lit. 9) Bild 15. Bereich der Nennerkoeffizienten 
an. Wir werden ffir gegebene ai das Gebiet der des Widerstandes (62) eines aus Ohm- 
( b~) schen Widerst~.nden, Selbstinduktionen, 

b2 -Ebene bestimmen, in dem die gegenseitigen Induktionen und Kapazi- x =  b~' Y =  
Ungleichungen erffillt sind, durch welehe sich t/iten bestehenden zweimaschigen Netzes 

bei gegebenem Z~ihler; Fall vier reeller 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen Nullstellen: 
fiir die Realisierbarkeit eines Widerstandes (62) a~ = - - L  a2-=--2, aa = - - 3 ,  a~ ----- - -  4. 
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dutch ein zweimaschiges Netz ausdr/icken lassen. Dann wird man zu gegebenen 
ai (d. h. zu gegebenen Nullstellen) unmittclbar die VerhS.Itnisse b l :b2 :b  ~ (Summe 
und Produkte der Pole) angeben k6nnen, welche die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen erfiillen. 

Wegen der notwendigen Ungleichungen V x ~ 0 ,  V3~o,  W ) o ,  b ~ o  liegt d a s  
zu bestimmende Gebiet sicher im Innern des durch die Geraden W = o, V 3 = o, 
V~ = o ,  W-----o, bz = o  begrenzten Polygons (vgl. Bild 15). Nun stellt die Glei- 
chung (76a) bei festen ai eine vom Parameter d' abh~ingige Schar von Kurven zweiter 
Ordnung in homogenen Koordinaten bx, b 2, b3 dar. Jede Kurve der Schar wird 
von den drei Geraden-Paaren T12= o, T2 ~ = o ,  Ta2= o berfihrt. Denn nach (76), 
wo das Gleichheitszeichen gilt, und zwei analogen Gleichungen reduziert sich die 
linke Seite yon (76a) ffir T . ~ =  o auf das Quadrat eines in b~, b2, b 3 linearen Aus- 
drucks, so dab jede der sechs Geraden T~Z=o  (v = 1, 2, 3) mit (76a) nur einen 
Schnittpunkt hat. Da infolge yon T~ ~ o ,  T~ 2~  o, Ta ~ ~ o  

V~o, V~>o, W>o, ~>o 
ist, bilden die sechs Geraden for d ~ o  ein geschlossenes Polygon, das ganz im 
Innern des durch die Geraden W = o ,  Vo-=o, V 1 = o ,  W = o ,  b ~ = o  begrenzten 
Polygons liegt. Das umschliet3ende Polygon ist dieGrenzlage der eingeschlossenen 
Polygone ffir ~ = o ,  und seine Seiten berfihren die Ellipse ~ = o ( A ~ = o )  der Schar 
(76a). Die reellen Ellipsen der Schar (76a1 flit J ) o  mit EinschluB ihrer Grenz- 
f~ille fiberdecken somit den gesamten zulS.ssigen Bereich. Ordnet man (76a) nach 
Potenzen y o n  b i :  

crib2 ~ d- 2 c~b~b a d- c 2 2 b a 2 " ~  2 c 1 3 b 2 b  1 -Jr- 2 c~a b~ bl ~- c 3 3 b l  2 = 0 (76b) 
und w~hlt c n ~ o  , so wird die Matrix der Cik: 

[ c2--4a0a4 2 % a 3 - - a l c  
e l k  - - -  2aoa~-- alc  a~2--4 ao ~ 

2 a~aa--a3c 2 o~ C - -  a l a 3  

Die reziproke Matrix lautet: 
4 d U  

y i k  = 

2 a 1 a 4 - -  a 3 c I 

2 d c - - a l . a 3  i 3s). 
aa 2 - -  4 a~ d 

2a3U 2a lU ] 
2a3U 4 % U  2cU 
2a lU 2cU 4aoU 

008) 

tIo8a) 

mit 
U ~ - -  j3 @ 2 a 2 d - -  (a 1 a a q- a2 ~ - -  4 a0 a4) d -I- ( "  a4 al 2 -1- al as aa - - a  a a32) / 

=--[d-ao(al +a2)(a3+a4)][d-ao(al +a3)(a,,+a~)][d-ao(al+a4)(a~+a3)] l (I~ 

Im Fall c n = %2 = o, in welchem sich der Widerstand durch eine einfache 
Reihenschaltung von Selbstinduktion, Ohm schem Widerstand und Kapazit~it dar- 
stellen l~it3t, reduziert sich die Kurve zweiter Ordnung auf den Punkt 

b2 = a~ b 3 _ _ c 

b 1 2 a 0, b 1 2 %" 

Reelle Ellipsen werden, wenn cll ~ o oder c22 ~ o, durch Yaa = 4 a0 U ~ o und I cik != 
- - 4 U 2 ~ o  charakterisiert. Notwendig und hinreichend daffir, dab eine Kurve der 
Schar (76a) eine reelle Ellipse darstellt, ist somit 

a1~ - -  4% d > 0 ( I  I O) 
und 

U>o~G). (,11~ 
Ist nur U ~ o ,  aber a l ~ - - 4 a 0 d < o ,  so liegt eine imagin~ire Ellipse vor. 
L~igt man ~ yon - - m  an wachsen, so erhfilt man als Kurven der Schar (76a), 

mit der Parabel A1 = o angefangen, bis d = o lauter reelle Ellipsen. Die Ellipse 
d = o (A s = o) bildet die eine Grenzlage der das fragliche Gebiet fiberdeckenden 
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reellen Ellipsen. Weitere Grenzen dieses Gebiets ergeben sich durch Betrachtung 
der Einhiillenden der Schar (76a). Nach (IO2) erh~ilt man als Gleichung der Ein- 
hiillenden A S =  o oder nach (lO5) die vier Geraden 

a i 2 b l + a i b s - } - b a = o  ( i =  I, 2, 3, 4). (112) 
Insbesondere beriihren alle Geraden der Form (II2) die Parabel A 1 = o .  Die 

Kurvenschar (76a) l~itlt sich daher auffassen als diejenige einparametrige Schar yon 
Kurven zweiter Ordnung, welche die vier Geraden (II2)  berfihrt. Fiir komplexe 
Wurzeln sind die Geraden (II2) imaginar, und aut3er der Ellipse (i = o existiert 
keine reelle Grenze fiir das Gebiet, das die reellen Ellipsen d ~ o  fiberdecken. 

Es sei: 

wo _~i~o. Alle Wurzeln yon U = o sind jetzt positiv und die kleinste 
61 = ao (al-+" us)(tr3 -~- aa) (1 13) 

wird d l=4ao_~l~  z. Sicher ist for d ~ d  1 

und damit (1IO) erfiillt, so dab fiir ( i ~ d  1 reelle El!ipsen vorliegen, die fiir ( i = d l  
in ein Stiick einer Doppelgeraden ausarten. Da benachbarte Ellipsen sich im Reellen 
nicht schneiden, so fiillen die Ellipsen o ~ ( l ~ d  1 gerade das Innere der Ellipse 
d = o aus. Damit ist das zu bestimmende Gebiet auch ersch6pft. Bezeichnet (i n 
die mittlere Wurzel yon U = o, 

d~ = a0 (al q- aa) (a. + aa), (I I4) 
so wird 

(is = ao [(-~1 + .~3) 2 + (~2 - -  ~'4)2] �9 
Dann ist zwar auch ffir ( i > d  2 ( I I I )  erffillt. Die Ellipsen sind aber dann ima- 
gin~ir, weil 

is= +  0)s 
a o \ 2 ao/ 

Da die Ellipse (i = o oder J s  = o wegen fehlender reeller Einhiillenden oberhalb 
der Parabel z/1 = o (vgl. Bild I5) liegen rout3, sind bei komplexen Wurzeln ai not- 
wendig auch die Pole fli komplex [ J l ~ o ] .  

Sind zwei verschiedene reelle Nullstellen vorhanden: 
a ~ = - - ~ l ,  ~ s : - - _ G ;  ,~=--C~.+-i~,. c,,=--~_~ i~-, ( ~ > o ) .  

so hat U = o nur die eine positive Wurzel (II3) 

~1 = 2 a0 (;1 + -G)"-~3 
und fiir ( I ~ d  1 ist 

a 0 \ 2 ao] 2 ' 
so daft wieder (11o) erfiillt wird. Im Fall zweier verschiedener reeller Wurzeln 
fiberdecken danach ebenfalls die Ellipsen o ~ d ~ d l  das ganze zu]~issige Gebiet der 

( u2, ~ ) - E b e n e .  D a z w e i d e r  Geraden ( I , 2 ) j e t z t  reell sine, wire es aber jetzt 
bl 

aut3er durch ein Stiick der Ellipse (i = o durch ein Stiick der Geraden 
al  ~ b l +  a lbs  + b8 = o 

und 
as sb 1 + cr sbo_ + b3 = o 

begrenzt. Zu dem Ellipseninnern kommt noch das Eckgebiet, das yon der Ellipse 
und den beiden Geraden begrenzt wird, einschliei31ich der Grenze hinzu. 

Sind endlich alle v ierWurzeln  reell (Bild I5), t h ~ a 2 ~ a z ~ a a ,  so hat U = o  
wieder drei reelle Wurzeln, und wieder ist die kleinste durch (I13) und die mittlere 
durch (II4) gegeben. Ffir 
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O<a~611 (II~a) 
und 

worin ~ die gr6Bte Wurzel von U = o bedeutet: 
0s = a0(al "-l- ce.l) (a2 "4- as), (I 16) 

ist 

und daher existieren die beiden getrennten Bereiche (II5a)  und (115b) yon reellen 

[b~, b~)_Eben e iiberdecken. Das erste Ellipsen, die zwei getrennte Gebiete der \ b  1 

Gebiet ist yon einem Bogen der Ellipse /-/2 = o, zwei Stiieken der den beiden ab- 
solut kleinsten Nullstellen al, a2 entsprechenden Geraden (II2), wieder einem Bogen 
der Ellipse /-/2 = o und zwei Stiicken der den beiden absolut grSgten Nullstellen a s 
und a4 entsprechenden Geraden begrenzt. Es enth~ilt auger dem einfach fiber- 
deckten Innern der Ellipse A 2 = o  die beiden doppelt iiberdeckten Eckgebiete, die 
v0n einem Ellipsenbogen und zwei Geraden-Stficken begrenzt werden. Ffir d----61 
arten die das erste Gebiet fiberdeckenden Ellipsen in diejenige Doppelstrecke aus, 
welche die Schnittpunkte der beiden ersten und der beiden letzten der vier Geraden 
(II2) verbindet. Das zweite, ebenfalls doppelt fiberdeckte Gebiet wird dureh das 
yon den vier Geraden (II2) begrenzte Viereck gebildet. 

Im Fall yon zwei oder vier reeUen Nullstellen mfissen die Eckgebiete und das 
Viereek, die doppelt fiberdeckt werden, ganz unterhalb der Parabel A1 = o  (Bild 15) 
liegen. Die Parabel schneidet also die Ellipse A 2 =oS~). Denn nach Satz VI ist im 
Fall z ] l ~ o  nur das Innere der Ellipse ~/2 = o mit den physikalischen Forderungen 
vertdiglich, und naeh den zuvor gemachten Ausfiihrungen geht durch jeden zu- 
l~issigen Punkt nur eine einzige Ellipse der Schar (76a). Wegen der notwendigen 
Bedingung R~[N(ico)]>o miissen die Eckgebiete und das Viereck rechts yon der 
Geraden V 2 =  o liegen (vgl. Bild I5), welche die Ellipse ~42 = o in den Beriihrungs- 
punkten mit den Geraden V 1 = o und V~ = o schneidet. 

IO. E ine  b e s o n d e r e  die n a c h  K a p i t e l  II r e a l i s i e r b a r e n  W i d e r s t ~ n d e  
u m f a s s e n d e  K l a s s e  y o n  W i d e r s t ~ n d e n .  

i beliebige realisierbare Widerst~nde; dann ist auch jede Funktion Es seien ~, ~-  

I] I[ ~ I I 
~)~ = ~ "4- ~ 7 ~  "{- , t ' a v  '{- ] ~  -I- . . . .  (145/ 

wo pi positive Zahlen sind, realisierbar. Sie l~gt sich in Form eines S t i e l t j  e s -  
schen Kettenbruehes mit dem Argument t)8 sehreiben, n~imlich: 

Daraus liigt sich folgern, dab jede Kettenschaltung nach Bild 2, in der alle 
mit geradem und alle ~ mit ungeradem Index sich nut um einen Zahlenfaktor 
unterscheiden, einer weiteren Kettenschaltung sowie einer Reihen-Parallel- und einer 
Parallel-Reihen-Schaltung (und Kombinationen solcher Schaltungen) ~iquivalent ist. 
Sonderfiille dieses allgemeinen Satzes findet man in den Arbeiten Lit. 14 und I5 
behandelt. Als Beispiel ffir einen realisierbaren Kettenbruch der Gestalt (I45) 
ffihren wir 

Z + a l - - i a 2  2aal _t_. a2 ~ ] 4a~[  + 9a~21 i log~ ,~  
a~-F ia2 [~,+ al ] 3(~4--al) 4- 15(Z + a~) 17 (,~-F a~) 

4 - . . .  (I46) 

an. Diese Beziehung folgt aus .Lit. 23 S. 454 oben als Sonderfall. Ffir a l ) o ,  
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a 2~ O entspricht der Ket tenbruch einer Schaltung Bild 2, in welcher die {} mit 
ungeradem Index aus einer Reihenschaltung von Ohmschem Widerstand und Selbst- 
induktion und die {} mit geradem Index aus einer Parallelschaltung yon Ohmschem 
Widerstand und Kapazitgt  bestehen. Durch eine (I45) entsprechende Schaltung 
1M$t sich auch der in Abschnitt  3 nicht diskutierte Widerstand einer unendlich 
langen homogenen Leitung, wenn keine der vier t e i tungskons tan ten  verschwindet, 
nachbilden (vgl. Lit. I8). 

Z u s a m m e n f a s s u n g  der  R e s u l t a t e .  
Fiir den Fall, dab im Netz nut  zwei Widerstandsarten (Ohmsche Widerst~inde 

und Kapazit~iten, Kapazit~ten und Selbstinduktionen einschlieglich gegenseitiger In- 
duktionen, Selbstinduktionen und Ohm sche Widerst~inde) vorhanden sind, wird das 
Problem der Verwirklichung eines als Funkt ion der Frequenz vorgegebenen Wider- 
standes in praktisch brauchbarer Weise gel6st (Satz I b i s  IIl). Die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen fiir die L6sbarkei t  werden in einer Form gegeben, 
die in den Koeffizienten der darzustetlenden Funktion rational ist (Satz IV). Wei ter  
wird gezeigt, welche nichtrationalen Funkt ionen der Frequenz durch unendliche 
Netze dargestellt werden kSnnen [Abschnitt 3 t)]. Fiir den Fall, dab alle drei Wider-  
standsarten im Netz vorhanden und nur zweimaschige Netze zugelassen sind, werden 
die bei F o s t e r  Lit. 9 gegebenen notwendigen und hinreichenden Bedingungen ftir 
die Realisierbarkeit eines Widerstandes auf eine einfachere Form gebracht  (Satz VI) 
und ihre physikalische und mathematische Bedeutung diskutiert. Die bereits yon 
F o s t e r  f~r zweimaschige Netze in vollst~indiger und praktisch brauchbarer Weise 
gegebene L6sung wird auf neuem Wege ausfiihrlich abgeleitet, wobei der Haupt-  
wert auf die L6sungsmethode,  welche Schltisse auf Netze mit mehr als zwei Frei- 
heitsgeraden gestattet ,  gelegt wird. Fiir den allgemeinen Fall wird ein Satz (Satz VII) 
fiber die Abh~ingigkeit gewisser notwendiger Bedingungen voneinander abgeleitet 
und bewiesen, dab in jenen notwendigen Bedingungen die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen f/ir die Realisierbarkeit im Grenzfall verschwindender 
Ohm scher Widerst~inde enthalten sind [Abschnitt 81)]. Eine L6sungsmethode ffir 
den allgemeinen Fall wird kurz und ohne Beweis skizziert [Abschnitt 91)]. Ftir eine 
besondere Klasse yon Schaltungen wird ein Umbildungssatz abgeleitet (Abschnitt  IO). 

A n m e r k u n g e n .  
1) Die -con Herrn F o s t e r  in Lit. 9 angekfindigte Arbeit fiber die L6sung unseres Problems 

ffir eine beliebige Anzahl yon Freiheitsgraden ist bisher noch nieht erschienen und wird, wie 
ich einer freundl. Nitteilung des Herrn F o s t e r  vom 8. 4. z6 entnehme, voraussichtlich in etwa 
einem Jahre ver6ffentlicht werden. 

-") Vgl. z. B. Lit. 3 u. 4. 
s) Zwischen Spannung @1 und Strom J1 an den Eingangsklemmen und Spannung ~ und 

Strom J~ an den Ausgangsklemmen eines vierpoligen Netzes N bestehen Beziehungen der Ge- 
stalt (4) des Textes mit nur voa der Frequenz abh~ingigen A i k ,  w e n n  dort die reehten Seiten 
der beiden ersten Gleichungen in ~1 und --Ca ge~indert werden. Mit den Bezeichnungen yon 
Kap. I folgt daraus durch AuflSsung nach ~i und J1 

@1= a~@~+ a j~=b~ t l~+bl~J2  
a12 al~ 

J1 = an ~ ~.~ q_ an j  = b~l ~ + b2~ J~ 
-a12 a12 'd2 

bn blz und weiter fiir den im Text erw~ihnten Leerlauf- und Kurzschluflwiderstand ~0 = ~ ,  ~k = ~ .  

Die Determinante dieser Gleichungen hat nach einem bekannten Determinantensatz (vgl. z. B. 
K o w a l e w s k i ,  ,,Einfiihrung in die Determinantentheorie", Leipzig, Veit & Co., I9O9, Satz 28) 
wegen der Symmetrie al~ = azl den Wert L Naeh (--~,), J~ aufgel6st lauten sie 

(-- ~2) ~ b2~ (-- ~1) + b12J1 
J2 = b~x (-- (~x) + blx J1. 

1) Vgl. Fur, note 2) S. 355. 
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Daher  ergibt eine Reihenschal tung eines Netzes N mit  sich selbst (das zweite N in um- 
gekehr ter  Richtung geschaltet) nach Bild i a die folgenden Beziehungen yon Spannung und 
Strom am Anfang und Spannung und Strom am Ende, d i e  wieder  mit  den Indi~es i u n d  ~- 
bezeichnet  werden sollen: 

Als Leerlauf- und Kurzschlugwiderstand der  ganze n Schaltung Bild ~ a ergibt sich hieraus 
ebenso wie aus Bild i b 

b=~ b=x 
und 

2 b nb==-t- bi2b=l I t_ I 
~k -- bn  bl* ~0 8k '  

Hierdurch ist abet  die Behauptung des Tex tes  bewiesen, da ein symmetrisches vier-  
poliges Netz durch die zwei Konstanten ~0 und ,~k charakteris ier t  wird (yon einer  Vertauschung 
der  beiden Endklemmen 2, 2'  untere inander  abgesehen). Ffir den Sonderfall eines symmetrischen 
Netzes N hat C a m p b e l l  Lit. 5 den Satz ausgesprochen. Lit. 17 enth/ilt einen Beweis ffir den 
besonderen Fall, dal; an Stetle yon Schaltung Bitd i a ein symmetrisches nach Bild 2 geschaltetes 
Ket tengl ied tritt. 

J~ I 

]-  h , - l r  .M 

] t { 0 

oL . . . . . .  . . . .  ....... _ . . . .  , I  

J; ,~'~ , 

a 3 

l i  il 
I' 
I L . . . . .  ~-----:I 

J~ 

*) Die Siebket tenarbei ten von H. R i e g g e r  in 
den Wiss. Ver6ff. aus dem Siemenskonzern Bd. I, 3, 
S. i26, I922 und Bd. III,i, S. 19o, 1924, lassen sich 
wohl nicht als eigentl iche Anwendung der  Ket ten-  
bruchlehre  auf Schaltungsprobleme bezeichnen. 

5) ,,Re" bedeute t  ,,reeller Tel l  yon", i bezeichnet  
die imagin~ire Einheit.  

b ~  ~ ~2  

3 

J; 4 da' J,~ J~ J~ J~ 

Bild x6. Zur Definition der J und der J'. 
a) Beispiel einer  Schaltung, b) zugeh6riges Schema der mrs. 

~) Diese Ungleichungen (6) werden bei F o s t e r  nicht erw~ihnt. 
6 ~) Die Bedeutung yon Jv und Jv ~ soll hier noch etwas mehr  erl/iutert werden. Setzt  man 

Jv - d qv dt ' so dab qv die durch den Stromkreis  v yon einem gewissen Zeitpunkt an durch- 

geflossene Elektrizit~itsmenge darstellt, so besteht  eine vol lkommene Anatogie mit  den kleinen 
n 11 

Schwingungen der Mechanik. 2 L i k  ~tiqk entspricht  der  kinetischen Energie,  2 'D ik  qlqk ent- 
i , k  ~ I i , k  = x 

spricht der  potentiel len Energie,  ~ R i k q i  q'k der Dissipationsfunktion. Die qv sind unabh~tngigc 
i r k =  I 

Eoordinaten,  die den J r '  entsprechenden qv' sind Koordinaten, zwischen denen Nebenbedingungen 
n + k  
,~mrsqs  '== O bestehen (wenn der  Zeitpunkt , zu dem die Elcktrizit~itsmengen qv" Null sind, 

s = I  

geeignet  gew~ihlt wird). In den (4a) entsprechenden mechanischen Bewegungsgleichungen sind 
die /*i L a g r a n g e sche Multiplikatoren. 

n 

Zwischen den qv und qv" bestehen Relat ionen qv '  = ~cv,oqr  Darin sind die 
e = x  

Cv0 = -}- i , - -  i, oder  o, je nachdem die Stromrichtung yon Jr" mit  der yon Jr i ibereinst immt 
oder  nicht oder  der  Zweig v i m  Stromkreise q gar nicht vorkommt. ]gs soll festgesetzt  werden, 
daft m r s =  -}- I oder - -  I ist, je nachdem der  Zweigstrom Js' auf den Knotenpunkt  r zuflief~t 
oder  yon ihm fortfliefit. 
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AlsBeispiel  diene die Schaltung Bild i 6a  (n----4, k = 3). Als Schema der mrs erh~ilt man 
hier ffir die Knotenpunkte  i, 2, 3, wenn man das Schema noch dureh den vier ten Knotenpunkt  
erg~inzt (entsprechend einer  yon den drei ersten abh~ingigen vier ten Beziehung zwischen den 
Jv') Bild I6b, und es wird J l ' =  J1, 5 " =  J2, Ja' --- J, - -  J2, J 4 ' =  Ja, J s " = - - J a ,  J6 " =  Ja + J4, JT '---5.  

7) Hierauf  maehte mich Her r  Professor Dr. E. J a c o b s t h a I  aufmerksam. 
s) u  zugeh6rigen Schaltung behauptet  F o s t e r  (Lit. 9, S. 677), dab dutch sic jeder  

Widerstand eines Netzes yon n Fre ihei t sgraden verwirklicht  werden kann. 
9) Vgl. z. B. Lit. 28 oder  ausftihrlicher Lit. aI, S. 54, Abschnit t  58. /?;in einfacher Beweis 

n 
ergibt  sich auch, indem man die letzten ( n - - I ) V a r i a b e l e n  der Form ~'(,~Ri k + D i k ) x i x k  auf 

i , k =  x 

Hauptkoordinaten transformiert.  
10) DafS man durch eine Partialbruchzerlegung zum Ziel kommt, zeigte F o s t e r  ffir den 

analogen Fall, dab das Netz nur Selbstinduktionen, gegensei t ige  Induktionen und Kapazit~iten 
enth~ilt (Lit. 7). 

11) In Satz III sind die Theoreme yon Z o b e l  (Lit. 6, S. 5) und F o s t e r  (Lit. 7, S. 559) 
enthalten. 

~*) Vgl. Z o b e l  (Lit. 6, S. 45]46), J o h n s o n  und S h e a  (Lit. io, S. 77/}8). 
26) Diese Bedingungen finden sich schon bei E. J. R o u t h  ,,Stability of Given State of Mo- 

tion", I877, jedoch nicht in der  einfachen Determinantenform, die ihnen H u r w i t z  gegeben hat. 
Einen einfachen Beweis ffir die H u r w i t z s c h e n  Kri ter ien gibt. I. S c h u r  in der  Zeitschriff f~r 
angew. Mathematik und Mechanik I, S. 307 bis 3 i i ,  I92I (vgl. auch Lit. a6) durch Zurfick- 
fiihrung der H u r  w i t  z schen Gleichung n-ten Grades auf eine (n-- i)-ten Grades. Die Methode 
von S c h u r  hat C o h n  (Lit. a7) darauf fibertragen, die Anzahl der Wurzeln eines Polynoms im 
Einhei tskreis  zu bestimmen. Ffir unsere Zwecke ist der H u r w i t z s c h e  Beweis, der  auch die 
Bedeutung der Ungleichungen (56) am besten erkennen lgtf~t, am meisten geeignet.  

,7) Vgl. Lit. 22. Einen einfachen Beweis gibt G r  o m m e r ,  Lit. =4, S. r24. 
28) Ohne Einschr/inkung der Allgemeinhei t  k6nnen wir wieder  annehmen, dab a 0 ) o  ist. 
~) Die im T e x t  erw~ihnte Elimination kann nach F o s t e r  (Lit. 9) in folgender  Weise  

geschehen:  In die Gleichungen (66), (65) , (64) setzt  man ffir Ln,  Rn, Dn  die Wer te  .(63), (7I), 
(67) ein und erh/ilt so 

(Rls  D~2 - -  R~s D I ~  s = k s ( - -  a4 Rss  ~ + aa R2~ D2s - -  3 D2~ ~) = k ~ T ,  s 

(D~s L.,s - -  Ds~ L~_) ~ = k = (--  a 0 Das s + C D=, L~a - -  a, L=~ s) = k ~ Tz = 

Die rechten Sei ten dieser  Gleichungen sind aber y o n  Faktor  k ~ abgeschen nach (68), (69), 
(7o) Funkt ionen yon a0, a1, c, as, ai, 3, bl, b~, ba alIein, n/imlieh 

T~ s = - -  a~b~ s + a~bs b a - -  ~ ba s, 
T i  ~ = - - a  0ha s + c ba b ~ - -  a~ b~ ~, 
Ta" =: - -  3 b~ s + a~ b~ be --- a0 b~ s. 

Wegen  der  Identit~it 
L ~  (R~= D=a - -  Rs= D,=) + Rss (D,s L=~ - -  D~s Lis) + D~.= (Lie Ras - -  L ~  RI=) = 0 

ergibt  sich ffir d die mit der quadratischen Gleichung des Tex tes  gleichwert ige Beziehung:  
_+b ,T  x_+ b~T=-4 -baT~=o .  

a0) Nach (i) ist zun~ichst ffir komplexe Frequenzen  2 =@ + i~o die Leis tung 

e i = e a e t Re (~ J ea ~ ~ t + ~ j-) (~ bedeute t  darin den zu J konjugiert  komplexen Wert)  oder 

e i = ]J[ '  e a ~ "  Re ( j -  e~ 'o ' t  + ~ ) .  

Ffir @ ~ o folgt 
t 

,j /e 
- -oo  

i d t  = eao t .  Re �9 2 ( @ + i ( o )  + ~ o ,  

da die d e n  Netz seit  der  Ents tehung der  anklingenden Schwingung zugeffihrte Leis tung positiv 
ist. Dies gilt auch ffir solche Zeiten, wo das erste Glied in der Klammer rein imagin/ir ist. 
Daher  ergibt sieh Re ~ [((~ -t- i ~o)] ~ o, wenn @ ~ o. Ist @ = o, so ergibt sich in bekannter  Weise  

27C 
durch Mittelwertbildung fiber eine Periode T -  

c0 
t + T  

T e i d t = ! J I S R e [ { R ( i e o ) ] > o .  

t 

Es ist plausibel, dafS die notwendige Bedingung Re [N (i ~o)] ~ o, die im T e x t  allein benutzt  
wird, mehr  aussagt als die notwendige Bedingung Re [N (0 + i ~o)] ~ o, wo @ ~ o. Nimmt der  
Widers tand ffir lim ~o-+ o oder  oJ-+ co wie in (8) einen unendlich grof~en Wer t  an, so bleibt doeh 
lim Re } R ~  o endlich, weil die Leis tung wie I J I ~ gegen Null strebt. 
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a) Vgl. F o s t e r  Lit. 9, S. 674, Critical Line 2. 
a2) c ~ o folgt hieraus. 
aa) Vgl. F o s t e r ,  Lit. 9, Theorem I[. Im allgemeinen gibt  es nur eine LSsung ftir jede 

der zwSlf Schaltungen. Nur wenn der Zfihler yon (62) nicht blot; komplexe Wurzeln und der  
Nenner  reelle Wurzeln hat, kann es zwei znl~issige LSsungen d yon (763) geben. 

34) Wenn der Z~ihler komplexe Wurzeln hat, so muB auch der Nenner  komplexe Wurzeln 
haben. Physikalisch bedeute t  dies: wenn man in einem zweimaschigen geschlossenen Netz mit  
zwei periodischen Eigenschwingungen einen Zweig 6ffnet, so erh~It man notwendig einen 
periodischen elektrischen Sehwingungskreis.  

a~) Es kommen nur d in Frage, ftir die cn_> o, e~.a_> o, css > o ist, well sonst T1 ~, T~ ~, Ta 2 
negativ definit w~iren. 

an) Ubt man die Vertauschungen (77) auf 
- -  34 31 ~ -}- ai a~ a~ - -  as as  2 > o 

aus, so gelangt man zu ~ihnlich gebauten Ungleichungen, die erftillt sein mtissen: 
_ _  ~a q_ 2 a 2 d 2 - -  (a 1 as  + a22 q- a l  a0) d + ( - -  a a 31 ~ q- a 1 a ,  a s -1- a i a 2 a0) ~ O 

und - -  d a-F 3 a~ 6 2 -  (al as § a~ ~'-k as a~) d + (an a3 a~ q- a 1 aa a s ~  aoas ~) ~ o .  
37) Dies ist in Bild 15 nicht zu erkennen, wei lEl l ipse  undParabel  nahezn zusammenfallen. 
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