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A priori Fehlerschranken ftir sukzessiv abgespaltene 
Polynomnullstellen 
Von Mart in  Gutknecht ,  Seminar  ffir angewandte  Mathemat ik ,  Eidgen6ssische 
Technische Hochschule  Ztirich 1) 

1. Einleitung 

Wir  gehen aus von einem Po lynom 

pN(z):= z N + al  z N-1 + . . .  + ax 

mi t  komplexen  Koeff izienten und von einer Zahl  s > 0. Zudem sei ein numerisches 
Verfahren gegeben, das ges t a t t e t  eine komplexe  Zahl  ~o x zu finden, ftir die gilt 

[pN(~0N) I ~ e .  

~0 N kann  als Approx ima t ion  einer Nullstel le y o n  p N ( Z )  aufgefasst  werden. An Stelle der  
unbekann ten  Nullstel le spa l ten  wir die Approx ima t ion  cA) N a b ,  d.h.  wir dividieren 
px(z) durch den L inear fak to r  z - (D N und  vernachl/ issigen den Res t  (Deflation). Es 
resul t ier t  ein Po lynom px_l(z)  vom Grade  N - 1, von welchem i .a .  wieder eine Null-  
s t e l l enapprox imat ion  b e s t i m m t  werden kann.  I t e ra t ion  dieses Prozesses ergibt  in 
bekann te r  Weise N Approx ima t ionen  ~o 1 . . . . .  o) u der N Nullstel len ~1 . . . . .  ~X yon 
p N ( Z ) .  Gesucht  sind nun Sehranken T 1 . . . . .  TN, so dass (bei geeigneter  Numer ie rnng  
der ~k) gil t  

] ~ k - - ~ k ]  ~ T k ,  k = l  . . . . .  N .  

2. A priori Schranke 

Wird  das nach N --  k Defla t ionen erreichte  Po lynom vom Grade  k mi t  pk(z) be- 
zeichnet,  so gil t  

P k ( z )  - pk(~o~)  
p , _ l ( z )  = , k = 1 . . . . .  N .  (1) 

z - -  (o k 

Nur im kons tan ten  Koeffizienten verschieden von pk(z) ist  das  Po lynom 

qe(Z) : =  pk (Z )  - -  p k ( ~ k )  = (Z - -  r p k _ l ( Z )  , k = 1 . . . . .  N . (2) 

Bezeichnen wir die Nulls tel len yon pk(z) mit  ~kl . . . . .  ~kk, SO ha t  qk(z) gerade die Null-  
stellen ~k - l l  . . . . .  ~k- lk -1 ,  c%. Um den A b s t a n d  dieser Nullstel len abzuschS.tzen, 

1) FOr z a h l r e i c h e  D i s k u s s i o n e n  u n d  V e r b e s s e r u n g e n  b i n  ich den  H e r r e n  Prof .  Dr .  P.  H e n r i c i  u n d  
dipl .  M a t h .  R o l f  J e l t s c h  zu D a n k  v e r p f l i c h t e t .  
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verwenden wir folgende, von Ostrowski [1] bewiesene, quan t i t a t ive  Aussage tiber die 
Stetigkeit  von Polynomnullstellen.  

SATZ A. Seien ~1 . . . . .  ~x die Nullstelleu von p ( z ) : -  zX + a I z X - l  + . . .  + a v 
und coj . . . . .  CON die Nullstellen von q(z) := z N + b 1 z x - l +  .. .  + bN, wobei gelte 

I~i [ ~ R,  ]r il ~ R,  i - -  1 . . . . .  N .  Weiter sei 

A : =  i b j _ a j [  R N i �9 . (3)  

D a n n  liegen in  ]eder Komponente  des abgeschlossenen Bereichs 

N 

s : =  O {z l lz - C~I ~<A} (4) 
#=1 

gleich viele co i wie ~ .  Zudem existiert zu  ?'edem col sogar ein ~s(1) mi t  

[('Oi - -  ~s(i)] ~ z~ , (5)  

doch ist s i .a.  nicht als Permutat ion  wShlbar. 
Da der Durchmesser  einer Komponen te  des Bereichs S die obere Schranke 2 N A 

ha t  und da jedes ~i mindestens um A yore Rand  der Komponen te  entfernt  ist, gibt  
es sicher eine Permuta t ion  a, so dass Icoi - ~(i) ~ (2 N - 1) A ist. Dadurch  dass man 

giinstig w/ihlt, kann  man  aber  sogar 

Ico,--~(i)  l 4 ( 2 i - -  1) d ,  i =  1 . . . . .  N (6) 

erreichen, z.B. indem man  a(i) in der Reihenfolge wachsendei i wie folgt festlegt: 
col wird yon den noch nicht reservierten, in derselben Kolnponente  yon S liegenden 
Nullstellen ~i diejenige zugeordnet,  deren Abs tand  yon coi am kleinsten ist. 

Weiter  ist zu beachten,  dass in (6) die Numer ierung der w i willkiirlich ist. Dem- 
entsprechend erhal ten wir allgemeiner: Z u  einer vorgegebenen Permutat ion  r von 
(1 . . . . .  N)  existiert eine Permutat ion  a, so dass unter den Voraussetzungen yon Satz  A 
gilt 

Ico , -r  ~ ( 2 ~ ( i ) - l ) A ,  i - 1  . . . . .  N .  (7) 

I m  iibrigen t re ten in den Voraussetzungen yon Satz A col und  ~i symmetr i sch  auf. 
In  den Formeln  (4) bis (7) dtirfen also die Buchs taben  co und ~ ver tauseh t  werden. 

Die Anwendung von Satz A und (6) auf die eingangs definierten Polynome pk(z) 
und qk(z) ergibt  nun unter  der Voraussetzung,  dass die Nullstellen ~kl gtinstig 
numerier t  sind (d.h. so, dass a(i) = i gilt) 

I ~ k - l , i - - ~ i [  ~ ( 2 i - - 1 )  Ak, i = 1  . . . . .  k - - l ,  

wobei 

d k : =  IP~(cok)1 ilk, k = 1 . . . . .  N .  (8) 
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Nach der Dreiecksungleichung folgt nun mit  ~Yk = ~k 

N 
(2 k -  1)~V'A,.  

s = k  

Wir erhalten damit  

SATZ B. Bei gi~nstiger Numerierung der Nullstellen ~k yon pN(z) gilt 

N 

I~%-~kl ~ < ( 2 k - 1 ) ~ A , ,  k =  l . . . . .  N ,  (9) 
s = k  

mit den in (8) de/inierten A s. Insbesondere /olgt unter der Voraussetzung 

I pk(rOk)[ ~< e ,  k = 1 . . . . .  N ,  (10) 

die a priori A bschiitzung 
N 

I~0k--~kl ~< Tk, wo Tk:= ( 2 k - 1 ) ~ e  1/S . (11) 
S=k 

Es ist klar, dass man bei Verwendung von (7) zu weiteren/ihnlichen Absch~tzungen 
gelangen kann. 

Beispiele von Werten der a priori Schranken T k zu e = 10 -1~ und verschiedenen N 
sind in Tabelle 1 zusammengestellt .  Es f/illt auf, dass die Werte sehr gross sind im 
Vergleich zur recht kleinen Toleranz e. In  der Tat  existiert f/dr N > 1 kein Beispiel, 
in dem die Schranken wirklich angenommen werden. Doch ist zu beachten, dass beirn 
Ubergang von pk(z) zu qk(z) Nullstellenverschiebungen urn e ilk oder mehr durchaus 
auftreten kSnnen (vgl. [1], Appendix A, Abschnit t  10). Dementsprechend ist auch ffir 
s ~ 0 die Ordnung O(s l/x) der Schranken richtig. 

T a b e l l e  1 

A p r i o r i  S c h r a n k e n  Tg a u s  (11) z u  e = 10 -1~ E s  b e z e i c h n e t  m d e n j e n i g e n  I n d e x ,  f f i r  d e n  Tg 
m a x i m a l  i s t .  

N T 1 m T m T~v 

1 1 .00  10 - l ~  1 1 .00  10 -1~ 1 .00  10 - l ~  

2 1 .00  10 -5 2 3 .00  10 - s  3 .00  10 -5 
5 1 .36  10 -2 4 9 .21  10 -2 9 .00  10 -2 

10 3 .06  10 -1 7 3 .52  1 .90  
20 2 .54  13 4 .91  101 1 .23  101 
50 1 .78  101 2 9  6 . 9 2  10  -~ 6 .25  101 

100  5 .43  101 54  3 .70  103 1 .58 102 

3. Ergiinzungen 

Verschiir/ung von Satz B. Die Herleitung yon Satz B beruht  auf der ersten Aus- 
sage yon Satz A, wogegen die AbscMtzung  (5) nicht  bentitzt wird. Bei Beriicksichti- 



Vol. 20, 1971 Kurze Mitteilungen - Brief Reports - Communications br~ves 633 

gung von (5) ist es m6glich, folgende zwei sch~irfere S~itze herzuleiten, deren Beweise 
einfach, aber recht lang sind, so dass auf die Wiedergabe verzichtet  werden soll. 

SATZ C. Zu  einer vorgegebenen Permutation ~ yon (1 . . . . .  N) existiert eine 
Permutation o, so dass gilt 

N 

[C~k--~otkl [ ~< 2 ( z ( k ) -  1) max A , + ~ A  s. (12) 
s - k + l ,  .. . ,  N s = k  

Insbesondere /olgt unter der Voraussetzung (10) bei giinstiger Numerierung der ~k die 
a priori A bsehdtzung 

N - - 1  

I~o~ ~ I  <~ Ts wo r ' ~ : : ( 2 k - 1 )  el/x + ~ d / ' ~ .  (13) 
s = k  

Im  Vergleich zu (11) tr i t t  bei (13) der Fak tor  (2 k -- 1) nur  beim grSssten Summanden  
e 1Ix auf. 

SATZ D. Es sei /iir k = 1 . . . . .  N 

N 

R k : = ~ y ' A s ,  D k : = { z ]  I z--cok[  ~<Rk},  D E : = { z l  I z - ~ k l  ~ R1} 
s k 

und zudem 

N N 
! 

s : = O D k ,  S ' : =  U D k .  
k 1 k = l  

Dann gilt." 

(i) Jede Kreisscheibe D k enthiilt mindestens eine Nullstelle ~i yon px(z). 
(ii) Jede Kreisscheibe D'  k enthdlt mindestens eine Approximation (o~. 
(iii) Jede Komponente yon S enthdlt gleich vide ~i wie co i . 
(iv) Jede Komponente yon S' enthiilt gleich vide ~i wie wi. 

Sind die Nullstellen ~ bekannt,  so ergeben sich unter  der Voraussetzung (10) aus (ii) 
und (iv) a priori Aussagen fiber die Approximat ionen co i . 

Da die Schranken T~ ffir e ~ 1 mit k monoton  zunehmen und da Ts = T 1 und 
T~ -- TN gilt, kann man ihre Gr6ssenordnung auch aus Tabelle I entnehmen. Ebenso 
ist das dort aufgeftihrte 7" 1 die obere Grenze der Kreisradien Rk, da diese monoton  
fallen und R~ = T~ ist. 

Relative Fehler. Ostrowski Ill hat  auch einen Satz fiber den relativen Abstand der 
Nullstellen zweier Polynome bereitgestellt. Mit diesem lassen sich in ~ihnlicher Weise 
Absch~ttzungen ffir den relativen Fehler (~i - *oi)/a)i herleiten. Dabei muss allerdings 
(10) durch eine andeie, einschr~nkendere Genauigkeitsforderung ersetzt werden. 

Beriicksichtigung der Rundungs/ehler. Infolge der Rundungsfehler  erNilt man  bei 
der Deflation nicht die durch (1) charakterisierten Polynome pk(z), sondern Polynome 
/Sk(z ) mit leicht ver~nderten Koeffizienten. Sofern wir s tat t  der in (2) definierten 
Polynome qk(z) nun die Polynome ~k(z):= (z -- c@ 5k-~(z), k = 1 . . . . .  N,  verwenden, 
so k6nnen wir aber unsere l]berlegungen fibertragen, und zwar sowohl bei Fes tkomma-  
als auch bei Glei tkomma-Arithmetik.  Allerdings werden nun die Schranken zl k 
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komplizierter als in (8), denn bei der Anwendung  des Satzes yon Ostrowski auf die 
Polynome i?k(z) und  ~k(z) f~illt in (3) die Zahl R nicht  mehr  heraus. Bekannt l ich  (vgl. 
z.B. Polya und  Szeg6 E2], Kap. 3, Aufgaben 16, 17, 21) l~sst sich aber eine Zahl  R mit  
den gewtinschten Eigenschaften aus den Koeffizienten (oder oberen Schranken ftir 
diese) yon ~k(z) und  ~k(z) berechnen. Auf diese Weise gelangen wit  sogar wieder zu 
a priori gtiltigen Ak, mit  welchen dann  (9), (12) und  Satz D unver~tndert gelten. 

Zur prakt ischen Berechnung yon a posteriori Schranken sind abet  andere Metho- 
den [3-51 angezeigt, die den Satz yon Rouch6 direkt s ta t t  in der Form yon  Satz A 
benfitzen. 

Wahl  der Rechengenauigkeit. Als Anwendung  l~tsst sich folgendes Problem 16sen: 
Gegeben sei das Po lynom pN(Z) und  eine Zahl T > 0; m a n  best imme e und  die 
Mantissenl~tnge, so dass das gegebene Nulls tel len-Suchverfahren u n d  der zur Detlation 
verwendete Hornersche Algori thmus Approximat ionen co i der Nullstellen ~i yon py(z) 
liefern, ftir die gilt l a~ i -- ~i I ~< T, i = 1 . . . . .  N. Ohne Beweis sei erw~ihnt, dass (bei 
entsprechender Mantissenliinge) e = (T/(2 N))N/2 gewAhlt werden kann.  
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S u m m a r y  

The errors of the approximations to the zeros of a polynomial are analyzed, supposing these 
approximations have been found successively using Iactorization of the polynomial. We deduce 
an error bound depending only of the degree of the polynomial and the values of the reduced 
polynomials at the approximation being factored. The same method may be used to calculate error 
bounds in the case where round-off is involved. 
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