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Zusammerz/assung 

In dieser Arbeit wird der Einfluss der Wand auf die Bewegung eines rota- 
tionssymmetrischen KOrpers 1/ings der Achse eines mit zgher Fliissigkeit gefiillten 
Rohres betrachtet. Der Widerstand des K6rpers wird unter der Voraussetzung 
berechnet, dass die Dimensionen des K6rpers gegeniiber dem Radius des Rohres 
klein sind. Wit finden ftir den Widerstand D eines K6rpers, der sich mit der Ge- 
schwindigkeit U 1/ings der Achse einer zylindrischen R6hre mit dem inneren Radius 
R bewegt, 

D = D  o 1 +  o # ~ U R  2 

we D o der Widerstand des K6rpers in einer sonst den ganzen Raum fiillenden 
Fliissigkeit, a eine Konstante etwa gleich 2.203, und # die Viskosit/itskonstante ist. 

(Received:  J u n e  10, 1960.) 

Die Instabilit{it der Str6mung zwischen zwei rotierenden 
Zylindern gegeniiber Taylor-Wirbeln fiir beliebige Spaltbreiten 

Von KLAtrS IZlRC~IGXSSNER*), Freiburg i. Br., Deutschland 

Einleitung 

Diese Arbeit besch~iftigt sich mit der zuerst yon TAYLOR ~1~ 2) untersuchten 
Instabilit~it der laminaren, inkompressiblen Strbmung zwischen zwei rotie- 
renden koaxialen Zylindern. Die Stbrungen, die von einer gewissen Rotations- 
geschwindigkeit des inneren Zylinders an auftreten k6nnen, bilden sich be- 
kanntlich in Form eines in Richtung der Zylindererzeugenden periodischen 
Wirbelmusters aus. 

Um die numerischen Auswertungen mit ertr~iglichem Aufwand durehfiihren 
zu kbnnen, musste TAYLOR, neben anderen Annahmen wie der Kleillheit der 
betrachteten Stbrungen, verlangen, dass die Spaltbreite (Differenz der Zylin- 
derradien) klein sei gegeniiber den Kriimmungsradien der Zylinder. 

Die Erweiterung dieser Theorie auf dell Fall beliebiger Spaltbreite gelang 
erstlnals CHANDRASEKFIAR E2] in neuester Zeit. Die von ihm angewandte Me- 
thode zur L6sung des Problems beruht auf einer auch von TAYLOR angesetzten 
Reihenentwicklung der Stbrungsamplituden nach Besselfunktionen. 

In der vorliegenden Arbeit wird zurLbsung desselben Problems ein anderer 
Weg beschritten, der wesentlich auf der von G6RTLER E3~ und HRMMERLIN E4] 

I} Aus dem I n s t i t u t  ftir angewandte  Ma thema t ik  der Universi tf i t  Fre iburg  und dem Ins t i t u t  
fiir angewandte  Ma thema t ik  und  Meehanik der DVL all der Universi t / i t  Freiburg.  Diese Unter- 
suchung wurdq ve in  Wir t scha f t smin i s t e r ium des Landes Baden /Wt i r t t emberg  gef/Srdert. 

~) Die Ziffern in eekigen  K l a m m e r n  verweisen  au/ das  L i t e ra tu rve rze ichn i s ,  Seite 29. 
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benutzten Methode aufgebaut ist. Diese Methode hat gegenfiber der yon CI~AN- 
DRASEKHAR benutzten den Vorteil, dass der numerisch umfangreiehste Teil, 
n~imlich die Vertafelung der Greenschen Funktionen, vonder  speziellen Gestalt 
der GrundstrSmung unabh~ingig ist. Die GrundstrSmung wird erst im letzten 
Abschnitt der numerischen Auswertungen benStigt. 

Wie alle auf der Grundlage kieiner St6rungen behandelten Stabilit~itspro- 
bleme ffihrt auch die vorliegende Untersuchung auf ein Eigenwertproblem, bei 
dem ausschliesslich der kleinste positive Eigenwert physikalische Bedeutung 
besitzt. Die Existenz dieses Eigenwertes wird in Strenge nachgewiesen. 

Unsere Ergebnisse konnten in einem Fall mit exper!mentellen Resultaten 
yon DONELLY [5] verglichen werden, wobei sich gute i3bereinstimmung ergab. 

1. Das Eigenwertproblem 

Wir untersuchen die inkompressible z/ihe StrSmung zwischen zwei unend- 
lich langen, um ihre gemeinsame Achse rotierenden Zylindern - ihre Krfim- 
mungsradien bezeichnen wir mit R 1 und R 2 ( R I <  R2) -- , wobei wir zweck- 
m~tssigerweise das in Figur i gezeichnete Koordinatensystem verwenden; u, v, zv 
sind die Gesehwindigkeitskomponenten in x ,  y ,  z-Richtung. 

I 
i 

I 

I 
I 
I 

. . . . . .  . . . . .  < i J  
'E ' , 

F i g u r  1 

Das  b e n u t z t e  K o o r d i n a t e n s y s t e m .  

Da wir bei den in einer Reihe von Arbeiten wiedergegebenen Ableitungen 
der Grundgleichungen nicht verweilen wollen, sondern nur die benutzten Sym- 
bole und das zu diskutierende Eigenwertproblem anzugeben beabsichtigen, 
gehen wir yon vornherein zu dimensionslosen GrSssen fiber. Wir denken uns 
alle yon j etzt an auftretenden variablen L~ngen mit der Spaltbreite h = R 2 - R 1, 

alle variablen Geschwindigkeiten mit der Rotationsgeschwindigkeit des inneren 
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Zylinders R1 col (col= Winkelgeschwindigkeit des inneren Zylinders, co~ = Win- 
2 2 kelgeschwindigkeit des/iusseren Zylinders) und den Druck mit ~ R 1 (o 1 dimen- 

sionslos gemacht. Dabei steht e ftir die Dichte. Ferner setzen wit: R i = Ri/h, 
(i = 1,2). Als weitere dimensionslose Gr6sse wird in die Gleichungen die 
Reynoldszahl : 

Re - -  R~ o h h 
V 

eingehen. Dabei steht v fiir die kinematische Z/ihigkeit. 
Die station/ire Grundstr6mung hat dann, in dimensionsloser Form geschrie- 

ben, die Gestalt (vgl, etwa SCI~LICHTING [6]: 

Uo(y) = A ( ~ - y )  + _ B  , (1.1) 
( G  - y)  

mit 

A =  ~ [ - ( m 2 / m j R ~  . B =  R~R~(l-co2/~o~) 

Ihr  entspricht eine Druckverteilung Po(Y), ftir die sich aus der zweiten Navier- 
Stokesschen Gleichung der folgende Ausdruck ergibt : 

~ dy. (1.2) 

Der Grundstr6mung werden nun in iiblicher Weise dreidimensionale St6- 
rungen in Gestalt von in z-Richtung periodischen Wirbelpaaren iiberlagert : 

u(y,  z, t) = Uo(y) + u~(y) e o s ~  z .  d t , 

v(y, z, t) = v~(y) c o s ~ z ,  e ~ , 

(1.3) 
w(y, z, t) = wdy ) sine z" e ~t , 

p(y, z, l) = Po(Y) + Pl(Y) cosa z .  e vt . 

Hierbei gibt (r die Zahl der Wirbelpaare in einem Intervall der L/inge 2 ~ h und 
y den Anfaehungsgrad der St6rungen an. 

Wir beschr/inken uns im folgenden stets auf neutrale St6rungen (y = 0) und 
bezeichnen ftir jeden Parameterwert  ~ die kleinste Reynoldszahl, fiir die neu- 
trale St6rungen auftreten k6nnen, mit  Reo(r ). Dann ergibt sich, wie physikalisch 
zu erwarten, dass fiir Re < Reo(r ) alle St6rungen mit der Wirbelzahl ~r ged/impft 
(y < 0) und far Re > Reo(~r) angefacht (y > 0) s ing Die kleinste aus der Ge- 
samtheit  aller Zahlen Reo(r ) heisse die kritische Reynoldszahl RGr. 

Geht man mit dem Ansatz (1.3) in die Navier-Stokesschen Gleichungen ein, 
und linearisiert man beztiglich der St6rungsamplituden, so ergibt sich nach 
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einigen Umformungen das folgende Eigenwertproblem (vgl. etwa WITTING [7]): 

L[ul(y)] - - - 2  A vl(y ) , 

~o(y) udy), (1.4) L2[vl(y)] = 2 ~2 # R~ _ Y 

Ul(0 ) = Ul(1 ) = 0; 7)1(0 ) 7)1(] ) = 0; dr1(0) dVl(1) --  0 
dy dy ' 

m i t # =  Re 2 und  

d 2 1 d { 1 } 
L - ~2 + Y)~ . 

Aus physikalischen Griinden interessiert in diesem Zusammenhang lediglich 
der kleinste positive Eigenwert/z0(~ ) = Re~(a), dessert Existenz wir mit Hilfe 
der im folgenden Paragraphen bewiesenen Hilfss~itze nachweisen werden. 

2. Einige Hilfssiitze zur Behandlung des Eigenwertproblems 

Bei der Bestimmung des kleinsten positiven Eigenwertes yon (1.4) greifen 
wir auf das von GORTLER E3] und H•MMERLIN [4] verwendete Verfahren zuriick, 
ftihren also (1.4) vermittels der Greenschen Funktionen in ~tquivalente Integral- 
gleichungen fiber und ermitteln den gesuchten Eigenwert iterativ. Der Existenz- 
nachweis flit den Eigenwert wird wie in [41 mit Hilfe eines Satzes yon 
JENTZSCH [81 geffihrt, der mit einigen Voraussetzungen fiber den Kern, und 
damit in diesem Fall fiber die Greenschen Funktionen verkniipft ist. Diese 
Eigenschaften sollen im Hilfssafz 1 dieses Paragraphen bewiesen werden. Die 
Aussage des Hilfssatzes 2 benStigen wir sp~tter zur Untersuchung des Eigen- 
wertverhaltens ffir den nur mathematisch interessierenden Grenzfall ~ + 0, 
das heisst unendlich grosser Wirbelabmessungen. 

Seien G und H die zu untersuchenden Greenschen Funktionen. Sie genfigen 
iiberall im Quadrat Q = {0 < y < 1; 0 < ~) < 1} mit Ausnahme der Strecke 
y = ~ den Differentialgleichungen: 

L[G(y,  Y)I = 0; L~IH(y,  )9)1 = 0,  (2.1) 

und den homogenen Randbedingungen: 

G ( 0 , ~ ) = G ( 1 , ~ ) = 0 ;  H(0, y ) = H ( 1 ,  y ) = 0 ;  OH(O, Y) OH(l, 2~) 
dy Oy - 0 .  

(2.2) 

Die Funktion Gis t  fiberall in Q stetig. Ihre erste Ableitung besitzt ffir y = 
eine Unstetigkeit. Es gilt: 

ZAMP XII/2 
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Die F u n k t i o n  H ist  in Q zweimal  s te t ig  differenzierbar.  F a r  ihre dr i t t e  Able i tung  
gilt  an der  Stelle y = 33" 

l im ~ 08H(P - e, p) _ O~H(fJ + e, fi) [ 
~-,o [ Oy a Oy a j = 1 .  ( 2 . 4 )  

Wir beweisen nun 

Hil / ssa tz  7." F a r  die Greenschen Funk t i onen  G und H,  mit  den in den Glei- 
chungen (2.1) bis (2.4) festgelegten Eigenschaf ten,  gel ten die folgenden Un- 
gleichungen3) : 

1. G ( y , ~ ) >  0 in Q ,  

c)G(O, ~) > 0; OG(1, 3)) 
2. oF 0y- <0 ;  

3. H(y ,  33) < O in Q ,  

O~H(O, f,) o.~;4_(~, ;) 
4. @~ % O; Oy ~ % O, ~ 1 .  

Beweis." 1. Die F u n k t i o n  G kann  in Q, ausgenommen auf der  Strecke y = 33, 
weder  ein posi t ives Max imum noch ein negat ives  Minimum annehmen,  da sonst  
die Ungleichungen 

L[GI < 0 bzw. L[G~ > 0 

far  mindes tens  einen P u n k t  in Q gelten. G i s t  daher  in j edem der  Tei lbereiche 
0 < y < 33 ; 33 =< y < 1 monoton.  W~re  nun G im ersten der be iden  Tei lbereiche 
negat iv,  so folgte aus der Monotonie  und  aus G(O, 33) = O" 

OG(y,~) < 0  far  0 < y < 3 3  
0y = 

und  wegen der S te t igkei t  yon G und G(1, 3~) = 0: 

OG(y,)~) > 0  far  ~ ) < y < l .  
Oy - -  

Diese beiden Ungleichungen s tehen aber  im Wide r sp ruch  zur Beziehung (2.3), 
woraus  sich also G >= 0 in Q ergibt .  

2. L~ings der  Strecken y = 0 und y = 1 gi l t  daher  sieher ftir die einseit igen 
Able i tungen  : 

oa(1, ;,1 oG(o,~) >o; <o; ~ i  
Oy = Oy = " 

3) Wie der Beweis zeigt, gilt die Behauptung dieses Satzes auch flit den Fall, dass der Operator 
L die allgemeine Gestalt 

d 2 d 
Z =-- a(y) dy-~-- + b(y) ~y  + c(y) 

besitzt, wenn nut a, b undc stetig im betraehteten Bereieh und a ~> O, c % 0 ist. 
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Angenommen nun, es gebe ein 3)0 e i r so, dass in einer der beiden Ungleichungen 
das Gleichheitszeiehen steht, dann folgt aus (2.1) sowie aus der Stetigkeit und 
Monotonie yon G: 

G(y, 33o)--o, o ~ y < l ,  

wiederum im Widerspruch zu (2.3). Hieraus ergeben sich aber sofort die Un- 
gleichungen der Behauptung  2, und damit  G > 0 im Innern von Q. 

3. Setzen wir vort~bergehend: 

L[H 1 = K ,  (2.5) 

so befriedigt K die Differentialgleichung 

L[K] = O; (2.6) 

a) K ist stetig, und OK/c)y besitzt l~[ngs der Strecke y = 33 eine Unstetigkeit  

der Form (2.3). K kann in jedem der Gebiete 0 < y < 33; 3) < y < 1, 33 ~ I nach 
unseren Uberlegungen t~ber G weder ein positives Maximum noch ein negatives 
Minimum annehmen und d a h e r i n  I = {0 < y < 1} h6chstens 2 Nullstellen 
besitzen. H selbst verschwindet  in keinem Teilintervall von I identisch, was 
sich leicht mit  Hilfe der oben erw~hnten Eigenschaften yon K und Gleichung 
(2.4) beweisen l{tsst. 

b) Besitzt H ft~r ein 3) = 3)0 in I n Nullstellen, wobei eine k-fache Nullstelle 
nur  ]mal  gez~ihlt wird, so hat  K in I mindestens n + 2 Nullstellen. Um dies 
einzusehen, ha t  man nur  zu beachten, dass H in jedem der durch die Nullstellen 
begrenzten n + 1 Teilintervalle von I mindestens ein E x t r e m u m  annimmt.  
Zwisehen je zwei dieser Ex t rema  liegt sicher eine Nullstelle yon K, wie man  
sich leicht tiberlegt. Ferner weehselt K zwisehen den Randpunkten  y - 0 und 
y = I u n d  den ihnen benachbar ten  Extremstel len nochmals das Vorzeichen 
(H ~ 0 in der Umgebung  dieser Punkte).  

Hieraus folgt aber sotort das Behauptete.  
c) Da aber nach (a) K in I nicht mehr  als zwei Nullstellen besitzen kann, 

gilt n = 0. 
N immt  man nun an, H sei ftir ein 3) = 3)o im ganzen Interval l  [ positiv, so 

existiert mindestens ein Punk t  (Yo, 3)o), wo H ein positives Maximum annimmt.  
K ist dann an dieser Stelle negativ, w~ihrend es auf Grund der Randbedingun-  
gen (2.2) in einer hinreichend kleinen Umgebung der Randpunkte  y = 0 und 
y = 1 positiv ist (H ~ 0 in der Umgebung dieser Punkte).  Hieraus und  mit  
Hilfe der Beziehung (2.3) schliesst man, dass dies nur  dann der Fall sein kann, 
wenn K fflr ein y = Yl ~= 330 ein negatives Minimum besitzt, was im Widerspruch 
zu den unter  (a) angefi]hrten Eigenschaften yon K steht. 
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Damit  ist gezeigt, dass ftir H in Q die Ungleichung: 

H(y, ~) < 0 
gilt. 

4. Zum Beweis dieses letzten Teiles der Behauptung  nehmen wir an, es 

existiere ein Yo ~ I ,  ftir welches etwa 

o~H(o, ~o) = o 
Oy 2 

ist. Dann gilt aber OK/Oy < 0 in diesem Punkt ,  wegen H ~ 0. Dies ist aber 
wegen der auch fiir K geltenden Beziehung (2.3) und wegen der unter  (a) auf- 
gefiihrten Eigenschaften yon K unm6glich. 

Dami t  ist Hilfssatz 1 vollst/indig bewiesen. 
Wir  bezeichnen mit  L 0 den Operator, der aus L hervorgeht,  wenn a = 0 

gesetzt wird: 
d 2 1 d 1 

Lo =- - . (2.7) 
dy ~ R 2 _  y dy (R2-- Y)2 

Die Greenschen Funkt ionen  der Operatoren L o und L~, die den Randbedin-  
gungen (2.2) geniigen, nennen wir G O und Ho; dann gilt" 

Hil/ssatz 2." L~sst man a gegen Null konvergieren, so gilt gleichm~ssig im 
Bereich Q: 

1~ o] GIy, ~) - CoIy, ~) [ = o ,  l j Z  I H(y ,  i~) - ~oIy,  i,) I = o . 

Beweis." Die Funkt ion  D~ = G - G O ist in Q zweimal stetig differenzierbar 
und befriedigt die Differentialgleichung: 

L[D~(y, y)l ~2 Go(y ' ~) . 

Fiihrt  man diese Beziehung durch die Greensche Funkt ion  G in Integralform 
fiber, so ergibt sich: 

1 

Dl(y, y) = --~r 2 f G(y, y) Go@, y) dy . 
2 
0 

Bezeichnet GoM das Maximum yon 
satz 1 in Q positiv ist:  

mit  

G o im Bereich Q, so folgt, da G nach Hills- 

] DI(Y, Y) ] < ~ Go:~ dl(Y) , (2.8/ 

1 

d~(yl = f G(y, 2,) 4v . 
0 
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d 1 geniigt der Differentialgleichung: 

L~dl(y)] = - 1 ,  ( 2 . 9 )  

was man  sehr leicht verifiziert. Hieraus  gewinnt  man  aber  die AbscNitzung:  

Es gilt n/imlich" 

d l ( y )  < d l  - ~ _ . ( 2 . 1 o )  
a 2 + 1/R~ 

L[d~1] _< - 1 in Q. 

Da d~(y) ftir y = 0 und y = I verschwindet ,  m(isste, falls d 1 > a~ 1 an einer Stelle 
gilt, mindestens ein Y0 existieren, wo dx ein posit ives Max imum a n n i m m t  und 

dl(yo) > d l  ist. Dor t  bestt~nde dann aber  die Ungleichung: 

L [ d l ( y ) ]  < L[#I] ~ - - 1 ,  

in Widerspruch zu Gleichung (2.9). 
Aus (2.8) und  (2.10) folgt nun:  

(72 
IDa(y, :~) [ < GOM. 

Da GOM von a nicht  abh~ngt,  folgt hieraus:  

lim [ DI(Y, ~) ] = lim I G(y, f~) - Go(y, 4_)) ] = O, 
a-+O a-~-O 

gleichm/issig in O. 
Den zweiten Teil unserer Behaup tung  beweisen wir ganz entsprechend.  Wir  

setzen: Ds = H - H o und erhalten fiir D 2 die Differentialgleichung: 

L~[D2] = 2 a S Lo[Ho] - a 4 H o . (2.11) 

Da  H o in Q und bei einseitiger Ann~iherung an den Rand  yon Q stet ig differen- 
zierbar ist, k6nn'en wir L0[Ho] und  H o in Q nach oben abscMtzen :  

l Lo[Ho(y, ~)] I < C, I Ho(y, ~) I < Ho~. 

(2.11) wird wiederum mi t  Hilfe von H in In tegra l form tiberf/ihrt und  IDa] 
nach oben abgesch~tzt  : 

mit 
1 

d~(y) = - [ H ( y ,  y) d~. 
0 
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d, erfiillt die Differentialgleichung: 

L"Id~(y)] = 1. 
Setzt man 

so gilt 
LId~(y)j : ~ ( y ) ,  

L[d~(y)l = 1 ,  

und es ist d~ ffir y = 0 und y = 1 positiv, wie aus der Aussage 4 des Hilfssatzes 1 
folgt. Wendet  man die lJberlegungen, die wir oben bei der Absch~ttzung von d 1 
angestellt haben, auf d2 und d~ an, so ergibt sich: 

1 d~(y) < 
(a e + 1/R~) {a2 + 1/(~ 2 _ 1)2} ' 

und hieraus fiir De: 

2 a 2 C + a 4 H 0 M 
I D~(y, ~) I < 

((# + 1/R~) {a~ + 1/(R~ -- 1) ~} 

L~sst man a gegen Null gehen, so folgt gleichm~issig in Q: 

lim ] D2(y , 3)) ] = lim I H ( y ,  ~) - Ho(y, ~) ] = 0 ,  
a--+O c~--+ 0 

womit der Satz bewiesen ist. 

3. Berechnun~ der Greenschen Funkt ionen und Ex i s t enzbewe i s  

ffir den gesuchten  E igenwert  

Um das in 2 angekflndigte Verfahren zur Bes t immung des kleinsten Eigen- 
werts anwenden zu k6nnen, mtissen wir die Greenschen Funkt ionen G und H 
kennen. Zu diesem Zweck ben6tigen wir zun~iehst ein Fundamenta l sys tem yon 
L6sungen der Operatoren L u n d  L 2. Ftir L bieten sich hierftir die modifizierten 
Besselfunktionen 1. Ordnung 11 und K 1 an, deren Wronski-Determinante  A 1 
den Wert  

1 mit r - a  (R--~- y) Al(r) 
g 

besitzt. Hieraus lassen sich abcr ohne Schwierigkcit vier linear unabhtingige 
L6sungen von L 2 bestimmen. Sie lauten:  

92(r) : K l ( r  ) , 

~v3(r) A l ( r )  [ l ( r )  - A2 ( r )  Kl( r ) ,  

~4(r) = A~(r )  I~(r) - A l ( r )  K~( r )  , 
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mit den Abkiarzungen 

A~(r) = / e  I~(e) K~(e) de, 
$'1 

A, ( r )  = / e [ l ~ ( e ) ]  ~ d e , 

A(,) : f e[K~(e)p ~e , 

wobei wir ffir r~ den Wer t  r 1 = a (R2 - 1) gew/ihlt haben. Ffir die Wronski-  
Determinante  A der vier Funkt ionen 9i(r) gilt" 

1 
zJ2(r ) -- r2.  

Die Greenschen Funkt ionen G rand H haben dann die folgende Gestalt :  

G(r, ?) = N~ 

H(r, r) = i" 

[l~(r2) K~(?) -- K~(r2) 11(?)] [l~(r~) K1(r ) - -  Kl ( r l )  /1(?')] 
ftir r =< ?; 

[Ix(r2) K~(r )  - K~(r2) l l ( r ) ]  [11(rl) K](r - K~(r~) /1(,~)] 
ffir r ~ ?; 

( 1 ) 

~ _ ~(~)]} q~(,) -J- {-- ~01@) @ [A~(r2) %(~) A2(r2) 

ftir r =< ?; 

( 1 

+ { - v ' ( ' )  § N~- 

f/iT r ~ #,  

(3.~) 

mit 

= ~ (R~  - y )  ; = ~ (R. ,  - -  : ) )  

N 1 : I1(rl)K~(%) -- I1(r2)K~(rl); 

r l = a ( R  2 - 1 ) ;  r ~ = a R 2 ,  

N ~  = [ &(r~ ) ]~  - & ( r ~ )  & ( , ~ )  . 
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Mit Hilfe von G und H l~isst sich nun (1.4) in ein System von Integral- 
gleichungen iiberfiihren : 

1 

0 

oder zusammengefasst 

mit dem Kern 

1 

1 

0 

1 

u0( ) G(;,)) 
M(y, y) = 4 ~2 A f H(y, ~) R2 -- Y 

o 

(3.3) 

(3.31) 

Greift man auf die Aussage des Hilfssatzes 1 des vorigen Paragraphen zu- 
riick, so erkennt man, dass das Vorzeichen des Kerns M durch das Vorzeichen 
von uo(y ) und von A bestimmt ist; denn H und G besitzen im Quadrat Q keine 
Nullstelle. Wir beschr~nken uns nun ftir den Existenzbeweis auf solche Grund- 
str6mungen, fiir die A < 0 und u 0 => 0 gilt. 

W~ihrend mit der letzten Ungleichung der fiir die Stabilit~itstheorie durchaus 
bedeutungsvolle Fall gegensinnig rotierender Zylinder ausgeschlossen wird und 
damit die Existenzfrage des Eigenwertes hierftir often bleibt, kann dagegen der 
Bereich A >-- 0, das heisst co2/~o 1 > 2 2 _ R2/RI ausser acht gelassen werden, ohne 
dass dadurch die Klasse der zugelassenen und ftir die Stabilit~itstheorie inter- 
essanten Grundstr6mungen eingeschdinkt wird. Man weiss n~imlich auf Grund 
eines Rayleighschen Stabilit~itskriteriums, dass alle m6glichen StrSmungen der 
Taylorschen Versuchsanordnung, fiir die A ~ 0 gilt, gegentiber StSrungen des 
hier betraehteten Typs stabil sind. Dieses Kriterium wurde fiir reibende Fliis- 
sigkeiten erstmals yon J. L. SY•GE [91 bewiesen. 

Mit der Aussage yon Hilfssatz 1 aus w 2 und den oben gemachten Annahmen : 
R.z/R1) lassen sich jetzt fiir den Kern M aus u o ~ 0  und A < 0  (c@co 1 <  2 .2 

(3.31) sofort die folgenden Beziehungen verifizieren: 

M(y,~)  > 0 i n Q ,  M(0, t~)=M(I,3))  = M ( y ,  0 ) = M ( y ,  1 ) = 0 .  

M i s t  stetig und beschr/tnkt und daher quadratisch integrabel. Nun verbiirgt 
aber ein Satz yon JENTZSCH4), dass jeder quadratisch integrable Kern, der 
hSchstens in einer Menge vom Mass Null verschwindet und sonst posit ivist ,  

a) Der  Sa tz  v o n  JENTZSCH w u r d e  zuers t  y o n  HXMMERLIN [41 zum Beweis der  Ex is tenz  eines 
k le ins ten  pos i t iven  E igenwer tes  he rangezogen ,  u n d  zwar  ftir den  Nachweis  der  Ins tabi l i t / i t  e iner  
Grenzsch ich t s t rS rnung  lfings einer  k o n k a v e n  W a n d  gegeni iber  Ggr t l e r - \u  I m  Fal le  der  T a y l o r -  
schen  Zy l inde r  w u r d e  die obige Aussage  u n t e r  der  Einschr~inkung h ~ R~ von  WITTING [71 be- 
wiesen. 
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einen einfachen und vom ]3etrag kleinsten Eigenwert besitzt. Ferner hat die 
zugehSrige Eigenfunktion im ganzen Intervall  dasselbe Vorzeichen. 

Mithin existiert ftir jedes a > 0 ein dem Betrag nach kleinster positiver 
Eigenwert #o = Re~ von (3.3). vl(y ) wechselt im Intervall  I das Vorzeichen 
nicht. Dasselbe gilt nach (3.2) und Hilfssatz 1 dann auch fiir u 1. 

4. Numerische  Ergebnisse 

Zur Berechnung des gesuchten Eigenwertes definieren wir das folgende 
Iterationsverfahren: 

1 

vi~)(y) = f M(y, ~) v~-l)(~) d2~ . (4.1) 
0 

Die Folge 
~I~  n -1) 1 

( v ? l  ' 

wobei lEvl~ ein beliebiges lineares Funktional in v 1 bezeichnet, konvergiert dann 
fiir wachsendes n gegen den gesuchten Eigenwert vom kleinsten Betrage, 
vorausgesetzt, dass die nullte N~iherung v~ ~ an tier zum Eigenwert gehSrigen 
Eigenfunktion beteiligt ist~). Diese Bedingung kann bei der hier vorgenom- 
menen numerischen Durchfiihrung des Iterationsverfahrens als erfiillt angese- 
hen werden. 

Da das Veriahren auch dann konvergiert, wenn u 0 das Vorzeichen wechselt, 
die Zylinder also gegensinnig rotieren, sollen sich die numerischen Auswer- 
tungen auch auf diesen Fall erstrecken, obwohl die Existenz des gesuchten 
Eigenwertes hierffir nicht gesichert wurde. 

Zunichst  wurde der Eigenwert #0 = Re~ fiir die Parameterwerte 

h R~ ~2 0; h R2 oJ~ _ 0 

in Abh~ingigkeit von a berechnet (a = 1, 2, 3, 4, 5). Das Ergebnis ist in Figur 2 
graphisch dargestellt. Der Minimalwert beider Kurven #kr = Re~,. liegt, wie im 
Taylorschen Grenzfall (h < R~) etwa bei a = 3. Die Wirbeldicke der am fri~- 
hesten angefachten St6rungen w~ichst also proportional zu der Spaltbreite h. 
(a ist die mit  h dimensionslos gemachte Wirbelzahl). Wir geben hier noch die 
numerisch ermittelten Werte von Rekr, also die Minimalwerte der in Figm" 2 
gezeichneten neutralen Kurven, an: 

Rek~. : 68,30 fflr h = R2 Rek.,. = 76,34 ftir h _R~ 
2 ' 3 " 

~) Zum Begriff der Betei l igung vgl. WIELANDT [10]. 
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[)as Q u a d r a t  der  Reyno ldszah l  ill Abh/ ing igke i t  v o n d e r  Wirbe lzah l  o" (R 2 = 2 h; R 2 = 3 h; 
m2/~ol = 0 ) .  

Ein anschauliches Bild vom Zusammenhang zwischen der kritischen Rey- 
noldszahl Rek~ und der relativen Spaltbreite h/R 2 erh~tlt man, wenn man, wie 
es in Figur 3 geschehen ist, neben den oben bestimmten Werten fiir Re~ die 
Taylorschen Resultate benutzt,  die das asymptotische Verhalten von Re~ fiir 
h/R 2 -> 0 wiedergeben. Weiterhin kann die von WITTING in [7] berechnete 
Korrektur  des Eigenwertverhaltens von der Ordnung O(h~/R~) verwendet 
werden. Aus Figur 3, in der aus graphischen Grtinden Re~ in Abh~tngigkeit 
yon der reziproken relativen Spaltbreite R2/h dargestellt ist, ersieht man nun, 
dass Re~ mit wachsender relativer Spaltbreite f/illt; jedoch schw~tcher als 
linear in R~/h, wie es nach der Taylorschen Theorie zu erwarten gewesen w/ire. 

Die kritische Re-Zahl wurde ausserdem far verschiedene Verh~tltnisse der 
Winkelgeschwindigkeiten (o2/co 1 bestimmt. Das Minimum von Rear liegt, wie 
Figur 4 zeigt, in beiden F~illen in der N/*he des Wertes m~/eol = - 0,1. Die 
GrundstrSmung ist daher, ftir die betrachteten endlichen Spaltbreiten im 
Gegensatz zum Taylorschen Grenzfall h >> R 2, bei variablem m2/ml am friihe- 
sten instabil, wenn der ~tussere Zylinder mit  der Winkelgesehwindigkeit 
c% = - -  0,1 ~o~ rotiert. 
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Figur 3 

Das Quadrat der kritischen Reynoldszahl in Abh~ingigkeit vonder  reziproken relativen Spaitbreite 
((~ = 3; c%/e h = 0). 

Die numerischen Ergebnisse erlauben ftir den Fall R 2 = 2 h einen Vergleich 
mit einem experimentellen Resultat von DONELLu E5], der in seinen Untersu- 
chungen an Stelle der hier ermittelten Reynoldszahl die kritische Taylorzahl Ta 
angibt. Diese ist definiert durch die Gleichung 

Za = 4  [ (~ ~2 (1 - co2/o)1)(1 -- R~ ogJR~ 091) 
\ v  ! 

Far  co2/(J1 = 0 und h = R2/2 ergibt sich hieraus: 

Ta = 64 (R~vr?.L)~ 
6 

Umgerechnet auf die Reynoldsche Zahl Re  = R 1 o I h/v lautet DONELL'Z'S Er- 
gebnis in diesem Fall: 

64 (R[a~II2 64 R e X r = 3 2 7 8 0 •  130" 

Durch Multiplikation der oben berechneten GrSsse Rear = (68,30) 2 mit  dem 
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--0,4- -0,3 - 0,2 - 0.1 O 0,1 0,2 0,3 0,~ co~ 
(01 

Figur 4 

Das Quadra t  der kri t ischen Reynoldszahl  in Abhfingigkeit  v o m  Verh~iltnis der  Winkelgeschwindig- 
keiten ~o~/co I (o" = 3; R 2 = 2 h ;  R 2 = 3 h). 

Faktor 64/9 ergibt sich: 

64 Rear = TG r = 33173 
9 

Das errechnete und das experimentell bestimmte Takr weichen also um etwa 
1% voneinander ab. 

CHANDRASEICHAR gibt in E21 als berechneten Wert Ta kr = 33100 an, dessen 
prozentuale Abweichung vom experimentellen Wert um ein Geringes kleiner 
als der bier ermittelte Wert ist. Letzterer liesse sich jedoch durch Verwendung 
einer genaueren Integrationsmethode beim Iterationsverfahren weiter verbes- 
sern. 

Zum Schluss soil hier noch das Verhalten des Eigenwertes ~0 = Re~ fiir 
+ 0 bestimmt werden, das heisst ftir den nur mathematisch interessierenden 

Grenzfall unendlich gross werdender Wirbelabmessungen. 
Wir betrachten zun~ichst die Greenschen Funktionen in diesem Grenzfall. 

Dazu ziehen wir dir Aussage des Hilfssatzes 2 heran, wonach die Funktionen G 
und H ftir ~ + 0 gleichmfissig gegen die Greenschen Funkti0nen G O und H o 
der Operatoren L o und L~ streben. Fasst man nun ~2 }t o in (3.3) zu einem neuen 
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Eigenwer t  ~o zusammen,  so bes i tz t  #o im Grenzfal l  a = 0 einen endl ichen 
Grenzwert .  Dies folgt aus der  Tatsache ,  dass sich der E igenwer t  bet  gleichm~tssig 
s te t iger  Ver~nderung des Kerns  s te t ig  ~nder t  (vgl. B/3CKNER [11]). Der  W e r t  
von ~o ftir a = 0 ergibt  sich Init  Hilfe des oben beschr iebenen I t e ra t ionsve r -  
fahrens aus der  In tegra lg le ichung  (3.3), wenn man  dor t  G durch  G O und  H 
du tch  Ho 6) ersetzt .  

F t i r  das  a sympto t i sche  Verha l ten  von #0 selbst  folgt  dann  : 

rio ffir a + 0 ,  ( f i = c o n s t ) ,  /~o= -fi- 

ein Resu l ta t ,  das  insbesondere  auch ftir den Taylorschen  Grenzfal l  h ~ R 2 
gi l t  und  fibrigens auch ftir die G6rt lersche Theor ie  der  Grenzschichtinstabil i t~i t  
an einer konkaven  W a n d .  I m  ers ten Fa l l  wurde  es yon WITTIIqG [7], im zweiten 
Fal le  von HXMMEI~LI~ [12] bewiesen. 
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~) G o und H o besitzen eine fihnliehe Gestalt wie G und H. Sie gehen aus diesen hervor, wenn 
mail in (3.1) 11 dutch Is, K 1 durch K o und r dureh ~ ~ Rz -- y ersetzt. 
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Sv, mmary 

An investigation is made of the instability of stationary flow between two 
rotating cylinders for any gap distance. Previous work on this problem, viz. the 
Taylor theory, has been done with the restriction of small gaps. Moreover, in 
contrast to the recent work of S. CHANDRASEKUAR [2], who has also analysed this 
problem, the method used is independent of the basic flow and is therefore valid for 
all flows between two coaxial cylinders. In fact, it can even be used for the analysis 
of the flow in a curved channel. 

The major item of physical interest is the critical Reynoldsnumber, i. e. the 
value of the Reynoldsnumber where small disturbances are amplified for the first 
time. The value of this parameter is determined by the smallest positive eigenvalue 
of the boundary value problem. An existence proof is made for this eigenvalue for 
any wavenumber and for all possible cases of cylindrical flow, with the exception 
of the case where the cylinders rotate in opposite directions. The results are depicted 
in a convenient form, where the critical Reynoldsnumber is the dependent variable 
and the gap distance and the angular velocity ratio of the two cylinders are the 
independent variables respectively. 

A comparison with experiment is made for the case where the ratio of the two 
radii is 2:1 and the outer cylinder is at rest. The agreement with the theory is 
good; the noticeable error being approximately 1%. 

(Eingegangen: ~O. April 1960.) 

P h o t o e l a s t i c  C a l c u l a t i o n s  b y  a C o m p l e x  V a r i a b l e  M e t h o d  

By JoI~N A. LEwis and HENRY O. POLLAK, Murray Hill. N. J., USA 1) 

1. I n t r o d u c t i o n  

F rom photoelast ic  observat ions of isochromatics  and isoclinics, one may  

determine the principal  stress difference, p - q, and the principal  angle a at 

each point  of a slab of t ransparent ,  elastic mater ia l  in a s tate of plane stress. 

The  shear stress axv and the d{fference of the normal  stresses %,, ~vv m a y  be 

calculated immedia te ly  from the relations 

2 ~xv = (P - q) sin 2 ~ ,  (1.1) 

% - ~ = (p - q) cos  2 ~ (1.2) 

or, in complex form, 

2 w = ~ - % + 2 i ~ = - (p - ~) e - ~ ,  (1.3) 

where w is the ' con juga te  stress dev ia to r '  (see, e. g. [1])3). 

1) Bell Telephone Laboratories, Inc. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 87. 


