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A circular hole with fixed edge in an infinite plate. 
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Zusam~*ze~/assung 

Zweck dieser Mitteilung ist die Herleit.ung einer direkten Methode ftir die 
L6sung des zweiten 1Randwertproblems in einer elastischen Scheibe mit  kreis- 
f6rmiger Begrenzung. Zur Veranschaulicbung der 3/[ethode wird das Problem der 
unendliehen Scheibe mit  einer thermoelastischen Verzerrungsquelle in endlichem 
Abstand yon einem kreisf6rmigen Loch mit  fixiertem Rand gelOst. 

(Received: February 4, 1957.) 

E l e m e n t a r e  Ffi l le  d e s  D i r i c h l e t s c h e n  P r o b l e m s  

f i ir  e l l i p t i s c h e  G e b i e t e  d e r  E b e n e  

Von VA.CL.aV VODICKA, Pilsen, CSR 

Es ist nicht allgemein bekannt,  dass und wie sich manche interessante Pro- 
bleme der Laplaeeschei1 Gleichung auf ganz elementarem Wege 10sen lassen. Das 
zugeh6rige Verfahren soll hier ftir den Fall  spezieller Bedingungen auf der 
Peripherie eines elliptischen Grundgebietes durchgeftihrt werden. 

1. Problemslellutzg. Es sei /(x, y) ein Polynom yore beliebigen Grade n ~ 0. 
Man fragt nach der L6sung u(x, y) der Potentialaufgabe:  

bSu bsu 
A u = ~ q -  ~ =  0 im Gebiete b 2x 2 +  a s y  2 -  a sb 2=< 0,  (1) 

u(x ,y)  = / ( x , y )  a u f d e r E l l i p s e  b 2 z s +  a s y s _  a 2b 2 =  0.  

2. Ldsung. Die Grundlage zur elementaren ]3ehandlung unseres Problems 
bilden zwei bekannte S~tze der Algebra, die wir ohne Beweis in einer ftir fol- 
gende Zwecke passenden Form aussprechen wollen. 
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S a t z  1. E i n  P o l y n o m  qa(x, y) n - t en  Grades hat  da~r u n d  n u t  da~ze i~berall au[  
der E l l i p s e  b a x 2 + a ~ y2 _ a 2 b 2 = 0 den  We~4 N u l l ,  we~zn 

hierbei  i s t  ~p(x, y) beliebiges P o l y n o m  vom Grade n -  2, falls ,n >~ 2 u n d  
~p(x, y) ~ 0 1i2~, n "< 1. 

S a t z  2. W e i s s  m a n ,  dass  e in  P o t y n o m  9(x ,  y) ca-ten Grades (n >= O) m i t  der 
g a n z e n  r a t i o ~ a l e n  F u n k t i o n  b "a x ~ + a 2 y2 _ a~ b ~ m i n d e s t e n s  2 n q- 1 verschiedene  
N u l l s t e l l e n  g e m e i n s a m  hat, so i s t  q~(x, y) = 0 r ast[ der E l l i p s e  

b z x  z + a  ~ y ~ -  a z b  ~ =  O, 

u n d  ,zach Sa t z  1 lgss t  s ich damon 9(x ,  y) @r der .Form (2) avtsd~iicken. 

M i t  e i n e r  N u l l s t e l l e  i r g e n d e i n e r  F u n k t i o n  iv(x ,  y) m e i n e n  w i t  n a t i i r l i c h  j e d e s  
Z a h l e n p a a r  (x,  y) m i t  d e r  E i g e n s c h a f ~  F ( x ,  y) = O. 

N u n m e h r  k e h r e n  w i r  w i e d e r  z u m  P r o b l e m  (1) z u r i i c k  u n d  s e t z e n  die  L S s u n g  
u (x .  y) mi~c n o c h  u r t b e k a n n t e n  2 n + 1 K o e f f i z i e n t e n  20, Y~,, ',4 (v = 1, 2, 3 . . . . .  n)  
in  d e r  F o r m  

u(x ,  y) = ~'o + v ' [ > ,  p,,(x, >,) + y,', q,,(.r, y)] (s) 
'v=~. 

v o r a n s .  H i e r i n  s i n d  

[:.1 P 

2=0 
(31) 

die  d u r c h  
(x + i y)~ = p~(x, y) + i q~(x, y) (s. 2) 

d e f i n i e r t e n  h a r m o n i s c h e ~  G r u n d p o l y n o m e ,  u n d  ~r] b e d e u t e t  g a n z  a l l g e m e i n  d e n  
gan ze r t  Te i l  d e r  Z a M  r. 

D i e  B e i w e r t e  y a u s  (3) b e s t i m m e n  s i ck  n u n  e i n f a c h  a u s  d e m  l i n e a r e n  Gte i -  
c h u n g s s y s t e m  

r 
u(X's, is)  = Yo @ 2 [ Y v  Pv(Xs, Ys) + Y~" qv(Xs, 3es)] = /(Xs, Y s) (s ~ 1, e . . . . .  e 9z --  1), (4) 

V=I 

w o r i n  (v  s, Ys) ; s = 1. 2 . . . .  , 2 n + 1 b e l i e b i g e  u n t e r e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e  P u n k t e  
d e r  E l l i p s e  b 2 . ~  + a ~ y2 _ az b = = 0 s ind .  I n  a l l e n  p r a k t i s c h  w i c h t i g e n  Fs 
s i n d  d ie  (Xs. Ys) i m m e r  so  w g h l b a r ,  d a s s  d ie  B e z i e h u n g e n  (4) u n d  d a m i t  a r c h  al le  
f o l g e n d e n  R e c h n u n g e n  v e r h g l t n i s m g s s i g  e i n f a c h  a u s f a l l e n .  

E s  i s t  l e i c h t  e i n z u s e h e n ,  d a s s  d ie  G l e i c h u n g e n  (4) 16sbar  s ind ,  u n d  d a s  E r g e b n i s  
d e r  E i n s e t z u n g  d e r  d a r a u s  b e r e e h n e t e n  W e r t e  Y in  (3) s c h r e i b t  s i ch  d a n n  i n  F o r m  
d e r  D e t e r m i n a n t e n g l e i c h n n g  

1, p l ( x ,  y),  ql(x,  y), p2(x, y), qz(x, U) . . . . .  Pn('% Y), qn(X, y),  u ( x .  y) 

~, Pl(&), q,(P,), pKp~); q~(p~) . . . . .  :v,KP,), 9,dPd, t(P~) ', 

1, p l (e2) ,  ql(P2), p2(P2) ' q 2 ( P 2 )  ' . . . . . . .  pTz(p2), q,z(p2), {(.Do) 1=1 0 ,  (3) 

' 1, Pt(P2n) ,  ql(*D2n), Pe(Pen),  q2(P2n) . . . . .  P . (P2n) ,  q*z(*D2a), /(*D'2~) 

1, p l ( P ~ + l ) ,  ql(P2,~+~), P2(Pen+l) ,  qo_(P2~+t) . . . . .  Pn(P2~+t) ,  q.~(.D2~+I), [(P2~+1) : 
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N a t t i r l i c h  i s t  h i e r b e i  

D a s s  d ie  d u r c h  (5) d a r g e s t e l l t e  F u n k t i o n  u ( z ,  y) w i r k l i c h  d ie  g e s u c h t e  L 6 s u n g  
a n g i b t ,  s i e h t  m a n  l e i e h t  f o l g e n d e r m a s s e n  e i n :  E r s t e n s  i s t  u(.v, y) n a c h  (3) e i n  i n  d e r  
g a n z e n  E b e n e  h a r m o n i s c h e s  P o l y n o m  n - t e n  G r a d e s .  \ V e i t e r  h a b e n  n a c h  (4) d ie  
b e i d e n  P o l y n o m e  u(x ,  y) -- / ( z ,  y) ,  b s x 2 + a 2 y2 - a e b ~ al le  2 n +  i P u n k t e  
(x s, y~) a l s  g e m e i n s a m e  N u l l s t e l l e n .  D a  u(x ,  y ) -  / (~ ,  y) y o r e  h 6 c h s t e n s  n - t e n  
G r a d e  i s t ,  so  h a t  m a n  n a c h  S a t z  2 w i r k l i c h  u(x ,  y) -- [(x ,  y) = 0 l g n g s  d e r  g a n z e n  
E l l i p s e  b "~x 2 + a  s y 2 -  a S b  e =  0. 

N a c h  d e m s e l b e n  S a t z  2 l&sst  s i c h  u n s e r e  d u r e h  (5) d e f i n i e r t e  L 6 s u n g  a u c h  i n  
d e r  F o r m  

u( . ,  y) = / ( x ,  ~) + (b s .~  + ~ y~ - a s b ~) ~(x, y) (6) 

s c h r e i b e n .  D a b e i  i s t  ~v(x, y) e i n  p a s s e n d e s  P o l y n o m  y o r e  h S c h s t e n s  ( n -  2 ) - t e n  
G r a d e ,  o d e r  W(x, y) =~ O. Di e  g e n a u e  B e s t i m m u n g  y o n  ~(x ,  y) i s t  in  k o n k r e t e n  
F a l l e n  n i c h t  s c h w e r ,  wie  s i c h  n o c h  w e i t e r  z e i g e n  w i rd .  

3. Tabetle der P o l y n o m e  (3.1).  D i e  e r s t e n  

~1 ~ X 

P2 = x e -  y2 

P . s = x 3 - 3 x Y S  
P 4 =  z * -  6 x 2 y~ + y4 
p~ = x ~ -  1 O x 3 y ~ +  5 x y  ~ 
P6 = 2 ~  - -  15 2 4 y2 + 15 x 2 y4 _ y6 

10 P a a r e  y o n  P o l y n o m e n  (3.1) s i n d :  

q l :  Y 
q2= 2 x y  
qa = 3 ~r y - -  ya 
q4 = 4 xa y - -  4 x ya 
q ~ =  5 x  ~ y -  l O x  e y a +  y~ 

q 6 =  6 x S y  - 20 x a y ~  + 6 x y  ~ 
ib7 ~ x 7 --  21 x ~ y~ + 35 x 3 y4 _ 7 x y6 q7 ~ 7 x 6 y --  35 x 4 y~ -+- 21 x 2 y5 _ y7 

P8 = ..,.8 _ 28 .,.6 y~ + 70 x 4 y ~ - -  28 x 2 y6 + y8 

q s =  8XT Y - 5 6 x S Y a +  5 6 x a y  5 -  8 x Y  7 
P g =  X g -  3 6 Z  7 y 2 +  1 2 6 X  s y 4 -  8 4 X  a y e +  9 x y S  

q9 = 9 x s y - -  84 x 6 ya  + 126 x 4 y5 __ 36 x 2 y7 _~_ y9 

P l o =  x l ~  s y ~ + 2 1 0 x  6 y 4 -  2 1 0 x  4 y 6 + 4 5 z  e y s - y l ~  

q~o = 10 z 9 y - -  120 x ~ y3 + 252 x 5 y5 __ 120 x 3 y~ + t 0  x y~ 

(7) 

4. Be isp ie le .  E s  sol l  j e t z t  o b i g e  T h e o r i e  a u f  e i n i g e e  B e i s p i e l e n  e r l g u t e r t  w e r d e n .  

4. 1. t s t  ] ( z ,  y) s e l b s t  e i n  h a r m o n i s c h e s  P o l y n o m ,  so  f o l g t  a u s  (6) *tit yJ(z, y) 
d ie  B e d i n g u n g  

A [ ( 8 2 z  2 +  a 2 y e -  a 2 b  2) ~o(x,y)]  = 0 ,  

w e l c h e  i m  g a n z e n  G e b i e t  b 2 z z + a s yZ - -  a 2 b ~ ~ 0 e r f i i l l t  s e i n  soil .  D i e s  t r i t t  d a n n  
a n d  n u t  d a n n  e in ,  w e n n  d a s  P o l y n o m  in  d e r  e c k i g e n  K l a m m e r  i d e n t i s c h  v e r -  
s c h w i n d e t ,  d a s  h e i s s t  ~o(x, y)  ~ O. 

I m  S i n n e  y o n  (6) k o m m t  m a r t  so  z u m  f o l g e n d e n  (b ier  f r e i l i ch  f a s t  t r i v i M e n )  
E r g e b n i s :  I s t  / ( x ,  y) b e l i e b i g e s  h a r m o n i s c h e s  P o l y n o m ,  so  l au t . e t  d i e  L S s u n g  
u ( x ,  y)  d e s  P r o b l e m s  (1) g a n z  e i n f a c h  

~(x, y) = / ( , ,  y ) .  

I n s b e s o n d e r e  g e h S r e n  h i e r h e r  d ie  h ~ u f i g e n  F ~ l l e  

/ ( <  y) = / o o , / ( x ,  y) = / o o  + ho x + /o~  y 

m i t  b e l i e b i g e n  k o n s t a n t e n  / i  k. 
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I m  w e i t e r e n  k a n n  m a n  s i c h  a l so  a u i  n i c h t h a r m o n i s c h e  P o l y n o m e  /(x, y) b e -  
schr~s  

4. 2. E s  sei  

/(x, y) = ioo + Ilo x + / o l  Y + I2o 22 +/11 x y +/o~ y2; 

/iI~ g e g e b e n e  F e s t w e r t e .  
N i t  d e n  5 P u n k t e n  

ab ( ~ , 0 ) ,  ( 0 , •  (~,~);  ~ =  
~a~§ b 2 

d e r  R a n d e l l i p s e  b 2 x 2 -k a ~ y~ --  a 2 b 2 ~ 0 l a u t e t  d ie  G l e i c h u n g  (5) [ s iehe  a u c h  (7)] : 

1, x, y, x ~ -  yL  z y, u(x, y) ] 

1, a, 0, a ~, o, / o o + a / l o + a 2 / ~ o  ) 
1, - - a ,  O, a 2, O, /oo - -  gb /10 -~ 6~2 /20 ~ 0 , 

i l ,  O, b, --b 2, O, /oo + b / 0 1 +  b2 fo2 ,i 
1, O, --b,  --b 2, O, /oo--  b /ol + b2/o2 ! 

] 1, ~, r162 0, Cr /00 -~ ~ (/10 -~ /01) ~- 0(2 (/20 -~ i l l  @ /02) '  

M i t  e i n i g e r  R e c h e n a r b e i t  e r g i b t  s i c h  d a r a u s  d ie  n i c h t  a l l g e m e i n  b e k a n n t e  
L 6 s u n g  

a2 b 2 
U(X, y) = fO0 ~- g2 @ b~--~2 (/20 ~- /02) ~ /10 -'~ -~ /01 Y 

a2 I~o - b2 Io2 (8) 
+ a~ + b 2 ( x 2 -  Y~) + /11z  y .  

Fi i r  d e n  S p e z i a l f a l l  b ~ a e r h ~ l t  m a n  d ie  L S s u n g s f o r m  

a 2 t 
u(x, y) = Ioo + 2 (/20 +/o~) + /1o  z + / o l  y + ~ (I~o - / 0 2 )  (x2 _ y2) + /11  z y (s.1) 

d e s  D i r i c h l e t s c h e n  P r o b l e m s / J r  d e n  K r e i s  m i t  d e m  R a d i u s  a. 

Bemerkung. D a s  E r g e b n i s  (8) f o l g t  in  e i n  w e n i g  a n d e r e r  G e s t a l t  

u(x, y) =/oo + / l o  x + / o l  Y +/20 x2 +/11 x y +/02 y2 

12o + Io~ a2 y ~ _  a2 a ~ + b  ~ (b 2x  2 +  b~) (9) 

v ie l  s c h n e l l e r  a u s  (6). 

4. 3. F'Lir d e n  F a l l  

/(x, y) =/oo + ho x + / o l  Y + i~o x~ +/11 z y + fo~ Y~ 

+ / a o x ~ - b / ~ l x 2 Y + / l ~ x Y ~ + f o 3 Y ~  

f i i h r t  d e r  A n s a t z  (6), d a s  h e i s s t  

u(x,  y) = /(x,  y) + (b 2 x ~ § a z y~ - a 2 b z) (Coo§ CloX+Coly), 
z u r  B e d i n g u n g  

/2o + fo2 ~- (3/~o + /1~) x + (/21 @ 3 /o3) Y @ 2 (clo b 2 x + c01 a 2 y) 

+ (6~ 2 @ b 2) (Coo @- c]o z + c01 y)  = 0 , 

die  i m  g a n z e n  G e b i e t e  b 2 x ~ + a 2 y2 _ a ~ b 2 ~ 0 e r f i i l l t  s e i n  soll .  



Vol. VIII, 1957 Varia - Miscellaneous - Divers 313 

Dies ist  der  Fall ,  wenn  und nur  wenn  

Coo( a ~ +  b2) + / 2 o + / o 2 =  O, Qo(  a ~ +  3b  2) + / ~ 2 +  3 / 3 o =  O, 

c01(3a  2 + b  ~ ) +  3 / 0 ~ + / . ~ 1 =  0 .  

Mit  den daraus  be rechne ten  W e r t e n  yon  c i k  ergibt  sich dann  die Lhsung 

It(Z, y) : fO0 @- ]~1(} Z -7 ]'r Y + 1420 22 -~ /11 X y -~ /02 y2 

@ /.30 X3 @ /21 X2 Y -}- /12 X y2 @ f03 y3 

( 1 : o + / 0 ~  I ~ + 3 1 3 o  3 / 0 3 + / ~  ) a 2 y 2 _ a 2  
- -  @b2-  + a O . + 3 b  2 x +  3 a ~ . + b  2 y ( b 2 z 2 @  b2). 

Technisch  sind unsere Ausf t ih rungen  i iberall  dor t  yon  In teresse  (Etekt ro-  
s ta t ik ,  W/ i rme le i tung  usw.), wo m a n  mi t  der  Lap lacesehen  Gle ichung zu t u n  hat .  

Es  ist  zu bemerken ,  dass sich auch andere  F ragen  der  m a t h e m a t i s c h e n  Physik,  
insbesondere  un te r  gewissen Umst / fnden  das Poissonsche P r o b l e m  

A u  = / ( z ,  y )  , u = 0 a m  R a n d e  des Grundgebie tes  

nach  der vo rangehenden  Methode  16sen lassen. 

S u m m a r y  

The  Dir ich le t  p rob lem is solved for an ell iptic domain  if the  b o u n d a r y  values  
are g iven  by  a po lynomia l  def ined in t he  in te r ior  of the  ellipse. The solut ion is 
a f ini te  expans ion  in h a r m o n i c  po lynomia ls .  

(Eingegangen: 17. Dezember 1956.) 

(10) 
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F r i i h j a h r s t a g u n g  der  S c h w e i z e r i s c h e n  P h y s i k a l i s c h e n  G e s e l l s c h a f t  

v o m  4. b i s  5. Mai  1957 in B r u n n e n  

Ber ichte  fiber die S i t z u n g e n  fiir a n g e w a n d t e  P h y s i k  und  M a t h e m a t i k  

Ein W i d e r s t a n d s b r e t t  fiir r o t a t i o n s s y m m e t r i s c b e  P o t e n t i a l p r o b l e m e .  
Von ]~. BAUMGARTNER, ~.  GALLI und P. HUBER, Basel1). 

Seit  der  p rak t i schen  Rea l i s ie rung  yon Wide r s t andsne t zwerken  durch  DE 
PACKH ~) und  RZDS~AW 3) wurde  diese Ar t  Ana log ie rechenger~ t  aueh auf  kompl i -  
z ier tere  Di f fe ren t ia lg le ichungen  mi t  Er fo lg  angewendet4) .  Diese Methode  b ie te t  
gegeni iber  d e m  e lek t ro ly t i schen  Trog haupts~chl ich  den Vorte i l  gr6sserer  Genauig-  
kei t  und e infacherer  H a n d h a b u n g .  E in  sche inbarer  Nach te i l  t r i t t  aber  bet 
k r u m m e n  Oberflh.chen auf, well  ohne jeweil ige Ab~inderung der A n o r d n u n g  nur  
diskrete  K n o t e n p u n k t e  zur  Verf t igung stehen.  

1) Physikalisches Ins t i tu t  der Universit~it. 
~) D. C. DE PACKH, Rev. sci. Ins t rum.  18, 798 (1947). 
s) S.C. REDSHAW, Proc. Instn.  mech. Engrs.,  Lond. 169, 25 (1948). 
4) C. LIEBMANN, J.  int. Cale. analog. 1955, 346. 


