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A circular hole with fixed edge in an infinite plate.
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Zusammenfassung

Zweck dieser Mitteilung ist die Herleitung einer direkten Methode fiir die
Losung des zweiten Randwertproblems in einer elastischen Scheibe mit kreis-
formiger Begrenzung. Zur Veranschaulichung der Methode wird das Problem der
unendlichen Scheibe mit einer thermoelastischen Verzerrungsquelle in endlichem
Abstand von einem kreisférmigen Loch mit fixiertem Rand geltst.

(Received: February 4, 19537.)

Elementare Fille des Dirichletschen Problems
fiir elliptische Gebiete der Ebene

Von VAcrav Vobpi¢ka, Pilsen, CSR

Es ist nicht allgemein bekannt, dass und wie sich manche interessante Pro-
bleme der Laplaceschen Gleichung auf ganz elementarem Wege 16sen lassen. Das
zugehorige Verfahren soll hier fiir den Fall spezieller Bedingungen auf der
Peripherie eines elliptischen Grundgebietes durchgefiihrt werden.

1. Problemstellung. Es sei f(x, v) ein Polynom vom beliebigen Grade » = 0.
Man fragt nach der Losung u(x, y) der Potentialaufgabe:
2 2
_ 0% 9% 0 im Gebiete b2+ a?y?— a2p= 0,
dx? oy? (1)

u(x, ¥) = f(x, ) auf der Ellipse b2 %2+ a%2y2— q202= 0.

Au

2. Losung. Die Grundlage zur elementaren Behandlung unseres Problems
bilden zwei bekannte Sitze der Algebra, die wir ohne Beweis in einer fiir fol-
gende Zwecke passenden Form aussprechen wollen.
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Satz 1. Ein Polynom @(x, y) n-ten Gvades hat dann und nur dann tibevall auf

der Ellipse b2 42 + a? y® — a? b2 = 0 den Wert Null, wenn
plx, y) = (0% #2 + a® ¥ — a? b)) y(x, ¥); (2)

hierbei ist w(x, y) beliebiges Polynom vom Grade w — 2. falls n =2 wnd
wlx, y) =0 filr n < 1.

Satz 2. Weiss man, dass ein Polynom ¢(x, y) n-ten Grades (n = 0) mit dev
ganzen vationalen Funktion b? x% 4+ a? 2 — a® b? mindestens 2 n + 1 verschiedene
Nullstellen gemeinsam hat, so ist ¢(x, v) = 0 diberall auf dey Ellipse

B2 2% - a2 2 — a2 b2 = 0
und nach Satz 1 lisst sich dann @(x, v) in dev Form (2) ausdriicken.

Mit einer Nullstelle irgendeiner Funktion F(¥, ) meinen wir natiirlich jedes
Zahlenpaar (z, y) mit der Eigenschait F(x, y) = 0.

Nunmehr kehren wir wieder zum Problem (1) zuriick und setzen die Losung
u(#, v) mit noch unbekannten 2 # + 1 Koeffizienten p,, vy, vo (v = 1, 2, 3, ..., u)
in der Form

(%, 9) = v + Z“/v (%, ¥) + 75 g%, 2)] (3)

voraus. Hierin sind

] [” |

ﬁv(%y)=Z(-1)"(2})})x’““y2: Z’( 1) (2/, )x”_ZA‘lyz;‘Tl (3.1)

=0

die durch . .

(=i 9) = b, ¥) + 1 qu(#, V) (3.2)
definierten harmonischen Grundpolynome, und [»] bedeutet ganz allgemein den
ganzen Teil der Zahl 7.

Die Beiwerte y aus (3) bestimmen sich nun einfach aus dem linearen Glei-
chungssystem

" .
w(#xg V) = Vo +2m Pl Vo) + vi qu(zg vl = Hlxg ¥ (s=1,2,...,2n+1),
r=1

worin (¥, ¥.); s =1, 2, , 2 n + 1 beliebige untereinander verschiedene Punkte
der Ellipse b2 x2 + a2 y — a2p? =0 sind. In allen praktisch wichtigen Féllen
sind die (x,, y,) immer so wihlbar, dass die Beziehungen (4) und damit auch alle
folgenden Rechnungen verhiltnisméssig einfach ausfallen.

Es ist leicht einzusehen, dass die Gleichungen (4) 16sbar sind, und das Ergebunis
der Einsetzung der daraus berechneten Werte ¢ in (3) schreibt sich dann in Form
der Determinantengleichung

L1 o ), @x ), Pl ¥), @l ), e balE ) ga(m ), w(x ) ]
| 1, 1Py, q:(Fy), 1‘92(P1); 72(Py), R MEIR Gn{Pu), HP) :

1, pu(P), 71(Ps), Pa{Ps), gs(Ps), o PRl Py), 7,(P), (P }/z 0.
L pBa P PoPan) Ga(Pards s PalPan)s €aPrn)s H(Prn) .

Pypit)s G1(Pansn)s PalPanit)s 9P a4 1)s - s Pa(Panin)r @n(Panst) F(Ponyy)
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Natiirlich ist hierbei

PP(PS) = p”(xs’ ys) 3 qV(Ps) = ql’(xs’ ys) > f(Ps) = f(xw ys) .

Dass die durch (5) dargestellte Funktion «(», ) wirklich die gesuchte Losung
angibt, sieht man leicht folgendermassen ein: Erstens ist #(¥, y) nach (3) ein in der
ganzen Ebene harmonisches Polynom #n-ten Grades. Weiter haben nach (4) die
beiden Polynome u(x, ¥) — f(x, ¥), b2 x® + a?y® — a%b? alle 2% + 1 Punkte
(x,, v,) als gemeinsame Nullstellen. Da u(x, v) — f(», ¥) vom hochstens n-ten
Grade ist, so hat man nach Satz 2 wirklich «(x, y) — f(¥, ¥) = 0 lings der ganzen
Ellipse 6% 2 4 a2 92 — a2 b% = 0.

Nach demselben Satz 2 ldsst sich unsere durch (5) definierte Lésung auch in
der Form

w(x, ) = f(x, ) + (0% % + a® y® — a® b?) y(x, ¥) (6)
schreiben. Dabei ist y(#, ¥) ein passendes Polynom vom hochstens (z — 2)-ten
Grade, oder y(x, ¥) = 0. Die genaue Bestimmung von u(¥, ¥) ist in konkreten
Fillen nicht schwer, wie sich noch weiter zeigen wird.

3. Tabelle dev Polymome (3.1). Die ersten 10 Paare von Polynomen (3.1) sind:

Pr=x =Y

Po= 52—yt Go=22xYy
Py="—3xy? gs=3x2y—yB

Pa= &t — 6%y + y* Go=4x3y —4xy3
Ps=x"— 10x%y2 + 55 y* gs=5x*y— 10 x%y3 4 y%

pe= 48— 1524 y2 L 15 42 y4 — y8 Ge=6x%y — 2043 y3 + 6 x y5
Pr=xT—2125y2 L 3543yt~ Txy® g, =Tx0y— 35229342142 y5—y7 L (7)
pg=x%— 28 x% y2 L TO x* yt— 28 x2 95 + &
Jo=8x7y — 56x5y3 4+ 5643 y5— By yT
Pg=x%— 36 x7y2 L 126 45 y* — 84 23 y® 4 O x y8
go=9 %%y — 84 x5 y3 4+ 126 2% y5 — 36 22 y7 + 9°
Pro= ¥10 — 45 x8 y2 4 210 #8 y* — 210 x% y% + 45 52 98 — 10
Guo=102%y — 120 x7 y3 4 252 x5 9% — 120 4% »7 + 10 x »?®

4. Beispiele. Es soll jetzt obige Theorie auf einigen Beispielen erldutert werden.

4. 1. Ist f{x, y) selbst ein harmonisches Polynom, so folgt aus (6) fir y(x, y)

die Bedingung
A[(@? 2%+ a?y® — a®b%) y(x, y)] = 0,

welche im ganzen Gebiet % 2 + a? 2 — 4?2 b2 < 0 erfiillt sein soll. Dies tritt dann
und nur dann ein, wenn das Polynom in der eckigen Klammer identisch ver-
schwindet, das heisst p(x, y) = 0.

Im Sinne von (6) kommt man so zum folgenden (hier freilich fast trivialen)
Ergebnis: Ist f(x, ¥} beliebiges harmonisches Polynom, so lautet die Losung
u(x, y) des Problems (1) ganz einfach

u(x, ¥) = 1{x, 9) .
Insbesondere gehdren hierher die hdufigen Fille

H#, 9) = foor I, ¥) = foo + fr0 % + for ¥
mit beliebigen konstanten f,,.
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Im weiteren kann man sich also auf nichtharmonische Polynome f(x, y) be-
schrinken.
4. 2. Es sei
fx y) =foo+ Fro %+ for ¥ + fao 2+ Fu Y + fo2 ¥

f:» gegebene Festwerte,
Mit den 5 Punkten

(£ a,0), (0, L8), (x0); a ab

= o
der Randellipse b2 x% + a? y* — a? b% = 0 lautet die Gleichung (5) [siehe auch (7)]:

L, % yx%—y% xy, uxy) |

L e 0, a? 0, foot afiot atfy J
1, —a, 0, a? 0, foo— @fr0 + a*fa -0
‘1,0, b D 0, foo & b for + b2 foq .
) 1, 0, —b, —b% 0, foi)_ bf01+ b2 foz l\
'Looe o, 0, a?, foo T & (fag + for) + @® (Fap + Fra -+ foa) |
Mit einiger Rechenarbeit ergibt sich daraus die nicht allgemein bekannte

Losung 2 e
a
u(x, ¥) = foo + Pr (Foo + foo) + fro % + for ¥
. . (8)
a® fao — b2 foa
a? -+ b2

+ (Fr— ) +fnry.

Fiir den Spezialfall b = a erhilt man die Ldsungsform
a? 1
w(x, ¥) = foo + 5 (20 + foo) + fro % + Jor ¥ + 7 (fao = fao) (#* — %) + fry 2y (8.1)

des Dirichletschen Problems fiir den Kreis mit dem Radius a.

Bemerkung. Das Ergebnis (8) folgt in ein wenig anderer Gestalt

w(x, ¥) = foo + Fro ¥+ for ¥V + foo ¥+ fuu ¥ ¥ + for VP

9
~ It prarparyr o arey) ®

viel schneller aus (6).
4. 3. Fiir den Fall

Foo )= foo+ Fro# +for ¥ + Fao 2+ i 9 + o ¥°
F fao ¥ fa A2V A+ fa X Y2+ fo ¥P

fithrt der Ansatz (6), das heisst
u(x, ¥) = f(x, ¥) + (0> #* + a®y® — a®? b?) (¢oo + C1p ¥ + Cor V)
zur Bedingung

20+ foz + (3 a0 + fr2) # + (Far + 3 foa) ¥ + 2 (610 0% # + cpr a® y)
+ (@% 4+ b%) (69 + C1p &+ Loy ¥) =0,

die im ganzen Gebiete b2 x% + a? y2 — a2 b2 = 0 erfiillt sein soll.
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Dies ist der Fall, wenn und nur wenn
Cop (@% + 02 + fog + Foa=10, C10(a® + 303 +f1s+3/35p=0,
cor(3a% + 0%+ 3fpa+/u=0.
Mit den daraus berechneten Werten von ¢, ergibt sich dann die Losung
w(x, V) =foo+ Fro¥ Tl ¥+ foo¥*+ Fuux Y + for V2
A+ Fao #% b far X2 Y fra ¥ Y2 foa 3

_ (fzo + fos + 2+ 3 50 ¥ 3Jos + I y) (b2 2 + a2 y2 _ a2 b?) .

a? + b? a*+ 3 6% 3af 4 b2

Technisch sind unsere Ausfiihrungen iiberall dort von Interesse (Elektro-
statik, Warmeleitung usw.), wo man mit der Laplaceschen Gleichung zu tun hat.

Es ist zu bemerken, dass sich auch andere Fragen der mathematischen Physik,
insbesondere unter gewissen Umstdnden das Poissonsche Problem

Au = f(x, ¥}, u = 0 am Rande des Grundgebietes

nach der vorangehenden Methode 16sen lassen.

Summary

The Dirichlet problem is solved for an elliptic domain if the boundary values
are given by a polynomial defined in the interior of the ellipse. The solution is
a finite expansion in harmonic polynomials.

(Eingegangen: 17. Dezember 1956.)
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Friihjahrstagung der Schweizerischen Physikalischen Gesellschaft
vom 4. bis 5. Mai 1957 in Brunnen

Berichte ilber die Sitzungen fiir angewandte Physik und Mathematik

Ein Widerstandsbrett fiir rotationssymmetrische Potentialprobleme.
Von E. BAUMGARTNER, R. Garrr und P. Husgr, Basel?).

Seit der praktischen Realisierung von Widerstandsnetzwerken durch DE
Packr®) und RepsHaw?) wurde diese Art Analogierechengerit auch auf kompli-
ziertere Differentialgleichungen mit Erfolg angewendet?). Diese Methode bietet
gegentiber dem elektrolytischen Trog hauptsidchlich den Vorteil grésserer Genauig-
keit und einfacherer Handhabung. Ein scheinbarer Nachteil tritt aber bei
krummen Oberflichen auf, weil ohne jeweilige Abdnderung der Anordnung nur
diskrete Knotenpunkte zur Verfiigung stehen.
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